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CONSTRUCTION DE SURFACES MINIMALES
EN RECOLLANT DES SURFACES DE SCHERK

par
Martin TRAIZET

1. Introduction.

1.1. Résultats.
Jusqu'en 1982, les seuls exemples connus de surfaces minimales

complètes plongées dans R3 nous venaient du siècle dernier : le plan,
la caténoïde, et des surfaces périodiques (c'est-à-dire invariantes par un
groupe non trivial d'isométries agissant librement sur R3) : Phélicoïde, les
surfaces de Scherk, les surfaces de Schwartz... En 1982, C. Costa a construit
une surface minimale complète de courbure totale fK = —127T, modelée
sur un tore moins trois points. D. Hoffman et W. Meeks ont montré plus
tard que cette surface était plongée. Depuis, d'autres exemples de surfaces
minimales de courbure totale finie ont été construits, ainsi que de nombreux
exemples de surfaces périodiques (voir [11]).

Tous ces exemples sont construits en utilisant soit la représentation
de Weierstrass, soit la méthode de Plateau (voir [7]). L'inconvénient de ces
méthodes est qu'on a à résoudre un problème de périodes. En général, on
impose des symétries pour réduire le nombre de périodes. Ainsi, tous les
exemples de genre élevé connus ont beaucoup de symétries. Par exemple, la
surface de Costa Hoffman Meeks de genre k >, 1 a k + 1 plans de symétrie
verticaux.

Cette situation contraste avec le cas des surfaces de courbure moyenne
constante positive : Kapouleas a construit des exemples de surfaces à H = 1
de genre arbitrairement grand et sans symétries [5]. Dans cet article, on
utilise les techniques de Kapouleas pour construire des surfaces minimales
simplement périodiques, sans avoir à résoudre de problème de périodes.

Mots-clés : Surface minimales - Désingularisation.
Classification math. : 53A10.
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THÉORÈME 1.1. — II existe des surfaces minimales complètes
plongées dans R3, simplement périodiques (c'est-à-dire invariantes par une
translation verticale T), de genre (dans le quotient par T) arbitrairement
grand, et dont le groupe de symétrie (dans le quotient) est Za agissant par
la symétrie a par rapport au plan x^ = 0.

Ce résultat est un corollaire du théorème 1.2 ci-dessous, qui permet de
désingulariser des plans, au sens heuristique suivant : on prend un ensemble
II fini de plans verticaux ; on cherche une surface minimale qui soit proche
de II, sauf au voisinage des intersection entre deux plans, où elle est proche
d'une surface de Scherk de très petite période (la même période pour chaque
intersection).

J'appelle surface de Scherk tout élément de la famille des surfaces
minimales simplement périodiques de genre 0 avec quatre bouts de type
Scherk (c'est-à-dire asymptotes à des demi-plans verticaux).

Figure 1 : Une surface de Scherk.

THÉORÈME 1.2. — Soit II un ensemble fini de plans verticaux distincts,
tels que trois plans ne se coupent jamais en un même point. Je note F
l'intersection de II avec le plan horizontal x^ = 0. Pour tout t > 0 assez
petit, il existe une surface minimale Mi complète, simplement périodique
de période verticale T = (0,0, t), telle que :

• Mi converge vers II sur les compacts de R3 quand t tend vers zéro
(la convergence est pour la distance entre compacts).
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• Le quotient Mf/T est de courbure totale finie, avec des bouts de
type Scherk. En outre, le quotient Mt/T est homéomorphe au bord d'un
voisinage tubulaire de F dans R3.

• Mt est invariante par la symétrie a par rapport au plan hori-
zontal x^ = 0.

• Si II ne contient pas deux plans parallèles, Mt est plongée.

Quelques commentaires. — L'intersection F est un graphe, avec des
sommets à l'intersection de deux plans, des arêtes (segments de longueur
finie) et des rayons (demi-droites de R2). Lors de la construction, on est
amené à déformer F en perturbant la direction des rayons. Si T contient
deux rayons parallèles qui pointent dans la même direction, les rayons
correspondants du graphe déformé risquent de se couper, et dans ce cas la
surface construite ne sera pas plongée. Ceci explique la dernière assertion
du théorème.

Le genre de la surface obtenue est égal au nombre de composantes
bornées de R2 — F. Si II ne contient pas deux plans parallèles, le genre ne
dépend pas de la position des plans, et est égal à - (n — l)(n — 2), où n est
le nombre de plans de II.

Si F n'a aucune symétrie, pour t assez petit, on est sûr que M( n'aura
pas d'autre symétrie que a.

Remarque. — Tous les exemples connus de surfaces minimales
simplement périodiques plongées avec des bouts de type Scherk ont un
plan horizontal de symétrie. Le problème de savoir si cette symétrie est
nécessaire est intéressant et ouvert (même en genre zéro si il y a plus de six
bouts).

Remerciements. — Je remercie mon directeur de thèse Harold
Rosenberg pour m'avoir proposé ce problème, et pour de nombreuses
discussions sur le sujet. Ses critiques ont beaucoup amélioré la qualité de la
rédaction.

Je remercie David Hoffman de m'avoir invité de septembre 92 à
mars 94 au G.A.N.G, Amherst, Massachussets, USA, où j'ai appris à
construire des surfaces minimales avec les méthodes classiques.

Merci aussi à Joël Spruck qui a répondu à certaines questions.
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Figure 2 : La surface que Pon obtient dans le cas de trois plans.

1.2. Idée de la preuve du théorème 1.2.

Dans cette section, j'explique de façon informelle la construction, en
l'illustrant sur l'exemple le plus simple non trivial : celui de trois plans
verticaux qui se coupent selon un triangle. À noter que dans le cas d'un
triangle équilatéral, la famille de surfaces qu'on obtient peut être construite
au moyen de la représentation de Weierstrass, mais on a à résoudre un
problème de périodes [6].

Soit F le graphe égal à l'intersection de l'ensemble des trois plans
verticaux avec le plan horizontal x^ = 0. Il a trois sommets, trois arêtes
et six rayons. Pour t > 0 assez petit, on veut construire une surface
minimale de période t «basée» sur F. Il est plus commode de travailler
avec des surfaces de période 27T que t. Ainsi par exemple, la seconde forme
fondamentale A sera bornée indépendamment de t.

Soit donc F l'image de F par l'homothétie de rapport 27r/t. On cherche
maintenant à construire une surface minimale de période 27r basée sur F.
Il suffira de faire l'homothétie inverse — ce qui préserve le fait d'être
minimal — pour obtenir la surface voulue.

On construit une surface initiale simplement périodique de période 27r,
symétrique par rapport au plan horizontal, en recollant trois surfaces de
Scherk de période 27r, comme illustré sur la figure 3.

On place les surfaces de Scherk de façon à ce que les bouts que
l'on recolle aient le même demi-plan asymptote. Comme les demi-plans
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Figure 3. Les arêtes et les rayons de F sont représentés
en pointillés. Les surfaces de Scherk et les demi-plans
asymptotes de leurs bouts sont représentés en traits pleins.

asymptotes des bouts d'une surface de Scherk ne passent pas par son
« centre » — sauf dans le cas où ils sont perpendiculaires — on ne peut en
général pas placer les centres des surfaces de Scherk aux sommets de F.

Plus t est petit, plus les surfaces de Scherk sont proches de leur
demi-plan asymptote là où on les recolle, donc plus la courbure moyenne
sera petite.

On note M le quotient de la surface initiale par T, la translation
verticale de 27T. Notons X : M —> S^/T l'immersion et v : M —^ S2 la
normale. On cherche à déformer X en une surface minimale en faisant une
petite perturbation normale, c'est-à-dire qu'on cherche (p : M —^ R telle
que Xy == X + ̂  soit minimale. La courbure moyenne Hy de Xy s'écrit

2H^ = 2H + Ay? + |A|2^ + Qy

où Qy est quadratique (au moins) en ^, dy? et D2^ et où

|A|2 = 4ff2 - 2K

est la norme de la seconde forme fondamentale de X. Posons :

C(p = A<p + |A|2^.

Alors

(1) Hy = 0 ^==^ Cy = -2H - Qy.
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On compactifie M de la façon suivante. Notons pi, p^ p^ les sommets
de F et g la métrique de la surface initiale. La surface M privée d'un
voisinage convenable du milieu des arêtes est l'union de trois surfaces de
Scherk auxquelles on a tronqué deux bouts. Je les note M[pi], M\p^\
et M[p3].

On remarque que dans le quotient par T, une surface de Scherk munie
de la métrique h = ^ |A|2^ est isométrique (par la normale v) à une sphère
ronde privée de quatre points (les bouts). Donc chaque M\pi\ munie de la
métrique h = ^ |A|2^ est isométrique (par i/) à une sphère ronde privée
de deux points et de deux petits disques. On compactifie (M[p^],ft) en
rajoutant ces deux points.

La surface M — \jM[pi] est l'union de trois domaines très plats,
topologiquement des cylindres (dans le quotient). Sur ces domaines, la
métrique j |A|2^ est singulière car il y a des points où |A| = 0. On prend
h = rpg pour une fonction rj2 > j |A|2 convenable. Pour l'instant, il me
suffit de dire que le /i-volume de M — (J M\pi] sera petit si t est petit, ce qui
fait que (M, h) ressemble à trois sphères rondes reliées par trois petits cous.

Posons :

^ = rf-2^.

En utilisant A^ = T^A, on a :

CH^) = A^ + |A|W

D'après (1),

(2) ^=o^r^=^-^.
Ch est un opérateur elliptique auto-adjoint sur (M, h) compacte. Par
l'alternative de Fredholm, l'équation CHU = / a une solution si et seulement
si / est perpendiculaire au sens L2^) à Ker£/i.

On appelle noyau approché de jC/i, noté /C, l'espace engendré par les
fonctions propres associées aux valeurs propres de Ch qui sont dans [-1,1].

Clairement KerjC/i C /C. On note V la projection de L^M, h) sur /C.

Pour toute fonction y? de classe suffisante, soit u la solution de
l'équation linéaire

c.u=f-p(f), f=^L-^.
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D'après (2),

( u = ( p ,
(3) H-=o^{p(f)=0.

Les résultats de l'appendice B de Kapouleas [5] permettent d'obtenir une
base suffisamment explicite du noyau approché /C.

Soit Vp^j la fonction sur M qui est la ̂ '-ième coordonnée de la normale
sur M\pi] et 0 sur M — M\pi\. Pour tout e > 0, si t est assez petit, il existe
une base {êp^j} de /C pour i = 1,2,3 et j = 1,2,3 telle que

V^ hpij - ̂ PiJ\\L^h) <€.

Heuristiquement, ceci s'explique de la façon suivante. Comme le A-volume
des cous est petit, le spectre de Ch, sur M est proche de celui sur l'union
disjointe des M\pi\. Sur chaque M[^], on a Ch = A/i + 2, et M\pi\ est
proche d'être isométrique à une sphère ronde. Le noyau approché de A + 2
sur la sphère ronde est égal au noyau ; une base en est donnée par les trois
fonctions coordonnées. En les transportant sur M\pi\ par ^, on obtient
les fonctions Vp^j.

La fonction / est perpendiculaire à /C si et seulement si pour tout î,j,
on a (/, ep,j) = 0. En notant e?, = (ep,,i, e?,^ e?,^), on a :

^ e^) = ( r^ ' ̂ ) + ( ̂  ' ̂ ) + <^ ̂  - ̂ )-

Le premier terme a une signification géométrique (flux).

/ 2 H \ f 2H ., f ,_ ,
(—^pi}= ~^ydh= 2Hi^dg.
\ r]2 v 1 7M[p,] ^ ^Mb,]

L'idée est de modifier la construction de la surface initiale de façon à
prescrire le flux J^r 1 2 H y d g en chaque sommet. Ceci est fait de la façon
suivante.

Si on a une surface D immergée dans R3/^ telle que H = 0 en dehors
d'un compact, avec des bouts de type Scherk, alors le flux Jp 2Hi/dg est
égal à 27r fois la somme des vecteurs directeurs (unitaires) des bouts. C'est
la formule du flux, ou «balancing formula». Donc, en courbant les bouts
d'une surface de Scherk — ce qui crée de la courbure moyenne — on peut
prescrire le flux de la surface obtenue.
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Pour tous vecteurs $(pi), $(^2) et $(ps) assez petits, on construit
une surface initiale M(ç) en recollant trois surfaces de Scherk dont on a
perturbé la direction des bouts, de façon à ce que pour chaque sommet,
JM[P,] 2ffî/d^ = $te)- Dans le cas où u ^y a q^ ̂ s sommets, il suffit
de courber les bouts correspondant aux rayons de F. Dans le cas général,
il faudra aussi courber ceux correspondant aux arêtes, et donc perturber
la position des surfaces de Scherk.

Figure 4. Les demi-plans asymptotes des bouts des surfaces
de Scherk non perturbées sont représentés en pointillés. Les
demi-plans asymptotes des bouts des surfaces de Scherk
perturbées sont représentés en traits pleins.

On note

^) = {^-^Pi) + (f^Pi - ̂

de sorte que (/, e?,) = <(?,) - $(p,). D'après (3), on a :

rr r. ^ (u=^
r u = ( p ,

K=Ç,Hy=0

c'est-à-dire que l'on cherche un point fixe de l'opérateur .F($,^) = (Ç^u).
Soit :

C={($^); |$|<Gi, Mc^<C^}

pour des constantes Ci, 62 convenables telles que Cj < C\ < C'î < 1.
L'essentiel du travail consistera à estimer Ç et u pour montrer que

7{C) C C.
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Le théorème du point fixe de Schauder nous donne alors un point fixe
de F. Sans rentrer dans les détails, là où on courbe les bouts, la courbure
moyenne H est de l'ordre de C\ ; là où on recolle les surfaces de Scherk, H
est inférieure à C\ en prenant t assez petit. Comme Qy est quadratique,
Qy est de l'ordre de Cj. Donc / est de l'ordre de C\ 4- Cj w C\ et en
utilisant des estimées classiques pour les équations linéaires elliptiques, u
est de l'ordre de C\ <^C^. Donc Ç, est de l'ordre de eC\ + (7j < C\ si e est
assez petit.

Remarque. — En courbant les bouts des surfaces de Scherk, on doit
laisser leurs demi-plans asymptotes verticaux, sinon la surface initiale ne
serait pas périodique. On ne peut donc prescrire qu'un flux horizontal, ce
qui oblige à prendre des vecteurs ç(p%) horizontaux. Pour que Ç(pi) soit
horizontal, on impose à toute la construction d'être symétrique par rapport
au plan horizontal 2:3 = 0, ce qui explique les symétries des surfaces que
l'on obtient.

1.3. Conventions.

On note :

T = exp(—2^/7r).

Ce paramètre est plus naturel que le paramètre t du théorème 1.2 car la
courbure des surfaces de Scherk décroît exponentiellement aux bouts.

Une quantité est dite uniforme si elle ne dépend pas des paramètres
de la construction, c'est-à-dire T, y? et $.

Sauf mention contraire, dans une équation, C désigne une constante
uniforme. La même lettre C peut désigner des constantes différentes. Autant
que possible, j'ai essayé de garder les notations de Kapouleas [5].

Dans toute la construction, ^ : M —> [0,1] est une fonction C°°
croissante fixée qui vaut 0 si x < 0 et 1 si x > 1, telle que

^(1 - x) = 1 - -0(a0.

1.4. Organisation de cet article.

Dans la partie 2, je donne les détails de la construction de la surface
initiale, j'estime sa courbure moyenne, je définis les métrique h et \ et
j'estime la constante de Sobolev de la métrique h et la constante de
Schauder de la métrique \.
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Dans la partie 3, je construit une base suffisamment explicite du noyau
approché.

Dans la partie 4, j'obtiens la délicate estimée C2'0' pour le terme
quadratique.

Dans la partie 5, j'applique le théorème du point fixe de Schauder
pour trouver $ et ip.

2. La surface initiale.

2.1. Les surfaces de Scherk.

A rotation, translation et homothétie près, elles forment une famille
à un paramètre a e]0, JTT[. La surface de Scherk de paramètre a est
paramétrée sur M = C U oo - {± e^"} par sa représentation de Weierstrass
(voir Karcher [7], section 2.3.4 ou [6]) :

Xa(z) = Re { (^ (g-1 - g) dh, ̂ i(g-1 + g) dh, dh) : M —— R3

J ZQ v /

avec

g(z) = z

dh = f-1- + ———— - 1 . - —————}idz.
\ z + e^ z - e10 z + e-10 z - e-20 /

Comme la partie réelle du résidu de l'intégrant aux points ± e^0 est égale
à (0,0, ±27r), l'application X^ : M -^ R^r est bien définie si T est la
translation de (0,0,27r).

Les surfaces de Scherk ont les propriétés suivantes, qui sont immé-
diates pour qui a l'habitude de la représentation de Weierstrass (voir
Karcher [7], section 2.3.4) :

(1) Xa est une surface minimale complète plongée, avec quatre bouts
de type Scherk. La normale aux demi-plans asymptotes des bouts est
(±cosQ!,±sino;,0).

(2) La normale v envoie bijectivement M sur S2 moins les quatre points
(±cosa,±sina,0).

(3) À une translation de R3 près, les surfaces de Scherk sont symétriques
par rapport aux plans x^ = 0, x^ = 0 et x\ = 0. Dans le domaine du
paramétrage, ces symétries correspondent respectivement aux involutions
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z \—^ \fz^ z i—>- z et z \-> —z. La surface de paramètre a = ^TT a en plus les
symétries par rapport aux droites x^ = JTT, a?i = ±a;2.

La seule symétrie dont on aura besoin ici est celle par rapport au plan
horizontal x^ = 0, que l'on note a. À noter que dans le quotient R3/?", c'est
la même que celle par rapport au plan x^ = TT.

Note historique. — Seule la surface de Scherk la plus symétrique,
où a = ^TT, est due à Scherk (qui n'utilisait pas la représentation de
Weierstrass). Le reste de la famille est du à Karcher [7].

On a besoin d'estimer la convergence des bouts vers leurs demi-plans
asymptotes. Fixons un bout d'une surface de Scherk.

J'appelle origine du demi-plan asymptote au bout le point du plan
horizontal qui est à l'intersection du demi-plan asymptote et d'un des deux
plans verticaux de symétrie, comme sur la figure ci-dessous.

Je note (îA, v, w) le système de coordonnées orthonormées de R3 tel
que l'origine du demi-plan asymptote au bout est en u = v = w = 0, w est
la coordonnée verticale, et le demi-plan asymptote au bout est v = 0, u > 0.

Figure 5. Les plans de symétrie verticaux sont représentés
en pointillés, et les demi-plans asymptotes des bouts en
traits pleins.

PROPOSITION 2.1. — Si u est assez grand, le bout est le graphe sur le
plan (u, w) d'une fonction f qui vérifie :

1̂ 71 ̂ (a.AOe-.

De plus la courbure au point de coordonnées (zz, w) vérifie :

G^e-^l^w^Ge-^

avec C = C(a).



1396 MARTIN TRAIZET

Preuve. — Par symétrie, il suffit de considérer le bout z = e1". On
fait une rotation de la surface de sorte que g = i au bout, c'est-à-dire qu'on
prend g = e^^'^z. Alors :

(u,v,w) = Re / (-{g~1 -9)dh, ̂ i(g~1 +g)dh, dh\

On fait le changement de coordonnée z = e^l + e"^), de sorte que le bout
soit en uj = 0. On obtient

g = i + e-^, d/i = -i dz + 0( e-^),

ce qui nous donne en notant uj == x + iy

u = rc + 0{ e-^), î; = e~x sïny + 0( e-2^), w = î/ + 0( e-^),

où ^(e"^) désigne une fonction analytique de (x^y) telle que ses dérivées
d'ordre k sont bornées par C(k) e~x. On en déduit le résultat voulu.

Pour la courbure, on utilise la formule générale [7], 1.4.3 :

-16 \dg/g\2

(l^+l^l-1)4 W '

2.2. Configuration initiale.
Dans cette section, j'explique comment on positionne dans R3 les

surfaces de Scherk qui vont servir à construire la surface initiale. On se fixe
une fois pour toute un ensemble II de plans comme dans le théorème 1.2.
Le graphe F est l'intersection de II avec le plan horizontal ^3 = 0. Je note :

• V(T) l'ensemble des sommets de F (les points à l'intersection de
deux droites) ;

• E(F) l'ensemble des arêtes de F (les segments d'extrémités deux
sommets, et qui ne rencontrent pas d'autre sommet) ;

• -R(r) l'ensemble des rayons de F (les demi-droites d'extrémité un
sommet, et qui ne rencontrent pas d'autre sommet).

Sauf mention contraire, p désigne un sommet, e une arête et r un
rayon de F. Pour chaque sommet p, il y a exactement quatre arêtes ou
rayons d'extrémités p. À noter que F est équilibrée au sens où en chaque
sommet p, la somme des vecteurs directeurs unitaires des arêtes et des
rayons issus de p est nulle.
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On note F l'image de F par l'homothétie de rapport 4|logr|. Pour
tout sommet p, rayon r ou arête e de F, on note p, r et ê les éléments
correspondants du graphe r.

Pour tout sommet p de r, soit S(p) la surface de Scherk dont les
demi-plans asymptotes des bouts sont parallèles aux arêtes et rayons de r
issus de p. À translation verticale de TT près, 5(p) est uniquement déterminée
par la position p de son centre, c'est-à-dire de l'intersection des deux plans
de symétrie verticaux et d'un plan de symétrie horizontal.

On prend p sur le plan xs = 0, pour que 5(p) soit symétrique par
rapport à ce plan. Comme il a été expliqué dans l'introduction, on ne peut
en général pas prendre p = p. On doit aussi perturber la direction des bouts
de 5(p) de façon à prescrire le flux. La notion de configuration initiale
que j'introduis dans la définition ci-dessous contient toute l'information
nécessaire à la construction de la surface initiale.

DÉFINITION 2.2. — Une configuration initiale T {associée à F) est une
application p i - - > p , r ^ r , e i — ^ ê telle que :

• Pour tout sommet p, p est un point de R2.

• Pour tout rayon r d'extrémité p, r est une demi-droite de R2,
dont l'extrémité est Porigine du demi-plan asymptote au bout de S(p)
correspondant à r (c'est-à-dire pointant dans la même direction que r).
S(p) est la surface de Scherk dont les bouts sont parallèles aux arêtes et
rayons de T issus de p, centrée en p.

• Pour toute arête e d'extrémités pi et p2, ë est le segment de R2

d'extrémités les origines des demi-plans asymptotes aux bouts de S (pi),
5(p2) correspondants à e.

A noter que S(p) n'est bien définie qu'à une translation verticale de TT
près. Mais la seule chose qui nous intéresse dans cette définition, c'est les
demi-plans asymptotes de <?(?), et ils ne dépendent pas de la translation
verticale.

À partir d'une configuration initiale, on construira dans la section 2.3
une surface initiale de la façon suivante.

Pour chaque rayon r d'extrémité p, on déforme le bout correspondant
de S(p) de sorte qu'il soit asymptote au plan vertical contenant r. Pour
chaque arête e d'extrémités pi, p2, on déforme les bouts correspondants
de 5(pi) et 5'(p2) de sorte qu'ils soient asymptotes au plan vertical
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pl \ .... ---- ^

Figure 6. Les pointillés représentent les demi-plans
asymptotes des surfaces S (pi) et SÇp^)'

contenant ë. Ensuite, on les recolle au milieu de ê. Comme ils sont
asymptotes au même plan vertical, la courbure moyenne sera petite.

J'explique maintenant comment à chaque $ 6 W(T) assez petit, on
associe une configuration initiale (et donc une surface initiale). L'ensemble
W(T) est l'espace des applications de V(T) dans R2, muni de la norme
[w| = sup|w(j?)|.

Le déséquilibre dp ç W^(r) d'une configuration initiale F est défini de
la façon suivante : pour tout sommet p, soit Ep l'ensemble des arêtes et des
rayons partant de p. Si e est dans Ep, soit Vp^e le vecteur unité pointant
dans la direction de ê. On définit :

(5) dr(p) = ̂  ̂ ,e.
eçEp

La proposition suivante permet d'associer à chaque $ ç. W(T) assez petit
une configuration initiale dont le déséquilibre est ç, et dont les sommets p
sont « proches » des p.

PROPOSITION 2.3 (flexibilité). — II existe une constante T {dépendant
de F) telle que si r < T, pour tout ^ ç. WÇF) tel que |$| < r, il existe une
configuration initiale F, dépendant continûment de $, telle que

Vpev(r) dr(p)=W
II existe une constante C indépendante de $ et r {dépendant de F) telle que
pour tout sommet p et toute arête ou rayon e,

\p-p\<C |Z(ê,ê)|<C1ç|
(à gauche il s'agit de la distance entre ces deux points dans K2 ; à droite
c'est V angle entre les directions de ê et de ë.
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Preuve. — L'argument général exposé en 3) ne dépendra pas des cas
particuliers 1) et 2), mais ceux-ci aident à comprendre la démonstration.

1) Commençons par le cas le plus simple où F est la réunion de deux
droites, c'est-à-dire que F a un sommet p et quatre rayons ri, r2, r3, r^ tels
que ri, rs sont parallèles et r2, r^ aussi.

Figure 7. Les pointillés représentent F. Les
traits pleins représentent T.

J'appelle support d'une arête ou d'un rayon la droite de R2 qui le
contient. On décide que les supports de ri et ra seront les supports de ri
et ra. Alors la position de p est uniquement déterminée par la condition
que les bouts de S(p) correspondant à ri et r2 soient asymptotes aux plans
verticaux contenant ri et r2. Ceci détermine complètement les rayons ri
et r2, et les extrémités de rs et r^. Ensuite la direction de ra et r^ est
uniquement déterminée par ç(p) : posons Vi = Vp^n. On veut

V\ +^2+^3+î4 =$(?)•

Cette équation a une unique solution [v^, 1:4) si |î;i + V2 — $(?) | < 2. Comme
|^i -h Vî\ < 2, il suffit de prendre $(p) assez petit.

2) Passons au cas ou F est la réunion de trois droites, comme dans
l'introduction (voir figure 8).

On décide que les supports de ri et r^ seront les mêmes que ceux
de ri et r^ respectivement. Ceci détermine la position de pi. Ensuite $(pi)
détermine les supports de éi et 63. On décide que le support de ra sera celui
de ^3. Ceci détermine la position de p2- Puis les supports de r^ et 62 sont
déterminés par ^(p^)- Ensuite, les supports de 62, 63 déterminent la position
de p3. Enfin, la direction des rayons rs et rç est déterminée par $(p3).
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Figure 8. Les pointillés représentent T. Les
traits pleins représentent F.

3) On utilise le même algorithme dans le cas général. Le seul problème
est de trouver dans quel ordre on doit déterminer la position des p pour
que l'algorithme aboutisse.

Soit y(p) la coordonnée y de p 6 V(T). En tournant F, on peut
supposer que tous les y{p) sont différents. L'idée est d'équilibrer aux
sommets p par y(p) croissante. Par équilibrer en p, je veux dire qu'on fixe
la position de p et des supports des arêtes ou rayons è pour e issu de p.
Alors pour chaque sommet p :

(a) Si il existe deux arêtes ou rayons 61, 62 € £p, tels que e\ et 62
ne soient pas parallèles, et que les supports de 61, 62 n'aient pas encore
été fixés. Soient 63, 64 les autres arêtes ou rayons qui partent de p. Si les
supports de 63 ou 64 n'ont pas encore été fixés, on décide qu'ils coïncideront
avec ceux de 63, 64. Les supports de 63 et 64 déterminent la position de p.
Ensuite, $(p) détermine les supports de 61 et 62.

(b) Sinon, c'est qu'il existe deux arêtes ou rayons 61, 62 € £'p, parallèles,
telles que les supports de 61 et 62 aient déjà été fixés. Montrons que ce
n'est pas possible. Clairement 61 et 62 doivent être des arêtes. Soient pi, p2
les extrémités des arêtes 61, 62. Alors pi, p, p2 sont alignés dans cet ordre
sur une droite, donc y (pi) < y(p) < y(p2) (ou l'inverse), donc on aurait du
équilibrer en p avant p2 (ou pi).

À noter que pour toute arête ou rayon 6, la direction de 6 ne dépend
que de $, et pas de T. En particulier, si ç = 0, ë est parallèle à 6.
Comme Z(é, è) dépend C1 (et même C°°) de $, on obtient l'estimée voulue
pour Z(ê,6).

Soit p un sommet, et 61 et 62 deux arêtes ou rayons issus de p tels
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que dans l'algorithme, la position de p soit déterminée par les supports de
ëi et ê2. Comme e\ et 63 ne sont pas parallèles, on garantit en prenant $
assez petit que les supports de e\ et 62 ne sont pas parallèles — ce dont
on a besoin pour trouver p — et que |Z(ëi,ë2)| est uniformément minoré,
disons par [ ^ Z(ei, 62) |- Alors p est à une distance uniformément bornée de
l'intersection de e\ et 62- Ensuite il faut tenir compte du fait qu'on modifie
la direction des arêtes d'un angle de l'ordre de r. Comme la longueur des
arêtes est bornée par C'|logr|, cela perturbe la position des sommets de
l'ordre de r x | logr| < 1. D

2.3. Construction de la surface initiale.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que toutes les arêtes de F
ont une longueur supérieure à 2. Soit (/t — 1) la longueur de la plus grande
arête et 2o;o le plus petit angle entre deux arêtes issues d'un même sommet.
Comme F est fini, on a K < oo et ao > 0. La plupart des constantes C qui
interviendront dans la suite dépendront de n et de ao, donc de F. Comme F
est fixé une fois pour toute, on oublie la dépendance des constantes en
fonction de F.

Dans cette section, on se fixe un r > 0 et un $ € W(T) tel que |$| < r.
Le graphe F est l'image de F par l'homothétie de rapport 4| logr| ; on note
F la configuration initiale de déséquilibre $ donnée par la proposition 2.3.
Pour toute arête ê de F, on a en notant £(è) sa longueur,

8|logT|<^(ê)<4(/t-l)|logr|.

Pour toute arête ê de F, on a d'après la proposition 2.3 si r est assez petit :

4|logr| <t(è) <4^|logr|.

La surface initiale est la réunion des domaines E[p], E[r] et S[e] suivants,
pour p e Y (F), r ç R(T) et e ç £'(F).

1) Pour chaque sommet p de F, S{p) est la surface de Scherk de
période 27T dont les bouts sont parallèles aux rayons et arêtes de F issus
de p, centrée en p. À noter qu'il y a en fait deux surfaces de Scherk qui
vérifient ces hypothèses ; elles diffèrent par une translation verticale de TT.
On choisit l'une d'entre elles, indépendamment de ç, pour que la surface
initiale dépende continûment de $.

Pour chaque bout de <?(?), soit (n,î;,w) le système de coordonnées
introduit dans la section 2.1. D'après la proposition 2.1, il existe un a tel
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que si u > a - 1, le bout est le graphe sur le plan (u, w) d'une fonction /.
Le domaine E[p] est le domaine de S(p) obtenu en enlevant à chaque bout
le domaine u > a.

2) Pour chaque rayon r, d'extrémité p, on courbe le bout correspon-
dant de S(p) de sorte qu'il soit asymptote au plan vertical contenant r. Plus
précisément, posons 6 = Z(r,r). Pour u ^ a - 1, S(p) est le graphe d'une
fonction / sur le plan (n,w). L'image de S(p) par la rotation d'angle 0 et
d'axe la droite verticale qui passe par l'origine du bout de S(p) correspon-
dant à r — c'est-à-dire la droite u == v = 0 — est le graphe d'une fonction F
sur le plan (n,w).

F
,/

P\.^^.-——"~\0'
/ a —^u

Figure 9. La configuration initiale T est représentée en pointillés.

E[r] est le graphe pour u > a — 1 de la fonction

(1 ~ ̂ (u - a))/(u, w) + ̂ (u - a)F(u, w)

où ^ est la fonction définie dans la section 1.3. Les domaines E[r] et S[p]
coïncident sur a - 1 < u <, a. La courbure moyenne H est supportée sur
a < u < a+ 1.

3) Pour toute arête e d'extrémités pi et p2, on courbe les bouts
correspondants de 5(pi) et S(p2) de sorte qu'ils soient asymptotes au plan
vertical contenant ê, et on les recolle au milieu. Plus précisément, posons
0 = Z(e,ë), £ = e(ë) et R = £cos0. Pour i = 1,2, la surface S(pi) est le
graphe sur le plan (n, w) d'une fonction fi. L'image de S (pi) par la rotation
d'angle 0 et d'axe la droite verticale qui passe par l'origine du bout de S (pi)
correspondant à e est le graphe sur le plan (u,w) d'une fonction Fi.

Figure 10. Là configuration initiale T est représentée en pointillés.
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E[e] est le graphe pour a-Ku<:R+l-adela, fonction

(l-^(H-a))/(n,w)
+ ̂ {u - a) (1 - ̂ (u - \ (R - l)))F(îA, w)

+ ̂ (R - u - a) (1 - ̂ {R - u - \ (R - l)))F2(n, w)
+(l-^(fi-n-a))/2(H,w).

Le domaine E[e] coïncide avec E[pi] sur a — 1 < u <: a, et avec E[p2]
smR-a<u<R—a+l.L8L courbure moyenne H est supportée sur les
domaines a ^ n < a + l , j(-R-l) <:u<, i(fi+l) et R-a-1 < u < R-a.

DÉFINITION 2.4. — On à ainsi construit une surface lisse, simplement
périodique de période 27T, complète, invariante par la symétrie o par rapport
au plan horizontal. La surface initiale M = M(r,$) est le quotient de cette
surface par T. On note g la métrique de M.

2.4. Estimation de la courbure moyenne.

Pour estimer la courbure moyenne de la surface initiale, il faut d'abord
comparer les fonctions que l'on a recollées.

PROPOSITION 2.5. — Les fonctions f et F qui servent à définir E[r]
vérifient

\\f - F\\ck < C(k) \e\ < C(k)r pour a < u < a + 1.

Pour i = 1,2, les fonctions fi et Fi qui servent à définir E[e] vérifient

||/i - F^\\ck ^ C(k) \0\ ̂  C(k)r pour a < u < a+ 1,

11/2 - F2\\ck < C(k) \0\ < C(k)r pour R-a-Ku^R-a,

\\F^-F2\\c^<C(k)e-^ <C(k)r2 pour ^(R- 1) < u < |(^+ 1).

Preuve. — Cherchons une formule pour F(n,w). Soit (î7,V,W) le
système de coordonnées (n,v,w) tourné de 0, c'est-à-dire que :

u = Ucosô - ysin<9, v = UsmO + VccsO, w=W.

Les coordonnées (u, v, w) et (E/, V, W) d'un point de la surface S(p) tournée
de 0 vérifient :

v=F(u,w), V=f(U,W).
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Posons

0(î7, W) = (u, w) = (t/cos 0 - /(t7, W) sin 0, IV).

Si 6 est assez petit, <^ est un difféomorphisme qui vérifie || d^^^ck < C(k).
On a :

(6) F(^A,w)=^tan0+-^-/(E/,^)=<atan0+-^-/o0- l(^w).
cosé/ cos0

Montrons maintenant la proposition 2.5 :

1) Si a < u < a+1, on a ||0-Id||^+i < C{k) \9\. On obtient l'estimée
en écrivant :

F(u,w)-f(u,w)=ut8in0+——(fo(|)-l-f)+(-l -l)/.
coso \cos0 /

2) Si j (A-l) < u < \ (R-^-l) et si 0 est assez petit, on a \U- \t\ <, 1.
Pour le voir, on écrit :

(7) ^"cc^ =\f(^w)i^e\<c\e\.
D'après la proposition 2.1, on a ||/ o 0-1||̂  < C(k)e~^2. D'après la
formule (6),

||Fi(^,w) -Htan0|[^ ^ C(k)e-^2.

On a la même chose pour F^, d'où le résultat, n

PROPOSITION 2.6. — Pour toute arête e et tout rayon r, sur Je domaine
a <u< a+1 cteS[r] et les domaines a <u< a+1 etR-a-1 < u <, R-a
de S[e], on a pour tout k :

Wc^ < C(k)r.

Sur le domaine j (R - 1) < u < j (R + 1) de E[e], on a :

ll^llc^) < C(k)r2.

Pour tout sommet p, soit D la réunion des domaines suivants : S[p] et le
domaine u < a + 1 de E[e] pour toute arête ou rayon e issu de p. Alors
on a :

(8) [ 2H^dg=27r^p).
J D

Enfin, on a ||A||̂ (^) ^ C.
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Les normes Ck{M^g) associées à une métrique g sont définies au
moyen de la dérivée covariante (voir appendice A.l).

Deux métriques g et g sont dites uniformément Ck équivalentes
si les normes C^ qu'elles définissent sur les tenseurs sont uniformément
équivalentes (c'est-à-dire qu'elles sont équivalentes avec des constantes
uniformes).

Elles sont dites uniformément C°° équivalentes si elles sont unifor-
mément équivalentes pour tout k (les constantes peuvent dépendre de k).

La proposition A.l fournit un critère pratique pour vérifier que deux
métriques sont Ck équivalentes. Montrons maintenant la proposition 2.6.

1) E[r] est le graphe de la fonction / + /, avec :

/(n, w) = ̂ {u - a) (F(n, w) - f(u, w)).

Le graphe de / est minimal, et si a < u < a + 1, on a ||/||(;fe+2 < C(k) et
||/||çfc+2 <^ C{k)r d'après la proposition 2.5. En utilisant la formule pour
la courbure moyenne d'un graphe, on voit que la courbure moyenne H
de S[r], vue comme fonction de (n,w), vérifie ||^||c'fe <: C(k)r. D'après
la proposition A.l, les métriques g et du2 + dw2 sont uniformément C°°
équivalentes. Donc cette estimée est vraie en norme C^^Çg).

J'utiliserai constamment cet argument pour comparer E[r] ou S[e]
avec la surface de Scherk S(p). Pour éviter de me répéter, je citerai
simplement la propriété de la surface de Scherk qui m'intéresse (ici, H == 0),
et la proposition 2.5.

2) Pour montrer (8), on utilise la formule du flux : pour tout domaine D
d'une immersion M —)• I^/T

/ 2Hî^dg = p.ds
J D JQD

où [i est la conormale au bord. C'est une simple intégration par parties
de la formule classique A^X = 2Hv. Au voisinage du bord de -D, M[p]
coïncide avec des bouts de type Scherk de directions asymptotes Vp^e^ avec
e ç. Ep. Le flux d'un tel bout est 27rz^e. Donc

/ 2Hî^dg = ]T 27r^e = 27r^(p).
JD eeX
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3) Soit Sa la surface de Scherk de paramètre a. Comme HAH^^^)
est finie et dépend continûment de a ç]0, ^7r], on a :

Pllc^c^) < C(ao,k) <oo s i 0 < a o < a < ^ 7 r

(cette constante diverge quand OQ —> 0). On en déduit que :

\\A\\c^M,g)<C(a^k).

En effet, sur E[p], M coïncide avec S(p), et sur E[r] et S[e], on utilise la
proposition 2.5. D

2.5. Les métriques h et %.

J'introduis maintenant deux métriques h = rpg et \ = p^g sur M,
conformes à g , qui serviront à définir les normes L^Çh) et C'210^). La
métrique /i doit satisfaire les hypothèses 3.2 qui signifient en particulier que
(M, h) est proche de sphères rondes reliées par des petits cous. La métrique
\ doit satisfaire les hypothèses A.2 de façon à contrôler la constante dans
l'estimée de Schauder, proposition A.5. En particulier, on doit contrôler la
courbure de ^, ce qui ne sera pas le cas pour h.

Pour tout tout sommet p et tout rayon r de r, on définit :

h = \ = | |A[2^ sur E[p] et E[r].

Comme dans l'introduction, on compactifie (M, h) et (M, \) en ajoutant
un point par bout.

Pour toute arête e, h est définie sur S[e] en ajoutant un petit terme
à - [A|2^ au voisinage de u = ^R. Plus précisément, on prend :

h = \ \A^Q + ̂ {u -b)^(R-u- b)h',

h' = e^e-2^-6)/" + e-^-^/^g

où n est la partie entière de 16/t + 1 et b = R/(2n). Rappelons que
R = i{e} cos 0, donc b dépend de l'arête e et de T. La métrique h' est choisie
de façon à ce que le h- volume du domaine b < u < R — b soit petit, mais
qu'on ait quand même rj2 > r1/2. On ne peut pas prendre h' = T1/2^ parce
qu'on ne contrôlerait pas la constante de Sobolev de (M, h).

On prend \ = g sur E[e] sïa-^-l<u<R— a— 1; plus précisément :

^=(l_^-a))(l-^-n-a))j |A|2^
+ ̂ (u — a) ̂ (R — u— a)g.
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DÉFINITION 2.7. — Pour tout sommet p, M\p\ est la réunion des
domaines suivants de M :

• S[P];

• S [r] pour tout rayon r issu de p et

• le domaine u <, b de E[e] pour toute arête e issue de p.

Il faut maintenant vérifier que h vérifie les hypothèses 3.2 et que \
vérifie les hypothèses A. 2. Ceci est fait dans la proposition 2.8 et dans la
proposition 2.9 de la section suivante.

PROPOSITION 2.8. — Pour tout sommet p, toute arête e et tout
rayon r :

1) Notons g3 la métrique ronde de S2. Sur S[p], sur le domaine
u <: a + 1 de S[r], et sur les domaines u < a-}-1 et u > R— a — 1 de E[e],
les métriques g, /i, \ et v*g8 sont uniformément C°° équivalentes. De plus,
on a \\h — ̂ (^llc^) < C(k)r sur ces domaines.

2) v est injective sur M[p].

â^urS^ona^^r1/2.

4) Le h- volume de M — |j M[p] est inférieur à Cr4/71.

5) i/(M[p]) contient S2 privée d^un disque géodésique de rayon <
Cr2^ par arête e issue de p.

Preuve. — Comme pour la proposition 2.6, la plupart des estimées
sont obtenues par comparaison avec la surface de Scherk, en utilisant la
proposition 2.5.

1) Pour la surface de Scherk 5(p), on a ||A|2^ == \K\g = v^g3. Si
u <, a + 1, on a |A| > Ce~20' d'après la proposition 2.1. Pour S[e] et S[r],
on obtient en utilisant la proposition 2 . 5 , s i n < a + l :

|A| > Ce-20 + 0(r) ^ C, || ̂  |A|2^ - ̂ ||̂  < C(k)r.

Comme ||A||^fc(p) < C(k)^ les métriques j |A|2^ et g sont uniformément C°°
équivalentes.

2) La courbure K ne s'annule pas sur la surface de Scherk S(p).
Les domaines u <, a et u > a + 1 de M\p\ coïncident à un déplacement
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près avec 5'(p), donc vérifient K ^ O . S i a < u < a - } - l , e n utilisant la
proposition 2.5, la courbure de M[p] vérifie

I^Ce-^+OM,

donc K -^ 0 pour r assez petit. On en déduit que v est injective sur M\p].

3) II faut d'abord comprendre la métrique - |A|2^. Sur S[e], on a :

(9)
|A| <Ce-^ s i n < jiî,
|A|-1 <Ceu siu< j(^-l).

En effet, la surface de Scherk S{p) tournée de 0 est le graphe de / sur
le plan (U, W) donc d'après la proposition 2.1, C~1 e-^ < |A| < Ce-^.
D'après (7), si u ^ JJ?, U = n + 0(r) donc C^e-" ^ |A| ^ Ce-^.
On obtient le résultat pour S[e] en utilisant la proposition 2.5. Si
^ (J? — 1) :< H ^ ^-R, e"^ et le terme correctif 0(r2) sont du même
ordre, donc on n'a pas d'estimée pour |A|~1 (c'est normal puisque il y a un
point où |A[ = 0).

Montrons maintenant 3). Si b + 1 <: u <: R — b — 1, on a h :> /i7. Le
minimum de h' / g est en u = - R et vaut :

-, 2 / ^ ,. R R , 26 2R
2 e"20 e - n Y 2 - ^ = 2 e n n ' ' n ^ 2 e n .

Comme jR < 4/î|logr| et n > 16/î, c'est supérieur à 2e -l logTI /2 = r172. Si
Z A < 6 + l , o n a / i > ^ |A|2^ et

1 |A|2 ^ Ce-26 = Ce-^ > Cr1/4 > r1/2.
^

4) D'après (9), les métriques h et // sont uniformément C7° équivalentes
sur le domaine b < u < R — b de S[e], donc il suffit d'estimer le volume pour
la métrique h ' . Comme les métriques g et au2 + dw2 sont uniformément
C° équivalentes, le /i'-volume du domaine b < u < R — b de S[e] (dans le
quotient par r) est borné, à une constante multiplicative uniforme près, par

/'Z7T çri—O ^ D/•27T pR—b

/w=0 Ju=b
2 / e-26 e~ ~n ̂ -b) du dw < 27T n e-^ = 27rn e~ ̂  .

Jw=0 Ju=b

Comme ̂  ^ 41 logr] cos(9, c'est inférieur à Ce~~ ̂  ' logr l = Cr4/71.
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5) Soit Ve la normale au demi-plan asymptote du bout de S(p)
correspondant à e. Sur (9M\p]) H E[e], c'est-à-dire pour u = &, on a :

2
|^ - e^e| < Ce^ < Cm. D

2.6. Constante de Sobolev et constante de Schauder.

Pour un domaine D muni d'une métrique /i, je note Sob(D, h) la plus
petite constante c telle que

v/eCTD), 11/11^) ^c||d/||^).

C^°(D) est l'espace des fonctions lisses à support compact dans D; d/ est
la différentielle de / et || d/||^i(/i) est définie par J | df\h dh. Bien sûr, pour
une variété (M, h) compacte, Sob(M, h) est infinie (prendre / = constante).
Je note

SOB(D,fa) <Sob(û,/i)

la plus petite constante c telle que :

V/ e C^{D\ \\f\\L.w < ̂ 11 ̂ hw + \\f\\LW\

PROPOSITION 2.9.

1) La constante de Sobolev SOB(M, h) et le volume Vol(M, h) sont
uniformément bornés.

2) Notons CHU = A^u+ lAI2^"2^. Pour toute fonction u de classe H2

et tout X e [—1, l], on a :

Mco < C(|H|L2(M,/i) + ||£^+Au||L2(M^)).

3) Notons C^u = A^'u+IAI2?"2^. Pour toute fonction u de classe C2^
et tout À € [—1, l], on a V estimée de Schauder :

3
M ,̂"(M,x) ^ <^(hllc° + \\^U+ ^^llço,^^))'

Les constantes C sont uniformes.
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Preuve.

1) M est recouverte par les E[p], E[e] et E[r]. Il est facile de construire
une partition de l'unité subordonnée à ce recouvrement, uniformément
bornée en norme ^(h). Par exemple, si e est une arête issue de p,
E[p] H E[e] est le domaine a — 1 < u < a. On utilise la fonction ̂ (u — a +1).
Elle est uniformément bornée en norme C^/i) puisque les métriques dh et
du2 4- dw2 sont uniformément C°° équivalentes sur E[p] n E[e].

Par un argument classique (voir [l], page 44), il suffit donc de montrer
que SOB(.D, h) est uniformément bornée pour D = E[p], E[e] et E[r].

Si D = E[p] ou E[r], v est injective donc SOB(J9, y* g8) est unifor-
mément bornée (par la constante de Sobolev de la sphère ronde). Comme
h est uniformément C°° équivalente à ^*g8', SOB(D^h) est uniformément
bornée d'après le 1) du lemme 2.10.

Sur E[e], on vérifie facilement en utilisant (9) que h est uniformément
C° équivalente sur E[e] à la métrique h suivante :

h = (e-2- + e-2^-") + e-^e-^-^ + e-^-^^du2 + dw2).

Le lemme 2.10 garantit que Sob(E[e],/i) est uniformément bornée.

2) C'est un processus classique d'itération des normes L^ (voir le
théorème 8.17 de Gilbarg Trudinger [4]). On a seulement besoin de contrôler
la constante de Sobolev, le volume et le coefficient [A]2^"2 + A. Comme on
a rj2 > j |A|2 sur M, il est borné par 3.

3) L'estimée de Schauder vient de la proposition A.5. Les normes
de Hôlder globales sur (M, \) sont définies au moyen d'un recouvrement
de M par des domaines fîi vérifiant les hypothèses A.2. La norme locale
IMIc^^îîi,^) est définie au moyen d'une carte, et la norme globale
ll^llc^^M,^) es^ 1e ^P de ces normes. Il faut donc exhiber un tel
recouvrement, vérifiant les hypothèses A.2.

On peut clairement recouvrir (M, \) par des domaines Sîz convexes,
tels que chaque ̂  est inclus dans un E[p], E[e] ou E[r], et tels que pour
tout x €. M il existe un i pour lequel B(x, r) C Sîi pour un r uniforme.

Ensuite il faut trouver des coordonnées a^,^ sur î^ telles que les
métriques dxf + dy^ et \ soient uniformément C3 équivalentes sur fîi. Sur
E[e], \ est uniformément C°° équivalente à du2 4- dw2, donc on utilise les
coordonnées (n,w). Sur E[p] et E[r], \ est uniformément C00 équivalente
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à y* g8', donc il suffit d'utiliser un système de coordonnées sur la sphère
ronde. Ceci montre que (M, \) vérifie les hypothèses A.2.

À noter que comme le diamètre des Sïi doit être uniformément borné,
le nombre des î^ dépend de T. Mais la constante dans l'estimée de Schauder
ne dépend pas du nombre des f!i.

Il reste à vérifier la dernière hypothèse de la proposition A.5, c'est-à-
dire montrer que

(10) IIIAI^+À»?2?-2!^,^)^

Sur E[p] et S[r], on a p2 = r)2 = \ |A|2 ; donc :

\A\2p-2+\r^2p-2=2+\.

Sur E[e], on a d'après la définition de p2 et r]2, pour tout entier k (on a
juste besoin de k = 1) :

F lll/P'llc^) ^ C(k), ll̂ llc^) ^ C(k),

(ii) | ll'?2/?2)!^) ^ cw, HlAl2!!^) < W.
[lllAi^+À^-2!!^^^).

Sur E[e], les métriques g et \ sont uniformément C00 équivalentes (elles
sont égales s i a + l < n < f i - a - l ) donc ces estimées sont vraies en
norme C^^), ce qui montre (10). D

LEMME 2.10.

1) Si deux métriques h, fa' sont uniformément C° équivalentes sur D,
alors on a :

C~1 Sob(D, h') < Sob(D, h) < C Sob(D, h').

2) Pour toute métrique h sur D, si X est constante on a Pégalité
Sob(D,\2h)=Sob(D,h).

3) Soient fai, h^ deux métriques conformes sur D. Alors :

Sob(D, fai + hï) < \/2sup(Sob(-D,fai),Sob(D,/i2)).
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4) Notons C/27TîZ le quotient de R2 par la translation (0,27r),
z = u + iw et du2 + dw2 la métrique euclidienne sur R2. Alors, pour
tout n >_ 1,

Sob(C/27TîZ, e~^(du2 + dw2)) < Cn1/2.

Preuve. — Tout ceci est très élémentaire.

1) Si les métriques h et h' sont uniformément C° équivalentes,
les normes ponctuelles | |/i et | \h' sur les tenseurs sont uniformément
équivalentes, et C~1 dg/ <, dg <: Cdg^ ce qui montre 1).

2) Pour tout À, même non constant, on a ||/||^2^2/i) = ||À/||^2(/i) et
I I d/llz/^A2^) = ll^d/||^i(^). On en déduit le résultat si À est constant.

3) Posons :

h = Ai + /i2, hi = À?fa, \\ + Aj = 1,

c = sup(Sob(D, fai), Sob(D, /i2)).

Alors :

\\f\\L-w < Wh-w + \\^fh-w = ll^ll^(^) + II/HL^)
< c (II d/||^(^) + II d/||̂ )) = c (\\\idf\\L.w + 11^ d/HLi^))
=c||(Ài+À2)d/||^^) <v^c||d/||j,i^)

car Ai + À2 < \/2(ÀJTÀJ) = v .̂

4) Soit

^ : (C - 0,dn2 + dw2) —> (C/27^^Z,n-2e-^(d^2 + dw2)),
z i—^ —niog^.

Un calcul élémentaire montre que ^ est un revêtement isométrique à n
feuillets. Pour toute fonction u G C^°(C/27riZ), la fonction v == u o ^> est
dans (^(C - 0), donc l'inégalité de Sobolev habituelle de R2 donne

|H|^<C1|d^i.

Comme $ est un revêtement isométrique à n feuillets,

^/n \\u\\L2 < Cn\\du\\Li,

Sob (C^TrîZ.n^e-^du2 + dw2)) ^ Cn1/2.
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On en déduit le résultat en multipliant la métrique par yi2, ce qui ne change
pas la constante de Sobolev. D

2.7. Construction des difféomorphismes D^.

Dernier détail technique : pour identifier les espaces de fonctions sur
M(r,0) et M(r,^), on construit un difféomorphisme

^:M(T,O)—^M(T,O.

PROPOSITION 2.11. — Pour tout $ tel que \ç\ < r, il existe un
difféomorphisme D^ : M(r, 0) —> M(r, ̂ ), dépendant continûment de (r, ̂ ),
tel que les normes \ et (D^)*^ soient uniformément C°° équivalentes^ et
D^ o a = a o D^ (où a est la symétrie par rapport au plan horizontal).

Preuve. — Je note M = M(r, 0) et M' = M(r, ̂ ). J'utilise des primes
pour noter tout ce qui concerne M', et pas de prime pour ce qui concerne M.

1) Pour tout sommet p, S(p) et S"(p) sont les translatés de la même
surface de Scherk. Dç : S[p] —^ S'Ip] est cette translation.

2) Pour tout rayon r d'extrémité p, on définit D^ : S[r] -^ S^r] en
envoyant le point de coordonnées (zt, w) de S[r] sur le point de coordonnées
(u1\w') de S'Ir], avec :

(v!',w') = ̂ (n,w) = (l — ^(u — a))(îz,w) + ̂ (u — o)(t)'(u^w)^

^ ( u ' . w ' ) = (u'cose-fçu^w^sme.W).

Pour T assez petit, <I> est un difféomorphisme avec lld^^ll^ < C(k).

Si a — 1 < u < a, les définitions de D^ sur S[p] et S[r] coïncident.

Si u > a + 1, S[r] coïncide avec S(p) et S^r] coïncide avec S^p)
tourné de 0. D^ envoie le point de coordonnées (i^w) de S[r] sur le point
de coordonnées (U',W) = ( f ) ' ' 1 ^ ' , w ' ) = (u,w) de S'[r]. Donc D^ est la
restriction d'un déplacement de R3. En particulier, c'est une isométrie pour
les métriques \ = \K\g et \' = { K ^ g ' .

3) Pour toute arête e d'extrémités pi, j^ D^ envoie le point de
coordonnées (u,w) de S[e] sur le point de coordonnées (u'\w') de S^e],
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avec :

(î/, w') = <î>(n, w) = (l - -0(îz - a)) (n, w)
/ 7?'

+ ̂ (tA - a)i/;(R - ̂  - a) ( — -u, w)

+ (1 - ̂ (fi - u - a))(JÎ' - R - u,w).

Comme on a |1 - K / R \ <: Cr, pour r assez petit, <E> est un diffëomorphisme
avec [[d^H^ < C{k). Comme les métriques \ et du2 + dw2 (resp. y1 et
du'2 + dw72) sont uniformément C00 équivalentes, les métriques DÎX' et \
sont uniformément C°° équivalentes, n

3. L'opérateur linéarisé.

3.1. Introduction.

Comme dans l'introduction, on introduit la :

DÉFINITION 3.1. — Le noyau approché de Ch est l'espace engendré
par les vecteurs propres de Ch pour les valeurs propres dans [-1,1]. On le
note K,. Enfin, on note P la projection de Z^M, h) sur JC.

Clairement Ker/^ C )C. Si / est perpendiculaire au sens L2 à Ker/^,
par l'alternative de Fredholm, l'équation ChU = / a une unique solution u.
Si en plus / est perpendiculaire à /C, alors \\u\\^ < \\f\\L2 (considérer une
famille totale de fonctions propres de Ch)-

Le but de cette partie est de trouver une base suffisamment explicite
de /C. Je rassemble ci-dessous les propriétés de la surface initiale dont on
a besoin ici, de façon à rendre cette section indépendante du reste de la
construction. Je me place dans un cadre un peu plus général pour une
éventuelle utilisation future.

HYPOTHÈSE 3.2. — Le couple (M, h) est une variété riemannienne
lisse compacte de dimension 2, dépendant du paramètre r > 0. Le volume
Vol(M, h) et la constante de Sobolev SOB(M, h) sont uniformément bornés.
Ch Gst l'opérateur différentiel

ChU == A^n + au

où a est une fonction C°°, uniformément bornée sur M.
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La variété M contient un nombre fini de domaines disjoints M[p],
p ç V où V est un ensemble fini, tels que pour tout ci > 0, si r est assez
petit, on ait :

1) pour tout p e Y, on a a = 2 sur M[p].

2) (Chaque M\p} est proche d'une sphère ronde.) Pour tout p ç Y, ii
existe une application lisse injective Vp : M\p] -^ -?2, teite que si on note ^s>

ia métrique ronde de 52,

ll^-^^llc^Mb]^) ^e!
et Vp(M\p}) contient S2 privée d'un nombre nni, indépendant de r, de
disques géodésiques de rayon e\.

3) (Les M\p] recouvrent presque tout M.) Le h-volume de M - (J M\p]
est inférieur à ci.

4) (Symétries.) G est un groupe nni qui agit sur V, sur (M, h) par
isométrie et sur l'espace vectoriel R3 par symétrie, c'est-à-dire que G est un
sous groupe de 0(3). La situation ci-dessus est invariante par G, c'est-à-dire
que pour tout g e G,

^M[p])==M[^(p)], g^h=h,

a og= a, 9*^g(p) = ̂ p-

g*i/p est le transport habituel des champs de vecteurs, c'est-à-dire
g^p(x) = g^i^pÇgÇx)).

D'après la proposition 2.8, la surface initiale (M, h) construite dans la
partie 2 vérifie ces hypothèses si i/p est la normale, V = V(T) et a = [A]2/^2,
G = Z2 agit sur Y trivialement (c'est-à-dire que g(p) = p pour tout p) et
sur R3 et M par la symétrie par rapport au plan horizontal x^ = 0.

On étend v? à M en posant ^p = 0 sur M - M[p]. Bien sûr,
i/p : M —> R3 n'est pas continue sur le bord de M[p].

On note Vp^ : M —> R la î-ième composante de v? pour î = 1,2,3.

PROPOSITION 3.3. — Sous tes hypothèses 3.2, si r est assez petit, ÏC
est de dimension 3|Y|, où \V\ est le cardinal de V. Pour tout e > 0, si r est
assez petit, il existe une base {e^ , p ç V, i = 1,2,3} de JC telle que si Fon
note e? = (ep,i, êp^, ̂ ,3) : M —>R3 :

1) 11^,2 -^PÂL'2 < €

2) pour tout g e G et tout p e Y, on a g^Cg^ = e?.
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Remarque. — Cette proposition nous donne une base de /C qui
est proche au sens L2 des fonctions Vp^, avec les mêmes symétries. Par
régularité elliptique standard, les fonctions e?^ sont C°°. Bien sûr, Cp^ n'est
pas supportée sur M\p] comme v?^.

Le reste de cette partie est consacré à la preuve de cette proposition,
au moyen des résultats de l'appendice B de Kapouleas.

3.2. Les résultats de l'appendice B de Kapouleas.

Soient (Mi,/^i) et (Ms,/^) deux variétés riemanniennes compactes,
éventuellement à bord, et

LiU = An + eau

où ai est une fonction C°° sur M^. Le théorème 3.5 ci-dessous permet de
comparer le spectre de L\ avec celui de L^ si les hypothèses suivantes sont
satisfaites. C^°(Mi) est l'espace des fonctions C°° sur Mi nulles au bord.

HYPOTHÈSE 3.4. — II existe des réels positifs c, €3 tels que :

1) Ma contient un point où l'application exponentielle est injective
sur une boule de rayon 1/c. Limage de cette boule par l'application
exponentielle est de courbure bornée par c.

2) Pour i = 1,2, Vol(M,, hi) et SOB(M,, hi) sont bornés par c.

3) \di\ < c sur Mi.

4) II existe des applications linéaires Fi : C§°(M-L) —^ C^ÇM^) et
F2 : Co°°(M2) -^ C^Mi) telles que pour tous f,g e C§°(Mi),

|(/,^-(F,(/),F,(^))|<62||/||ocN|oc,

||d^(/)||^<(l+62)||d/||^+62||/||oc,

| fa,Fi(f)2- faif2 ^62||/||^ p o u r j ^ i .
1 JMj JMi

Quelques remarques pour le lecteur sceptique qui a le courage d'aller
voir dans l'appendice B de Kapouleas [5] :

• L'hypothèse 1) ne sert qu'à garantir que la n-ième valeur propre
de -^2 est bornée par C(n, c).
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• Kapouleas se limite au cas de ai = 0. L'hypothèse 3) et la dernière
hypothèse de 4) permettent d'étendre ses résultats aux opérateurs de la
forme Li = A -h a^, où ai est une fonction.

• L'hypothèse B.1.6 1) de Kapouleas n'est pas raisonnable (car jamais
vérifiée dans ses exemples) et heureusement on peut s'en passer.

• L'hypothèse B.1.6 4) ne me semble pas utile, mais sera de toute
façon vérifiée.

On note Ài,i < \i^ < À^a <: • • - les valeurs propres de Li et fi,n une
famille orthonormée de vecteurs propres. Si Mi a un bord, on considère les
valeurs propres pour le problème de Dirichlet, c'est-à-dire :

Lifi,n + Ài,n/z,n = 0 sur M,, fi,n = 0 sur 9Mi.

LEMME 3.5 (Lemme B.2.2 de Kapouleas). — Supposons que les
hypothèses 3.4 soient vérifiées pour des réels c, €2- Pour tout entier k et tout
réel 6 > 0, soit P^ la projection orthogonale de L^Mi,/^) sur l'espace
engendré par :

{A^ î |Au-À2,fc|^}.

Alors pour tout entier fc,

\\^k-^k\^C(k,C)e^,

||W2,fc) - PM(W^)) |L. 5. C^ c, 6)^.

3.3. Preuve de la proposition 3.3.

C'est une application du théorème 3.5. On prend :

(Mi, fai) = (M, h) L\u = A/iH + au.

La variété (M^.h^) est définie de la façon suivante : à chaque p ç Y,
on associe une sphère ronde notée M5!?]. On a l'application injective
y? : M\p} —^ M5!?]. Notons M8 la réunion disjointe des M3^]. On prend :

(M2, /i2) = (M5,5^), L^u = A-a + 2n.

Les trois premières hypothèses de 3.4 sont vérifiées pour une constante c
uniforme. Il faut maintenant définir les applications -Fi et F^ de l'hypo-
thèse 4). Par hypothèse, î/p(M\p}) couvre tout M3^} sauf des petits disques
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géodésiques de rayon 61. Soit Cp l'ensemble des centres de ces disques. Soit
^ : M8^} -> [0,1] définie par

^-.("^-i).
La fonction ^ est la fonction définie dans la section 1.3; d est la distance
sur la sphère ronde. On a :

^(.)=J1 ^C^)^2
p v / l0 sïd(x,Cp)<ez.

On définit ^p : M —> [0,1] par ^p = ̂ p o i/p sur M[p] et 0 sur M — M\p\.
Comme ̂ s est nulle sur Vp{QM\p})^ la fonction ^p est C°°.

On définit Fi : C°°(M^ -^ C^ÇM^ et F^ : C^ÇM^ -> C'°°(Mi) par

W)
' ^ P • (/°^1) sur {a:,d(a;,C'p) ^ ci} C ^p(M[p]),
. 0 sur {x, d{x, Cp) < ci} ;

^ p ' { f ° ^ p ) surM[p],
^2(/) = { 0 sur M-\jM[p\.

LEMME 3.6. — Pour tout 62, si T est assez petit, -Fi et F^ vérifient
l'hypothèse 4) de 3.4.

Preuve. — Je la fais pour i == 1, le cas i = 2 étant similaire. Pour
/, g € (^(M), on a par changement de variable :

<w),^(ff)>^=E/' ^9^
p •'M\p}

= / fgdh- ! fgdh
JM JM-\^M\P\

-^[ (l-^)fgdh
p J M \ p ]

-E/ ^fgidh-^dg^.
p J M \ p ]

Le premier terme est {f,g)L2- Tous les autres termes sont bornés par
C'eill/llooll^lloo en utilisant les hypothèses 3.2 et J^, , [1 — ip^\ dh ̂  C'ei.
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Pour toute / ç. C°°(M), on a :

ll̂ iœll̂  < E (ll^llool|d^||L2 + ll^dCfo^-1)!^).
p

Pour le premier terme, on écrit :

W^ rU^eIT ^^•^
1/2

||d<||2 < G / 1 -^————o sinrdr ^ ————•
" P I I L yr=ci ^llogcil2 |logei|

Donc le premier terme est inférieur à call/Hoo en prenant e\ assez petit.

Pour le deuxième terme, on écrit, en utilisant \\h — ^^llc'0^) < ̂ i

11^ d(/ o ̂ -1) ||̂  < ̂  ||d/||̂ (M[p],̂ ^)
P

^^(l+C'ei)||d/||^(M[p].h).
P

Enfin, pour toute / € G00 (M), on a :

/ a2Fi(/)2 dg^^f (02 o î /2^ d .̂
J p JMb]

Par hypothèse, a\ '=. 2 = a^ o i/p sur M[p] ; donc c'est égal à :

[a^dh- [ a^dh
JM JM-UM\P]

-^[ a^-^dh-^l a^f^dh-^dg3).
p J M \ p ] p J M \ p \

Les trois derniers termes sont bornés par C'ei||/||^ en utilisant les
hypothèses 3. D

Montrons maintenant la proposition 3.3. Les valeurs propres du
laplacien sur la sphère ronde sont les nombres k(k -h 1) avec la multiplicité
2k -h 1 pour k ç. N. Les valeurs propres de A + 2 sur M3 sont donc —2 de
multiplicité |Y|, puis 0 de multiplicité 3|V|, puis 4 de multiplicité 5[V|, etc.
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On applique le théorème 3.5 avec 6 = 1 et k ç {\V\ + 1,... ,4|Y|},
de sorte que À2,fc = 0 et P^ = P. La première assertion dit que /C est de
dimension 3|V| si €2 est assez petit.

Une base du noyau de A + 2 sur Ms est {xp,i ; p e Y, i = 1.2,3},
où a;p,i est la î-ième fonction coordonnée sur la sphère ronde M8^}. Par
définition,

F^Xp^ = -^p,,.

D'après la deuxième assertion du théorème 3.5,

||̂ ,z - P(^pVp^\\^ < C^/€2.

On définit e? = (e^e^ e^) : M -^ R3 par :

e^ = P(^p,i).

On a d'après l'équation précédente

K,Z - ̂ ll^2 ^ ||̂ (̂ )̂ - ̂ P,z||^2 + \\^p,i - Vp^

< ̂ v^+Cci.

Il reste à combiner les fonctions e^ e /C pour avoir une base de /C qui a les
symétries voulues. Pour p ç V, on définit e? = (ep,i, 6^,2,^,3) : M -^ R3

par
_1_
\G\^'P" T^S^^p)^e.(

^eG'

avec g^e^ = g^e^ o g. Clairement,

V^ e G, ^*e^(p) = cp.

Chaque composante e?^ de e? est combinaison linéaire à coefficients
constants des fonctions e^^ o g pour j = 1,2,3 et g ç G. Comme h
et a sont invariantes par G, pour toute fonction u de /C, u o g est encore
dans /C. Donc e^ ̂ . o g est dans /C et

VpeV, W= 1,2,3, ep,,ç/C.

Comme ̂ ^(p) = Vp,

1
|G|^""^T^E^^)-^))-

gç-G
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Chaque composante e?^ — y?^ est combinaison linéaire à coefficients
constants des fonctions (e./ ^ , — i^g(p)j) ° 9 pour j = 1,2,3 et g G G.
Comme h est invariante par G, on a :

IK^(P)J - ̂ (P)j) °9\\L^ = K(P)J - ̂ (P)J|IL2 ^ ̂ 2+^1-

Donc

||ep,z-^,z||L2 <e

en prenant r assez petit. Comme les fonctions \/3/47Tï/p^ sont proches d'être
une famille orthonormale pour r petit, les fonctions e?^ sont indépendantes
pour T petit d'après cette formule, et forment donc une base de JC. D

4. Le terme quadratique.

4.1. Expression du ternie quadratique.

(Appendice C de Kapouleas.)

Dans cette section j'utilise les notations de l'appendice A.l : pour un
tenseur T, DgT est la dérivée covariante de T et tîg T une contraction par
rapport à g (par exemple tîg A = 2H).

Le terme quadratique Qy peut s'écrire comme une fraction. Le
numérateur est combinaison linéaire finie à coefficients universels de
contractions par rapport à g de termes d'un des trois types suivants :

(12) A 0 (^A)7" 0 (dy?)271 avec m + 2n > 2,

(13) (pDgA <S> {^pA^ 0 (dy?)2^1 avec m + 2n > 0,

(14) D^ 0 ((^A)771 (g) (dy?)271 avec m + 2n ̂  1

où m, n sont des entiers > 0. Chacun de ces termes est un tenseur covariant
d'ordre 2k pair, et on doit contracter k fois pour obtenir une fonction.

Le dénominateur est de la forme (1 + G)3/2, où G est combinaison
linéaire finie à coefficients universels de contractions par rapport à g de
termes de la forme

(15) (^A^ 0 (d</?)271 avec m + 2n > 2.
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4.2. Estimée C0^ du terme quadratique.

PROPOSITION 4.1. — Soit a tel que 0 < a < ^. Si |H|c2,a(^) < 1,
alors :

WP^C^M^) < cM^M,xr

Preuve. — Pour vérifier l'estimée C050, il faut vérifier que pour
chaque fl,i du recouvrement de (M, \) qui a servi à définir les normes de
Hôlder, on a :

IIQ^/^IIC'0.0^,^) ^ ̂ IMÎ .o .̂̂ ).

Si fl.i est inclus dans S[p] ou E[e], les métriques \ et g sont uniformé-
ment C°° équivalentes sur îî^ ; donc d'après la proposition A.4, et le fait
que p~2 est uniformément bornée en norme G1^), il suffit de vérifier que :

||ÇJ|CO."(ÎÎ^) < C1M1^2.<. (»„<,) .

Chaque terme du numérateur de Qy fait intervenir au moins deux fois (p
ou ses dérivées, et les tenseurs A et DgA sont uniformément bornés en
normes C^p). En utilisant

\\tig(s ̂ r)||ço.^) ^ Glisiico-^liriico..^),

on obtient l'estimée voulue pour le numérateur.

De la même façon, le terme G du dénominateur est borné en
norme C0^^) par C'IMI^.a/o). En prenant r assez petit, |G| < j, donc
(1 + G)"3/2 est uniformément borné en norme C0'0^).

Si fîi est inclus dans E[r], \ est uniformément (7°° équivalente à \K\g.
L'estimée de Q y / p 2 est un peu plus délicate dans ce cas car p2 = \K\ tend
vers 0 aux bouts. Je traite ce cas dans la section suivante. D

4.3. Bouts de courbure totale finie.

Dans cette section, j'étudie Qy sur un bout minimal immergé de
courbure totale finie dans R3 ou R3/^ On sait qu'un tel bout est conforme
à D — {0}, où D est le disque unité de C, et que sa représentation de
Weierstrass (g^dh) s'étend méromorphiquement à l'origine (voir [10]).
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Après rotation dans R3, on peut supposer que g(0) = 0. En repara-
métrant, on peut écrire la représentation de Weierstrass sur un voisinage U
de l'origine

g=zP, dh=f(z)zp-qdz, p,q>l

avec / holomorphe sans zéros sur U. Les entiers p, q ont une interprétation
géométrique : p est la multiplicité de l'application de Gauss au bout, et
q est déterminé par le type de bout. Par exemple pour un bout de type
Scherk, q = 1. On peut avoir p > 1 pour un bout de type Scherk. Par
exemple si S est la surface de Scherk de période 27T, alors dans le quotient
par 27rp, l'application de Gauss a la multiplicité p aux bouts. Pour un bout
de type caténoïde, (p, q) = (1,2). Pour un bout de type hélicoïde, q = p+1,
p > 1. (voir [10]).

Dans ce qui suit, je suppose qu'on a une constante c telle que :

ll/^lica < c et \z\ <c sur U.

Pour éviter la confusion avec l'application de Gauss, je note ds2 (au lieu
de g) la métrique du bout.

THÉORÈME 4.2. — S'oie fl, un bout minimal de courbure totale finie.
Posons

f3= q .
' ç + P - 1

Alors \ = p2 ds2 = \K\13 ds2 définît une métrique sur la compactification Q
du boue. Soit a tel que 0 < a < |. Il existe e > 0 tel que si \\^\\c^(^x} < €î

on a :

IIQ^/p2!!^"^) < ciMÎ .a )̂
où e et la constante C dépendent uniquement de a, p, q et de c. De plus, on
a les estimées ponctuelles :

|d |̂, < W^Mc.^ \D^\g < W^-^Mc^y

Pour des bouts de type Scherk avec une normale injective (comme
ceux de la surface initiale), on a f3 = 1.

Dans cette section, une constante est dite uniforme si elle ne dépend
que de a, p, q et c.
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Preuve. — On a les formules suivantes pour la courbure, la métrique
et laSeconde forme fondamentale (voir [7]) :

-16 \dg/g\2
K=

(l^l+lpl-1)4 \dh\2

ds2=^\g\+\g\-l)2\dh\2,

A(X, Y ) = R e ( d g (X) dh(Y)).

Avec ces formules, on obtient :

\K\ = oçi)^2^-^,
ds2=X\dz\2, À=0(1)|^|-2Ç,

A(X,V) = Re(0(l)^-l-gXy),

où 0(1) désigne une fonction C°° — holomorphe dans le cas de A —
uniformément bornée sur U en norme C3, ainsi que son inverse. Donc
\K\^ ds2 = 0(l)|d^|2, ce qui montre que \ est une métrique sur £/, et elle
est uniformément C3 équivalente à la métrique euclidienne \dz\2. D'après la
proposition A.4, si k < 2, la norme C^'0^) est uniformément équivalente
à la norme Ck^ de la métrique euclidienne, donc il suffit de montrer les
estimées pour la métrique euclidienne.

Dans ce qui suit, je note PT, trT et C^'0 la dérivée tensorielle, les
contractions et les normes de Hôlder pour la métrique |dz|2. Comme je
n'ai plus besoin de la représentation de Weierstrass, je note de nouveau
g = À|d^|2 la métrique du bout.

J'explique maintenant comment estimer Q y / p 2 , en laissant les calculs
pour les lemmes 4.3 et 4.4. Il faut d'abord estimer en norme C0^ les
tenseurs A, </?A, d<^, DgA et D^(p. Les normes (7°'° de </?, d(p et D2^ sont
inférieures à ||y?||ç2,a par définition. Pour estimer D2^, j'introduis comme
dans l'appendice A.l le tenseur

R(X^Z)==(^xY-DxY,Z),

où V est la connexion de la métrique g et ( , ) est le produit scalaire
euclidien. Alors :

D^ = D2^ - tr R (g) d^p.
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Le problème est que les tenseurs A, DA et R ne sont pas (7°'°'. Ce que
Pon peut obtenir est des estimées du type || [z^AUço ^ <, (7, avec r > 0
dépendant de p, q et a. Ceci est fait dans le lemme 4.3.

Ensuite, si T est un terme du type (12), (13) ou (14), on veut
estimer T / p 2 en norme C0^. T est contraction par rapport à g de tenseurs
du type ci-dessus. L'idée est de remplacer les contractions par rapport à g
par celles par rapport à la métrique euclidienne, en utilisant tîg T = trï/À.
Comme A = (^(l)!^!"29, ceci introduit une puissance de \z\ que l'on répartit
entre le facteur 1/p2 = 0(1) [^l"29 et les {z^ que l'on doit introduire pour
les tenseurs A, DA, etc. Ensuite, on utilise :

||tr(50^)||^<cr||5||co..||^||c",..

Ceci est fait dans le lemme 4.4 et nous donne l'estimée voulue pour
le numérateur de Qy divisé par p2. Pour le terme G du dénominateur,
l'estimée

||G||c°." < CM^

est facile à obtenir. Si ||</?||ç2,a est assez petite — inférieure à un e
uniforme —, on a |G| < j et donc l'estimée C0^ de (1 + G)-3/2.

LEMME 4.3. — Si 7 > a >: 0, on a :

(16) I I M^^AH^ < C,
(17) \\\z\^^DA\\^<C,
(18) lll^^lllco.^C,
(19) \\\z\^^D,A\\^<C^
(20) W^D^\[^^CMc^.

Les constantes C dépendent de c, p, q, a et ' y .

Preuve de (16). — Notons 9xi, Qx^ la base canonique de R2 et
z = xi +ix2 ; soient Ay = A(9xi, 9xj) les composantes de A. Par définition,
la norme C'0'" de A est le sup des ||Ay||co,c>.

H^+^Ay = |2|(l+2T)<'Re(C»(l)^p-l-<^)

=^(ow-^^l)9).
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Si 7 > a, les parties réelles et imaginaires de la fonction [z^^/z =
^/M1"27 sont C0^. Les parties réelles et imaginaires de ^p-l sont C°°.
0(1) est une fonction C°° de norme C3 uniformément bornée. Donc le terme
de droite est de norme C0^ uniformément bornée, ce qui montre (16).

Preuve de (17). — Notons A^ = DA(9xi, Qxj.Qxk).

Aijk = ̂ Ajk = Re (^0(1)^~1~9) = Re (0(1)^~2^) •

Dans le terme de droite, 0(1) est une fonction holomorphe dont on contrôle
la norme C2 sur U.

^^^^(ow-^^)9^)-,

d'où le résultat.

Preuve de (18). — Notons Rijk = R(9xi,0xjy9xk)' En utilisant la
formule pour la connexion d'une métrique conforme (voir [2], page 182)
avec g = A|d^|2, on obtient :

Rijk = ^ (>iSjk + Xjôîk - Xk^ij).

En utilisant V|^| = z/\z\, on obtient :

\i = 0{l)xi\z\-^-2 4- TOH-29.

Les 0(1) sont des fonctions C°° dont on contrôle la norme C2.

|,]1+2,^ 0(i) ___^ 0(1)|,(1+2..

I l

Cette fonction est uniformément bornée en norme (7°'°.

Les inégalités (19) et (20) s'obtiennent comme je l'ai déjà expliqué en
écrivant DgT = DT - tr T 0 R. D

Avant de continuer, montrons la dernière assertion du théorème 4.2.
La première inégalité vient de \dy\g = À"1/2^] et À"1 == 0(1)\K\0. Pour
la deuxième, d'après (20) avec 7 = a = 0, on a \z\ x \D^(p\ < C\\y\[c2 donc

|̂ |, = A-^I < ci^l2^1^!!^ ^ cw^-^Mc^.
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Le lemme suivant produit les estimées voulues pour chaque terme qui
intervient dans l'expression du terme quadratique.

Pour un tenseur T d'ordre 2fc, je note tr^ T la fonction obtenue en
contractant k fois par rapport à g. Cette notation est ambiguë puisqu'elle
ne précise pas comment on contracte.

L'ingrédient essentiel du lemme sera la formule :

tr^^=À- fet^ ;c^ si g=\\dz\2.

LEMME 4.4. — Soit T un terme du type (12), (13) ou (14) et 2k l'ordre
de T. Si IMIc2'0 < 1 et 0 < a < |p alors :

llp-^r^TlIco.^CIlA,..

Preuve.
• Pour les termes du type (12), on a :

4 tr^71 A 0 ((^A)7" 0 (d^)271

= 0(1) H2^4-709 tr1-^-^ ̂ (dy?)271 (g) A7714-1

= 0(1) tr1-^1-^^^)271 0 (H^^A)77^1

avec
m + 2n - 1

7= • 2m+2
Comme m + 2n > 2, on vérifie facilement que 7 ̂  ^ donc 7^0. D'après
le lemme 4.3, la norme C010 de ce terme est bornée par

cdMici,.)"^2"
avec m + 2n ̂  2.

• Pour les termes du type (13), on a de la même façon :

4 tr^71 ̂ DgA 0 ((^A)7" 0 (dy?)2^1

= 0(1) tr2-^-^ (^^(d^)2714-1

0 (Izp^^I^A) 0 (Izp+^A)7'1

avec
g + qm -\- 2qn — 1

7= 2(çm + g + 1)

On vérifie facilement que 7 > ^ sauf si (g,m,n) = (1,0,0) où on
obtient 7=0. Je traite ce cas dans le lemme 4.5.
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• Pour les termes du type (14)

\ tr^"^" D2^ ® (yA)"1 ® (d^)2"

..OÇl)^"1^^"1^)2"
® (l̂ l̂ 2^^) ® (H^^Ar

avec
cm + 2qn — 1

' 2gm + 2

On vérifie facilement, en utilisant m + 2n >, 1, que l'on a 7 > ^ sauf si
(g, m, 71) = (1,1,0) où on obtient 7 = 0. Je traite ce cas dans le lemme 4.5. D

II reste à traiter les deux termes pour lesquels cette technique n'a pas
marché.

LEMME 4.5. — Pour le terme du type (13) avec (ç,m,n) = (1,0,0),
on a :

tr^ (pDgA 0 d(p = 0.

Pour le terme du type (14) avec (ç, m, n) = (1,1,0), on a'.

ll^tr^^A)!)^ <C|M|^.

Preuve. — Pour tout point x du bout, soit ci une base orthonormée
pour g, géodésique en x. Comme DgA est un tenseur complètement symé-
trique, il n'y a qu'une façon de contracter :

tr^ (pDgA (g) d(p = ̂  DgA(ej, e,, e,) d^(e^).
î j

Or en a;,

^ DgA(ej, ei, ei) = ̂  e, • A(e^, Cz) = 0
i z

car tr? A = 2ff = 0 sur le bout.

Il y a deux façons de contracter (pA ® D^(p. La première donne :

tr^A 0 D )̂ = ̂  (^A(e,, ez)û^(e^, e^) = 0.
i j
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La seconde donne :

tr^A 0 D2^) = ̂  <^A(e,, e^)£^(e,, e^-).
îj

On écrit D2^ = D2^ — tr J20 dy?. Le terme qui vient de D2^ peut s'estimer
avec la technique du lemme 4.4. Le terme qui vient de R <S> à<p est

^(pA{ei,ej)R(ei,ej,9xk)d(p(9xk) =tr5(g) d(p.
ij,k

Je note encore &z;i, 9x^ la base canonique de R2. Le tenseur S est le tenseur
d'ordre 1 défini par :

S(X) ==^A(e,,e,)Jî(e,,e,,X) = tr^A^fi)^).
'̂

La technique du lemme 4.4 était la suivante : on estimait d'abord A et jR,
et ensuite on contractait. Comme cela ne marche pas, il faut être plus fin :
on contracte d'abord — on obtient le tenseur S — et on estime après.

Il se passe essentiellement la chose suivante : aucune des fonctions
z/\z\ et \z\/z n'est C0^ pour a > 0, mais leur produit l'est. On va voir que
S / p 2 est uniformément borné en norme C010.

En utilisant g = A( , ), on a :

R(ei, e j , ek) = ̂  (D\(ei)g(ej,ek) + -DA(e^(e,, e^) - D\[ek)g(ei, e^)),

S(ek) = ̂ 2 E ̂  ̂ O1^) + ̂  ̂ )m(e,) - A(e,, e,)m(efc).
2,fc

En utilisant la symétrie de A et tr^ A = 0, on obtient :

S{X) = À-2 tîg A (g) PÀ(X) = A-3 tr A 0 D\(X) = À-^VA, X)

où V est le gradient pour la métrique euclidienne. En utilisant V|2;|=2;|^|~"1,
on obtient si q = 1,

p^SÇQxk) = |^|4Re(0(l)^-2(0(l)|^|-^+0(l)|^|-2))

= Re (0(1)^~1 + OW^z) .

Donc S / p 2 est uniformément borné en norme C0'0, ce qui montre le lemme.
D
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5. On trouve enfin $ et y .

Dans cette partie, r > 0 est un réel fixé, aussi petit qu'il sera
nécessaire. W(r) est l'espace des applications de V(T) dans R2. Pour tout
^ € M^(r), on désigne par M(r,$) la surface initiale construite dans la
partie 2 ; a est la symétrie par rapport au plan horizontal x^ = 0 ; a et a
sont deux réels fixés (indépendants de r) tels que 0 < a < a < jL

Soit B l'espace de Banach

B^W^xC^ÇM^O)^)'

Soit C le sous ensemble convexe de B

C = {($, <f>) € 0, |$| < T, |H|c2,. ̂  r7/8, ct> o a = ̂

Comme a < a, l'injection C2'0 —> C2'0 est compacte, donc C est compact
pour la norme de B.

Soit D^ : M(r,0) —^ M(r,$) le difféomorphisme construit dans la
section 2.7. Pour tout ($, <^) ç C, on définit (p sur M(r, ç) par (p == ( / ) o D^1.
D'après la proposition 2.11,

IHIc'2."(^) ^ Cr7^, (p o a = (p.

On pose :
. 2 ^ Q^

J —•'- ^ ^'
/ est orthogonale au noyau approché /C si et seulement si

Vj?,î, (/,ep,,)z,2^) =0

où Cp^ est la base de /C construite dans la partie 3.

On note (/,6p) 6 K3 le vecteur dont les composantes sont (/,Cp^)
pour i = 1,2,3. On écrit :

{f'ep}=(Z^L^p)+(-ç^^p)+{f^p-'/p)•
D'après la proposition 2.6, le premier terme est égal à :

/* _ou- F
1 —,-vàh= j -2Hvdg=-27rÇ(p).

JM\p] r) JM\P\
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On définit C(p) e R3 par

2<(p)=(-^p)+(/^-^),^
^2

de sorte que / est perpendiculaire au noyau approché si et seulement si
pour tout p on a <^(p) — $(p) = 0.

Comme la surface initiale, (p et les e? sont invariantes par a, on a
a(Ç(p)) = Ç(p) ; donc Ç{p) est horizontal et l'application Ç : V(F) —> R2 est
un élément de W(r). Soit u la solution de

ChU=f-P(f).

On définit ̂  : C -^ B par :

^(^)=(C^o^).

Par la théorie elliptique standard, F est continu. On cherche un point fixe
de F\ pour ceci, il suffit de montrer que T(C) C C, c'est-à-dire estimer C, et
uo D^.

5.1. Estimée L2 de jC^n.
Dans cette section et la suivante, p, e et r désignent respectivement

un sommet, une arête et un rayon quelconques de F. Sur chaque domaine
E[e] ou S[r] de M(r, $), on utilise les coordonnées (n, w) introduites dans la
partie 2, à ne pas confondre avec la fonction u solution de ChU = / — P(f).

Sur le domaine a ^ u <: a + 1 de S[e] ou E[r], on a d'après la
proposition 2.6 :

1̂ 1 < Cr, 1/r]2 < C, [H/rî^ < Cr.

Sur le domaine j [R - 1) < u < ̂  (R + 1) de E[e], on a :

\H\ < Cr2, 1/rî2 < Cr-1/2, [Jf/^l < Cr3/2.

Donc sur M, on a :

l^/^l < Cr.

Sur E[p] et E[r], on a p = 77; donc d'après la proposition 4.1,

|Q^2! <. c-r7/4.
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Sur S[e], on a d'après la proposition 4.1 :

Wp2} < Cr7/4, p^C', TT2 < C'r-1/2, |Ç,,M$Cr5/4.

Donc sur M, on a :

jÇy/î?2! ̂  C'r5/4, |/| ^<7r, ||/||̂ ) < CT,

IIWIL^II/II^W^C'T.
Et finalement :

||^^1|L2(^) < Cr.

5.2. Estimée C0'" de C^u.

La fonction ^ est solution de :

Cu-r)2-C.u--2H-Q^-î12-P(f)LXU- p2'-hU- ^ ^ p2^^-

Sur le support de H, les métriques g et ^ sont uniformément C'°°
équivalentes, donc d'après la proposition 2.6, on a pour tout entier À;
(on ajuste besoin de k = 1) :

\\H\\c.w < C(k)r, Hl/^ll^o,) < CW, WP2^) ̂  C(k)r.

Sur M, on a d'après la proposition 4.1 :

WP^c^W^Cr7/4.

Il reste à estimer P(/). Soit 14 une base orthonormée du noyau approché,
ChUi 4- \iUi = 0 avec \ ç. [—1,1]. De façon équivalente, les Ui sont
solutions de :

7?2

C^Ui + -^ \iUi = 0.

En utilisant la proposition 2.9, on obtient :

\\Ui\\L^h} = 1, INIco < C\\u,\\^w < ̂  IHIc2 )̂ < C\\Ui\[co < C.

D'après (11), on a :

IÎ /̂ IÎ M ̂  C'W-
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Donc

[[T^p"2^!!^,^) < c.
Pour estimer P(/), on écrit :

P(f) =^{f,Ui}Ui.

Par Hôlder,

|</,^)| ^ 11/lkw, IhV'PCOll̂ ,̂ ) < ̂ 11/ll^w.

D'où:

||/^U||CO,0(^) < CT.

5.3. Fin de la démonstration.

Comme u est orthogonale au noyau approché

\\u\\^(h) ^ \\ChU\\^(h) ̂  CT,

d'après la proposition 2.9, on a :

||"||C° < C (\\U\\L.(h) + \M\L.W) <. CT.

En utilisant l'estimée de Schauder de la même proposition,

IMIc'2>"Oc) ^ c (ll^llc0 + ll^llco."^)) < Cr.

D'après la proposition 2.11,

\\uoD^\\c^^ < Cr

où la constante C est indépendante de r. En prenant r assez petit, on a
donc \\u o D^||c2,a < r7/8.

Il reste à estimer Ç. Par Hôlder et la proposition 3.3, pour tout e, si r
est assez petit,

|27rC(p)| < IÎ IILWIIÇ ÎIL )̂ 4- ||/||L2(/z)||ep - ̂ p\\^w

^ Cr5^ + Cer

où les constantes C sont indépendantes de T. En prenant e et r assez petit,
on obtient \Ç\ < r.
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On a donc (Ç^u o D^) ç. C. Le théorème du point fixe de Schauder
(théorème 11.1 de Gilbarg Trudinger [4]) nous donne un point fixe
(ç^) == (Ç,n o D^) de T. Comme ç = <:, on a P(f) = 0. Comme
(p == (j) o D^1 = u, y? est solution sur M(r, ç) de

A^-t-IA]2^-^-^

qui est l'équation que l'on cherchait initialement à résoudre. D

II reste à vérifier que Xy = X + ^pv a les propriétés voulues. Pour r
assez petit, |(/?A| < Cr7^8 < 1 donc Xy est une immersion. A priori, Xy
n'est que de classe C2'0. Mais comme X<^ est minimale, Xy est en fait
analytique.

Si F ne contient pas deux rayons qui pointent dans la même direction,
pour T assez petit, le graphe r(ï,$) est plongé, donc si r est assez petit, X
et Xy aussi.

Enfin, Xy est de courbure totale finie : d'après le théorème 4.2,
la condition ll^llc2^) ^ 1 implique que \d(p\g et [.D2^]^ sont bornés par
C'I-ftTi1/2, où K est la courbure de la surface initiale. Comme \K\ décroît
exponentiellement pour des bouts de type Scherk, \d(p\g et |-D |̂g aussi.
Ceci garantit que le graphe de (p sur M aura des bouts de courbure totale
finie, donc de type Scherk.

A. Appendice.

A.l. Normes C .̂

Les notations de cette partie sont celles de [3]. Soit (M, g) une
variété riemannienne de dimension n, éventuellement à bord. Je note
TqM = (T*M)09 les tenseurs covariants d'ordre q sur (M, g). La métrique g
de M induit une métrique sur TqM :

g(S,T)= ^ 5(e^,...,^)r(e^,...,e,J
ii,...,iq

où Ci est une base orthonormée. Cette définition ne dépend pas de la base
orthonormée.

Je note \T\g la norme associée à ce produit scalaire.
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Pour un tenseur T d'ordre g, la dérivée covariante DgT est le tenseur
d'ordre q + 1 défini par :

q
^r(x,Xi,...,x,)==x.r(Xi,...,x,)-^r(Xi,...,VxX,,...,Xç)

i=l

D^T est défini par récurrence par :

D^T = DgÇD^T).

Pour une fonction, Dgf est la différentielle et ne dépend pas de la métrique,
et D2/ est le hessien de /.

Pour un tenseur T d'ordre g, on définit ||r[|çfe(^ par

imi^^-E811?!^^)!.'
i=0 XÇM

Pour un tenseur d'ordre g, la contraction tr^j T est le tenseur d'ordre
(q — 2) obtenu en contractant aux places i et j par rapport à la métrique p,
c'est-à-dire que par exemple :

tr^;i,2 T(X3, • . • Xq) == E T(efc, efc, Xs, • . • Xq).
k

Cette définition ne dépend pas de la base orthonormée pour g.

La dérivée covariante et les contractions vérifient :

D9 ^g'^J T = ̂ î+lj+l DgT^

Dg(S (g) T) = (£^5) (g) F + S (g) (DgT).

On en déduit que :

\\tïgT\\c^<\\T\\c^.

Deux métriques g, g' sont dites C^ équivalentes pour une constante c si elles
vérifient :

Ibllc^o ^ c ^ 11^11^^) <: c.
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PROPOSITION A.l. — Soient g, g ' deux métriques sur M. Supposons
qu'il existe une constante c telle que :

Mc^g') < C \\g'\\C^g} < C.

Alors g et g/ sont Ck équivalentes pour une constante ne dépendant que de
c, g, fc, n, et les normes C^) et C '̂) sur TqM sont équivalentes par des
constantes ne dépendant que de c, g, fc, n.

Dans ce qui suit, une constante est dite uniforme si elle ne dépend
que de c, n. Par exemple, si les métriques sont conformes, g ' = \g, elles sont
uniformément Ck équivalentes si pour des constantes uniformes :

l|A||c^)<C, llÀ-^lco^C.

Pour un difféomorphisme (j) entre deux domaines de M", la norme ||d(^||^fc
est définie comme le sup des normes Ck des coefficients de la matrice de d(f>
dans la base canonique de W1. Notons dx2 la métrique euclidienne. Alors
(/)*dx2 et dx2 sont uniformément Ck équivalentes équivaut à :

[|d^||^ <C, Hd^l lco^O

Preuve de cette proposition par récurrence sur k. — Si k = 0, les
normes ponctuelles \T\g et \T\g^ sont uniformément équivalentes. En effet,
soient ci une base orthonormée pour g et e\ une base orthonormée pour g ' .
Alors,

^—(E^'^)2)5^'
i j

donc pour tout î, on a \e[\g < C. Maintenant, pour tout tenseur T,

i^-E^i--^)2

^E(T(^-•-^)^^o-••^(^^<))2•
Comme \g(ej,e^)\ < C, c'est borné par C\T\^.

Supposons maintenant que la proposition soit vraie pour fc, et
montrons-la pour k + 1. On suppose donc que ||^||cfc-n(^) < C. Il faut
évaluer DgT en norme C^p).

DgT(X, Xi,.. . Xq) = Dg,T{X, Xi,. . . Xq)

+^r(Xi,...(v^Xj-VxX,)...x,)
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où V est la connexion de la métrique g ' . Posons :

R(X^Z)=g(V^Y-^xY^Z).

On écrit le dernier terme de DgT comme

^r(Xi,...X,-i,efc,...Xç)fi(X,X,,efc)
3.k

=^tr^,ç+3(T^A)(Xl,.•.Xç,X,X,).
3

C'est-à-dire que DgT est égale à Dg'T plus des termes qui sont— à permu-
tation des indices près — de la forme tîg(T 0 -R). On remarque que
R(X, Y, Z) est symétrique en X, Y et que :

A^(x, y, z) = -R(X, y, z) - A(X, z, Y).
Comme dans la preuve du théorème de Levi Civita, on obtient :

R(X, Y, Z) = \ (2^<7(Z, X, Y) - Dg.g{X, Y, Z) - D^(V, Z, X)).

Par hypothèse de récurrence, les normes Ck(g) et Ck(gf) sont uniformément
équivalentes, donc pour tout tenseur T,

\\Dg'T\\c^g) < C\\Dg.T\\c^ < C\\T\\c.^Y

En particulier pour T = g ,

\\Dg'g\\c^ ^ C\\g\\c^^ < a

On en déduit que ||Jî||çfc(^) < C et

\\DgT\\c^ < C\\Dg.T\\c^g^C\\T\\c^gY

D'où Hrllc^1^) < ^ll7'!!^^1^')- En prenant T = g ' , on obtient la première
assertion, ce qui permet d'inverser les rôles de g et g ' et montre la deuxième
assertion pour tout T. D

A.2. Normes C^.

Pour définir une norme globale Ckîa, on suppose que (M, g) vérifie les
hypothèses suivantes, pour une constante c > 0 et un entier k.
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HYPOTHÈSE A.2. — (M, g) est compacte, de dimension n, et est
recouverte par un nombre fini d'ouverts f^ tels que pour une constante c :

1) Chaque ̂  est convexe (pour les géodésiques de la métrique g), de
diamètre inférieur à c, et pour tout point x de M, il existe un fî, tel que la
boule de centre x et de rayon 1/c soit contenue dans ̂ ,.

2) On a des domaines Ui C R71 et des paramétrisations ̂  : Ui —^ 0,
telles que les métriques ^g et dx2 sont C^1 équivalentes pour la
constante c sur Ui (on rappelle que dx2 est la métrique euclidienne de M71).

Dans cette section et la suivante, une constante est dite uniforme si
elle ne dépend que de c, n, a. À noter que ces Phypothèses impliquent que le
rayon d'injectivité de (M, g) est uniformément minoré, et que sa courbure
est uniformément bornée.

Pour un tenseur T d'ordre q sur R71, notons T^,...,^ ses composantes
sur la base orthonormée canonique. On définit :

rn - suc l^^-^^)-^^.^^)![J- \a;x,y — SUp ———————.—————-_——————— .
^i,...,^ ^-y^

Pour un domaine U de W1, on définit la semi-norme :

[T]^u = sup [T]^^.
x,yçU

Pour un tenseur T sur M, on définit :

[T]a^i,g = [^T]œ,Ui ,

imic^(^) = imic^^) + [D^,^ ,
ll^llc^^M^) = SUp ||r[[^,a(^).

i

On vérifie que

\\S^T\\co,.<\\S\[co^T\\co,.

et si (M, g) vérifie les hypothèses A.2, on a des constantes uniformes C
telles que :

||t^r||co,.(^) <C\\T\\c^^ \\T\\c^^ < C\\T\\c^^.

La norme C1 de droite est celle définie au moyen de la dérivée covariante.

La notation Ckïot(M,g) est justifiée par le fait que si on a un autre
recouvrement de M par des f^., qui vérifie les hypothèses A.2, la norme CkJa

définie avec les ̂ . sera uniformément équivalente à celle définie avec les ^,.
Plus généralement, on a :
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PROPOSITION A.3. — Soient g et g/ deux métriques sur M. Supposons
qu'il existe un recouvrement de (M, g) (resp. (M,(/)) par des ouverts îî^
{resp. îy-) qui vérifie les hypothèses A.2 pour un entier k et une constante c.
Si les métriques g et g' sont C^1 équivalentes pour la constante c, alors les
normes Ckfa{M,g) et Ckfoi{M^gf) définies au moyen de ces recouvrements
sont équivalentes par des constantes ne dépendant que de c, fc, n, a.

Preuve par récurrence sur fc. — Si k = 0, on a des paramétrisations :

^pi'.Ui^^ ^:U^^.

Notons d la distance pour la métrique g et d ' l a distance pour la métrique g ' .
Il existe un r uniforme tel que d'(p, q) < r implique d{p, q) < 1/c. Pour tout
x,y ç U^ si d!{^(x)^'j{y}) > r, \x — y\ est uniformément minoré; donc :

[̂ . *r],;̂  < 2||̂ . *r||co|^ - 2/1-" < c||r||co(,/) ^ c||r||co(,).
Si d!{^(x)^'j{y)) < r, soit 7 l'unique géodésique minimisante pour la
métrique g1 reliant (^/- (x) et y/- (y). Par convexité, 7 est incluse dans fî'-. Par
définition de r, 7 est incluse dans B(^p'Ax)^ 1/c) ; donc il existe un ouvert
Q,i tel que 7 C î^. Le difféomorphisme ^ = (^~1 o < .̂ est défini sur un
voisinage de ̂  -l(7). Les métriques 0*da;2 et dx2 sont uniformément C1

équivalentes, donc ||d0||(7i < C. Notons ̂  les composantes de la matrice
de d0 sur la base orthonormée canonique 9x\ - - ' 9 x n de R^, c'est-à-dire
que à(f)(Qxi) = ̂  <l>i9xj. Pour tout tenseur S d'ordre q sur L^, on écrit :

^S(x)(9x^,..., 9^) = ̂  ̂ ,...,̂  (0^))<1 • • • <9 (0;)

r^çi <\-lç u(^\. ^'''W-^'-'W[^ 5]c,^^ < ̂  |^,...^(^(î/))| x ——————'x^y^——————

+
^,..,^(^))-^,.,^(^))

l^)-^)!"
^^^•••w-

En utilisant les accroissements finis le long de ̂  ~l(7) — dont la longueur
est bornée par C\x — y\ —, on obtient :

[yS}a;x,y < C\\S\\co^ÇUi}'

En appliquant ceci à 6' = ̂ T, on obtient :

[̂  *T]a;^ = [^^T]^y ^ C\\^T\\co^u^

d'oùiirii^^M^^ciirilco.^M,,).
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Ensuite, si la proposition est vraie pour fc, montrons-la pour fc+1. On
procède comme pour la proposition A.l. On écrit DgT comme Dg'T plus
des termes qui sont — à permutation d'indices près — de la forme tî(T<S)R)
avec ||Jî||^fc+i < (7, donc en particulier ||jR||(;fc,Q < C. On en déduit :

\\DgT\\c^^ < \\Dg.T\\c^^ +C\\T\[c^çg).

Par hypothèse de récurrence, les normes Ckfa(g) et C^Q/) sont
uniformément équivalentes, donc on obtient :

\\DgT\[c^^<C\\T\[c^^.

ce qui montre la proposition. D

On a souvent besoin de la version locale de la proposition précédente :

PROPOSITION A.4. — Soit n un domaine convexe (pour la métrique g)
de (M,p), et g1 une métrique C^1 équivalente à g pour une constante c
sur U. Supposons qu'on ait des paramétrisations

y : u -. n, ^ : u' -^ n
vérifiant l'hypothèse 2) de A.2. Alors les normes C^Ç^g) et C^^g')
définies au moyen de ces paramétrisations sont équivalentes par des
constantes ne dépendant que de c, fe, n, a.

À noter que f2 n'a pas besoin d'être convexe pour la métrique g ' .
La preuve est exactement la même : pour relier deux points de ïï, on
utilise la géodésique 7 C fî minimisante pour la métrique g. On utilise les
accroissements finis le long de y?"1 (7) C U et (p1 ~l(7) C U ' . D

A.3. Estimée de Schauder.

PROPOSITION A.5. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
vérifiant les hypothèses A.2 pour k = 2 et une constante c. Soit
Lu = ^gU + au, où a est une fonction de norme G0'0'((7) inférieure à c.
Alors on a l'estimée de Schauder :

IH|c2,a(M,p) ^ C'dHIc'o + ||LîA||c'o,a(M,p)).

La constante C ne dépend que de c, n, a. Elle ne dépend pas du nombre
d'ouverts î^ du recouvrement.
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Preuve. — On utilise l'estimée de Schauder intérieure pour un domaine
de W1' (corollaire 6.3 de Gilbarg-Trudinger [4]). Définissons :

LiU = {L{u o (^-1)) ° ̂ i = ̂ ^n + (a o (pi)u.

En utilisant la formule pour le laplacien en coordonnées locales, on voit
que A<^Tp est uniformément elliptique — au sens où l'ellipticité est contrôlée
par une constante uniforme — et à coefficients uniformément C0'0 bornés.
La fonction a o ̂  est uniformément C0^ borné sur Ui par hypothèse.
Soit Sî^ CC Sïi l'ensemble des points dont la distance au bord de f^ est
supérieure à l/(2c), et V[ = (/^~l(î^). Alors d(U^9Ui) est uniformément
minoré. Enfin, le diamètre de Ui est borné. Pour tout fonction u € (^'"(M),
l'estimée de Schauder intérieure appliquée à la fonction uoipi sur Ui donne :

||n o (pi\\c2,c.^ < C(\\u o ^pi\\cQ(Ui) + \\Li(u o ̂ )[[ço,a(^)).

Le terme de droite est inférieur à C'(||zA||ço + ||L'u||co,c<). Cette estimée nous
donne déjà l'estimée C2 de u.

Pour obtenir l'estimée C2'0, il faut estimer \\(p^D^u\\co^(Ui} pour
tout i. Comme les métriques ip^g et dx2 sont uniformément G3 équivalentes
sur Ui, on a d'après la proposition A.4 :

\\D^gUo^i\\c^(u',) < C\\uotpi\\c^(u^'

Comme -D2* u o ̂  = ̂ D^u^ on obtient :

\\^D^u\\c^u^ < C(\\u\[co + \\Lu\[co,.).

Il reste à étendre cette estimée à Ui tout entier. On procède comme pour
la proposition A.3. Pour tout x ^ y € L^, si d{(pi(x)^(pi(y)) > l/(2c), alors
\x — y\ est uniformément minoré et

[^D^u}^y^C\\u\\c^

Si d((pi(x),(pi{y)) < l/(2c), il existe unj tel que B(x^ I l e ) C ^j. Alors (pi(x)
et (pi(y) sont dans f^.. Posons (f> = (^-"1 o^. Comme dans la proposition A.3,
on a :

WgU}a^y = [^^D^U^y ^ C\\^D^U\\c^^

ce qui montre la proposition. D
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