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TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE
SUR LES GROUPES UNIPOTENTS

par Moussa SAIBI

0. Introduction.

Pour chaque schéma en groupes commutatifs unipotent connexe G
sur un corps parfait k, Deligne [4] a introduit la transformation de Fourier
¢-adique Fg w. C’est une équivalence de catégories

Dz(G)@Z) — DZ(G11@1)7

ot G’ est le dual au sens de Serre de G et out D%(G,Q,) (resp. D%(G,Q,))
est la catégorie dérivée des Q,-faisceaux constructibles sur G (resp. G').
Dans le cas particulier ou G = (A}k)N , cette transformation de Fourier
commute & la dualité (théoréme de Verdier) et cette propriété fondamentale
a permis d’obtenir dans de nombreux cas des majorations de sommes
trigonométriques sur un corps fini [11]. L’objet de ce travail est de montrer
que Fg,v commute & la dualité en général.

Dans une partie liminaire, on rassemble les notations et les résultats
dont on a besoin, concernant la cohomologie ¢-adique, les vecteurs de
Witt et l'isogénie de Lang. Dans une premiere partie, on introduit la
notion de paires duales de S-schémas en groupes unipotents connexes. On
introduit aussi la notion d’admissibilité pour une telle paire. Il s’agit d’une
propriété technique qui devrait étre satisfaite par toutes les paires duales
mais que nous ne savons pas démontrer en général. Néanmoins, elle est
automatiquement satisfaite lorsque 1’on travaille sur un corps parfait, ainsi
que pour la paire duale canonique (W, s, W, s, m*(L,)) ou

m: Whs x5 Wa,s — Wh,s — Wk

est le produit et £,, la Q,/Zy-extension d’Artin-Schreier de W}, .

Mots-clés : Cohomologie £-adique — Vecteurs de Witt — Groupes unipotents.
Classification math. : 14F20.
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La deuxiéme partie est consacrée a la définition de la transformation
de Fourier-Deligne pour les paires duales et & ses premiéres propriétés (en
particulier, I’involutivité). Dans la derniére partie, on montre le résultat
principal de ce travail (cf. théoréme 3.1) pour les paires duales admissibles.
Pour cela, on se réduit d’abord & la paire canonique (W, s, Wy,s, m*(L,)),
puis on procéde par récurrence sur n pour se ramener au cas ou n = 1 traité
dans [11]. Un corollaire du théoréme principal est que la transformation de
Fourier-Deligne commute & la dualité.

0.0. Le dictionnaire fonctions-faisceaux de Grothendieck :
rappels [22].

0.0.1. Dans tout ce qui suit, on fixe un nombre premier p, un corps
parfait k de caractéristique p et une cloture algébrique k de k. Si ¢ est
une puissance de p, on désignera par F, I'unique sous-corps & q éléments
de k. De plus, on fixe un nombre premier ¢ différent de p et une cloture
algébrique Q, du corps Q, des nombres ¢-adiques.

0.0.2. On fixe aussi un caractére fidele, ¥ : Q,/Z, — @Z On notera
v, : p_nZ/Z — @;
le caractere additif fidele restriction de ¥ &

p "Z|Z — Qp/Zy =limp "Z/Z.

0.0.3. Si X est un schéma de type fini sur k, nous dirons Q,-
faisceauz sur X pour Q,-faisceaux constructibles. Nous noterons D8(X, Q,)
la catégorie dérivée des faisceaux ¢-adiques (cf. [5], 1.1.2 et 1.1.3 si k est
fini ou algébriquement clos, et (8], 6.3 si k est parfait). Pour X, Y des
k-schémas de type fini et pour f : X — Y un k-morphisme, on dispose des
foncteurs :

th Rf* : Dg(X’ @2) — Dz(Y’@l),
Lf* Rf': D5(Y,Q,) — D(X,Qy)

et des opérations internes ® et Rhom sur DY(X,Q,). On notera
Dxx : D(X,Q,)°PP — D5(X,Q,) le foncteur dualisant :

Dx/x(.) = Rhom(., Ra' Q)

ot a: X — Spec(k) est le morphisme structural (cf. [22], Dualité).
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0.0.4. Si X est un schéma de type fini sur £ = Fg, pour tout
point fermé x de X et F un Q,-faisceau sur X, la fibre Fz en un point
géométrique Z localisé en z est un Q,-espace vectoriel de dimension finie sur
lequel Gal(k(Z)/k(z)) agit. On note Frob;z € Gal(k(Z)/k(z)) le Frobenius
géométrique relatif & k(z); alors det(1 — ¢ Frobz, Fz) est bien défini, et est
indépendant du choix de Z (cf. [5], 1.1.8). On notera simplement tx(z) la
trace de Frob; agissant sur F;. Plus généralement, pour n > 1 on pose :

trn i=tr/xoFn i X(Fgn) — Qp
La fonction tg , satisfait au formalisme suivant :
(i) tkeLn =tk - tr,n pour tous K, L € ob D8(X,Q,);
(ii) tg«x,n = tk,no f pour tout Fy nr_lorphisme f: X — Y entre Fg-sché-
mas de type fini et tout K € ob D2(Y,Q,).

On a aussi le résultat fondamental suivant :

THEOREME 0.0.4.1 (formule des traces de Grothendieck, [23], XVI
et [22]). — Pour tout Fg-morphisme f : X — Y entre Fq-schémas de type
fini et tout K € ob D3(X,Q;), on a, pour tout y € Y (Fgn) :

trpkn(y) = Z ti o ().

TEX (Fqn)

0.0.5. Si X est un schéma de type fini sur k, la catégorie D2(X, Q,) est
triangulée et est munie d’une ¢-structure associée a la perversité autoduale
dont le cceur est la catégorie abélienne artinienne et noethérienne des Q,-

faisceaux pervers sur X, notée Perv(X, Q) (cf. [1], 2.2, 4.3.1 et [8], th. 6.3).

0.1. Rappel sur les groupes de Witt.

0.1.1. On rappelle qu’on a fixé le nombre premier p; soit n € N*. On
note W, z le schéma affine en anneaux des vecteurs de Witt de longueur n,
i.e. Spec Z[ Xy, . .., Xn—1] muni des deux lois + et - suivantes :
(Xoy-.+y Xn-1)+ (Yo,...,Yn—1)
= (So(Xo, Yo), S1(Xo, X1, Y0, Y1),
oy Sn-1(Xoy ..., Xn-1,Y0, ..., Ya-1)),
(Xo0y.--y Xn-1)- Yo,...,Yn_1)
= (Py(Xo, Y0), Pr(Xo, X1, Yo, Y1),
oy Paci(Xo, -+, Xn-1, Y0, .., Ya1))
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ol les S; et P; sont les polynomes universels dans Z[Xy, ..., X,—1] définis
dans [3], chap. IX, §3. Si on définit les polyndmes de Witt (ibid., §1) par :

& = X,
<p1 =X8+PX1,

n—1 n—2
O, =Xy  +pXP 4+ +p" X,
alors les polynomes P; et S; sont déterminés par les conditions suivantes :

®;(So(Xo,Yo), S1(Xo, X1,Y0, V1),
oy Si(Xoy .y Xiy Yo, .., Vi)
= ®;(Xo,...,X;) + ®:i(Yo,...,Yi)
®;(Po(Xo, Yo), P1(Xo, X1, Y0, Y1),
e Pi(Xoye .y Xiy Yo, V)
= Bi(Xo, ..., Xs) - Bi(Ye, .., Yy).

Les polynomes ®; vérifient les propriétés suivantes :

q)o = Xo, q)i+1(X0, oo ,Xi+1) = q:'i(Xg, e ,Xf)pi-’-lX.,;.g_l )

(0.1.1.1) { i1
) ®i+l(X0a---aXi+l) =pq>i(X1,...,Xi+1)+Xg

Si S est un schéma, on notera par W, s le S-schéma anZS.

0.1.2. Les applications de restriction R, de décalage V et de
Frobenius F’ sont les morphismes de schémas :
R:Wpp1z2 — Whg, (Xoy---yXn) — (Xo,.--, Xn-1),
ViWpz — Wnniz, (Xo,...,Xn-1)— (0,Xo,...,Xn-1),
F' Wpz —— Wyo1z, (Xo, -+, Xn-1) —
(Fo(Xo, X1), F1(Xo, X1, X2), ..., Fa—2(Xo, ..., Xn-1)),

ou les polynémes F; sont déterminés par les conditions suivantes :

®;(Fo(Xo, X1), F1(Xo, X1, X2), ..., Fi(Xo, ..., Xiy1))
= ®;41(Xo,..., Xis1)
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pour tout 2 < n — 2. On a en particulier :
Fo(Xo, X1) = X¥ + pXy,
2
Fi(Xo, X1, X2) = X{ +pXa +p~ 1 (XE — (XF + pX1)P).

Sur W, F, (et donc en caractéristique p), le morphisme F” devient :

Wor, — Waoir,
(X01 ee ’X‘n—l) — (X(’)” s ’X::.—Z)'

On notera alors par F' le morphisme :

Wor, — Wi,
(XO,H-,Xn—l) — (Xg,...,X::_l)

de sorte que FR = RF = F’ (cf. [3], chap. IX, §8). Les morphismes R et
F' sont des homomorphismes de schémas en anneaux, alors que V est un
homomorphisme de schémas en groupes (ibid., §7).

Si m et n sont deux entiers positifs, on dispose d’une suite exacte de
F,-schémas en groupes (ibid., §7) :

(0.1.2.1) 0 — War, Y Watmp, —— W, = 0.

Ceci montre que W, r, est extension successive de G, r, = Wi,

0.1.3. Dans la suite, on aura a utiliser certaines relations dans W, r,.
Pour cela, nous allons introduire les notations suivantes. On notera

Xo — Xo
le morphisme de Fp-schémas Wj y, — W, 5, donné par
X0 = (Xo,0,...,0);

X, est appelé le représentant multiplicatif de Xy car on a la relation
suivante :

X Yo = (XoYp).

On notera

S: Wog, — Watrr,
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le morphisme de F,-schémas défini par
S(Xo,...y Xn-1) = (Xo,...,Xn-1,0).

On remarquera que S est une section du morphisme R. On considére aussi
le morphisme de F,-schémas

T:War, — War,

qui & Pélément (Xo, ..., Xp—1) associe I'élément (0, X1,...,X,_1).

Si A est une Z-algebre, notons f4 l’application qui & I’élément
(Xo,-..,Xn) de A™*! associe I’élément (Xi,...,X,) de A™; de méme,
on note

va : (Xoy.--,Xn) — (0,0Xo,...,0X,)

I’application de A™+! vers A"*2.

On notera par ®4 : A™! — A"+l P'application définie par
b4 = (Pg,Py,...,P,). On a alors :

GPpoF =fro0dy, PpoV =v40D4.
LemME 0.1.3.1. — Soit A un anneau. Il existe un homomorphisme

surjectif d’anneaux p : B — A, oli B est un anneau dans lequel p n’est pas
un diviseur de 0.

Preuve. — Prendre B = Z[(X,)aea] et p(Xa) = a. o

L’intérét de ce lemme vient de la remarque suivante. Si p n’est pas un
diviseur de 0 dans B et si X € B" est tel que ®5(X) =0, alors X = 0. En
effet, ®5(X) = 0 est équivalent au systéme :

X0 =0,
®;,_1(X2,...,XP ) +p'Xi=0 pourtouti<n

et donc X = 0 par récurrence sur . On a alors le lemme suivant :

LemME 0.1.3.2. — Soit A une Fp-algébre.

1) Pour tous X = (Xo,...,Xn—1) dans W, (A) et Y = (Yp,...,Yn_2)
dans W,_1(A), on a:
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n—-1
(i) X=> VX, ou X, =(X,,0,...,0) € W,_;(A).
i=0
n—1
(i) 7(X) = ¥ ViX; ou X; = (Xi,0,...,0) est dans W,_;(A) et

=0
donc X = XO + 7(X).

(iif) S(Y) = Z ViY,ou Y, = (Y;,0,...,0) est dans W,_;(A) et
donc X = V" Y Xn-1) + S(R(X)).

2) Pour tout X € W,(A) et tout X' € Wp41(A) on a:
V(X)-X'= V(X . FR(X')).

3) Pour tout X € W, (A) et tout X' € Wi(A)ona:’

(X) -V }{(X') =0.

4) Pour tout X € W,,(A) et tout X' € W,(A) ona:

V(X)-S(X')=V(X-F(X")).

Preuve.

1) En utilisant la récurrence sur n, pour démontrer (i), (ii) et (iii), il
suffit de voir que :

(Xo, .- . ,Xn—l) = (Xo,O, . ,0) + (0, Xi,... an—l)'
Soit p : B — A un homomorphisme d’anneaux satisfaisant aux conditions
du lemme 0.1.3.1. Alors W, (p) : Wy,(B) — W, (A) est un homomorphisme
d’anneaux surjectif, et ®p : W, (B) — B™ est un homomorphisme injectif.
11 suffit donc de prouver que ’on a pour tout 2 > 0 :
®;(Xo,...,X;) = q)i(Xo,O, .o,0) + <I>i(0, Xi,... ,X,;),
ce qui est évident sur les expressions donnant les ;.

2) Raisonnement analogue. Tenant compte de ®p o F/ = fg o ®p et
®p oV = vp o &g, on ramene la démonstration de la formule & celle de la
relation :

v(X - fB(X')) =vB(X)- X’
Or cela résulte des égalités :
X fB(X") = (XoX1,..., Xn-1X}),
v(X) - X' = (0,pXoX1,. ., pXn_1X}).
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3) Comme et
(X) =) V(X))
=1
il suffit de voir que V*(X;) - V*~1(X’) = 0 pour i > 1. Par 2) on obtient la
relation
ViX;) - VTHX) = V(VITHX,) - FR(V'THXT))

pour tout i > 1, or RV*}(X’') = R(0,...,0,X’) = (0,...,0) dans
Wy,—1(A), d’ou le résultat.

4) Découle directement de 2) du fait que S est une sectionde R. O

0.2. L’isogénie de Lang : rappels [22].

0.2.1. Soient S un schéma de type fini sur Fy, A un groupe
fini commutatif noté additivement et T un A-torseur sur S. A chaque
représentation p : A — GL(V) de A & valeur dans un Q,-vectoriel V de
dimension finie, on associe & T' un Q,-faisceau p(T') lisse de rang dim V
sur S (cf. [22], sommes trigonométriques).

Si (p1, V1) et (p2, V2) sont deux représentations de A et f : §' — S un
F,-morphisme de F,-schémas, on a :

(i) (p1 @ p2)(T) = p1(T) @ pa(T);
(i) p(T)" := Hom(p(T),Q,) = p¥(T);
(ili) (p1 ® p2)(T) = p1(T) ® p2(T);
(iv) f*p(T) = p(f*T);
ol p¥ est définie, pour tout a € A, v € V et v* € V*, par :

(0" (@)(v*),v) = (v*, p(=a)(v)).

Rappelons les résultats suivants :

LemMmE 0.2.1.1. — Si w : T — S représente le faisceau T, on a
canoniquement :

W*@e,T = @ \II(T),
veA
ot A est le groupe des caractéres de A a valeur dans Q,. O

Si U est un caractére (dim V' = 1), le faisceau lisse de rang 1, ¥(T)
sera aussi noté Tiy. Si T} et T sont deux A-torseurs sur S, on définit un
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nouveau A-torseur noté Ty A T, sur S de la maniére suivante : Ty A T est
le quotient de T7 x g T, par ’action de A sur T} x g To donnée par :

a: (t1,t2) — (t1 +a,t2 — a).
On a alors par construction :

(T AT2)y = (T1)y ® (T2)w.

Si X est un Fg-schéma de type fini et f : X — S un Fg-morphisme,
f*Ty sera aussi noté Ty (f).

Si § = G est un Fy-schéma en groupes commutatifs de type fini, et
que T est une extension de G par le Fg-schéma en groupes constant de
valeur A dans la catégorie des F,-schémas en groupes commutatifs alors
ona:

0-A-ST G0
En particulier T' est un A-torseur sur G.

THEOREME DU CARRE 0.2.1.2 (c¢f [22], sommes trigonométriques,
1.7.1). — Pour tout caractére ¥ de A & valeur Q :

(i) Ty est canoniquement rigidifié & I'origine de G : Ty {1} = Q,.

(ii) Si on note par s : G x¢p, G — G et pr; : G xp, G — G (i = 1,2)
la loi de groupe et les deux projections canoniques, il existe un et un seul
isomorphisme :

s*Ty ® pri(Tw)” ® pr3(Tw)* = Q,
de Q,-faisceaux lisses sur G xp , G, compatible aux rigidifications le long de
G x {1} et {1} x G induites par la rigidification & I'origine de Ty . a

CoroLLAIRE 0.2.1.3. — Si f,g9 : X — G sont deux morphismes de
F,-schémas de type fini, on a canoniquement Ty (f + 9) = Tw(f) ® Tw(g). O

On a aussi :

TuEOREME 0.2.1.4. — Soient G un groupe algébrique commutatif, noté
additivement, lisse, connexe et de type fini sur un corps k algébriquement
clos et T une extension de G par A comme ci-dessus. On suppose que le
schéma T est connexe et que ¥ : A — @; est un caractére non trivial. On
a alors :

RT.(G,Ty) = RI(G, Ty) = 0.

Preuve. — Dans [22], sommes trigonométriques, th. 2.7, on trouve
une preuve utilisant un argument d’homotopie. Donnons-en une autre
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preuve utilisant le théoréeme du carré. On s’inspire d’une preuve de
Mumford (voir [14], 8.VII) de I'annulation de la cohomologie de Zariski
d’une variété abélienne & coefficient dans un faisceau inversible non trivial
appartenant a la composante neutre du groupe de Picard. Pour i =0, on a
HY(G,Ty) = (Ty,1)™ (@D, ol 1 est Porigine de G. Or le m1(G, 1)-module
Ty 1 est obtenu comme suit : comme T est un revétement connexe, galoisien
de groupe de galois A de G et comme on peut pointer T par 1, on en déduit
une surjection canonique 7 (G,1) — A; la représentation du (G, 1) est
alors obtenue en composant cette surjection par ¥~!. Comme ¥ # 1, on a
nécessairement (Ty 7)™ (%)) = 0.

Soit a : G — G Xj G le morphisme défini par g — (g,0) : on a
s o a = id. Par fonctorialité, on en déduit que le composé :

(0.2.1.5) H(G,Ty) =5 HY(G xx G, s*Ty) *= H'(G, Ty)

est 'identité. D’apres le théoreme du carré et la formule de Kiinneth pour
la cohomologie ordinaire (cf. [22], th. final 1.11), on a :

HY(G xx G,s*Ty) = H(G xx G,pr} Ty ® pri Ty)
= P H"(G,Ty) ® H*(G,Ty).
r+8=1

Soit alors 4o le plus petit entier tel que H*(G,Ty) # 0. On a 49 > 0 car
HY(G,Ty) = 0. 1l s’en suit que H*(G xx G,s*Ty) = 0, car si 7 + s = 4
(avec 7,8 > 0), on a r < ip ou s < ip. Ce qui est absurde compte tenu
de (0.2.1.5). On termine alors en utilisant la dualité de Poincaré et le fait
que (Ty)Y = Ty-1 pour conclure que H:(G,Ty) = 0 pour tout i € Z et ¥
non trivial. O

0.2.2. Isogénie de Lang.

Soit G un groupe algébrique commutatif, noté additivement, lisse,
connexe et de type fini sur . Un exemple important d’extension de G est
donné par le torseur de Lang. Considérons le morphisme L : G — G ou

L = Frob —idg,

Frob étant l’endomorphisme de Frobenius de G relativement & F,.
D’aprés [12], le Fy- morphisme G L, Gest surjectif. Comme le noyau de L
est G(Fy), on obtient alors une suite exacte de Fy-schémas en groupes :

0— G(F,) > G- G —o.
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On notera L le G(F,)-torseur sur G défini par cette suite exacte. On
note simplement trg,, /r, : G(Fgn) — G(Fy) ’homomorphisme trace :

n—1
T — z Frob'(z).
=0
On a alors :
LemMME 0.2.2.1 (c¢f [22], sommes trigonométriques). — Pour tout

caractére ¥ : G(F,) — @; et tout entiern > 0 on a :

tﬂ\lf,n (x) =Vo trFqn/Fq (x) Vx € G(Fqn). O

1. Paires duales admissibles de schémas en
groupes unipotents.

1.0. Schémas parfaits : rappels.

DErINITION 1.0.1. — Soit S un schéma de caractéristique p. On dit
que S est parfait si I’endomorphisme de Frobenius absolu F : S — S
est un automorphisme, i.e. le faisceau structural Og est parfait (cf. [23],
XV, §1), i.e. pour tout ouvert affine U = Spec(A) de S, A est un anneau de
caractéristique p parfait.

Notons Schl/’,'i_'lrf la sous-catégorie pleine de la catégorie Sch/, des k-
schémas dont les objets sont les k-schémas parfaits (en tant que schémas
de caractéristique p). On rappelle que k est parfait.

Rappelons le résultat suivant :

LemMmE 1.0.2 (cf. [6], V, §3, 6.11).
i) Le foncteur i : Sch®®f < Sch,, admet un adjoint & droite
/k /

parf

J :Sch/x — Sch k- Le foncteur j est défini par

§(X) = XPart = m(...ixn_,..._,x2i,xli,xo)
ou X; = X pour touti >0 et
i(f) = Liﬂl(fn:Xn_’Yn)

n

pour tout k-morphisme f : X — Y entre k-schémas.
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Le foncteur j a en outre les propriétés suivantes :
(ii) les morphismes canoniques
can, : j(X) = XP* — X, =X
pour n > 0 sont entiers, surjectifs et radiciels;

(iii) soient X,Y et S trois k-schémas; on a un isomorphisme canonique :

XP X ot YOI s (X x5 Y )P,

Remarque 1.0.3. — Si X = Spec(A) ou A est une k-algébre de type
fini et réduite, alors on a XP** = Spec(APa™) ot AP*™ peut étre décrite
comme suit. Pour tout entier n, notons A? " la k-algtbre obtenue en
adjoignant &4 A les p"-iémes racines des éléments de A; la fleche qui & tout

-k -
élément a € AP associe I’6lément af de |J AP (ot a est un élément
neN
de Ay = A représentant a pour k assez grand) est un isomorphisme. Par

suite, AP?f est obtenue en adjoignant & A les p™-iéme racines des éléments
de A pour tout n.

Exemple.

Spec(k[z,2’,2",.. ]/ («P —z,2"P —a',..))) = Spec(k[x])parf,

1.1. Schémas en groupes parfaits.

Si G est un k-schéma en groupes, on dit qu’il est parfaits’il ’est en tant
que k-schéma. On notera G Sch‘/’,i:rf la sous-catégorie pleine de la catégorie
G Sch/, des k-schémas en groupes dont les objets sont les k-schémas en
groupes parfaits.

Rappelons :

DerFINiTION 1.1.1. — Un k-morphisme u : G — G’ de k-schémas en
groupes commutatifs et de type fini est une isogénie si u est surjectif et de
noyau fini sur k.

LemME 1.1.2 (cf. [6], V, §3, 6.11).

(i) SiG est un k-schéma en groupes alors G®* a une structure naturelle
de k-schémas en groupes parfaits.

(ii) Le foncteur G — GP** transforme les suites exactes de k-schémas en
groupes commutatifs de type fini en suites exactes de k-schémas en groupes
commutatifs parfaits.
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(iii) Un morphisme u : G — G’ de k-schémas en groupes commutatifs
de type fini est une isogénie radicielle si et seulement si uP*f est un
isomorphisme.

DEeFinITION 1.1.3. — On dit qu’un k-schéma en groupes commutatifs
parfait G est quasi-algébrique s’il est isomorphe & GP*f ou G est un
k-schéma en groupes commutatifs de type fini.

1.2. Bi-extensions de schémas en groupes : (voir [15]).

Soient G1, G2 deux S-schémas en groupes commutatifs et A un groupe
abélien fini.

DEFINITION 1.2.1 (cf. [15], §2). — On appelle bi-extension de G1 X s G2
par A un A-torseur E sur G; Xg G2 muni des données suivantes :

1) un S-morphisme E L5 G1 xg Gy faisant de E un A-torseur sur
G1 X5 Ga;

2) deux lois de compositions +1 : Exg, E - Eet+2: Exg, E > FE
vérifiant les propriétés suivantes. Soit T' un S-schéma.

(i) pour tout T-point g; de G1, Eg, = = (T xg G2) est un T-schéma
en groupes commutatifs pour la loi 4+ et est extension du T-schéma
T xg G2 par A via 7,

(ii) pour tout T-point g» de Ga, Ey, = m~1(G1 x5 T) est un T-schéma
en groupes commutatifs pour la loi +2 et est extension du T-schéma
G1 xg T par A viaT;

(iii) pour tous z’, z”, y', y" des T-points de E tels que m(z’) = (91,9}),
m(z") = (91,92), 7(¥') = (92, 91) et w(y") = (92, 92), on a:

(.'1:’ +1 xl/) +2 (yl +1 yll) — (xl +2 yl) +1 (xll +2 yll)‘

D’une maniére équivalente, cela revient & se donner un A-torseur E
sur G; Xg G2 avec des isomorphismes de torseurs +; et +5 :

+1:(91,92)*E A (91,92)*E — (91,92 + 93)*E,
+2:(91,92)"E N (91,92)"E — (91 + 61, 92)*E

pour tous T-points g1,9; : T — Gi go2,95 : T — G2, de sorte que le
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diagramme suivant soit commutatif :

((91,92)*E A (91,92)*E) A ((95,92)*E A (g1, 95)* E)

((91,92)*E A (91, 92)*E) A ((g1,92)*E A (g}, 95)*E) r)Al+)

(91,924 92)*E A (91,92 + 92)*E
(+2)A(+2)
+1

(91+95,92)*ENA (g1 + 91, 95)*E —— (91 + 61,92+ 93)"E

On note BI-EXT(G; Xg G2, A) la catégorie dont les objets sont les
bi-extensions de G; xg G2 par A et les fleches sont les morphismes de
A-torseurs compatibles avec les isomorphismes de torseurs +; et +3.

On a un foncteur :

can}, : BIFEXT(G; xs Ga, A) — BI-EXT(GP* X goure GE*™, A).

ProposiTION 1.2.2. — Le foncteur cang pour les bi-extensions est une
équivalence de catégories.

Preuve. — Montrons la pleine fidélité. Le foncteur canj est fidele
car il l'est au niveau des A-torseurs (voir [21], VIIL, 1.1 et 1.2). De plus,
si w: Ererf — E/Parf st un morphisme de bi-extension sur Gy xg Ga, il
existe un morphisme f : E — E’ de A-torseur tel que fP*f = y. Pour voir
qu’il est compatible avec les isomorphismes de torseurs +; et +2, il suffit
d’utiliser la fidélité du foncteur cang. Par exemple, la compatibilité avec
I’isomorphisme +; se traduit par la commutation du diagramme :

(91,92 EA (01,6 E ——— (91,02 + 94)"E
(91,92)" fA(g1,92)" f (91,92+95)" f
(91,92)°E' A (91,05)'E ——— (1,92 + 92)"E’
pour tous points g;, go de Gy et G respectivement et on a

fparf ° (+1)parf — (+1)parf o (fparf A fparf)'
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Pour montrer que le foncteur est essentiellement surjectif, on procede
de la méme maniére en utilisant le fait que le foncteur canj est essen-
tiellement surjectif au niveau des A-torseurs et la pleine fidélité du foncteur
cang pour montrer qu’il s’agit bien d’une bi-extension. O

Remarque 1.2.3. — Soit E une bi-extension sur G xg G’ par A,
Pexistence des isomorphismes +; et +2 implique un isomorphisme
canonique entre (f + g, f' + ¢')*(E) et

(£, )" (B) A (£,9)(E) A (9, )" (E) A (9,9')" (E)

ouf,g:T— G, f',g' : T — G'sont des T-points de G et G’ respectivement
et T est un S-schéma.

1.3. Groupes algébriques commutatifs unipotents sur un corps
parfait : (voir [20], exposé XVII, [6]).

DEriniTION 1.3.1. — Un k-schéma en groupes G sera dit unipotent
s’il est commutatif, de type fini et si G ® k admet une suite de composition

dont les quotients successifs sont isomorphes & des sous-groupes algébriques
de G, 1

D’apres [20], exposé XVII, prop. 1.2, cette définition est indépendante
du choix de la cloture algébrique k de k.

Exemple. — D’aprés (0.1.2.1), on voit que les W, sont des k-
schémas en groupes unipotents. Notons a,, ; le noyau de I’endomorphisme
de Frobenius de G, k. C’est un groupe radiciel et fini sur k. Comme k est
de caractéristique p , on a alors le résultat suivant :

LeMME 1.3.2 (ibid., corollaire 1.7). — Pour qu’un groupe algébrique
G défini sur k soit unipotent, il faut et il suffit que G ® k posséde une
suite de composition dont les quotients successifs sont isomorphes & I'un
des groupes Gg i, Z/pZ ou op k.

Nous appellerons ces groupes les groupes unipotents élémentaires.
Dans le cas ou G est un groupe algébrique unipotent connexe, les quotients
successifs sont isomorphes a I'un des groupes Gy x ou ay, - Notons GU Sch
la sous-catégorie pleine de G'Sch/, dont les objets sont les k-schémas en
groupes unipotents.
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LemME 1.3.3 (ibid., 2.2).
(i) Tout sous-groupe algébrique d’un groupe unipotent est unipotent.

(ii) Tout groupe algébrique quotient d’un groupe unipotent est uni-
potent.

(iii) Toute extension d’un groupe algébrique unipotent par un groupe
algébrique unipotent (dans la catégorie des k-schémas en groupes com-
mutatifs) est unipotente.

On a un théoréme de structure pour les k-schémas en groupes
unipotents connexes.

THEOREME 1.3.4. — Si G € objGU Sch/, est connexe, il existe
une suite d’entiers (ni,ng,...,n,) (éventuellement vide), uniquement
T

déterminée a I’ordre prés, telle que G soit isogéne a [| Wy, k.

1=

Preuve. — Voir [6], V, §3, 6.11. |

DEFINITION 1.3.5. — Soit G un k-groupe quasi-algébrique. On dit
que G est unipotent s’il existe un groupe unipotent G’ tel que G soit
isomorphe a G' P2,

Remarque 1.3.6. — Si G est isomorphe & G'P*, alors pour tout G”
tel que G”P2f soit isomorphe & G, G” est un groupe unipotent. En effet
d’apres le lemme 1.1.2. (iii), il y a une isogénie radicielle G’ — G" ; comme
G’ est unipotent, il en est de méme de G” d’aprés 1.3.3. (ii). D’apres [7],
chap. II, §5, n° 2, cor. 2.3, on peut choisir le k-groupe unipotent G’ lisse.
11 suffit de prendre le k-groupe unipotent G, ;.

1.4. Dual de Serre : (voir [2], §1).

On note FP2f /k la catégorie dont les objets sont les foncteurs sur la
catégorie AlgP*™ /k des k-algtbres parfaites et & valeur dans la catégorie
des groupes abéliens. Soit M un k-schéma en groupes commutatifs parfait,
on définit un objet Dys dans FP¥*/k de la maniére suivante :

AlgP*™ /k = (k-algebres parfaites) D, (groupes abéliens),

A+ Dp(A) = Ext' (M ® A,Q,/Z,)
= lig Ext'(M ®k A,p""Z/Z),

n
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ot Ext! (X,Y) désigne le groupe des extensions de X par Y dans la catégorie
des A-schémas en groupes commutatifs. On a alors le foncteur :
D : GSchPp™ — FP.

On a le résultat important suivant :

THEOREME 1.4.1 (voir [2]). — Soit G un k-schéma en groupes
unipotent connexe. Alors Dgpars €st représentable par un k-schéma en
groupes (GP*f)* parfait unipotent et connexe. Les k-schémas en groupes
GPaf et (GP*f)* sont isogénes. Le foncteur GP>™ — (GP2f)* est exact et
involutif dans la catégorie des k-groupes parfaits unipotents connexes.

On notera Lg I'extension universelle du (GP2f)*-schéma en groupes
GPat x i (GP*™)* par Qp/Z,. Il est formel de voir qu'en fait Lo est
canoniquement munie d’une structure de bi-extension de GP>f x; (GP2rf)*
par Q,/Z, qui étend la structure d’extension ci-dessus. On dira que cette
bi-extension est la bi-extension universelle.

La preuve se divise en deux parties. On commence par prouver le
théoréme pour G = W, 1,

THEOREME 1.4.2. — Pour tout n > 1, vaparf est représenté par W;Lp",‘:f
et la bi-extension universelle de Wparf X Wparf par Q,/Z, est induite
par mX((£,)P*f) ot my, est la mu1t1p11cat1on dans W;E‘,’ff et (L,)P* est
lisogénie de Lang (0.2.2).

Rappelons simplement la construction de ’isomorphisme

Wey' — DR,
Soient A € AlgP* /k et u € W;EZ“(A); on obtient alors un élément de
Ext' (W23 ®k A,Qp/Z,) en tirant par

pr
m;:zrf %k A VV”p;rf Rk A2, Wparf
vV Uuv

I’élément correspondant & I'isogénie de Lang (0.2.2). Les détails se trouvent
dans [2], §1, 1.1.3.

Remarque 1.4.3 :

parf

(i) Plus generalement le dual de Serre de (H W, k) " existe et est

isomorphe & (H Wy, k)parf.
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De plus la bi-extension universelle est induite par @) pr}(m}(L£;)P*¥)
i

N e . T f T
olt pr; est la projection canonique de ([] Wr,)™" xx (]I W;“)parf dans
i=1 1=
I/I/;,Pi‘“f Xk I/Vn‘:‘“f, ou L; est le torseur de Lang sur W;{:arf et ou m; est la
multiplication dans W,‘:f"f. D’apres le théoréme du carré (0.2.1.2), cette
bi-extension est canoniquement isomorphe & A*(L,, )P ou1 £,, est le torseur
de Lang sur W,, x pour un n quelconque supérieur ou égal aux n; et ou A

est le k-morphisme suivant :

T T
[IWnis xs [ Wnis — Was,

=1 =1
T

((z:), (1)) — Z VT (x5, vi).

i=1

On aura besoin du lemme suivant :

LEMME 1.4.4. — Soit G un k-schéma en groupes unipotent connexe.
11 existe un k-morphisme f : W — G de k-schémas en groupes (ou W est
un produit de vecteurs de Witt) tels que : Ker(f) (resp. Coker(f)) est un
k-schéma en groupes connexe (resp. radiciel).

Preuve. — On procéde par récurrence sur la dimension d de G.
Si d = 0, G est alors radiciel et le lemme est trivial. Si G est un
groupe unipotent connexe de dimension d > 1, on peut montrer par
récurrence sur la longueur d’une suite de composition que G contient un
sous-groupe isomorphe & G,. En effet, si G a une suite de composition
de longueur 1, le résultat est évident. Si G a une suite de composition
de longueur n qui commence par a;, on dispose alors d’une suite exacte
0 — ap = G — G’ — 0 out G’ est un groupe unipotent possedant une suite
de composition de longueur inferieur & celle de G. On a alors un diagramme
commutatif :

0 - a — G — G - 0

I T T

0 — o — H — G, — 0.

D’apres [6], chap III, §6, n® 5, cor. 5.5, 'extension H est soit triviale, soit
isomorphe & G,.
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On dispose alors d’une suite exacte de k-schémas en groupes
unipotents connexes :

05G,—G—G =0

ol G’ est un k-schéma en groupes unipotent connexe de dimension (d — 1).
On en déduit un k-homomorphisme g : W/ — G’ (ot W’ est un produit de
vecteur de Witt) vérifiant le lemme 1.4.4 et un diagramme commutatif :

0 » G, G — el > 0
T
0 s Gg » L > W' 0

d’ou Ker(h) (resp. Coker(h)) est isomorphe & Ker(g) (resp. Coker(g)).
D’aprés (18], chap VII, n° 12, th. 3, L est un quotient d’un produit

de vecteurs de Witt W” - L — 0 par un k-groupe connexe. Le k-

morphisme hos: W” — G répond & la question. |

Preuve du théoréme 1.4.1 (voir (2], §1, 1.2.1). — D’apres le lemme
1.4.4, tout k-groupe quasi-algébrique unipotent connexe est quotient d’un
produit fini de k-groupes parfaits de vecteurs de Witt de longueur finie
par un sous-k-groupe quasi-algébrique connexe (car si H est un k-groupe
radiciel, on a HP*! = (O d’aprés 1.1.2 (iii)). Donc il existe une k-suite
exacte :

™ 8
H(Wm)r’arf 9, H(ij )parf SN Gparf -0
i=1 j=1
ott le noyau de g est connexe. On définira alors (GP*)* comme étant le
noyau du transposé g* de g. Reste & voir qu’il représente bien le foncteur
Dgpart, ce qui est fait dans [2], §1, 1.2.1, et que (GP*)* est bien un k-groupe
parfait unipotent connexe.

S
D’apres (1.4.3), la fleche g* est un homomorphisme de [T (W, )P
T Jj=1
dans [] (W, )P?. On utilise alors le lemme 1.0.2 pour conclure que g* se
i=1
factorise en un cran fini, ce qui signifie qu’il existe un k-morphisme

v+ ([Tm) — (f[w)

tel que g* = (g')P*f. Posons alors G’ := Ker(g'). D’aprés le lemme 1.0.2,
G’ est un k-schéma en groupes unipotent, et G’ P> est isomorphe & (GP>)*
d’aprés 1.1.2 (iii).
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Pour voir que (GP*)* est connexe, il suffit de construire une isogénie
entre GP*f et (GP*)*. Elle est construite de la maniére suivante. D’apres

le théoréme 1.3.4, il existe une isogénie 8 : GP*! — ( H W)™ " et Bégueri

montre que le transposé 3* de 8 est encore une 1sogen1e, (voir ([2], §
1.2.1)). Alors 8* o 3 est une isogénie de GP>™f sur (GP2f)*, D

1.5. Paires duales admissibles de schémas en groupes unipotents.

Soit S un k-schéma noethérien.

DEFINITIONS 1.5.1.

(i) Un S-schéma en groupes unipotents connexes est un S-schéma en
groupes commutatifs plat et de type fini M tel que, pour tout point parfait
s de S (i.e. tout point s de S & valeurs dans un corps parfait k(s)), la fibre
M, est un k(s)-schéma en groupes (commutatifs) unipotent connexe.

(ii) Une paire duale de S-schémas en groupes unipotents connexes est
un triplet (M, M', Ly ) ot M et M’ sont des S-schémas en groupes
unipotents connexes, ou Ly v est une bi-extension (de S- schémas en
groupes commutatifs) de M’ xg M par Q,/Z, qui provient pour un entier
n > 0 (et donc pour tout entier n > 0) d’une bi-extension L, ap v de
M' x5 M par Z/p"Z et tel que, pour tout point parfait s de S, (M!)P>f est
le dual de Serre de (M,)P*™ et (Lar, M,S)P"‘rf est la bi-extension universelle
correspondante.

(iii) Soient (M1, M7, L) et (M2, M3, L3) deux paires duales de S-schémas
en groupes unipotents connexes. Un morphisme (f, f') : (My, M{,L1) —
(M2, M}, L3) est une paire de S-morphismes de S-schémas en groupes
f: M — M, f': M), - M| telle que on a I’adjonction suivante :
(id x f)*L2 = (f'xid)*L; en tant que bi-extensions de M4 x s My par Qp/Z,,.

DEFINITIONS 1.5.2.

(i) Une isogénie a : My — M, entre deux S-schémas en groupes
unipotents connexes est dite admissible s’il existe un troisiéme S-schéma
en groupes unipotents connexes, une isogénie radicielle a;aq : My — M3
(Ker(araq) est fini, plat et radiciel sur S) et une isogénie étale ag, : M3 — My
(Ker(aet) est fini et étale sur S) tel que a = ag © Arad-

(ii) Une paire duale de S-schémas en groupes unipotents connexes
(M, M’ Ly m) est admissible s’il existe un recouvrement fini (U;)ier
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de S pour la topologie de Zariski et, pour chaque i € I, des entiers
N1, M, = 1 et m; > 0 et des isogénies admissibles

Qg
M xsU; — Wp,y, x Wy, , X ... x Wy, ) xsU;
/ Bi
M' xsUs — (Wn,y X Wo,p X oo X Wy, ) x5 Us
o ,
Wiy X Woyp X oo X W, ) xs Uy — M’ x5 U;

(Wi X Wo, p X oo X W;u,ri) xs U; 2, M xgs U;
tels que, pour tout entier n > 0, on ait

(F™ x ;)" L = (0 x id)* Lo, m,m,0; 5

(Bi X F™)" L s = (id XBY)" Lo par 1,0

en tant que bi-extensions de (Wn, , X Wy, , X -+ X Wp, . x5 (M’ x5 U;) et
(M' x5 U;) x5 (Wp,y X Wa, , X -+ X Wy, ) respectivement, ot Ln,m7,M,U;
est la restriction de L a0 & M xg M x g U;, ol Ly, ; est la bi-extension
universelle de (W, , X Wy, , X -+ X Wy, )2 xg U; par Z/p"Z cf. (1.4.3)
() etou F: Wy, . x Wy, X - o X Wo, o = Woy , X W, , X oo X Wy, est
Pendomorphisme de Frobenius.

Remarque 1.5.3. — Si (M, M’, L+ p) est une paire duale (resp paire
duale admissible), il en ait de méme pour (M', M, Ly pr = T*Lpr,m) OU
T:Mxg M — M' xg M est donné par (m,m') — (m’,m).

Exemples 1.5.4.

LeMmME 1.5.4.1. — Soit G un k-groupe algébrique unipotent connexe.
Alors il existe un k-groupe algébrique unipotent connexe G’ et Lg ¢ dans
Bi-ext(G' x5 G,Qp/Zy) tel que (G,G', Lg ) soit une paire duale. De plus
cette paire est automatiquement admissible.

Preuve. — D’aprés (1.4.1), il existe un k-schéma en groupes
commutatif unipotent connexe G’ et un isomorphisme g : (GPaf)* —
G'Paf, D’aprés 1.2.2, il existe une bi-extension Lo ¢ de G’ xg G par
Qp/Z,p telle que Lo = (g x id)*(Lgr,g)P* (ot Lg est la bi-extension
universelle de GP2™ x; (GP*)* par Q,/Z,).
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,
Choisissons arbitrairement une isogénie a : G — [[ W, (il en existe
i=1
par 1.3.4) et soit (aP?f)* la transposée de aP®f. Alors, en considérant les
morphismes :

(11[ VVni)Parf (aPo)* (GPetys 5, roast oo,
i=1
on voit qu’il existe un entier m > 0 et une isogénie o’ : ﬁ Wy, — G’ tel que
o' ocan,, = cang ogo (aP*f)* et donc tel que (F™ x a)‘:zl= (@ xid)*Lgr ¢

ou L est la bi-extension de Lang sur (] I/Vn;)2 par Q,/Z, déduite de
T =1
'extension de Lang de [] W, par Q,/Z,, (cf. 1.4.3).
i=1

On procede de méme pour 3 et 3’ (remarquons que ’on peut remplacer
m par m + m’ et o’ par @’ o F'™ pour tout entier m’ > 0).

T T
1.5.4.2. En particulier si G = [[ W, ,, on peut prendre G' = [] W, ,
i=1 i=1

et Lg ¢ la bi-extension induite par A*(£,,).

1.5.4.3. Soient E un fibré de rang r sur S, E’ le fibré dual et Lg' g la
bi-extension sur E’ xs E par Q,/Z, obtenue en tirant I’extension d’Artin-
Schreier de A} s par Z/pZ, par le morphisme naturel E' xg E — A} s et
en induisant de Z/pZ & Qp/Z,. Alors (E,E’,Lg g) est une paire duale
admissible de schémas en groupes unipotents. Dans ce cas l'isogénie «;
n’est autre qu’une trivialisation de E sur U;, o est le transposé de o, 5;
est I'inverse de o et 3] est I'inverse de a;.

1.5.4.4. Soit W,(Og) le faisceau en anneaux sur S défini par
U — W,(T'(U,Og)). On a une équivalence de catégories entre la catégo-
rie des W,(Og)-modules M localement libres de rang r et la caté-
gorie des S-schémas M en W, s-modules qui sont localement pour
la topologie de Zariski sur S, isomorphes & (W, s)". Soit M’ le S-
schéma en W, s-modules associé au W,(Og)-module localement libre
M’ = Homy, (0g)(M, Wy (Os)). Soit L a la bi-extension de M’ xg M
par Q,/Z, obtenue en tirant ’extension d’Artin-Schreier sur W}, s par le
morphisme naturel M’ xg M — W, s et en induisant de Z/p"Z & Q,/Z,,.
Alors (M, M’, L a) est une paire duale admissible de schémas en groupes
unipotents.

1.5.5. — On notera L my le Q,-faisceau lisse de rang 1 sur M’ xg M
associé au Z/p"Z-torseur L, a p €t au caractere ¥, : p"Z/Z — Qj
pour 7 > 0 ((0.2.1), (0.0.2)).
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2. Transformation de Fourier-Deligne sur les
paires duales de schémas en groupes
unipotents connexes.

2.1 Composition de noyaux.

Soient S un schéma de type fini sur k£ et X;, X2 deux S-schémas
de type fini, et K5 un objet de D%(X3 xs X1,Q;). On définit alors un
foncteur :

FXpeXy,Ka! : Dg(Xla@e) — Dz(Xz,@l),
fX2<—-X1,K21!(M) = Rpl‘m(pr’{ M ® K21)

ou pr; : Xo Xg X7 — X et pry : Xo xg X1 — X2 sont les projections
canoniques.

Le foncteur Fx,.x,, k,,, est appelé opérateur de noyau Ko;.

Soient X3 un troisiéme S-schéma de type fini et K3» un objet de
D%(X3 xg X2,Q,), considérons le diagramme suivant :

X3 x5 X1

]Apral

X3 Xs Xz Xs X1

Praz Pr2;

X3 x5 X2 X2 x5 X

ﬁa p& ﬁz px
X3 X X

On a alors le résultat suivant :

1

ProposITION 2.1.2. — On a un isomorphisme fonctoriel :
fxs‘—xz,Kazl 0}-X2<-X1,K21! = fxa‘_xl,KSI!
ot K31 = Rpray(pr3; Ks2 ® pri; Ka1).

Preuve. — En suivant le diagramme ci-dessus, et en utilisant le
théoréme de changement de base propre (cf. [21], XVII, 5.2.6) et de la
formule des projections (ibid., 5.2.9), on a :
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FXaeXa,Kaz © FXo—X1,Ko0, (M)
= Rprg(pr3 Rpry(pri M ® K21) ® K32)
= Rprg (R pray(pry; pri M @ pry; Ko1) ® Kaz)
= Rpra) Rpray ((pr3; pri M ® pry; Ka1) ® prip Kaz)
= Rpry Rpray ((pr3; pri M ® pr3; Ka1) ® pri; Ksz)
= Rpry (pr; M ® Rprgy(pry; ®K3, pri; Kaz)).

ProPOSITION 2.1.3. — Avec les notations de ci-dessus et pour k = F,
on a pour tout z3 € X(F,) :

tfxzo-xl,xzu(M)(xZ) = z tK21($2>$1)'tM(ml)

T1€X; (Fq)
m1(z1)=m2(z2)

oum; : X; — S etmy: Xo — S sont les morphismes structuraux.
Preuve. — C’est une conséquence immédiate de (0.0.4) et (0.0.4.1).0

Remarque 2.1.4. — Si f : X — Y est un S-morphisme de type fini
entre S-schémas de type fini, on note (f,id) : X — Y xg X le S-morphisme
induit par f. Alors pour K = R(f,id)Q, € ob D4(Y x5 X,Q;) on a:

fY«—X,K! = Rf!, thy,K! = Lf*.

En effet,
Fyx,x1() = Rpry, (pr (-) ® R(f,id):Q,)
= Rpry, R(f,id), ((id, N prx() ® Qp)
= Rfi(-).
On proceéde de la méme maniére pour le deuxiéme isomorphisme. O

2.2. La Transformation de Fourier-Deligne [4], [11].

2.2.1. Soient S un k-schéma de type fini et (M, M’, L+ ar) une paire
duale de S-schémas en groupes unipotents connexes purement de dimension
relative d (1.5.1 ). Considérons le Q,-faisceau lisse L a1,y de rang 1 sur
M’ xg M défini en (1.5.5). Dans toute la suite on le notera plus simplement
par £¢,s.

Onnote 7 : M — S, 7’ : M’ — S les morphismes structuraux et
pr: M'xgsM — M,pr’ : M’ xs M — M’ les deux projections canoniques.
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DEFINITION 2.2.2 (cf. [4] et [11]). — La transformation de Fourier-
Deligne pour (M, M’, Lay' ar) est 'opérateur de noyau Ly, s[d] appartenant
aDY(M' xg M,Qy), ie.:

Fumysr - DM, Q) — DYM',Qy),
Fumysy(K) = Rpr'l(pr* K ® Ly, 5)[d].

Dans la notation de Fys;s 41 on omettra le plus souvent le caractére v
qui est définitivement fixé.

Remarque 2.2.3. — D’apreés (0.0.4), on a pour tout m’ € M'(F,) :

th/sr(K) (m,) = (—l)d Z tK(m) tC,;,,s(m/vm)'
meM (Fg)
w(m)=n'(m’)

Donc la fonction ¢z, ¢, «, €st la transformation de Fourier usuelle (au signe
pres) de la fonction £k relativement a la forme bilinéaire t., ¢ (cf. (1.2.3)).

2.2.4. Nous allons montrer un certain nombre de propriétés de Fy/ g
analogue a celles de la transformation de Fourier pour les fonctions.

THEOREME 2.2.4.1 (Deligne). — Si Fpy//s1 désigne la transformation
de Fourier-Deligne pour la paire duale (M',M,Lp M), on a alors un
isomorphisme fonctoriel :

Furyst 0 Fuysi(K) = (1), K(—d) pour K € ob D(M,Q,).

Preuve (voir [4]). — D’aprés (2.1.2), Fpr/s1 © Faysi(K) est un
opérateur de noyau R pra;,(prigs Ly, s®prs; Ly,s)[2d]od X1 = M, Xo = M’
et X3 = M. Considérons le carré cartésien suivant :

MxgM xs M —— M xg M

Pra; l 1 pr
S

MxsM —— M

ou u(mg,m',m1) = (m’';mg+my) et s: M xs M — M est la loi de groupe.

D’apres (1.2.3), on a prip, Lys ® pry; Ly,s = p*Ly,s et d’apres le
théoreme du changement de base propre on a :

Rprgy(pr3z Ly,s ® pry; Ly,s) = s*Rpry Ly s.
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Or, pour tout point géométrique 7 localisé en un point m de M, par le
théoréme du changement de base propre de nouveau, on a :

(Rpry Ly,5)m = RG.(M' ®s m(M), Ly s7)-

De plus, si e(S) o e : S — M est la section nulle, £y g est de
la forme Ty pour une extension 7" de M’ par un sous-groupe fini A
de Q,/Z, avec T connexe et 3’ le composé de A — Q,/Z, avec .
(Choisir une extension A; — T3 — M’ avec A; — Qp/Z, qui induit
m € M' ®s m(Mm) = Ext (M ®s 7(),Qp/Z,) et remplacer T; par une
de ses composantes connexes T et A; par le stabilisateur A de T.) Par
suite, d’apres (0.2.1.4), RI['.(M ®g w(M),Ly sm) = 0 si m € e(S), de
sorte que Rpry Ly s est concentré sur e(S). Le morphisme d’adjonction
Rpr) Ly s — e«e*Rpry Ly s est donc un isomorphisme. Une nouvelle
application du théoréme de changement de base propre aux diagrammes
cartésiens suivants :

(id,eon’) -

M/—*MIXSM M ——S
w'l prl l(—id,id) le
S—=° M MxsM —— M

montre que :
e*Rpr) Lys =Rm{Qypp, s*es = (—id,id),n*.
Or d’aprés le lemme (2.2.4.2) ci-dessous on a Rm Q,g(—d)[—2d] d’on

s*Rpr) Ly s = (—id,id)«Qq s(—d)[—2d] et le théoréme est démontrée
(¢f. remarque 2.1.5). O

LEMME 2.2.4.2. — Soit M un S-schéma en groupes unipotents
connexes purement de dimension relative d. Alors, le morphisme trace
induit un isomorphisme Rm Q; s ~ Qp 5(—d)[—2d].

Preuve. — On a un morphisme trace
Rm Qg pr — R*m Qy,pr[—2d) — Qp,5(—d)[—2d]

et on veut montrer que c’est un isomorphisme. 11 suffit de le voir fibre par
fibre. D’apres le théoréme de changement de base pour un morphisme propre



TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE 1231

et la compatibilité du morphisme trace au changement de base (cf. [21],
XVIII, 2.9), on se rameéne au cas oit S = k est un corps algébriquement clos.
D’aprés (1.5.1), M est alors un k-schéma en groupes unipotents connexe de
dimension d. On raisonne par récurrence sur la dimension d. Si d est nul,
M est alors extension successive de a, et 7 est radiciel. On suppose que
le morphisme trace est un isomorphisme pour tout k-schéma en groupes
unipotents connexe de dimension d’ < d. Si dimy M = d > 0, on peut
trouver une suite exacte :

0—>N—g—>M;Ga,k—->O

N/
Spec(k)

ou N est un k-schéma en groupes unipotents connexe de dimension
(d — 1). Le morphisme trace Rfi Qpr — @g’Ga’k(—d'F 1)[-2(d — 1)] est
un isomorphisme par hypothése de récurrence pour N, car les fibres
géométriques de f sont isomorphes & N. Par la suite spectrale de Leray on
a Rp @g’ M = Ray Rfy Qe, M- On termine alors en utilisant ibid., 2.9, var 4,
(II) pour le k-schéma en groupes G, i et la compatibilité du morphisme
trace & la composition des morphismes (ibid., 2.9). O

COROLLAIRE 2.2.4.3. — Fp/51(—) est une équivalence de catégories
de D%(M,Qy) sur D5(M’,Q;) de quasi-inverse (—1)*Fpr:/51(—)(d).

ProposiTION 2.2.44 (cf. [13], 1.2.2.4). — Soient (M, M{,L;) et
(M2, M}, L2) deux paires duales de S-schémas en groupes unipotents
connexes purement de dimensions relatives d, et dp respectivement, et
(f, f') un morphisme entre ces deux paires. On a alors un isomorphisme
fonctoriel :

Frtz)s(RFVKY) — ™ Fagyys1(K1)[d2 — da). ]

PROPOSITION 2.2.4.5. — La formation de Fy/s1(K) commute & tout
changement de base f : S; — S, i.e. on a un isomorphisme fonctoriel :

s Fuysi(K) = Fuyysn(fuK)
pour K € D%(M,Q,) oi (M1, M{, Ly m,) est la paire duale de S-
schémas en groupes unipotents connexes déduite de (M, M’',Lp ) par
le changement de base f : S — S et out fyy : M x5S, — M et
fmr i M xg S; — M’ sont les projections canoniques.
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Preuve. — La proposition résulte directement du théoréme de
changement de base propre. O

3. La transformation de Fourier-Deligne et la dualité.
En gardant les notations de 2.2.1, on peut définir un autre foncteur

entre D%(M,Q,) et D%(M’,Q,) qui mérite aussi le nom de transformation
de Fourier-Deligne. On le définit par :

Fumysy = Fuyse : DYUM, Q) — DA(M',Qy),
Fumys-(K) = Rpr,(pr* K ® Ly,s)[d].

3.1. Résultat principal.

Le résultat principal de ce travail est le suivant :

THEOREME 3.1. — Si (M, M’,Lp m) est admissible, pour tout K
dans ob D%(M,Q;), la fléche d’oubli de supports

can : Far/s1(K) — fuyse(K)

est un isomorphisme.

Ce résultat généralise [11], 2.4.1. La preuve sera donnée au
paragraphe 3.3. On notera donc simplement Fyr/s = Farys+ = fmyst
la transformation de Fourier-Deligne.

3.2. Le théoréme 3.1 admet les corollaires suivants.

On suppose que la paire (M, M’, Ly ) est admissible et que les
S-schémas M et M’ sont lisses.

COROLLAIRE 3.2.1. — On a un isomorphisme fonctoriel :

D ys(Fumysw(K)) = Frysw-1 (Duys(K))(d)

pour tout K € D(M, Q).
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Preuve. — Cela résulte du théoréme 3.1 et des théorémes de dualités :

Dygrys(Fyi(K)) = DaprysRpri(pr* K ® Ly, s)[d]

= Rpr, Dppxmys(pr K ® Ly, s)[—d]
= Rpr, Rhom(pr*K ® Ly, (7" x5 7)' Q)[~d]
= Rpr, Rhom(Ly,s, Rhom(pr* K, (' x5 m)' Q,))[—d]
= Rpr, Rhom(Ly,s, Daprxmys(pr* K)) [—d]
= Rpr, Rhom(Ly, s, pr' Dagys(K))[—d]
= Rpr, Rhom(Ly, s, pr* Dy s(K))[d(d),

car pr est lisse, purement de dimension relative d, donc pr' = pr*[2d](d). On

termine alors en remarquant que Ly s est un Q,-faisceau lisse sur M’ x g M
de dual £y-1 g, d’olt Rhom(Ly,s,.) = Ly-1,5 ® (-). On a alors

Dyyr/s(Fypi(K)) = Rpr, (pr* Dagys(K) ® Ly-1.5)([d](d),

d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 3.2.2. — Le foncteur Fpy/s transforme les Q,-faisceaux
pervers sur M en Q,-faisceaux pervers sur M'. En particulier, le foncteur
Fmys induit une équivalence de catégories abéliennes de Perv(M, Q) sur
Perv(M',Qy), et transforme les Q,-faisceaux pervers simples sur M en Q,-
faisceaux pervers simples sur M'.

Preuve. — 1l suffit de montrer la premiére assertion compte tenu
de 2.2.4.1. Comme pr est lisse, purement de dimension relative d, pr*(d]
est t-exact (cf. [1], 4.2.5); pr’ étant affine, Rpr| est t-exact & gauche
(ibid., 4.1.2); de méme Rpr, est t-exact & droite (ibid., 4.1.1). Donc
fmys est t-exact a gauche et fpr/g. est t-exact & droite. D’oti le résultat
d’apres 3.1. a

3.3. Démonstration du théoréme 3.1.

Comme ’énoncé 3.1 est local pour la topologie de Zariski sur S, il
suffit de démontrer le théoréme pour une paire duale (M, M’, L+ 3) munie
d’isogénies :

M (HW,,) x 8, (HW,,) 8. M
=1

=1

telles que (F™ x a)*L,, = (o’ x id)*Lp M+, m (cf. 1.5.2).
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Réduction  lIa paire (([] Wa,) x S, ([T Wa,) x 8, A*L).
=1 =1

Soient (M, M7, L) et (M2, M3, L) deux paires duales et (6,6") un
morphisme entre ces deux paires (cf. 1.5.1) :

8 &'
M1—>M2, Mé—iM{

LEMME 3.3.1. — On suppose que 6 et §’' sont des isogénies admissibles.
Alors, il existe des isomorphismes de foncteurs s, et s,, de sorte qu’on ait
le diagramme commutatif suivant :

8§ Fu(K) ——— §"F1-(K)

| |-

Fa(ROHK) ——— Fou (ROK)
les fleches horizontales étant les morphismes d’oubli des supports.

Preuve. — Considérons le diagramme cartésien suivant :
, &' xid ,
M2 X Ml _— M 1 X Ml

pry 1 l pry
6/
M, — M!
2 1

On en déduit le diagramme commutatif :

6'* (can)

§*Rpri(pri K® L) ———— §*Rpr} (pri K ® L)
- L~
Rprh (8 x id)*(pr; K ® £1) ———— Rprs. (8’ x id)*(pr} K ® L)

la premiére fleche verticale est un isomorphisme par le théoréme de
changement de base propre, la flieche de changement de base 7, est aussi
un isomorphisme car &' est le composé d’un morphisme étale et d’un
morphisme radiciel. On a :

(6" x id)*(pr; K ® £1) = pri K ® (6’ x id)*L; = pr} K ® (id x6)*L2
ou pr; : M} x My — M est la premiére projection. Or
Rpr), = Rpry R(id x8)1, Rprh. = Rpry. R(id x6)..
Donc en utilisant la formule des projections pour id x§, on obtient :
Rpry(8' x id)*(pr; K ® L1) = Rpry (R(id x6). pri K) ® La,
Rprj. (8 x id)*(pr} K ® £1) = Rprj.(R(id x6). pr; K) ® L2
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(6 et donc id xé est un morphisme fini). De plus, on a le diagramme
cartésien suivant :

’ pPri
Myx My ———— M

id xél l )
pr2

M} x My ——— M,
d’ott R(id x6), pr} K = pr} R, K et le diagramme commutatif :

Rprh (&8 x id)*(pr} K ® £1) —— Rprh. (6" x id)* (pr} K ® L1)

| =

Rpry(pr R6,K ® Ly) ——— Rprh. (pr R6,K ® L3)
et d’ou le lemme. O
Considérons alors, les paires duales
(M,M', Larrr ),

((f1m) <. (1) x5 7 v,

((gm) xS, (] Wa.) x 8, 3'£)

i=1
et les transformations de Fourier correspondantes Fi, F2, F3.

En appliquant (3.3.1) aux morphismes de paires (o, ') et (id, F™),
on obtient pour tout ob D%(M, Q,), le diagramme commutatif :

" Fi(K) —— " Fi-(K)

~| | =

le(Ra!K) .7:2* (Ra!K)

~| |=

(F™)* Fyi(RuK) ——— (F™)* F (R K)

ou les fleches horizontales sont les morphismes d’oubli des supports. Par
suite, pour montrer que Fu(K) — Fi-(K), il suffit de montrer que
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Fsi(RawK) — Fs«(RuK) (o' est surjective) et donc on est ramené a
démontrer le théoréme 3.1 pour la paire

((1;[1“’7») x 8, (];[lwn) X X, X°L).

Réduction au casr = 1.
Introduisons les notations suivantes :

r—1

M=(T]W) xS, Si=Wnus, S=(]]Wa)xs.
i=1 =1
r—1
On a alors M = (z]:[1 Wy;) x 81 = Wy, 5, et des projections pry : M — Sy,
pry : M — S;. En s’inspirant de la relation (3.3.1.1)

r

> X, X g (VX YY)

X1, Xr i=1
Xi:E€EZ/p™Z
— Z "/}n(Vn_nr(XT . Yr))
z,.€EZ/p"rZ 1
x[ 2 1 X ea (V)]
Xl,...,X,_l =1
z;EL[/p™TL

on peut construire des isomorphismes de foncteurs v et v, tel que le
diagramme suivant commute :

can o can

Fnysa © Farysy Fmysy © Fmys;

m l J T
can

-7:M/S! — fM/S"

Donc, pour montrer 3.1, on est ramené au cas M = W, s.

On procede par récurrence sur n, en s’inspirant d’une relation analogue
a celle de (3.3.1.1). Pour n = 1, I'’énoncé du théoréme 3.1 pour Wj s n’est
autre que le théoréme 2.4.1 de [11] pour A} s+ On supposera donc que le
théoréme 3.1 est vrai pour tout W/ s ot n’ < n et S’ est un Fy-schéma de
type fini et on va le montrer pour W, s.
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Pour tout corps fini k de car p, on a la relation (*) :

Y. FX)Uni(X-Y)

XeWy (k)

= Z Y1,k (Yn-1+ (Xo)p"_l)

Xo€k

x [4n k(X0 SO 32 F(Xo+ V(X)) nors(X' F(¥1)]].

X' €Wn_1(k)
Pour z,y € W,(k), on a noté =’ = (z1,...,Zn—1) I’élément de W,_1(k)
défini par 7(z) = V(') et on a posé ¥y’ = R(y) € W,—_1(k). Rappelons
qu’on a (cf. (0.1.3.2)) :

=zy+V(@'), y=V""(ya1) +SH),

de sorte que
2y =V (Yoo1- (o)) + V(&' - F¥)) +20 - SW)

(onaV(z')-SE)=V(@ F) 2o V" (yn-1) = V" (gn-1- (20)"" )
et V" (yn-1) = 7(z) - V" (yn-1) = 0).

On a noté Ynx = ¥n o tryr, : Wo(k) — Q, le caractére additif de
W, (k) induit par ¥y,.

Dans toute la suite, on suivra les notations du diagramme 1 :

W,s Wa,s W 1,5
I“l [9 AI‘I‘%—I
nsXsWns Wa-1,5 Xs Wi,5 Won-1,s xs W15
Kx.d /X(Fl)"' Foa Xl:l\ld XR"7) prn
Wa-1,5 xs Wi,s Wh-sXsz
N N /
Wh-1,s Wis
R@y)=y Fi(20) = 3 R Y(z) ==
Pr_1(¥,20) =¥ 0(y',20) =20-S(¥)  pri(y’,z0) = 2o
Pr, (Y, To) = Y Fo1(y) = F(y') pr,(y,z) =12
£1(Y, Zo) = Yn—-1" To 1y, z) =2y

Diagramme 1
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On note £ le Q,-faisceau sur Wi s xs Wp_1,s définit par 8*L,,, ou

0:Wys xsWn_1,5 — Wys,
(z0,y') — 2o - S(').

La relation (*) suggere :

LemMME 3.3.2. — Il existe deux isomorphismes canoniques T et T
tel que I’on ait pour tout K € ob D%(W, 5,Q,) le diagramme commutatif
suivant :

7 . .
Fwpst(K) e Fg sxsWaon.s/Wa_ys [(id XFT™)

#[(Fpe1 X id)* Fw;, s/mi ! (K) ® £]]

can[(id x F{*~1)*[(Fr—1xid)* can ®id]

™ . p—
Fw,/s+(K) ———— Fy sxsWar,s/Wars ¥ [(id XF'™1)
*[(Fn—l X id)*an,s/Wl,s * (K) ® ‘C]]

ol Fy, s/w; st (T€SP. Fw; sxsWa_1,5/Wn_1,s!) désigne la transformation de
Fourier-Deligne associée & la paire duale

(Wh,s/W1,5,Wh—1,5 xs Wi,5/W1,5,Ln—1)

avec Ln—1 = py,_1Ly,_, (resp. (Wp,5/Wn_1,5, Wo_1,5 xs Wi,5/Wn_1,5,L1)
avec L1 = piLy,).

Preuve. — Notons L; (resp L.) le membre droite de 7 (resp 7.).
Le lemme résultera d’une succession de diagrammes commutatifs, obtenus
en utilisant le théoréme de changement de base propre (resp lisse) et les
formules de projections. Considérons le diagramme suivant :

Frn-1xid
Wno1,s xsWp s ——— Wo_1, s Xs Wy s
id xR™1! id xR™! pr,
Fn-1xid
Wo-1,s Xxs Wi, s —— Wh1,s xs Wi s Wr.s
-1

;\ /R"
Wi,s
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On en déduit le diagramme commutatif de foncteurs suivant :

(Fpy x id)*R(id xR™™1); ——— (Fh—; x id)*R(id xR" 1),

~ ~

R(id xR" 1) (Fp_; xid)* —— R(id xR™ 1), (F,_1 x id)*

Les fleches verticales sont des isomorphismes car F;, _; xid est un morphisme
radiciel. Il s’en suit un diagramme commutatif :

(Fn-1 X 1d)*Fy;, o/, (K) ® L —— R(id xR™™ '),
(pr}y(K) ® (Fno1 x id)*Ly)
~ l ®L‘[n - 1]

~

(Fu-1 x id)" Fiw, o /s s(K) ® L —— R(id xR"™1),
(prt(K) ® (Fay x id)* L)
®L[n - 1]

puisque pr,o(F,_; x id) = pr,. (On a fait tourner le diagramme du
lemme 3.3.2.) De la méme maniére considérons le diagramme suivant :

id x (Fp)" "t
Wao,s xs Wi,s ————— Wps xsWis

V \R>‘<id \\R)‘dd

id x(F)" 7t
Wo-1,s Xs Wi, «——— Wh_15xsWis

\/-1

Comme id xF™ ! est un morphisme fini, on a un isomorphisme de
1 1] p
changement de base diagramme

(R xid)*(id x F7 1o — (id x F* 1) x (R x id)*.

Par suite, en utilisant la formule des projections pour le morphisme
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id xFl"—l, on obtient le diagramme commutatif :
Ly, ———— Rpry,[(R x id)*R(id xR""!),
(pry(K) ® (F—1 x id)*£L1) ® (R x id)*L
= ®Ud XFP ™) Ln1)][l+n—1]

L, ——— Rpr,, [(R x id)*R(id xR 1),
(pr7.(K) ® (Fn—1 x id)*£1) ® (R x id)*L
®(d xF1"1)*L,_1)][1 +n - 1).
Enfin, considérons le diagramme commutatif :

Rxid
Was Xs Wng ——— W15 xs W, g

id xR”*‘l lid xR"1!
Rxid

Whs XxsWi,s ——— W15 xs Wi s.

On a le diagramme commutatif de foncteurs :

R(R x id)*(id xR"!); —— (R x id)*R(id xR"}),

R(id xR™ 1))(R x id)* ——— R(id xR 1), (R x id)*
ou la fleche verticale gauche (resp. droite) est un isomorphisme par le
théoréme de changement de base propre (resp. lisse).

Or pr, o(id xR"!) = pr' : W, 5 Xs Wp,s — W, s est la premitre
projection canonique, pr, o(R x id) = pr : Wy 5 xs Wp s — W, s est la
seconde projection canonique.

On en déduit le diagramme commutatif suivant :
L, Rpri[pr*(K) ® (R x id)*(Fp—1 x id)*L;
®(id xR"1)*(R x id)*L
~ ®(id xR 1)*(id x F1"™1)*L,_1][n]

L. —— Rpr, [pr*(K) ® (R x id)*(Fn-1 x id)*L;
®(d xR 1)*(R x id)*L
®(id xR*1)*(id x F1""1)*L,,_1)] [n]
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D’apres le théoréme du carré, on voit que le noyau

(R x id)*(Fy—1 x id)*£; ® (id xR*1)*(R x id)*L
® (id xR™1)*(id x F"1)* L1

n’est autre que Ly, (2 - y), d’otr le lemme. a

Fin de la preuve de 3.1. — On termine alors la preuve du

théoréeme 3.1, en utilisant le lemme 3.3.2 et I’hypothése de récurrence
appliquée aux paires duales (W, s/Wi s, Wh_1,5s Xs Wi,5/Wi,5,Ln-1) €t
(Wn,5/Wn-1,5, Wn—1,5 X5 W1,5/Wr_1,5,L1). a

(1]

(2]
(3]

(4]
(5]
(6]
(7]

8
)

(10]
(11]

(12]
(13]

(14]
(15]

(16]
(17]
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