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TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE
SUR LES GROUPES UNIPOTENTS

par Moussa SAIBI

0. Introduction.

Pour chaque schéma en groupes commutatifs unipotent connexe G
sur un corps parfait fe, Deligne [4] a introduit la transformation de Fourier
^-adique FG^' C'est une équivalence de catégories

D^G^)^D^G1^

où G' est le dual au sens de Serre de G et où D^(G^) (resp. ^(G,Q^))
est la catégorie dérivée des Q^-faisceaux constructibles sur G (resp. G").
Dans le cas particulier où G = (A1^)^, cette transformation de Fourier
commute à la dualité (théorème de Verdier) et cette propriété fondamentale
a permis d'obtenir dans de nombreux cas des majorations de sommes
trigonométriques sur un corps fini [11]. L'objet de ce travail est de montrer
que J^G^ commute à la dualité en général.

Dans une partie liminaire, on rassemble les notations et les résultats
dont on a besoin, concernant la cohomologie Sadique, les vecteurs de
Witt et Pisogénie de Lang. Dans une première partie, on introduit la
notion de paires duales de 5-schémas en groupes unipotents connexes. On
introduit aussi la notion d'admissibilité pour une telle paire. Il s'agit d'une
propriété technique qui devrait être satisfaite par toutes les paires duales
mais que nous ne savons pas démontrer en général. Néanmoins, elle est
automatiquement satisfaite lorsque l'on travaille sur un corps parfait, ainsi
que pour la paire duale canonique (Wn,s^ Wn,Si ̂ *(^n)) où

m : Wn,S XS Wn,s —— W^S ——> Wn,k

est le produit et Cn la Qp/Zp-extension d'Artin-Schreier de Wn,k-

Mots-clés : Cohomologie ^-adique - Vecteurs de Witt - Groupes unipotents.
Classification math. : 14F20.
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La deuxième partie est consacrée à la définition de la transformation
de Fourier-Deligne pour les paires duales et à ses premières propriétés (en
particulier, Pinvolutivité). Dans la dernière partie, on montre le résultat
principal de ce travail {cf. théorème 3.1) pour les paires duales admissibles.
Pour cela, on se réduit d'abord à la paire canonique (Wn,s, Wn,5, m*(£^)),
puis on procède par récurrence sur n pour se ramener au cas où n = 1 traité
dans [11]. Un corollaire du théorème principal est que la transformation de
Fourier-Deligne commute à la dualité.

0.0. Le dictionnaire fonctions-faisceaux de Grothendieck :
rappels [22].

0.0.1. Dans tout ce qui suit, on fixe un nombre premier p, un corps
parfait k de caractéristique p et une clôture algébrique k de k. Si q est
une puissance de p, on désignera par Fg l'unique sous-corps à q éléments
de k. De plus, on fixe un nombre premier £ différent de p et une clôture
algébrique Q^ du corps Q^ des nombres Sadiques.

0.0.2. On fixe aussi un caractère fidèle, ^ : Qp/Zp ̂  Q^. On notera

^n : p-^Z/Z <— Q;

le caractère additif fidèle restriction de ^ à

p-^Z/Z <—> Qp/Zp = limp-^Z/Z.

0.0.3. Si X est un schéma de type fini sur fc, nous dirons Q^-
faisceaux surX pour Q^-faisceaux constructibles. Nous noterons D^(X, Q^)
la catégorie dérivée des faisceaux Sadiques (cf. [5], 1.1.2 et 1.1.3 si k est
fini ou algébriquement clos, et [8], 6.3 si k est parfait). Pour X, Y des
fc-schémas de type fini et pour / : X —> Y un fc-morphisme, on dispose des
fondeurs :

Rf^RU : D^(X^) —. ̂ (V,Q,),

Lf\Rf- : ̂ (V,Q,) —> ^(X,Q,)

et des opérations internes (g) et Rhom sur D^(X,Q^). On notera
Dx/k '' ^(X,Q^)°PP -^ ^(X,Q^) le foncteur dualisant :

^(^RhcmiG.Aa'Q^)

où a : X —)• Spec(fc) est le morphisme structural (c/. [22], Dualité).



TRANSFORMATION DE FOURIER-DELIGNE 1207

0.0.4. Si X est un schéma de type fini sur k = Fg, pour tout
point fermé x de X et F un Q^-faisceau sur X, la fibre Fx en un point
géométrique x localisé en x est un Q^-espace vectoriel de dimension finie sur
lequel Gol(k(x)/k(x)) agit. On note Frob^ ç Gal(k(x)/k(x)) le Frobenius
géométrique relatif à k(x) ; alors det(l — tProbx^x) est bien défini, et est
indépendant du choix de x (cf. [5], 1.1.8). On notera simplement ty(x) la
trace de Frob^ agissant sur F^. Plus généralement, pour n > 1 on pose :

t^,n '-= ^-/X0 Fgn : X(Fqn) ——> Q^.

La fonction tK,n satisfait au formalisme suivant :

(i) ^0L,n = ^,n • *L,n pour tous K, L C ob D^(X, Q^) ;
(ii) tf^K,n = ^K,n 0 f pour tout Fq morphisme / : X —> Y entre Fg-sché-

mas de type fini et tout K e ob D^(Y, Q^).
On a aussi le résultat fondamental suivant :

THÉORÈME 0.0.4.1 (formule des traces de Grothendieck, [23], XVI
et [22]). — Pour tout Fq-morphisme f : X —^ Y entre Fq-schémas de type
fini et tout K ç ob£^(X,Q^), 022 a, pour tout y ç Y(Fçn) :

tRf\K,n(y) = ^ tK,n(x).
XÇX(¥qr.)

0.0.5. Si X est un schéma de type fini sur A;, la catégorie D^(X, Q^) est
triangulée et est munie d'une t-structure associée à la perversité autoduale
dont le cœur est la catégorie abélienne artinienne et noethérienne des Q^-
faisceaux pervers sur X, notée Perv(X,Q^) (cf. [l], 2.2, 4.3.1 et [8], th. 6.3).

0.1. Rappel sur les groupes de Witt.

0.1.1. On rappelle qu'on a fixé le nombre premier p; soit n € N*. On
note Wn,z le schéma affine en anneaux des vecteurs de Witt de longueur n,
i.e. Spec Z[Xo,..., Xn-i] muni des deux lois + et • suivantes :

(Xo,..., Xn-i) + (îo,..., Yn-i)

= (So(Xo,YQ),S-t(Xo,X-i,Yo,Y^),

. . . ,5n-l(XOï • • • î^n-lî^î • • • î^-l))î

(XQ, . . . , Xn-l) • (YQ, . . . , Yn-l)

= (Po(Xo,îo),Pi(Xo,Xi,yo,^i),
. . . ,P^_I(XO, . . . ,Xyi_l,YOî • • • î^n-l))
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où les Si et Pi sont les polynômes universels dans Z[Xo, .••., Xn-i} définis
dans [3], chap. IX, §3. Si on définit les polynômes de Witt (ibid., §1) par :

' $o = Xo,
$1=^+^1,

^

, <&n-l = Xf~1 +pXf~2 + .. • +pn-lXn-l,

alors les polynômes P» et S', sont déterminés par les conditions suivantes :

$, (5o(Xo, Vo), Si (Xo, -Yi, Vo, Vi),
..., 6'»(Xo,..., -Y», îo,..., Yi))

=Wo,...,Xi)+<S>i(Yo,...,Yi)
$,(Po(^o, îo). Pi(Xo,JCi, Vo, Vi),

...,p,(Xo,....x.,yo,....y,))
=^(Xo,...,Xi).^(io,...,y,).

Les polynômes 4>, vérifient les propriétés suivantes :

(o 111) [ $0 = x0' $t+l(x0' • • • ' xî+l) = $t(xop' • • • ' ̂ O^'^+i >
[ $,+i(Xo,..., X,+i) = p$,(Xi,..., Xi+i) + X^\

Si S1 est un schéma, on notera par Wn,s le 5'-schéma Wn^S.

0.1.2. Les applications de restriction R, de décalage V et de
Probenius F ' sont les morphismes de schémas :

R •• Wn+l,Z -^ Wn,Z, (Xo,.. ., Xn) —— (XQ, . . . , X»_i),

^ : Wn,z ——> Hn+i,z, (Xo,..., X»-i) i— (0, Xo,..., X«-i).

^/ : W^,z ————^ Wn-l^, (^0, • • •, ̂ n-l) ̂

(Fo(^o, ̂ i), -Fi(^o, ̂ i, ̂ 2),..., -Fn-2(Xo,..., X»-i)),

où les polynômes Fi sont déterminés par les conditions suivantes :

<î>i(Fo(Xo,Xl),Fl(Xo,Xl,X2),...,Fi(Xo,...,Xi+l))

=^+i(Xo,...,X.+i)
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pour tout i < n — 2. On a en particulier :

FoW),Xi)=^+pXi,

Fi(Xo,Xi,X2) = Xf +pX2 +p-W - (X^ +pXi)^).

Sur Wn,Fp (et donc en caractéristique p), le morphisme F ' devient :

Wn,Fp -^ W,-l,Fp

(X(), . . . , Xn-l) '——^ (X^, . . . , X^_2).

On notera alors par F le morphisme :

Wn,Fp ——^ Wn^

(XQ, . . . ,Xn-l) '——> {•XQÎ • • • î-Xn-l)

de sorte que Ffi = RF = Ff (cf. [3], chap. IX, §8). Les morphismes R et
F1 sont des homomorphismes de schémas en anneaux, alors que V est un
homomorphisme de schémas en groupes {Ïbid^ §7).

Si m et n sont deux entiers positifs, on dispose d'une suite exacte de
Fp-schémas en groupes (ibid., §7) :

(0.1.2.1) 0 -^ Wn^ -^ Wn+m,Fp -R^ Wm,Fp -^ 0.

Ceci montre que Wn,Fp est extension successive de Ga,Fp =W\^y.

0.1.3. Dans la suite, on aura à utiliser certaines relations dans Wn,Fp-
Pour cela, nous allons introduire les notations suivantes. On notera

XQ —> XQ

le morphisme de Fp-schémas W[,Fp -^ Wn,Fp donné par

Xo=(Xo,0, . . . ,0) ;

XQ est appelé le représentant multiplicatif de XQ car on a la relation
suivante :

On notera

XQ • YQ = (Xplp).

S : Wn^ ——. Wn+l,Fp
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le morphisme de Fp-schémas défini par

<?(Xo,... ,Xn-i) = (Xo,... ,Xn-i,0).

On remarquera que «? est une section du morphisme R. On considère aussi
le morphisme de Fp-schémas

T : Wn,F, —— Wn^

qui à l'élément (Xo,... , Xn-i) associe l'élément (0, Xi, . . . , Xn-i)-

Si A est une Z-algèbre, notons /A l'application qui à l'élément
(Xo,.. . , Xn) de A71'̂ 1 associe l'élément (Xi,. . . , J^n) de A71 ; de même,
on note

VA : (Xo,... ,Xn} —— (O.pXo,... ,pXn)

l'application de A714"1 vers A^2.

On notera par <Î>A : A71"*"1 —»• A71^1 l'application définie par
^A = (^o? ̂ lî • • • ? ^n)- On a alors :

^A ° F' = /A o ̂ A, $A ° ̂  = Î^A o ̂ A.

LEMME 0.1.3.1. — Soit A un anneau. JS existe un homomorphisme
surjectif Panneaux p : B —> A, où B est un anneau dans lequel p n'est pas
un diviseur de 0.

Preuve. — Prendre B = Z[{Xa)açA\ et p(Xa) = a. D

L'intérêt de ce lemme vient de la remarque suivante. Si p n'est pas un
diviseur de 0 dans B et si X € B71 est tel que $a(X) = 0, alors X = 0. En
effet, ^>B(X) = 0 est équivalent au système :

f Xo = 0,
\ <S>i-i(X^... ,Xf_i) 4-A = 0 pour tout i < n

et donc X = 0 par récurrence sur i. On a alors le lemme suivant :

LEMME 0.1.3.2. — Soit A une Fp-algèbre.

1) Pour tous X = (Xo,..., Xn-i) dans Wn(A) et Y = (Vo,..., ̂ -2)
dans Hn-i(A), on a :
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(i) X = "E V^, où X, = (Xi, 0,..., 0) € Wn.i(A).
i=0

(ii) r(X) = n^ V^, où X, = ?,0,... ,0) est dans Wn-i(A) et

doncX=~Xo+r(X).

(iii) <S(V) = ̂ V^, où Y, = (V,,0,...,0) est dans Hn-z(A) et
i=0

donc X = V^iXn-i) + <S(fiW).

2) Pour tout X e Wn(A) et tout X' e Wn+i(A) on a :

VW.X^y^-F^X')).

3) Pour tout X € W^A) et tout X' € Wi(A) on a :

T(X)'Vn-l(X/)=0.

4) Pour tout X çWn(A) et tout X' e Wn(A) on a :

v(x)•<s(x/)=y(x•F(x/)).
Preuve.

1) En utilisant la récurrence sur n, pour démontrer (i), (ii) et (iii), il
suffit de voir que :

(Xo,...,^-i)=(Xo,0,...,0)+(0,Xi,...,Xn-i).

Soit p : B —> A un homomorphisme d'anneaux satisfaisant aux conditions
du lemme 0.1.3.1. Alors Wn(p) : Wn(B) —^ Wn(A) est un homomorphisme
d'anneaux surjectif, et <Ï>B : Wn(B) —> Bn est un homomorphisme injectif.
Il suffit donc de prouver que l'on a pour tout i > 0 :

^(Xo,... ,X,) = <^(Xo,0,... ,0) + ̂ (0,Xi,... ,X,),

ce qui est évident sur les expressions donnant les ^>i.
2) Raisonnement analogue. Tenant compte de ^5 o F' = fa o <Ï>a et

^Q o V = VB ° ̂ B? on ramène la démonstration de la formule à celle de la
relation :

VB{X'fB{Xf))=VBW'X/.

Or cela résulte des égalités :

X - fa^X') = {XoX^,... ,Xn-iX^),

va{X) . X' = (0,pXo^,... ,pX^_iX,).
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3) Comme ^_i
T(X) = ̂ >W,

î=l

il suffit de voir que V(X,) • V-^X7) = 0 pour i > 1. Par 2) on obtient la
relation

v\x,) ' y71-1^') = ̂ (y2'"1^) • FRÇv71-1^)))
pour tout î > 1, or W71-1^') = ^(0,... ,0,X') == (0, . . . ,0) dans
Wn-i(A), d'où le résultat.

4) Découle directement de 2) du fait que <? est une section de R. D

0.2. I/isogénie de Lang : rappels [22].

0.2.1. Soient S un schéma de type fini sur Fg, A un groupe
fini commutatif noté additivement et T un A-torseur sur S. À chaque
représentation p : A —> GL(V) de A à valeur dans un Q^-vectoriel V de
dimension finie, on associe à T un Q^-faisceau p(T) lisse de rang dim V
sur S (cf. [22], sommes trigonométriques).

Si (/?i, V\) et (/?2? ^2) sont deux représentations de A et / : S" —> S un
Fg-morphisme de Fg-schémas, on a :

(i) (piep2)(T)=Pi(T)ep2(T);
(ii) p(TY :== HomOT, Q,) = ̂ (T) ;

(iii) (pi 0 p2)(T) = pi (F) 0 p2(T) ;
(iv) /*p(r)=p(/*r);

où ^v est définie, pour tout a ç. A, v ç V et î;* ç Y*, par :

<pv(a)(^),^=(^;*,p(-a)^)).

Rappelons les résultats suivants :

LEMME 0.2.1.1. — Si TT : T —^ S représente le faisceau T, on a
canoniquement :

^T = Q^(^),

^eA
où A est Je groupe des caractères de A à valeur dans Q^. D

Si ^ est un caractère (dim V = 1), le faisceau lisse de rang 1, ^(T)
sera aussi noté T^. Si T\ et T^ sont deux A-torseurs sur 5, on définit un
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nouveau A-torseur noté Ti A Ta sur S de la manière suivante : T\ A T^ est
le quotient de îi Xs T^ par l'action de A sur Ti x.g Ï2 donnée par :

a : (t\,tï) i—> (ti +0,^2 -û).
On a alors par construction :

{T^/\T2)^=(T^^(T^.

Si X est un Fg-schéma de type fini et / : X —)- S un Fg-morphisme,
/*r^ sera aussi noté T^(/).

Si S = G est un Fg-schéma en groupes commutatifs de type fini, et
que T est une extension de G par le Fg-schéma en groupes constant de
valeur A dans la catégorie des Fg-schémas en groupes commutatifs alors
on a :

0-^A-^T-^G-^O.

En particulier T est un A-torseur sur G.

THÉORÈME DU CARRÉ 0.2.1.2 (cf. [22], sommes trigonométriques,
1.7.1). — Pour tout caractère ̂  de A à valeur Q^ :

(i) T^ est canoniquement rigidifié à Porigine de G : î^/{i} = Q^-
(ii) Si on note par s : G Xp, G -^ G et pr, : G x^ G -^ G (i = 1,2)

la loi de groupe et les deux projections canoniques^ il existe un et un seul
isomorphisme :

s^ 0 prKW 0 pr^W = Q^
de ̂ -faisceaux lisses sur G xpg G, compatible aux rigidifications le long de
G x { l } e t { l } x G induites par la rîgidificatîon à l'origine deT^. D

COROLLAIRE 0.2.1.3. — Si f,g : X —> G sont deux morphismes de
¥q -schémas de type fini, on a canoniquement T^ (f + g) = T^ (/) 0 T^ (g). D

On a aussi :

THÉORÈME 0.2.1.4. — Soient G un groupe algébrique commutatif, noté
additivement, lisse, connexe et de type fini sur un corps k algébriquement
clos et T une extension de G par A comme ci-dessus. On suppose que le
schéma T est connexe et que ̂  : A —>• Q^ est un caractère non trivial. On
a alors :

jîrc(G,r^)=fir(G,rv,)=o.
Preuve. — Dans [22], sommes trigonométriques, th. 2.7, on trouve

une preuve utilisant un argument d'homotopie. Donnons-en une autre
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preuve utilisant le théorème du carré. On s'inspire d'une preuve de
Mumford (voir [14], 8. VII) de l'annulation de la cohomologie de Zariski
d'une variété abélienne à coefficient dans un faisceau inversible non trivial
appartenant à la composante neutre du groupe de Picard. Pour i = 0, on a
H°(G,T^) = (T^i)7^'1), où 1 est l'origine de G. Or le 71-1 (G, l)-module
r^j est obtenu comme suit : comme T est un revêtement connexe, galoisien
de groupe de galois A de G et comme on peut pointer T par 1, on en déduit
une surjection canonique 7Ti(G, 1) -^ A; la représentation du 7Ti(G, 1) est
alors obtenue en composant cette surjection par ^-1. Comme ^ ̂  1, on a
nécessairement (T^)71'1^'1) = 0.

Soit a : G —^ G Xjç G le morphisme défini par g ^ (^,0) : on a
s o a = id. Par fonctorialité, on en déduit que le composé :

(0.2.1.5) H\G^) -^ H^G Xk G.s*^) -a^ H^G^)

est l'identité. D'après le théorème du carré et la formule de Kùnneth pour
la cohomologie ordinaire (c/. [22], th. final 1.11), on a :

H\G Xk G,5*T^) = H^G Xk G.prîT^ (8)pr^r^)

= (]) ir(G,r,/)0jr(G,r,,).
r+s=t

Soit alors io le plus petit entier tel que H^ÇG^T^) -^ 0. On a io > 0 car
H°(G,T^) = 0. Il s'en suit que JET°(G x^ G,5*T^) = 0, car si r + 5 = io
(avec r,5 > 0), on a r < io ou s < ÎQ. Ce qui est absurde compte tenu
de (0.2.1.5). On termine alors en utilisant la dualité de Poincaré et le fait
que (T^Y = T^-i pour conclure que H^{G,T^) = 0 pour tout i ç. Z et ^
non trivial. Q

0.2.2. Isogénie de Lang.

Soit G un groupe algébrique commutatif, noté additivement, lisse,
connexe et de type fini sur Fç. Un exemple important d'extension de G est
donné par le torseur de Lang. Considérons le morphisme L : G -^ G où

L = Frob-idG,

Frob étant l'endomorphisme de Frobenius de G relativement à Fg.
D'après [12], le Fg- morphisme G -L^ G est surjectif. Comme le noyau de L
est G(Fg), on obtient alors une suite exacte de Fg-schémas en groupes :

0 -^ G(Fg) -^ G -^ G ̂  0.
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On notera C le G(Fg)-torseur sur G défini par cette suite exacte. On
note simplement tr^/^ : G(Fgrz) '—> G(¥q) Phomomorphisme trace :

n-l

x i—> Y^Frobi(x).
i=0

On a alors :

LEMME 0.2.2.1 {cf. [22], sommes trigonométriques). — Pour tout
caractère ̂  : G(¥q) —> Q^ et tout entier n > 0 on a :

tr^(^) = ̂  otr^/F^) Va; e G(Fgn). D

1. Paires duales admissibles de schémas en
groupes unipotents.

1.0. Schémas parfaits : rappels.

DÉFINITION 1.0.1. — Soit S un schéma de caractéristique p. On dit
que S est parfait si Pendomorphisme de Frobenius absolu F : S —^ S
est un automorphisme, i.e. le faisceau structural Os est parfait (cf. [23],
XV, §1), i.e. pour tout ouvert affine U = Spec(A) de S, A est un anneau de
caractéristique p parfait.

Notons Sch^^ la sous-catégorie pleine de la catégorie Sch/j^ des k-
schémas dont les objets sont les fc-schémas parfaits (en tant que schémas
de caractéristique p). On rappelle que k est parfait.

Rappelons le résultat suivant :

LEMME 1.0.2 (cf. [6], V, §3, 6.11).
(i) Le fondeur i : Sch^ °-̂  Sch/^ admet un adjoint à droite

j : Sch/fc —»• Sch^^. Le fondeur j est défini par

j(X) = X^ == Hm(. • • -^ Xn -^ ... -^ X2 -^ Xi -^ Xo)

où Xi = X pour tout i > 0 et

j(/)= lm(fn:Xn^Yn)
n

pour tout k-morphisme f : X —> Y entre k-schémas.
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Le fondeur j a en outre les propriétés suivantes :
(ii) les morphismes canoniques

can^ : j(X) = X^ —— Xn = X
pour n > 0 sont entiers, surjectifs et radiciels-,

(iii) soient X,Y et S trois k-schémas, on a un isomorphisme canonique :

X^ X^parf yP^ -̂  (X X5 V)?^.

Remarque 1.0.3. — Si X = Spec(A) où A est une Â:-algèbre de type
fini et réduite, alors on a X^ = Spec^AP^) où AP^ peut être décrite
comme suit. Pour tout entier n, notons A^ la fc-algèbre obtenue en
adjoignant à A les p^ièmes racines des éléments de A ; la flèche qui à tout
élément a e AP^ associe l'élément ^-fc de U AP" (où dk est un élément

n€N
de Ak = A représentant a pour k assez grand) est un isomorphisme. Par
suite, AP^ est obtenue en adjoignant à A les p^ième racines des éléments
de A pour tout n.

Exemple.

Spec(^, x', x\.. .]/(^ - ̂ , x^ - x\...)) = Spec(A;[^)parf.

1.1. Schémas en groupes parfaits.

Si G est un fc-schéma en groupes, on dit qu'il est parfait s'il l'est en tant
que fc-schéma. On notera GSch^ la sous-catégorie pleine de la catégorie
GSch/k des ^-schémas en groupes dont les objets sont les fc-schémas en
groupes parfaits.

Rappelons :

DÉFINITION 1.1.1. — Un k-morphisme u : G -^ G' de k-schémas en
groupes commutatifs et de type fini est une isogénie si u est surjectifet de
noyau fini sur k.

LEMME 1.1.2 (cf. [6], V, §3, 6.11).

(i) Si G est un k-schéma en groupes alors GP^ a une structure naturelle
de k-schémas en groupes parfaits.

(ii) Le foncteur G -> G^ transforme les suites exactes de k-schémas en
groupes commutatifs de type fini en suites exactes de k-schémas en groupes
commutatifs parfaits.
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(iii) Un morphisme u '. G —^ G' de k-schémas en groupes commutâtifs
de type fini est une isogénîe radicielle si et seulement si u^^ est un
isoniorphisme.

DÉFINITION 1.1.3. — On dit qu'un k-schéma en groupes commutâtifs
parfait G est quasi-algébrique s'il est isomorphe à G^ où G est un
k-schéma en groupes commutâtifs de type fini.

1.2. Bi-extensions de schémas en groupes : (voir [15]).

Soient Gi, G^ deux 5-schémas en groupes commutâtifs et A un groupe
abélien fini.

DÉFINITION 1.2.1 {cf. [15], §2). — On appelle bi-extension de Gi x^-Ga
par A un A-torseur E sur G\ Xs G^ muni des données suivantes :

1) un S-morphisme E -n-^ Gi Xs G 2 faisant de E un A-torseur sur
Gi x ^ G 2 ;

2) deux Jois de compositions +1 : E x^i E —> E et +2 : E x^ E -» E
vérifiant les propriétés suivantes. Soit T un S-schéma.

(i) pour tout T-point pi de Gi, Eg^ = Tr'^T Xs G^) est un T-schéma
en groupes commutâtifs pour la loi +1 et est extension du T-schéma
T x s GÏ par A via TT ;

(ii) pour tout T-point Q^ de G^ Eg^ = TT'^GI Xs T) est un T-schéma
en groupes commutâtifs pour la loi +2 Gt est extension du T-schéma
GI x s T par A via TT ;

(iii) pour tous x ' , x " , y'\ y " des T-points de E tels que TrÇx') = (^i,pi),
TT^'Q = {91.92). ̂ W) = (^^'i) et TrQ/") = (92.92). on a :

(x1 +1 x'1) +2 (y' +1 y " ) = {x1 +2 y') +1 {x" +2 y " ) .

D'une manière équivalente, cela revient à se donner un A-torseur E
sur GI Xs G2 avec des isomorphismes de torseurs +1 et +2 :

+i : (pi,^)*^ A (91.92YE —— (^2+^2)*^

+2 : (P1,P2)*^A (^,^2)*^ —— (pi +^,p2)*^

pour tous T-points g^,g[ : T —> Gi g^g'^ : T —> G2, de sorte que le
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diagramme suivant soit commutatif :

((^1^2)*^ A (g^g^E) A (((/i,(72)*^A(^)*E)

{{91.92YE A {g^(/2YE} A ((pL<72)*-E;A (^,^)*^) (+i)A(+i)

(^1^2 +^2)*^ A (^2 +^2)*^
(+2)A(+2)

+l

(P1+P1^2)*^A(^+^,^)*^ (^1+^2+^2)*^

On note BI-EXT(Gi Xs G^A) la catégorie dont les objets sont les
bi-extensions de G'i Xs G^ par A et les flèches sont les morphismes de
A-torseurs compatibles avec les isomorphismes de torseurs 4-1 et +2.

On a un foncteur :

can$ : BI-EXT(Gi Xs G^A) —— BÏ-EXTÇG^ x^parf G^^A).

PROPOSITION 1.2.2. — Le foncteur can^ pour les bi-extensions est une
équivalence de catégories.

Preuve. — Montrons la pleine fidélité. Le foncteur can^ est fidèle
car il l'est au niveau des A-torseurs (voir [2l], VIII, 1.1 et 1.2). De plus,
si u : E^ —^ JE^P^ est un morphisme de bi-extension sur Gi Xs G^ il
existe un morphisme / : E —^ E' de A-torseur tel que /parf = u. Pour voir
qu'il est compatible avec les isomorphismes de torseurs +1 et +2, il suffit
d'utiliser la fidélité du foncteur can$. Par exemple, la compatibilité avec
l'isomorphisme +1 se traduit par la commutation du diagramme :

(^1^2)*^ A (gi^g^E ——^—— (^1^2 +^2)*^

{gi^Yf^gi.g-zYf

(^2)*^A((7i,(/2)*2?'
+1

(<n,<?2+(72)"7
•^

(91,92+g'iYE'

pour tous points gi, g^ de G'i et G^ respectivement et on a

/Parf o (+^)Parf ^ (+i)Parf y (yparf ^ ^parf)
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Pour montrer que le foncteur est essentiellement surjectif, on procède
de la même manière en utilisant le fait que le foncteur can$ est essen-
tiellement surjectif au niveau des A-torseurs et la pleine fidélité du foncteur
can$ pour montrer qu'il s'agit bien d'une bi-extension. D

Remarque 1.2.3. — Soit E une bi-extension sur G xs G' par A,
l'existence des isomorphismes +1 et 4-2 implique un isomorphisme
canonique entre (/ + g, f -+- g'Y{E) et

(/./'m A (/,</)*(£?) A (^m^) A (g^grw
où /, g : T —> G, /', g ' : T -^ G1 sont des T-points de G et G' respectivement
et T est un »S'-schéma.

1.3. Groupes algébriques commutatifs unipotents sur un corps
parfait : (voir [20], exposé XVII, [6]).

DÉFINITION 1.3.1. — Un k-schéma en groupes G sera dit unipotent
sïi est commutatif, de type fini et si G 0^ k admet une suite de composition
dont les quotients successifs sont isomorphes à des sous-groupes algébriques
deG^

D'après [20], exposé XVII, prop. 1.2, cette définition est indépendante
du choix de la clôture algébrique k de k.

Exemple. — D'après (0.1.2.1), on voit que les Wn,k sont des fc-
schémas en groupes unipotents. Notons Op^ le noyau de l'endomorphisme
de Frobenius de Ga,k' C'est un groupe radiciel et fini sur k. Comme k est
de caractéristique p , on a alors le résultat suivant :

LEMME 1.3.2 {ibid., corollaire 1.7). — Pour qu'un groupe algébrique
G défini sur k soit unipotent, il faut et il suffit que G 0^ k possède une
suite de composition dont les quotients successifs sont isomorphes à Pun
des groupes Ga,k, Z/pZ ou Op^'

Nous appellerons ces groupes les groupes unipotents élémentaires.
Dans le cas où G est un groupe algébrique unipotent connexe, les quotients
successifs sont isomorphes à l'un des groupes Ga,k ou ^p,k- Notons GU Sch/^
la sous-catégorie pleine de GSch/fe dont les objets sont les fc-schémas en
groupes unipotents.
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LEMME 1.3.3 (ibid., 2.2).

(i) Tout sous-groupe algébrique d'un groupe unipotent est unipotent.

(ii) Tout groupe algébrique quotient d'un groupe unipotent est uni-
potent.

(iii) Toute extension d'un groupe algébrique unipotent par un groupe
algébrique unipotent (dans la catégorie des k-schémas en groupes com-
mutatifs) est unipotente.

On a un théorème de structure pour les fc-schémas en groupes
unipotents connexes.

THÉORÈME 1.3.4. — Si G e obj GU Sch/j, est connexe, il existe
une suite d'entiers (ni,n2? • • • ?^r) (éventuellement vide), uniquement

r
déterminée à l'ordre près, telle que G soit isogène à Y[ ^n^/fe-

î=l

Preuve. — Voir [6], V, §3, 6.11. D

DÉFINITION 1.3.5. — Soit G un k-groupe quasi-algébrique. On dit
que G est unipotent s'il existe un groupe unipotent G' tel que Q soit
isomorphe à G"par{.

Remarque 1.3.6. — Si Q est isomorphe à G'P^ alors pour tout G"
tel que G"^ soit isomorphe à G, G" est un groupe unipotent. En effet
d'après le lemme 1.1.2. (iii), il y a une isogénie radicielle G' —»• G" ; comme
G' est unipotent, il en est de même de C?" d'après 1.3.3. (ii). D'après [7],
chap. II, §5, n° 2, cor. 2.3, on peut choisir le ^-groupe unipotent G" lisse.
Il suffit de prendre le fc-groupe unipotent G^.

1.4. Dual de Serre : (voir [2], §1).

On note y^^/k la catégorie dont les objets sont les fondeurs sur la
catégorie Alg^ / k des Â;-algèbres parfaites et à valeur dans la catégorie
des groupes abéliens. Soit M un fc-schéma en groupes commutatifs parfait,
on définit un objet DM dans J^^ / k de la manière suivante :

Alg^ / k = (fc-algèbres parfaites) DM > (groupes abéliens),

A ̂  DM (A) = Ext\M(S>k A.Qp/Zp)
= lim Extl(M 0fc A.j^Z/Z),
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où Ext1 (X, Y) désigne le groupe des extensions de X par Y dans la catégorie
des A-schémas en groupes commutatifs. On a alors le fondeur :

D'.GSch^ —^^r{.
On a le résultat important suivant :

THÉORÈME 1.4.1 (voir [2]). — Soie G un k-schéma en groupes
unipotent connexe. Alors D^parf est représentable par un k-schéma en
groupes (GP^)* parfait unipotent et connexe. Les k-schémas en groupes
GP^ et (GP^)* sont isogènes. Le fondeur GP^ -^ (GP^)* est exact et
involutif dans la catégorie des k-groupes parfaits unîpotents connexes.

On notera CG l'extension universelle du (CP^^-schéma en groupes
GP^ Xfe (GP^)* par Qp/Zp. Il est formel de voir qu'en fait CG est
canoniquement munie d'une structure de bi-extension de G^^ Xjç (GP^)*
par Qp/Zp qui étend la structure d'extension ci-dessus. On dira que cette
bi-extension est la bi-extension universelle.

La preuve se divise en deux parties. On commence par prouver le
théorème pour G = Wn,k-

THÉORÈME 1.4.2. — Pour tout n >_ 1, D^p&rf est représenté par W^^

et la bi-extension universelle de W^^ Xjç W^^ par Qp/Zp est induite
par m^Cn)^) où mn est la multiplication dans W^ et (Cn)^ est
Pisogénie de Lang (0.2.2).

Rappelons simplement la construction de l'isomorphisme

V ^D^\.n,K Vvn,k

Soient A e AlgP^/Â; et u ç ^^(A); on obtient alors un élément de
Ext1 (W^ (g)fc A, Qp/Zp) en tirant par

W ̂  A ̂  W^ 0. A -p^ W^
V l——> UV

l'élément correspondant à l'isogénie de Lang (0.2.2). Les détails se trouvent
dans [2], §1, 1.1.3.

Remarque 1.4.3 :

(i) Plus généralement, le dual de Serre de (f j W^ fc)^ existe et est

isomorphe à (f j Wn, k)^ •
î=l

i=l
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De plus la bi-extension universelle est induite par Ç^p^Çm^ÇCi)^^)
i

où pr^ est la projection canonique de (]"] Hn,)^ Xfc (II ^ni)^ ^ans

i=l i=l
W^ Xk W^, où Ci est le torseur de Lang sur W^ et où rm est la
multiplication dans W^^. D'après le théorème du carré (0.2.1.2), cette
bi-extension est canoniquement isomorphe à A*(£n)pa^f où Cn est le torseur
de Lang sur Wn,k pour un n quelconque supérieur ou égal aux ni et où À
est le fc-morphisme suivant :

r r

IIw^ Xs n Wn^s -^ Wn^
i=l i=l

((^),(^))—Eyn~n^(rc-^)•
i=l

On aura besoin du lemme suivant :

LEMME 1.4.4. — Soit G un k-schéma en groupes unîpotent connexe.
Il existe un k-morphisme f : W —> G de k-schémas en groupes (où W est
un produit de vecteurs de Witt) tels que : Ker(/) (resp. Coker(/)) est un
k-schéma. en groupes connexe (resp. radiciel).

Preuve. — On procède par récurrence sur la dimension d de G.
Si d = 0, G est alors radiciel et le lemme est trivial. Si G est un
groupe unipotent connexe de dimension d ^ 1, on peut montrer par
récurrence sur la longueur d'une suite de composition que G contient un
sous-groupe isomorphe à G a ' En effet, si G a une suite de composition
de longueur 1, le résultat est évident. Si G a une suite de composition
de longueur n qui commence par a?, on dispose alors d'une suite exacte
0 —^ a? —> G —> G' —> 0 où G' est un groupe unipotent possédant une suite
de composition de longueur inférieur à celle de G. On a alors un diagramme
commutatif :

0 - ^ a p —> G — ^ G ' - ^ O

I I î î
0 —> a? —> H —> Ga -^ 0.

D'après [6], chap III, §6, n° 5, cor. 5.5, l'extension H est soit triviale, soit
isomorphe à Ga.
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On dispose alors d'une suite exacte de fc-schémas en groupes
unipotents connexes :

0 -^ Ga —^ G —^ G' ̂  0

où G' est un Aï-schéma en groupes unipotent connexe de dimension (d — 1).
On en déduit un fc-homomorphisme g : W —> G' (où W est un produit de
vecteur de Witt) vérifiant le lemme 1.4.4 et un diagramme commutatif :

0 ——> Ga ———> G -——> G' ——> 0
î id î h 1 g

0——. Ga ——— L ———> W —— 0

d'où Ker(/i) (resp. Coker(fa)) est isomorphe à Ker(^) (resp. Coker(^)).
D'après [18], chap VII, n0 12, th. 3, L est un quotient d'un produit
de vecteurs de Witt W" -s-> L —> 0 par un Aï-groupe connexe. Le k-
morphisme h o s : W" —> G répond à la question. D

Preuve du théorème 1.4.1 (voir [2], §1, 1.2.1). — D'après le lemme
1.4.4, tout Aï-groupe quasi-algébrique unipotent connexe est quotient d'un
produit fini de Aï-groupes parfaits de vecteurs de Witt de longueur finie
par un sous-Aï-groupe quasi-algébrique connexe (car si H est un Aï-groupe
radiciel, on a H^^ = 0 d'après 1.1.2 (iii)). Donc il existe une A-suite
exacte :

^(^JParf _5_ Jp^parf __ çparf ̂  Q

i=l J=l

où le noyau de g est connexe. On définira alors (G^^)* comme étant le
noyau du transposé g * de g. Reste à voir qu'il représente bien le foncteur
Dçparf, ce qui est fait dans [2], §1,1.2.1, et que (G^)* est bien un fc-groupe
parfait unipotent connexe.

s
D'après (1.4.3), la flèche g * est un homomorphisme de ]~[ Wnj)^
r J=l

dans ]"[ (^n,)^. On utilise alors le lemme 1.0.2 pour conclure que g* se
1=1

factorise en un cran fini, ce qui signifie qu'il existe un fc-morphisme

9' •• (n^) - (n^.)
j=l i=l

tel que g * = (p')^. Posons alors G' := Ker(^). D'après le lemme 1.0.2,
G' est un fc-schéma en groupes unipotent, et G'P^ est isomorphe à (G^^)*
d'après 1.1.2 (iii).
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Pour voir que (GP^)* est connexe, il suffit de construire une isogénie
entre G^ et (G^)*. Elle est construite de la manière suivante. D'après

le théorème 1.3.4, il existe une isogénie f3 : G^ —^ ( ]"[ Wn^^ et Bégueri
^==1

montre que le transposé /3* de f3 est encore une isogénie, (voir ([2], §1,
1.2.1)). Alors /?* o f3 est une isogénie de G^ sur (G?^)*. D

1.5. Paires duales admissibles de schémas en groupes unipotents.

Soit S un fc-schéma noethérien.

DÉFINITIONS 1.5.1.

(i) Un S-schéma en groupes unîpotents connexes est un S-schéma en
groupes commutatifs plat et de type fini M tel que, pour tout point parfait
s de S (Le. tout point s de S à valeurs dans un corps parfait k(s)), la fibre
Ms est un k(s)-schéma en groupes (commutatifs) unipotent connexe.

(ii) Une paire duale de S-schémas en groupes unipotents connexes est
un triple! (M.M^CM^M) où M et M' sont des S-schémas en groupes
unipotents connexes, où CM', M Gst une bi-extension (de S- schémas en
groupes commutatifs) de M' x s M par Qp/Zp qui provient pour un entier
n ^> 0 (et donc pour tout entier n ^> 0) d'une bi-extension Cn,M',M de
M' Xs M par Z/j^Z et tel que, pour tout point parfait s de S, (M^)^ est
le dual de Serre de (Ms)^ et (CM^M^)^ est la bi-extension universelle
correspondante.

(iii) Soient (Mi,M^,£i) et(M^M'^IL^ deux paires duales de S-schémas
en groupes unipotents connexes. Un morphisme (/,/') : (Mi,M{,^i) —>
(M^^M^C^) est une paire de S-morphismes de S-schémas en groupes
f : M\ —r Ma, /' : M^ —>• M[ telle que on a l'adjonction suivante :
(id x/)*/;2 = (fxidyC-i en tant que bi-extensionsdeM^XsM^ parQp/Zp.

DÉFINITIONS 1.5.2.

(i) Une isogénie a : M\ —> M^ entre deux S-schémas en groupes
unipotents connexes est dite admissible s^il existe un troisième S-schéma
en groupes unipotents connexes, une isogénîe radicielle ûrad '' ^i —> ^3
(Ker(ârad) est fini, plat et radiciel sur S) et une isogénie étale dei : Ms —> M^
(Ker(ûét) est fini et étale sur S) tel que a = ûet ° ûrad-

(ii) Une paire duale de S-schémas en groupes unîpotents connexes
(M, M', CM',M) est admissible s'il existe un recouvrement fini (Ui)içi
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de S pour la topologie de Zariski et, pour chaque i ç. J, des entiers
^,iî • • • » ̂ î,n ^ 1 et mi > 0 et des isogénies admissibles

MXsUi-^ (Wn^ X Wn^ X . . . X Wn^) Xs V,

M' Xs Ui -^ (Wn^ X Wn^ X . . . X W^ ) Xs U,

(Wn^ X Wn^ X . . . X Wn^) Xs Ui ̂  M' Xs Ui

W,i X Wn^ X . . . X Wn^) XsUi^M Xs Ui

tels que, pour tout entier n > 0, on ait

(F7711 x aiYCn^i = {a'i x id)*£n,M-,M,^ ,

(A x F^YC^i = (id x/?0*£,,M-,M,i7,

eji tant que bi-extensions de (Wm i x Wm 2 x • • • x Wm r "^s {^' x^ Ui) et
(M' xs Ui) Xs (Wn^ x Wn^ x " ' x Wn^ ) respectivement, où Cn,M',M,Ui
est la restriction de Cn,M',M à M Xs M' Xs Ui, où Cn,i est la bi-extension
universelle de (Wn^ x Wn,^ x • • • x Wn^)2 Xs Ui par Z/p^Z cf. (1.4.3)
(i)) et OÙ F : Wn^, X Wn, ,2 X • • • X Wn, ̂  -^ TVn,,i X W^ X . . . X Wn, ̂  CSt

Pendomorphisme de Frobenius.

Remarque 1.5.3. — Si (M, M', CM',M) est une paire duale (resp paire
duale admissible), il en ait de même pour (M^M^CM.M' = ̂ "^M^M) où
T : M Xs M' —>• M' x s M est donné par (m, m') —^ (m', m).

Exemples 1.5.4.

LEMME 1.5.4.1. — Soit G un k-groupe algébrique unipotent connexe.
Alors il existe un k-groupe algébrique unipotent connexe G7 et CG'.G dans
Bi-ext(C?' xs G, Qp/Zp) tei que (G, G", CG'.G) soit une paire duale. De plus
cette paire est automatiquement admissible.

Preuve. — D'après (1.4.1), il existe un Â;-schéma en groupes
commutatif unipotent connexe G' et un isomorphisme g : (G^^)* —>
ç/parf D'après 1.2.2, il existe une bi-extension CG'.G de G' Xs G par
Qp/Zp telle que CG = (g x id)*^^)158'^ (où CG est la bi-extension
universelle de GP^ Xj, (GP^)* par Qp/Zp).
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r
Choisissons arbitrairement une isogénie a : G —> fj Wi. (i! en existe

1=1
par 1.3.4) et soit (a^)* la transposée de a^. Alors, en considérant les
morphismes :

(11^)^ (Qparfr) (G^)* -^ G'̂  -^an^ G'
1=1

r
on voit qu'il existe un entier m >, 0 et une isogénie a7 : ]"[ Wn, —»• G' tel que

1=1
û/ocanyn = cano ogo (a^)* et donc tel que (F171 x a)*/; = (a' x id)*/;^^
où C est la bi-extension de Lang sur (I"[ Wn,)2 par Qp/Zp déduite de

r z=l
l'extension de Lang de ]"[ Wn, par Qp/Zn (cf. 1.4.3).

2=1

On procède de même pour /? et f31 (remarquons que l'on peut remplacer
m par m + m' et a' par a' o F^ pour tout entier m' > 0).

r r
1.5.4.2. En particulier si G = ]"[ Wn. fc 5 on peut prendre G' = ]"[ ^n, k

i=l ' i=l
et CG^G la bi-extension induite par À*(£n).

1.5.4.3. Soient E un fibre de rang r sur 5, £" le fibre dual et CE^E la
bi-extension sur Ef Xs E par Qp/Zp obtenue en tirant l'extension d'Artin-
Schreier de A^ par Z/pZ, par le morphisme naturel E ' Xs E —> A^ et
en induisant de Z/pZ à Qp/Zp. Alors ( E , E ' , C E ' , E ) est une paire duale
admissible de schémas en groupes unipotents. Dans ce cas l'isogénie c^
n'est autre qu'une trivialisation de E sur t/i, OL\ est le transposé de c^, /^
est l'inverse de a\ et fS[ est l'inverse de c^.

1.5.4.4. Soit Wn(0s) le faisceau en anneaux sur S défini par
U —> Wn(T(U,Os))' On a une équivalence de catégories entre la catégo-
rie des Wn(05')-modules M localement libres de rang r et la caté-
gorie des ^-schémas M en T^n^-modules qui sont localement pour
la topologie de Zariski sur S, isomorphes à (W^sY- Soit M/ le 5-
schéma en HÇi^-modules associé au Wn(05)-module localement libre
M' = ^om^(o5)(.M,T^n(0.s)). Soit CM',M la bi-extension de M/ Xs M
par Qp/Zp obtenue en tirant l'extension d'Artin-Schreier sur Wn,s par le
morphisme naturel M' Xs M —^ Wn,s et en induisant de Z^Z à Qp/Zp.
Alors (M, M', CM',M) est une paire duale admissible de schémas en groupes
unipotents.

1.5.5. — On notera CM',M^ le Q^-faisceau lisse de rang 1 sur M' XsM
associé au Z/p^Z-torseur Cn,M',M et au caractère ^n '' p^Z/Z ̂  Q^
pour n > 0 ((0.2.1), (0.0.2)).
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2. Transformation de Fourier-Deligne sur les
paires duales de schémas en groupes

unipotents connexes.

2.1 Composition de noyaux.

Soient S un schéma de type fini sur k et Xi, X^ deux 5'-schémas
de type fini, et K^\ un objet de D^{X'z Xs Xi,Q^). On définit alors un
foncteur :

Tx^x^. : ̂ (Xi.Q,) — ̂ ?,0,),

Fx^x^K^W = RP^.(P^I M ̂  K^i)

où pr^ : Xs Xs X\ —> Xi et pr2 : X^ Xs X\ —> X^ sont les projections
canoniques.

Le foncteur TX^X^.K^. est appelé l'opérateur de noyau K^.
Soient X^ un troisième 5-schéma de type fini et ^32 un objet de

D^(X^ Xs X2,Q^), considérons le diagramme suivant :

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1.2. — On a un isomorphisme fonctoriel :

.^Xa^-^,^' o•?rX2<-Xl,X2l! = ̂ X3*-Xi,X3i!

ou K^ = .Rpr3if(pri;2 ̂ 32 0 pr^i J^i).

Preuve. — En suivant le diagramme ci-dessus, et en utilisant le
théorème de changement de base propre (c/. [2l], XVII, 5.2.6) et de la
formule des projections (ibid., 5.2.9), on a :
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^X3^-X2,K32! ° ̂ X2^-Xi,J<21! W

= Apr3,(pr?, Iîpr2»(prî M 0 A:2i) 0 ̂ 32)
= Rpiy (-Rpr32î(pr^i prî M 0 pr^i ^21) ̂  ̂ 32)
= Apr3, Apr32} ((pr^i pr^ M 0 pr^ ^21) 0 pr^ ^32)
= Jîpr3, Apr3i, ((pri;i pr^ M 0 pr^i ^21) (8) pr^ ^32)
= A pr3, (prî M 0 R pr^ (pî^ ®K^ pr^ ̂ 32)).

PROPOSITION 2.1.3. — Avec les notations de ci-dessus et pour k = Fg ,
on a pour tout x^ € ^2(^9) :

^-Xi,^!^)^) = ^ ^i^^l)-^^!)
a;i€Xi(Fg)

7ri(aîi)=7T2(a;2)

où TTi : Xi —^ S et 7T2 : ̂ 2 —> S sont les morphismes structuraux.

Preuve. — C'est une conséquence immédiate de (0.0.4) et (0.0.4.1). D

Remarque 2.1.4. — Si / : X —> Y est un S'-morphisme de type fini
entre «S-schémas de type fini, on note (/, id) : X —> Y Xs X le «S'-morphisme
induit par /. Alors pour K = R(f,id)^ € obD^(Y Xs X,Q^) on a :

FY^X,K\ = Rf\î yx^-Y,K\ = Lf*.

En effet,

Fy^K\(') = RPTY\(PW ^ A(/,id).%)
= Apry. fi(/, id). ((id, /)* pr^(.) 0 Q,)

=A/.(-).
On procède de la même manière pour le deuxième isomorphisme. D

2.2. La Transformation de Fourier-Deligne [4], [11].

2.2.1. Soient S un fc-schéma de type fini et (M, M', CM',M) une paire
duale de «y-schémas en groupes unipotents connexes purement de dimension
relative d (1.5.1 ). Considérons le Q^-faisceau lisse LM',M^ de rang 1 sur
M1 Xs M défini en (1.5.5). Dans toute la suite on le notera plus simplement
par £^,5.

On note TT : M —> 5, TT' : M/ —> S les morphismes structuraux et
pr : M' Xs M —> M, pr' : M/ Xs M —> M/ les deux projections canoniques.
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DÉFINITION 2.2.2 (cf. [4] et [11]). — La transformation de Fourier-
Deligne pour (M, M', CM',M) est Popérateur de noyau C^^s[d] appartenant
aD^M' x^M.Q^.i.e. :

^M/S^ : D^MW — ^(M'.Q,),

^M/S^.W = Apr'Kpr* K 0 C^s)[d}.

Dans la notation de J^M/S^. on omettra le plus souvent le caractère ̂
qui est définitivement fixé.

Remarque 2.2.3. — D'après (0.0.4), on a pour tout m' e M'(Fg) :

^M/^K)(O =(-1)^ E tK(m)t^«m).
meM(Fg)

7^(m)=7^/(7n/)

Donc la fonction t^/s'w es^ ^a transformation de Fourier usuelle (au signe
près) de la fonction IK relativement à la forme bilinéaire tc^ g (rf- (1-2.3)).

2.2.4. Nous allons montrer un certain nombre de propriétés de FM/S
analogue à celles de la transformation de Fourier pour les fonctions.

THÉORÈME 2.2.4.1 (Deligne). — Si F M ' / s \ désigne la transformation
de Fourier-Deligne pour la paire duale (Mt\M^CM,M')i on a alors un
isomorphisme fonctoriel :

TM'IS\ ̂ M/S\W = (-l)^(-d) pour K e obJ^(M,Q,).

Preuve (voir [4]). — D'après (2.1.2), TM'IS^. 0 ^M/S^W est un
opérateur de noyau Aprgi^pr^ £^,50pr^ C^^s)[^d] où X\ = M, X^ = M'
et Xs = M. Considérons le carré cartésien suivant :

M xs M' xs M —^-—> M' xs M

Pr31 P1'
J- s i

M Xs M ———————> M

où ^(ma, m', mi) = (m', 7713 +mi) et s : M Xs M —> M est la loi de groupe.

D'après (1.2.3), on a pr^C^s ^ pr^i C^^s = l^^.s et d'après le
théorème du changement de base propre on a :

Apr3i,(pr^ £^,5 ̂  pr^i £^,s') = 5*Jîpr, £^,5.
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Or, pour tout point géométrique m localisé en un point m de M, par le
théorème du changement de base propre de nouveau, on a :

(Jîpr, C^s)m = RGc{M' 05 7r(m),^,5m).

De plus, si e(S) où e : S —> M est la section nulle, C^^sm est de
la forme T^i pour une extension T de M' par un sous-groupe fini A
de Qp/Zp avec T connexe et '0' le composé de A c-^ Qp/Zp avec ^.
(Choisir une extension Ai —^ Ti -^ M' avec Ai ^ Qp/Zp qui induit
m € M' 05 7r(m) = Ext^M <S>s ^(^îQp/Zp) et remplacer Ti par une
de ses composantes connexes T et Ai par le stabilisateur A de T.) Par
suite, d'après (0.2.1.4), RTc(M ̂ s ^(rn),C^,sm) = 0 si m ç e(S), de
sorte que -Rpr; C^^s est concentré sur e(S). Le morphisme d'adjonction
-Rpri C^j^s ~^ e^e*RpT\ C"^,s est donc un isomorphisme. Une nouvelle
application du théorème de changement de base propre aux diagrammes
cartésiens suivants :

(id^OTT') 7T

M'—————>M'xsM M ——————>S

^/ Pr (-id,id) e

S————e-———>M MxsM——8-——>M

montre que :

e*jRpr, C^,s = R^.Q£,M^ s:¥e* = (-id.id)^^*.

Or d'après le lemme (2.2.4.2) ci-dessous on a R7r\^^(—d)[—2d} d'où
5*-Rpri C^^s = (—idîid)*Q^,5(—^)[—2d] et le théorème est démontrée
(c/. remarque 2.1.5). D

LEMME 2.2.4.2. — Soit M un S-schéma en groupes unipotents
connexes purement de dimension relative d. Alors, le morphisme trace
induit un isomorphisme R'K\ Q^ j^ ^ Q^ s{—d)[—2d}.

Preuve. — On a un morphisme trace

^n Q^M -^ R2^. Q,,M[-2d] —^ ̂ s(-d)[-2d]

et on veut montrer que c'est un isomorphisme. Il suffit de le voir fibre par
fibre. D'après le théorème de changement de base pour un morphisme propre
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et la compatibilité du morphisme trace au changement de base (cf. [2l],
XVIII, 2.9), on se ramène au cas où S = k est un corps algébriquement clos.
D'après (1.5.1), M est alors un fe-schéma en groupes unipotents connexe de
dimension d. On raisonne par récurrence sur la dimension d. Si d est nul,
M est alors extension successive de a? et TT est radiciel. On suppose que
le morphisme trace est un isomorphisme pour tout fc-schéma en groupes
unipotents connexe de dimension à! < d. Si dim^ M = d > 0, on peut
trouver une suite exacte :

0 ̂  N —^ M —^ Ga,k -> 0

Spec(fc)
où N est un fe-schéma en groupes unipotents connexe de dimension
(d - 1). Le morphisme trace Rf\ Q^ —^ Q^Ga k(~d + ^t"2^ - 1)] est

un isomorphisme par hypothèse de récurrence pour 7V, car les fibres
géométriques de / sont isomorphes à N. Par la suite spectrale de Leray on
a Rp\ Q^M = ^Q;' ̂ f\ Q^M- O11 termine alors en utilisant ibid., 2.9, var 4,
(II) pour le fc-schéma en groupes Ga,k et la compatibilité du morphisme
trace à la composition des morphismes (Ïbid.^ 2.9). D

COROLLAIRE 2.2.4.3. — FM/S\{~) es^ une équivalence de catégories
de J9^(M,Q^) sur ̂ (M',Q^) de quasi-inverse (-l)*^MV5!(-)(ri).

PROPOSITION 2.2.4.4 (cf. [13], 1.2.2.4). — Soient (Mi,M^£i) et
(M^M^Hï) deux paires duales de S-schémas en groupes unipotents
connexes purement de dimensions relatives d\ et d^ respectivement, et
(/, /') un morphisme entre ces deux paires. On a alors un isomorphisme
fonctoriel :

^/s\W\K^^rFM,/sm[d^-d^ D

PROPOSITION 2.2.4.5. — La formation de FM/S\{K) commute à tout
changement de base f : Si —^ S, i.e. on a un isomorphisme fonctoriel :

fM^M/SlW = .̂ Mi/S'î ./M^)

pour K 6 £^(M,Q^) où (Mi,M^,/;M{,Mi) est la paire duale de S-
schémas en groupes unipotents connexes déduite de (M, M', CM',M) par
le changement de base f : Si —> S et où /M '' M Xs Si —> M et
/M' '' M' Xs Su —> M' sont les projections canoniques.



1232 MOUSSA SAIBI

Preuve. — La proposition résulte directement du théorème de
changement de base propre. D

3. La transformation de Fourier-Deligne et la dualité.

En gardant les notations de 2.2.1, on peut définir un autre foncteur
entre £^î(M,Q^) et D^M'.Q^) qui mérite aussi le nom de transformation
de Fourier-Deligne. On le définit par :

FM/S^ = FM/S* : ̂ (M,Q,) —. D\{M'^\

FM/S^K) = fipr:(pr*^0£^M

3.1. Résultat principal.

Le résultat principal de ce travail est le suivant :

THÉORÈME 3.1. — Si (M, M', CM',M) est admissible, pour tout K
dans ob D^(M, Q^), la flèche d'oubli de supports

can : FM/S\W —— /M/5-W

est un isomorphisme.

Ce résultat généralise [11], 2.4.1. La preuve sera donnée au
paragraphe 3.3. On notera donc simplement FM/S = F M / S * = / M / S \
la transformation de Fourier-Deligne.

3.2. Le théorème 3.1 admet les corollaires suivants.

On suppose que la paire {M, M', CM',M) est admissible et que les
S-schémas M et M1 sont lisses.

COROLLAIRE 3.2.1. — On a un isomorphisme fonctoriel :

DM'/S{FM/S^K)} = FM/S^[DM/S{K)}{(Ï)

pour tout K e £^(M,Q^).
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Preuve. — Cela résulte du théorème 3.1 et des théorèmes de dualités :

DM'/S{^(K)} = DM'/sR^^K^C^sM
= Rpr^ DM'XM/S(P^ K 0 C^s)[-d}
= Rpr^ Rhom(pr*K 0 £^,s, (^ Xs 7r)' Q^)[-d]
= Rp^ Rhom(/;^, Rhom(pr* K, (^ Xs TI-)' Q^)) [-d]
= -Rpr/,Rhom(^,5,^M'xM/5(pr*^))[-d]
= Jîpr; Rhom(£^,pr' DM/sW)[-d}
= RpT^ Rhom(^,5,pr* DM/s{K))[d\{d),

car pr est lisse, purement de dimension relative d, donc pr' = pr*[2d](d). On
termine alors en remarquant que £^5 est un Q^-faisceau lisse sur M' Xs M
de dual £^,-1,5, d'où Rhom(/;^,,5,.) = C^-i^s ̂  (•). On a alors

^MV5(^!W)=Apr;(pr*J9M/5W0^-i,5)M(^),

d'où le résultat. Q

COROLLAIRE 3.2.2. — Le fondeur J^M/S transforme les ^-faisceaux
pervers sur M en ^-faisceaux pervers sur M'. En particulier, le fondeur
F MI s induit une équivalence de catégories abéliennes de Perv(M, Q^) sur
Perv(M', Q^), et transforme les ̂ -faisceaux pervers simples sur M en Q^-
faisceaux pervers simples sur M'.

Preuve. — II suffit de montrer la première assertion compte tenu
de 2.2.4.1. Comme pr est lisse, purement de dimension relative d, pr*[d]
est ^-exact (cf. [l], 4.2.5); pr7 étant affine, iîpr{ est t-exact à gauche
(ibid., 4.1.2); de même Rpr^ est ^-exact à droite (ibid., 4.1.1). Donc
ÎMI s\ est ^-exact à gauche et /M/5* est ^-exact à droite. D'où le résultat
d'après 3.1. Q

3.3. Démonstration du théorème 3.1.

Comme l'énoncé 3.1 est local pour la topologie de Zariski sur 5, il
suffit de démontrer le théorème pour une paire duale (M, M', CM',M) munie
d'isogénies :

M^(f[^)x5, Çf[Wn,)xS^M/

1=1 1=1
telles que (F771 x a)*£^ = (a' x id)*/^,M',M (cf. 1.5.2).
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Réduction à la paire ((fi Wn,) x S, (fi ̂ n,) x 5, À*/;).
i===l i=l

Soient (Mi,M{,£i) et (M^.M^C^) deux paires duales et (<5,<5') un
morphisme entre ces deux paires (cf. 1.5.1) :

Mi -^ M2, Ms -^ M^.

LEMME 3.3.1. — On suppose que 6 et 6' sont des isogénies admissibles.
Alors, il existe des isomorphismes de foncleurs s\ et 5*, de sorte qu'on ait
le diagramme commutatif suivant :

6^^(K) ————— 6^^(K)
s! 1 1 s-

^2\(R6\K) ————— Fy(RW

les flèches horizontales étant les morphismes d'oubli des supports.

Preuve. — Considérons le diagramme cartésien suivant :

Ma x Mi > M[ x Mi
pr21 1 pr/l

Ms ———ô-———> M[.
On en déduit le diagramme commutatif :

^-(can)
6^RpT[(p^K^C^) ———————> 6^RpT[ (prî^0£i)

^ ^ '^
RpT^ x id)*(prî^(g)£i) —can—^ R^y^' x id)*(prî ̂ 0£i)

la première flèche verticale est un isomorphisme par le théorème de
changement de base propre, la flèche de changement de base r* est aussi
un isomorphisme car 6 ' est le composé d'un morphisme étale et d'un
morphisme radiciel. On a :

(<$' x id)*(prî K 0 £i) = pr^ K (g) {6' x id)*£i = pr^ K 0 (id xé^O^
où pri : M^ x MI —> MI est la première projection. Or

Rpîy = RpTy R(ïd x6)\, RpTy = RpTy R(ïd x6)^.
Donc en utilisant la formule des projections pour id x^, on obtient :

RpT^ x id)*(pri K (g) £1) == RpT^(R(ïd x6)^ pr^ K) (g) £2,

fipr^ (<$' x id)*(prî K 0 A) = Apr^ (Iî(id x^), pri J<T) 0 £2
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(6 et donc id x6 est un morphisme fini). De plus, on a le diagramme
cartésien suivant :

MS x Mi —^—> Mi
i dx<5 \ 6

•^ RT2 ^

Ma x Ma ————^ M2

d'où J?(id x^)^ pr^jFC = pr^ R6^K et le diagramme commutatif :

RpW x id)*(prî ̂  0 £i) ) fipr2*(<5' x id)*(prî K 0 A)

'1 . 1-
RpTy^RÔ^K®^) ———can——— Rpr'y(p^R6,K®£2)

et d'où le lemme. n

Considérons alors, les paires duales

(M, M', CM',M),

((n^n.)x s^ (n^".)>< 5' (Fm x Q)*A*JC)'
î=l Z=l

((n^».)x 5' (n^".)x 5' ̂ ^
î=l Z=l

et les transformations de Fourier correspondantes F\^ F^ ^3.

En appliquant (3.3.1) aux morphismes de paires (a, a7) et (id,F771),
on obtient pour tout obD^(M,Q^), le diagramme commutatif :

a'*^i.(X) ————————> a'*^i.(X)"i i-
^(Ra^K) ———————> ^y(R^K)

-i i-
(F^y^RœK) ————> (F^Y^^R^K)

où les flèches horizontales sont les morphismes d'oubli des supports. Par
suite, pour montrer que ^v.ÇK) —^ ^(JC), il suffit de montrer que
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^(RœK) -^ fy{Ra\K) (a' est surjective) et donc on est ramené à
démontrer le théorème 3.1 pour la paire

r r((n^)^ (T[^)xx^\-c)."ni } ^ ^5 \LL ni

'î=l i=l

Réduction au cas r = 1.

Introduisons les notations suivantes :

M=(n^n,)x5, S^Wn^s. 52=(][]^)x5.
i=l i=l

r-1
On a alors M = ( ]"[ Wn,) x 5i = Wn,^ et des projections pro : M -^ 5i,

î=l

pro : M —> 52. En s'inspirant de la relation (3.3.1.1)

^ /(Xi,...,^)^^^^-71-^.^))
Xi,...,Xr î=l

x^ez/p71^

=E ^(^"^(^-yr))
a^ez/p^z

x [ ^/(Xi,...,x,)^(^v"-»<(x,.y,))1
i/- i/- . - ^ -^Xi,...,X^-i 2===!
XiëZ/p^Z

on peut construire des isomorphismes de foncteurs 71 et 7^ tel que le
diagramme suivant commute :

can o can
^M/S2\ O^M/^l! —————————> ^M/S^ °^M/^

'̂ 7*
can 4-

^M/S\ ———————————————> J ^ M / S - '

Donc, pour montrer 3.1, on est ramené au cas M = Wn s-

On procède par récurrence sur n, en s'inspirant d'une relation analogue
à celle de (3.3.1.1). Pour n = 1, l'énoncé du théorème 3.1 pour W^s n'est
autre que le théorème 2.4.1 de [11] pour A^. On supposera donc que le
théorème 3.1 est vrai pour tout Wn'.s' où n' < n et 6" est un Fç-schéma de
type fini et on va le montrer pour Wn,s'
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Pour tout corps fini k de car p, on a la relation (*) :

^ /(x)^(x.y)
XçW^k)

= ̂  ̂ (yn-i^xo)^"1)
Xoefc

x^aCo^y'))! ̂  /(Xo+V(X'))^-l,fc(X'.F(y/))]].
X^Wn-^A;)

Pour x^y ç. Wn(k), on a noté x1 = (.ri,... ,^n-i) l'élément de Wn-\(k)
défini par r(a;) = V{x') et on a posé y ' = Jî(^) e Wîi-i(fc). Rappelons
qu'on a (cf. (0.1.3.2)) :

X=XQ+V{X^ y=Vn-l(yn-l)-}-S{y/),

de sorte que

x ' y == V71-1^-! • (^o)^"1) + ̂ (^' • FÇy^ +^o • 5(t/')

(on a V(x1). 5(2/Q = V{x'. F^7), ̂  • ̂ n-l(2/n-l) = ̂ n-l (î/n-i • W1-1)
et V71-1^-!) = r{x) ' V71-1^-!) = 0).

On a noté ̂ ^ = ^n ° tr^/Fp : Hn(fc) —^ Q^ le caractère additif de
Wn(fc) induit par ^n'

Dans toute la suite, on suivra les notations du diagramme 1 :

W^s Wn,s Wn-^S

î î îA»! \ e ^-i

Wn,S X5 Wn,S Wi-1.5 X^ W,5 ^n-1,5 X^ ̂ i,5

^/ ^VRxid /îdx^i)"-1 ^_iXid\ idxJÎ"-1/ V^pr^

Wn,S ^n-1,5 X5 ^1,5 Hn-1,5 X^ Wi,5 lVn,5

\ /P<-1 Pr\ /fi"-1

k' N î

^n-1,5 1̂ 1,5

-R(2/)==2/' Fi(rro)=^ A71-1^) = 0:0
pr^_i(î/',a?o) = î/' 0(y\xo) = XQ ' SÇy') pi^y^xo) = XQ

pT^xo) = y Fn-i(y1) = F(y1) ^n{y^x) = x

p,i(y,xo) = yn-i ' XQ IJin-i(y^x) = x' ' y'

Diagramme 1
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On note C le Q^-faisceau sur W^s Xs Wn-i,s définit par 0*C^ où

6:W^sXsWn^s——Hn,5,

(^o ,2 / ) '—^XQ-S^) .

La relation (*) suggère :

LEMME 3.3.2. — 12 existe deux isomorphismes canoniques r\ et r*
tel que Pon ait pour tout K ç obD^Wn^s^e) le diagramme commutatif
suivant :

FW^/S\W <——————— ^W^sXsW^,s/W^^.[(ïdxFîi~l)

*[(F,-i xidr^s/w^.W^C]]

can
can[(id X^'^+K^n-iXid)1 'can0id]

^w./sW ^—— ^^x^.-^/^_^*[(idxFr1)
*[(F,-i x '^Y^s/w^s * W ̂  £]]

oû ^n^/Hi.s' (resp. ywi,sxsWn-i,s/Wn-i,s^ désigne la transformation de
Fourier-Deligne associée à la paire duale

{W^S/W^s.Wn-^S XsW^s/W^s^n-l)

avecCn-i =<-i^-i (resp. W,5/^n-i,^,^n-i,5 xsW^s/Wn-i,s^i)
avec £1 = /^£^).

Preuve. — Notons Li (resp L*) le membre droite de 7-! (resp ?%).
Le lemme résultera d'une succession de diagrammes commutatifs, obtenus
en utilisant le théorème de changement de base propre (resp lisse) et les
formules de projections. Considérons le diagramme suivant :

Fn-lX'ïd

Wn-l,S><S Wn,S ———————> Wn-l^XsWn,S

ïdxR71-1^^^

Wn-l,S X5 W^s Fn~lxld ) Wn-^S ^S W^s X S
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On en déduit le diagramme commutatif de foncteurs suivant :

(Fn-i x id)*fi(id xfi71-1). ———. (Fn-i x id)*jR(id xfi71-1),

^(idxfi71-1)^-! xid)* ^(idxjr-^F.-iXid)*

Les flèches verticales sont des isomorphismes car Fn-ix id est un morphisme
radiciel. Il s'en suit un diagramme commutatif :

(F,-i xidY^s/w^.W^C ——— ^idxfi71-1).
(pT^(K) 0 (Fn-i x id)*A)

1 (g)£[n - 1]

(F,_i x id)*^^/^^.W 0 C ^(idxA71-1),
(pr^W 0 (Fn-i x id)*£i)

<g)£[n - 1]

puisque pi^o(Fn-i x id) = pr^. (On a fait tourner le diagramme du
lemme 3.3.2.) De la même manière considérons le diagramme suivant :

Wn,s X5 W^s <id><(JFl)n"l Wn,5 ><S W^s

Pfn/ \.JÎxid N^Rxid

W^S Wn-l^Xs W^s (idx(JFl)n"1 Wn.^s ^S W^s

R\ /?<-!

Wn-^S

Comme idxF^1""1 est un morphisme fini, on a un isomorphisme de
changement de base diagramme

(R x id)*(id xFf-^o —. (id xF^~1) * (fi x id)*.

Par suite, en utilisant la formule des projections pour le morphisme
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id xF^ , on obtient le diagramme commutatif :

L\ ——————> RpT'^ [(R x id)*A(id xR"-1),
(pî^W 0 (Fn-i x id)Ti) ® (R x id)T

^(idx^-^rn-i^l+n-l]

1-
L, ——————» Tîpr^, [(7Î x id)*.R(id xA"-1)*

(pr^AT) 0 (F»_i x id)*£i) ® (^ x id)*/;
0(id xFl»-1)*^-!)] [1 + n - 1].

Enfin, considérons le diagramme commutatif :
Rxid

—————> Hn-l,S Xs Wn.SWn,S Xs ̂ .g

idxfi"-1

^n,S Xg Wic

idxfi"-1

Wn-l,S Xs HÎ.S.
flxid

On a le diagramme commutatif de foncteurs :

Jî(Axid)*(idxa"-1), ————. (Jîxid)*Jî(idxiî"-1),

-1 1"
R(ïd xa71-1).^ x id)* ————> R([d xfi71-1),^ x id)*

où la flèche verticale gauche (resp. droite) est un isomorphisme par le
théorème de changement de base propre (resp. lisse).

Or pr'^idxfi71-1) = pr7 : Wn,s Xs Wn,s -> Wn,s est la première
projection canonique, pr^o(A x id) = pr : Wn,s x-s Wn,s -^ Wn,s est la
seconde projection canonique.

On en déduit le diagramme commutatif suivant :

L\ ————— Rp^[p^(K) 0 (R x id)*(F^-i x id)*/:i
(g)(idx^n-l)*(Iîxid)*£

0(id xA71-1)*^ xFl^yCn-i] [n]~-[
Rp^ [pï*(K) 0 (R x id)*(Fn-i x id)*Ci

^(idxR^yÇRxidyC

<g)(id xfl"-1)*^ xFl"-1)*^-!)] [n]

£,
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D'après le théorème du carré, on voit que le noyau

(R x id)*(F^-i x id)*£i 0 (id xfi71-1)*^ x id)*£
0 (id xR^yÇïd xF^yCn^

n'est autre que C^^(x • y), d'où le lemme. D

Fin de la preuve de 3.1. — On termine alors la preuve du
théorème 3.1, en utilisant le lemme 3.3.2 et l'hypothèse de récurrence
appliquée aux paires duales (Wn,s/W^^,Wn-\,s Xs- W^.s'/Wi^^n-i) et
W,5/^n-l,5, Wn^s X5 WW^n-1.5, A). D
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