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INTEGRALES ORBITALES SUR GL(N)
ET CORPS LOCAUX PROCHES

par Bertrand LEMAIRE

Introduction.

Soient F' un corps local non archimédien, wr une uniformisante de
F et N un entier > 2. On note O l'anneau des entiers de F et Pg
l'idéal maximal de Op. Soit G = GL(N) et soit Kr = G(OF) le sous-
groupe ouvert compact maximal standard de G = G(F). Si I est un
sous-groupe ouvert compact de G, on note H(G,I') 'algébre de Hecke
des fonctions complexes I'-biinvariantes & support compact sur G munie
du produit de convolution défini par la mesure de Haar dg = dgr sur G
telle que vol(Kr,dg) = 1. Soit Br la sous-algébre d’Iwahori de M (N, OF)
formée des matrices triangulaires supérieures modulo Pr et, pour chaque
entier i > 1, soient B} = 1+ wiBr le sous-groupe de congruence
modulo P{ de Br = By et Hi = H(G,BE). Soient F/ un corps local
non archimédien et r un entier > 1. Supposons donnés un isomorphisme
d’anneaux A : Op/Pf — Op//Pf, et une uniformisante wg: de F’ telle
que Awp modPf) = wp modPf,. Alors la description explicite de
‘H} donnée par Howe [Ho|] permet de définir un isomorphisme d’algebres
¢:Hj — M, cf. [Le] Chap. 1. La dépendance de ¢ & ’égard des choix de
A, wr, wp est élucidée dans [HH] Appendix 1.

Soit Ge C G l'ouvert des éléments elliptiques (i.e. de polynéme

caractéristique irréductible sur F'). Pour y € G, et f : G — C localement
constante a support compact, soit

JC(f,y) =/ f(g’lyy)g—z

FX\G

Mots-clés : Algebre de Hecke — Intégrale orbitale — Corps locaux proches.
Classification math. : 22E50.
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ol dz = dzr est la mesure de Haar sur F* telle que vol(Of,dz) = 1.
Pour chaque entier i > 1, soit K% = 1+ w}}M (N, OF) le sous-groupe
de congruence modulo Pf de Kp. Fixons un entier n > 1. Dans A
submersion principle and its applications [HC2|, Harish-Chandra, grace
a une ingénieuse formule pour les intégrales orbitales elliptiques sur G,
prouve la constance locale de ’application

G. — H(G,K2)*, y— J°(,y).

C’est cette formule que nous reprenons ici pour transporter les intégrales
orbitales elliptiques de G(F') & G(F”). Précisément, fixé un élément v € G,
en position standard (i.e tel que le sous-groupe parahorique H de G
normalisé par F[y]* satisfait la double inclusion Br C H C Kp), on
produit un entier r(y,n) > n et un voisinage ouvert compact B;(7’")-
biinvariant V = V(y,n) de v dans G, tels que si 7 > r(vy,n), alors pour
toute fonction f € H(G, K}),

JEFV(C(F),7) = JEP)(f,7)

pour tout v/ € V' C G(F')e ot 1y» = {(1y). L’idée consiste a étudier
localement, grace aux techniques de [BK], la submersion (p : G X P —
G, (9,p) — g~ 'vgp, ol P est un sous-groupe parabolique de G. Injectée
dans la formule d’Harish-Chandra, cette étude conduit & un calcul explicite
des intégrales orbitales JC(f,7), f € H(G, KR).

Enfin, par un argument classique de descente des intégrales orbitales,
on étend le résultat & tout élément v € G semi-simple (au sens de [B] §9)
régulier.

Un tel résultat est intéressant dans la mesure ot il permet, suivant
l'idée de Kazhdan [K], de comparer les corps locaux de caractéristique
> 0 aux corps locaux non archimédiens de caractéristique nulle (si F est
de caractéristique p > 0, toute extension finie F’ du corps p-adique Q,
de méme corps résiduel que F' et d’indice de ramification e(F'/Q,) > r,
est r-proche de F)). On 'a déja utilisé dans [Le] Chap. 4 pour montrer la
conjecture de Howe pour G en caractéristique > 0, & partir de la preuve
de Clozel en caractéristique nulle [C]. Plus généralement, tout énoncé
relatif aux intégrales orbitales de fonctions dans une algébre de Hecke de
niveau n fixé (lemme fondamental par exemple) vrai en caractéristique
nulle doit pouvoir, suivant ce principe, s’étendre & la caractéristique > 0
(et réciproquement).

L’article s’organise comme suit : dans la section 2, on reprend la
submersion d’Harish-Chandra [HC2] pour établir, grace & des lemmes de
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filtration montrés dans la section 1, une formule explicite pour les intégrales
orbitales JE(f,v) des fonctions f € H(G,K}) (Lemmes 2.2.1 et 2.2.2).
Cette formule implique la constance de l'application G — H(G, K¢)*,
y — JY(.,y) au voisinage de vy dans G, (Proposition 2.3). La notion de
corps locaux proches est introduite dans la section 3 : on y prouve le
théoreme principal, d’abord dans le cas elliptique en position standard
(Théoréme 3.3) puis dans le cas semi-simple régulier (Théorémes 3.5 et
3.6). On donne aussi une variante concréte du résultat (Remarque 3.6).

Je remercie J.-L. Waldspurger pour sa preuve du lemme 3.5.

1. Préparatifs techniques.

1.1. Rappelons quelques notations de [BK] 1.4. Soient v € Ge, E/F
la sous-extension de M (N, F') engendrée par v et e = e(E/F) l'indice
de ramification de E/F. Comme [E : F] = N, il existe un unique Op-
ordre héréditaire G dans M(N, F) normalisé par E*. Soit Jg le radical
de Jacobson de G et soit vg : M(N,F) — Z la “valuation” sur M (N, F)
définie par vg(z) = max{i € Z: z € J$}. On pose v = vg (7).

Pour chaque k € Z, soit Ny = Ni(v,G) 'Op-ordre (et sous-
(O x Og)-bimodule) dans M (N, F') défini par

Ne={g€G:vg—gyeJf}
Soit ko = ko(7,G) I'exposant critique de v dans G donné par
ko =max{k € Z: N}, ¢ O + Jg}.

— 1
Soient ky = kg—v>0et k; = -e—kl. Pour les notions de strate, strate pure,
strate simple, on renvoie & [BK] 1.5.

Si T" est un sous-groupe algébriquement fermé de G, on note L(T")
l’algebre de Lie de T".

1.2. Soit P un sous-groupe parabolique de G. Comme F ne contient
pas d’élément nilpotent non nul, ’application

¢=Cp:GxP—G, (g g 'v9p,
est partout submersive, cf. [HC2] Theorem 1. On note

7 =mp: L(G) x L(P) = L(G), (z,p) = = — v zy +p,
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Papplication linéaire tangente & ¢ au point (1,1).

Fixons un caractere ¢¥r : F — C* de conducteur Pp (i.e. trivial sur
Pr mais pas sur Or). D’ot1 une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
Up = 9 o trp sur L(G), ou trp dénote la trace usuelle. Si R est un Op-
réseau dans L(G), on note R* ’Op-réseau dual {g € L(G) : ¥r(gz) =
1, Vz € R}. Cette définition est indépendante du choix du caractére 1¥r de
conducteur Pr.

Soit A = A, I'Op-réseau dans L(G) défini par
A = (Pg" Niy)".

Comme (Jg+")* = J5* (i € Z), la double inclusion Jg C Pa N, C
ng_kl entraine la double inclusion J;" cAcCg.

LemME 1. — L’application m induit, par restriction pour chaque
m € Z, un morphisme surjectif de Or-modules

m : JGC x (L(P) N JJ*T*) - wA.

Preuve. — Pour tout m € Z, JG"¢ = wg'G. 1l suffit donc de montrer
la surjectivité de mo. Comme < normalise G, 'image par m de 'Op-réseau
G x (L(P)N Jg’°1) de L(G) x L(P) est contenue dans G. Soit

716 x ((L(P) N8 + J;+'°1) =g
I’application déduite de 7 par restriction. On a
((L(P) nJky 4 J;+’°l)* = {a: € JgCTR)  wp(a(L(P) N Jk)) = 1}

= (L(N) + Jg~F) n g~
= (L(N) N Jg~ D) 4 gg=h

car L(P)! = L(N); d’autre part
((1 — Ade(y™))G + J;+k1) = {.7: B A Jg}

= Pé—(e-’_kl)'A[e-{-ko

= é-(e‘*kl) + PEl'—klNko
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car Netk, = Op + PE Ni,, [BK] Lemma 1.4.8. Par suite

(Im(m))* = ((L(P) NIk + J;‘f’“) n ((1 — Adg(y"1)G + J;“‘l)

= (@) N g~ ) 4 g=R) 0 (Pgm ) L PR, )
Si b+ 2 = a+ = pour des éléments b € L(N) N ng_(e““), z € ng_k‘,
a € Py ) et z € PA N, alorsy = 2 — 2z € J}TF et comme

PiG = J§ (i € Z) et b= a+y est nilpotent, a € EN ng_k‘ =Pa"* donc
a+z€P ™ +PL RN, = Pa ¥ Ni,. D'ott I'égalité

Im(7)* =Py~ " N,
et par dualité
Im(7) = A.
En définitive,
Im(mo) + wrJg* = Im(mo) + wrA = A
d’ot
Im(mp) = A

grace au lemme de Nakayama. 0O

Soit H = G* le groupe multiplicatif de G et pour chaque entier ¢ > 1,
soit H* le sous-groupe distingué 1 + Jg‘ de H.

LEMME 2. — Pour chaque entier m > 1 + ki, I’application ¢ induit
par restriction une application surjective

m : H™ x (PNH™ ) - y(1+ wiA), (9,) = 97 v9p,
et il existe un systéme de coordonnées
Bm : H™ x (PN H™ 1) — Jire x (L(P) 0 Jgetk)
tel que T 0 B = Am 0 Gm 00 A : Y(1 + wRA) - wPA, g—y71g— 1.

Preuve. — Soit un entier m > 1+ k;. Pour tout couple (z,p) €
Jge x (L(PYn Jgreth),

(m(1+ 2,1+ p) =v(1 + mm(x,p) + Nm(z,p))
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avee tn(z5) = 29— (17 )@ +p+a)+( 55 (-1)'77a ) () (149).

1=
Comme

i (I X (L(P) N JJ*R)) € Jgme C witia,

la surjectivité de (,, découle du lemme 1.2.1 et du lemme de Nakayama
appliqué & 1’égalité

Im(7m + M) + wrlm(ny,) = Im(mpy,).

L’application 7 induit, par restriction et passage au quotient, un
morphisme surjectif de kp-espaces vectoriels ou kr = Op/Pr (Lemme
1.2.1)

o : (G x (L(P)N Jg))/wr(G x (L(P) N Jg*)) — AJwpA.

Fixons un sous-Op-module M de G x (L(P) ﬂJg’,“) tel que I’espace quotient
M/wrM soit un supplémentaire de ker(7p). Fixons aussi une famille
(finie) Z C M de représentants des classes de M mod wpM. Ainsi, tout
élément z € A posseéde un unique développement hensélien de la forme

z= ng*ﬂo(xz‘(z),m(z)), (zi(2),pi(2)) € L.
=0

On pose alors po(2z) = § wi(z;(2),pi(2)). Si maintenant z est un quelcon-
i

que élément de L(G), wkz € A pour un entier k suffisamment grand et l’on
pose u(z) = @y *uo(wkz) (définition clairement indépendante du choix de
k). Vérifions que l'application p : L(G) — L(G) x L(P) ainsi définie est
bien F-linéaire. Supposons par l’absurde qu’il existe un couple (z,2') €
L(G) x L(G) et un élément o € F tels que p(az + 2') # ap(z) + p(2').
Soit do € Z le plus grand entier d tel que p(az + 2') — (ap(z) + pu(2')) €
Jge x (L(P)N Jgde+k‘). Alors

(20,p0) = wp® (u(az + 2') — (ap(2) + p(2))) € M — wrM
et

m(u(az + 2') — (au(z) + p(z")) = wg*mo((xo, o)) # 0,

contradiction.
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En définitive, on a construit une section linéaire p : L(G) —
L(G) x L(P) de lapplication 7 : L(G) x L(P) — L(G) telle que u(wgA) C
Jge x (L(P)N Jgde+k1) pour tout d € Z. Soit

Brm : H™ x (PN H™ ) o Jgme x (L(P) N Jgeth)
l’application définie par B, (1 + z,1+ p) = (1 + p o Ny )(z,p). Pour tout
couple (z,p) € JG** x (L(P)N Jg’”e+’°‘) on a bien

Tm © Bm(1+ 2,1+ p) = (Tm + 7m) (2, D)
=Am(Y(1+ (Tm + 7m)(2,D)))
=Am olm(l + 2,1+ p),
et la relation
(z,p) € J&° x (L(P) N Jgethk)
= Nm(z,p) € WA
= o N (z,p) € Jg(d+1)e x (L(P)N Jg(d+1)e+k‘)

pour tout entier d > m assure la bijectivité de G,,. O

COROLLAIRE — Pour chaque entier m > 1 + k; et pour tout couple
(zi,pj) € Na(G) x P, 'application ¢ induit par restriction une application
surjective

G H™ i x (POH™)p; — 27091 + @ A)wipj, (9,p) = 97 9P,
et il existe un systéme de coordonnées
Brn : H™zi x (PN H™ M )p; — J& x (L(ziPe;t) N Jgeth)
tel que 7, o Bt = A\, o (i on
{ M 0 I % (L(2iPr ') N IG ™) > @PA, (2,0) » o~y oy +p

X227 V(L + wPA)ep; — @A, g v eigpy ey 1.

Preuve. — Soient un entier m > 1 + ki et un couple (zi,p;) €
Ng(G) x P. Comme z; € Ng(H™ k1) = Ng(G), z;(P N H™etk)p, =
(z;Pz;' N H™et*1)z,p:. Ainsi, en rappelant la notation ¢ = (p introduite
en 1.2, pour tout couple (g,p) € H x P, on a

Cp(9zi, pp;) = ;L9 vgzipp;
=271 (g7 vg)(zipz; )Tip;

= _1 ] _1 . .
=T ac,-Pa:i‘l(g’wzpzi )-’L'zp3~



1034 : BERTRAND LEMAIRE

Il suffit donc de remplacer dans le lemme 1.2.2 le sous-groupe parabolique
P de G par son conjugué z; Pr; ! et le corollaire 1.2.2 est prouvé. O

2. Principe de submersion
et “calcul” des intégrales orbitales elliptiques.

2.1. Soient P, le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G
et Ag le tore maximal diagonal de G. Soient Py = Py(F), Ao = Ao(F) et
dp = dpr la mesure de Haar sur P telle que vol(PoN Kr,dp) = 1. 1l existe
une unique application linéaire C°(G x Py) — C°(G), a — ¢ q, telle que
pour toute fonction a € C*(G x Py),

/G /P a(g,p)f (g~ "vgp)dgdp = /G #v,a(9)f(9)dg

pour toute fonction f € C°(G), [HC1] Theorem 11. On fixe un en-
tier n > 1. Soient k la fonction caractéristique de Kr x (Pp N K})
et ¢y = ¢y k. Soit A(wr) C Ap I'ensemble des éléments de la forme
diag(l, wp?, ..., wpN), a; entier, 0 < ag < -+ < ay. Comme Adg(671),
b€ A(wF) contracte le radical unipotent de Py, la décomposition de Car-

tan G= || F*Kpb6KF entraine, pour toute fonction f € H(G, K%),
S€A(wF)
la formule d’intégration ([HC2] Theorem 3)

G VOl(FxKF'éKF, d
JE(f, ) = a / v (9)f (67" g8)dg
seatme) vol(Py N K%, dp)
otl f € C®(G) est définie par f(z fK f(g7'zg)dg (z € G). Puisque

lapplication y + ¢, est localement constante sur G, ([HC2] Lemma 1),
la formule ci-dessus implique la constance locale de 'application G, —
H(G,K3)*, y— J%(y,.).

2.2. Dans ce numéro, on suppose que H est un sous-groupe paraho-
rique standard de G, i.e. qu’il satisfait la double inclusion Br C H C K.
L’idée est de calculer la fonction ¢., en terme du réseau A défini dans la sec-
tion 1. Pour ce faire, on introduit une décomposition de G intermédiaire en-
tre la décomposition de Cartan et la décomposition de Bruhat-T'its, adaptée
3 la filtration de H par les sous-groupes H®, i > 1.

Pour i € {1,...,N — 1}, soit s; 7 € G la matrice de transposition
échangeant les lignes ¢ et i 4+ 1. Soit Sr le groupe engendré par les s; g,
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i =1,...,N—1, et soit D(wr) C Ao le groupe des éléments de la
forme diag(wg?,...,wp"), a; € Z. Soit aussi I'ensemble Dt (wp) =
(wr) - A(wr) C D(wr) ou (wr) est identifié au groupe des éléments
de la forme diag(wg,...,wg), @ € Z. Si g € G, il existe un unique
couple (s,8) € Sp x D(wp) tel que BpgBr = BpséBr (décomposition
de Bruhat-Tits); soit s’ € Sr tel que §' = s'~18s' € D*(wp); l'inclusion
Sr C Kr entraine ’égalité BpgKr = Bpss'§’ Kr. On a donc montré que
G= UwGSpA(wF)FxBFWKF ou SFA(IZ'F) = {86 :8s€Sp,6€ A(WF)}

Fixons (arbitrairement) une partie ¥ C SrpA(wp) telle que G =

I F*HwKF et pour chaque s € Sp, notons A(wp,s) C A(wr)
weL
I’ensemble des § € A(wr) tels que sé € X.

Soit 1 la fonction caractéristique de H x (Pp N K%). Pour chaque s €
SF, il existe une unique application linéaire C°(G x Py) — C*(G), a —
5o telle que pour toute fonction a € C°(G x R),

/ / a(g,p)f(g~ vgsps™!)dgdp = / ¢5,q(9)f(9)dg
GJPy G

pour toute fonction f € C¢°(G), [HC1] Theorem 11; on pose ¢ = ¢5 .

LeMME 1. — Pour toute fonction f € H(G, K}),

JC(f,7)

vol(F"H&KF,

B Z Z / ¢2(9)f(67 s gsb)dg.
SESF 6€A(wr,s) vol(Po N K7, dp) vol H dg

Preuve. — On reprend les arguments de la preuve du théoréme 3 de
[HC2]. Soit § € A(wp). Comme §~'pé € Kp pour p € Py N K}, pour
chaque s € S et pour toute fonction f € H(G, K}),

/ F(67 5™ g ygs6)dg

= vol(Py N K3, dp) ™! / f(67 s g7 ygspé)dgdp
PoXK"‘

— vol(Py N K, dp) ™" fG 62 (0)f (615~ gs6)dg.
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Or, pour toute fonction f € C*(G),

. vol(F*HéKr, 2 dg
En=. > vol(H.dg) /f(5 57197 vgsb)dg

SESF 6€A(w,s)

et comme Kp est distingué dans Kr, f € H(G,K}) = f € H(G,K}).
D’otl le lemme 2.2.1. O

Pour chaque s € Sp, soit dp® la mesure de Haar sur P§ = sPys™!

image de la mesure dp par I'isomorphisme de variétés wp-adiques Py —
P§, p— sps~!. Ainsi vol(P§ N Kr,dp®) = vol(Po N KF,dp) = 1.

LEMME 2. — Soit m = m(y,n) le plus petit entier > sup{1 + k;, n —
k1}. Pour chaque s € S et pour toute fonction f € C(G),

/ $35(9)f(g)dg = d(v,) ) / B f(9)dg
(6,5) V% Y(1+w g A)zip}

avec
vol(H™e, dg)vol(Pg N H™etk1 dps)
vol(1 + wfA, dg)

d(v,s) =

les couples (z;, p}) parcourant un systéme de représentants dans H x (P§ N
) des classes de H™\H x (P§ N H™e+tk1)\(P§ N K}).

)

Preuve. — Soient s € Sp et f € C(G). La condition sur m
entrainant I’inclusion H™e+*: ¢ K % et puisque s normalise K%, on a

K] — -1 €] s
/G ¢5(9)f(9)dg / /P - f(g~ vgp°)dgdp
=) / /(pan . f(g™ vgp°®)dgdp®,
5 me+ky p;

(3,3)

les couples (z;,p;) étant pris comme dans I’énoncé. On conclut grice au
corollaire 1.2.2 appliqué au sous-groupe parabolique Pj de G pour chaque
couple (z;,pj). |

2.3. Le G-entrelacement {g € G : g‘l('y+ng+k°)gr‘l('y+ ng"'k") # o}
de la strate simple [G, —v, —(1 + ko), 7] coincidant avec E*(1 4+ PgNj,)
([BK] Theorem 1.5.8), le centralisateur dans G de tout élément y €
v+ J1+k° est compact modulo F* donc v + J1+k° C Ge. Soit V =
V(v, n) Cy+Jg 1+ko 1o voisinage ouvert compact de v dans G, donné
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par V = y(1 + wfA), 'entier m = m(y,n) étant défini dans 1’énoncé du
lemme 2.2.2.

ProposITION. — Soit y € V. Pour toute fonction f € H(G, K}),
JC(f,y) = JC(f,7)-

Preuve. — Quitte a conjuguer v dans G, on peut supposer que H est
un sous-groupe parahorique standard de G. Soit E; = F[y] I'extension de
F engendrée par y. Il est clair que vg(y) = v et que E* normalise 'Op-
ordre G. Comme les strates [G, —v, —(1 + ko),y] et [G,—v,—(1 + ko),7]
sont pures et équivalentes, P2 Ni(y,G) = PENi(v,G) pour tout d € Z
et tout entier £k > 1 + ko, [BK| Prop. 2.1.3. Par suite, ko(y,G) = ko
car Og, C Niyko(7,G) C Op + Jg, donc ki(y,G) = ki et Ay = A.
On conclut grace aux lemmes 2.2.1 et 2.2.2 en remarquant que 'inclusion
(1+w@wPA)? C 1+ wPA entraine Iégalité y(1 + wPA) = y(1 + wRA). O

3. Corps locaux proches.

3.1. Rappel des résultats de Howe.

Fixons un entier 7 > 1. Si (ey,...,en) désigne la base canonique de
FN soient 84, la matrice définie par sy, (€1) = Wren, Swp(en) = w;lel,
Swp(€i) = € pour 2 < ¢ < N — 1, et ty, la matrice définie par
twr(€1) = wren, top(e;) = €1 pour 2 < ¢ < N. Ainsi les s;p,
Swr twp engendrent le groupe de Weyl affine W(wp). Pour ¢ = s; p
(i=1,..., N—=1),Z = Swp, tws, tyy OU T € Br, on pose
—1 1
vol(BrzBL, dg)  °F*BF
Ces fonctions f, engendrent 1’algebre de Hecke Hf, [Ho] Chap. 3, Theo-
rem 2.1. De plus, Howe donne une liste de relations définissant H ., obtenues
grace au lemme suivant, que nous utiliserons (implicitement) trés souvent
par la suite.

fz=

LemME [Ho] Chap. 3, Prop. 2.2. — Soit I' un sous-groupe ouvert
compact de G. Pour g € G, notons f;" la fonction caractéristique de I'gI’
divisée par le volume de I'gI". Soient x, y € G tels que

vol(TzT’, dg)vol(T'yl', dg)
vol(T" dg) = vol(T'zyT', dg).
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Alors fL x ff =

3.2. On reprend les résultats du chapitre 1 de [Le] tels qu'ils ont été
résumés et éclaircis par Henniart dans [HH] Appendix 1.

Soit F’ un corps local non archimédien. Supposons donnés un iso-
morphisme d’anneaux A : Op/Pip — Op//Pf et une uniformisante
wp de F' vérifiant I'égalité A\(wp mod Pf) = wp mod’PF, Soit X :
Pr/Pitt — Ppi/PL+! lisomorphisme de groupes défini par M(wpz) =
wp A(z) pour ¢ € O /Pf. Cet isomorphisme est compatible avec les struc-
tures de modules sur Or/Pf et O/ /P, au sens ou Xaz) = Aa)M(z)
pour (a,z) € Op/Pj x Pp/Pit!. Dot un isomorphisme de groupes
8 = ﬂ)"; : Bp/Bf — Bp//Bf, défini comme suit composante par com-
posante : pour tout b = (b;;) € Br, B(b modBf) = b’ mod Bf, ol
v = (b, € BF: est tel que b} ; modPg, = A(b;; modPy) sii < j et
b ; mod Pt = )\(b,,J modPﬁ'l) sii>j.

Alors il existe un (unique) isomorphisme d’algebres ¢ : HE — Hf, tel
qQue ((fup) = forpr (=1, ooy N=1), C(fonp) = fou,s CFrny) = fru»
¢(fy=1) = f,-1 et pour tout b € Br, {(fp) = for ot b’ € Bp est tel que

w R w
B(b mod Bf) = b’ mod Bf, cf. [Le] pour les détails.

Plus précisément, soit T,(F) = (Or/P5, Pr/Pit!, er) le triplet in-
troduit par Deligne dans [D] §1, ot €r : Pr/Pp. r+1 — Pp/P} est épimor-
phisme naturel. Un isomorphisme de triplets 7. (F) ~ T,.(F’) est la donnée
d’un isomorphisme d’anneaux 7 : Op/Pj — Op//Pf et d’un isomor-
phisme de groupes 7 : Pp/Prtt — Pp//PiF! tels que T(az) = 7(a)7(x)
pour (a,z) € Op /Pf % ’Pp/’P”"’1 et €7 0T = T o €p. Ainsi, les choix de A,
wr, wp induisent (via A et ) un isomorphisme de triplets T,.(F) ~ T,.(F"),
la condition A(wr mod Pf) = wr mod Py, étant équivalente a I'égalité
€pr O A= Ao er . Clairement, cet isomorphisme ne dépend pas vrai-
ment de wr et wps (vérifiant la condition A(wr mod Pf) = wr mod Pf)
mais seulement de wg modP’+1 et wp mod P4, Mais pour tout cou-
ple d’uniformisantes (ar, @ p/) induisant le méme isomorphisme de triplets
(M) : To(F) ~ T.(F'), on obtient le méme isomorphisme d’algébres
¢ : Hf — HE. En effet, soit (ar,aps) un tel couple, donc de la forme
(ar,ap) = (wpup, wpup) avec A(up mod Pf) = up mod Pf,, et soit

&) Rec1proquement, tout isomorphisme de triplets (7,7) : Tr(F) =~ Tr(F') est de la
forme T(aap) = apit(a) (a € OF/Pg) pour un choix d’uniformisantes ap de F et

aps de F' telles que T(ap mod’PFT,'H) =op mod’P;}H.
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n: Hg — Hf, l'isomorphisme d’algébres induit par A, ar, ap:. Il est clair
que ((fz) =n(fz) pour z =s;p (¢ =1,..., N—1) et £ € Bp. Comme
Bpr normalise By, pour tout z € Br, on a 'égalité f,, z = fs,, * fz. Or
Sap = Swpb avec b = diag(up,1,...,1,un"') € Bp, par conséquent

(fsap) = Cfony * fo) = C(fo,) ¥ C(fo) = fom,, * for = fom 00

pour tout ¥’ € Bp tel que ¥’ mod B, = B(b mod Bf). Comme on peut
prendre b’ = diag(ups, 1, ..., 1, u;,l), on obtient

C(fsaF) = fsaF, = n(fsap)'

De la méme maniére, on montre que ¢ coincide avec 7 sur f;, et f,-1. En
afp
définitive, ¢ et n coincident sur tous les générateurs de Hf, donc { = 7.

Mentionnons pour finir la remarque d’Henniart relative au cas N = 1,
[HH] Appendix 1 : soient Ur = OF et Uf =1+ Pf. Les choix de A, wp,
wr induisent un isomorphisme de groupes A* : F* /UL — F'* /UL, qui
coincide avec A sur Ur et envoie wp sur wgr. Pour N =1, GL(N, F) = F*
et P’isomorphisme d’algebres ¢ : Hy — M, s’obtient & partir de A* en
identifiant Hf, avec C[F* /U] et Hf., avec C[F'* /Ug,]. Or dans [D] 3.4.3,
Deligne montre que l'isomorphisme de triplets (A, A) : T.(F) ~ T,.(F’)
induit un isomorphisme de groupes F* /Uj ~ F'>* /UL, qui n’est autre que
AX.

3.3. On montre dans ce numéro le théoréme principal de larticle.
Comme en 2.2, on suppose que H est un sous-groupe parahorique standard
de G (i.e., quitte & conjuguer v dans G, on suppose que 7y est en position
standard). Nous reviendrons en 3.6 sur cette hypothése.

Si © est une partie compacte Bf-biinvariante de G(F'), on note
(abusivement) ((Q2) la partie de G(F') définie par 1¢q) = ((1a); on
étend naturellement cette notation a toute partie € union infinie de doubles
classes BLgBf, g € G(F).

LEMME 1. — Soit ' un sous-groupe compact de G(F') contenant Bf.
Alors T" = ((T') est un sous-groupe compact de G(F’) contenant B, et
¢ induit par restriction un isomorphisme d’algébres (et méme d’anneaux)
H(G(F),T) =~ H(G(F'),T").

Preuve. — Il est clair que I est une partie compacte Bf,-biinvariante
de G(F'), stable par multiplication (si ' € I, y € I", alors fq * fys est
une fonction > 0 supportée par Bz’ BE,y'BE, ; or {71 (Supp(fer * fy)) =
Supp(¢~(fer) * ¢"X(fy)) C T donc BLa'BLy'Br C () = I') et



1040 BERTRAND LEMAIRE

contenant Bf,. Quant & la structure de groupe, il reste & vérifier que
g €T = 2! €T Soit 2 = Vjwg,,by € I', b, € B (i = 1,2),
We,, € W(wsr), et pour i = 1,2, soit b; € (~}(bBf,). Puisque Br
normalise B, on a

¢"Y(BEa'By) = Bibywgpbe By C T,
donc by 'wlb !t €T et
o'~ € BEb, Twgl by TBE = ((BRb tw ;b BE) C I

Soit er € H} l'idempotent vol(T',dgr)~'1r. Comme H(G(F),T) =
er * HE *er,

C(H(G(F),T)) = ((er) xHp * ((er)
avec ((er) = vol(I,dgr/)~11p. Donc ((H(G(F),T)) = H(G(F"),T"). O

Soit H' = ((H) et soit G’ ’Op-ordre héréditaire dans M (N, F’) tel
que G = H'. Soit W(wr) — W(wp'), Wwp +— We,, 'isomorphisme
de groupes défini par s;p — s;p (1 = 1,..., N = 1), 85 > Sg,, et

teor > teop-

Les lemmes suivants nous permettront plus loin (cf. la preuve du
théoréme 3.3) de transporter les formules d’intégration des lemmes 2.2.1 et
222de FaF.

LEMME 2. — Soient d € {1,...,r}, we, € W(wr), g € G(F)

et une décomposition K¢gK¢ = [] Kig,. Il existe une décomposition
o€l
C(KigKL) = 1] K& g, telle que pour chaque o € I,
o€l

((KEgowgs tH™) = Kfghws! H'™.

wpt

Preuve. — Soit une décomposition g = k16x, ke, ki € Kr (i = 1, 2),
bwp € DY(wp). Alors KfgK} = k1Ko, Kiky et Pon peut fixer
un systéme de représentants {k,},c; dans K¢ des classes de (K& N
boiK&60,)\Kg tel que pour chaque o € I, Kfgs = k1 Kb koks =
K%k164, koko. Fixons aussi un systéme de représentants {h,},cs dans
Hre des classes de (H™ Nwe, KEwg1)\H™ et une décomposition

Kb Kipkywg LH™ = [] Kha,Hre.
PER
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Alors ([S] Prop. 3.1)

1K7,5,,,FK§, * 1ng2w;;m= = E :mplxgzpme
PER

mp =|{(o,p) €I x J : K¢z, = Kfbmpkokaw s hyu} .
Pour chaque p € R, la relation ([S] Prop. 3.2)

vol(K&z,H™, dgr)m, =|{(o,p) € I x J : K}z ,H"®
= K#bwpkokowy  hyH™}|
entraine ’égalité

vol(K¢wg L H™, dgr)
m, =
?7 vol(Kgx,Hre, dgr)

|{o €I: K¢z,H™ = K¢bmpkokowg ! H™} .

Posons a, = |{o €I: K¢z, H™® = K¢bwpkokowz H™}|. On a |I| =

Y .

PER

Pour i = 1, 2, soit k! € ((K&k;), et soit un systéme de représentants
{ky}oer dans K¢, des classes de (K§ N6, K# 6w, )\K# . Des relations

1kd, b0y, K2, * 1ict ipwit, me = Clkgon, k3) * C(Lxgrusl Hre)

F
= Z mpC(lKg_szn)
PER
et
vol(Kgwg L, H'™®, dgr)  vol(K$wz1H"®, dgr)

vol(((K&z,Hre),dgr) ~ vol(K&z,Hre, dgr)

(p € R),
on déduit, pour chaque p € R, 1’égalité
{o € I: Kby, ki kqws )t H™ = ((KEz,H™)}| = ay.

Par conséquent, quitte & permuter les éléments du systéme {k.},cr, On
peut supposer que pour chaque o € I,

((KEbmpkokawg P H™®) = K¢.60,, kL kywg? H'™.

Wet

Alors les g/, = k{0s,, ki, k5 (0 € I) vérifient les propriétés voulues. a
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LemMME 3. — Soient d € {1,...,7}, We, € W(wr), g € G(F), et
soit ¢ € G(F”) tel que ((Kfgwg H™) = K#g'wg! H'™. Pour tout

VOI(C(hHTe)ﬂwa/ (Kg"gl) wF, ) dgF') = VOl(hHre ﬂ’wa (KFg)wa 3 dgF)

Preuve. — Pour tout ¢ € G(F), I’hypothése B C H C Kr et la
condition d < r assurent que KEzH™ est une partie H "-biinvariante
de G( F) Comme K¢ normalise H™, le lemme 3.1 entraine I’égalité
C(K¢w wiH™®) = K‘},w oL H'™. De méme, pour h € Ng)(G) =
Ng(r) (H’"e) I’hypothése C(K}i,gw -iH™) = Kprg'wg !, H'™ entraine 'éga-
lité ((KggwslhH™) = Kpig'wg! ((hH™). Soit h € NG(F)(Q) et soit h'

¢(RH") C Ng((G"). Alors ((hH’e) = W H'™, (A H™) = K'-1H'™*, e

RH™ NWep (Kpg)wgs # @<= Kfwg tH™ N Kpgw“lh’lHTe # o
= K¢wil, H™ N K} g'wg LW H™ 4
< WH™ Nwe,, (K¢ )wa, #@.

Si hH™ Nwe, (K&g)ws ) = @, alors

vol(h H™ Nwe (K}i,,g’)w;;, ,dgps) =vol(hH ™ Nwe . (KEg)wg ), dgr) =0.

Sinon, il existe b1 € RH™ Mg (KEg)wgt, By € K H™Nwe ,, (KE.g' )wa, ,

et

hH™ Nwgl (KEg)We, = (H™ Nwe, Kiwg L )h
W H'™e N ,w—-l (Kd, )wa/ = (Hl're n wa,Kg‘lwu—;—:,,)h’ll

Or, clairement
vol(H'™® N wa,waw;;,,dgp:) =vol(H™ N waKgawWF,dgp)

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.3.3. O

Soit (7, n) le plus petit entier > m(y,n)+k; ot (rappel) m(y,n) est
le plus petit entier > sup{1 + k;,n — k; }.

THEOREME — Supposons r > r(vy,n). Alors le voisinage V = V(7,n)
de v dans G(F). (cf. 2.3) est Bf-biinvariant, V' = ((V) est contenu dans
G(F")e et pour tout v € V',

JEEVC(f),7) = JED(f, )

pour toute fonction f € H(G(F), K%).
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Preuve. — Soit m = m(y,n). Comme r > m + ki,
BiLCH™Cc H™h c 14 ol

Par suite Hmethiygmetk — ygmetki(1 4 mA)H™e+k1 = V), donc a
fortiori BLVBf = V et la définition de V' a un sens. La démonstration
du théoréme 3.3 s’organise comme suit : (i) Reléevement de la strate simple
(G, —v, —(1+ ko),| puis de I'Op-réseau A ; (ii) Relévement des formules
d’intégration des lemmes 2.2.1 et 2.2.2.

(i) Soit T = {g € G(F) : g7 (v + Jg**)g n (v + Jgt™) # @}
le G(F)-entrelacement de la strate simple [G, —v, —(1 + ko),~]. Comme
E* C Ng(r)(G) = Ng(ry(H'**), la formule T = E*(1 + PgN,) ([BK]
Theorem 1.5.8) entraine 1'égalité H*F1TH*tk = T, Par suite, T est
'union des doubles classes H!**1gH*%1 C G(F) telles que

’7H1+k‘ng+k1 ) H1+klgH1+k17 74 @,

donc ¢(Z) est I'union des doubles classes H''tk1g/ H''*k1 C G(F') telles
que

COyH g HY o n H YR g ((Hhy) o o

et finalement
(D) ={g € G(F') : " W(YH"T ) g N ¢(yH'#) # 2}

Ainsi ((Z) = {(E*(1 + PgNk,)) est une partie compacte modulo F’* qui
contient le centralisateur dans G(F’) de tout élément de ((yH**1). Par
conséquent ((yH!**1) C G(F'), donc V' C G(F')e.

Soit y' € ((yH'**) et soit E' = F'[y'] € M(N,F’) l'extension
(de degré N) de F’ engendrée par y'. Comme y'H''**1 = ((yH!tF) =
((H'hy) = H'Why, y € Ng(H'*) = Ngpn(¢') donc E™
normalise 'Opv-ordre G’. D’autre part, vg:(y') = v car ((G(F) N (J§ —
Jg"+1)) = G(F') N (Jg — JG*). Par conséquent, [G', —v, —(1 + ko), y'] est
une strate pure dans M (N, F'). L’étape suivante consiste & montrer que
cette strate est simple, précisément & établir I'égalité ko(y',G’) = ko.

La donnée du triplet T,.(F') équivaut & celle de la Op/Pj-algebre Z-
graduée A.(F) = @ Pi/Pi™, munie des morphismes €gp;;

i€Z

2
PP o PIFYPEFT (i < j) déduits par passage aux quotient
des inclusions naturelles. Pour chaque ¢ € Z, I'isomorphisme de groupes

Ai: ’P}-/PF’T — P}//P}Tr, T w},)\(w;iw)
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est compatible avec les structures de modules sur P /Pit" et PL, /PHT
au sens ou A;j(az) = A(a)Xi(z) pour (a,z) € Op/PE x PL/PEt". De
plus, pour tout couple (i,7) € Z x Z, A\iyj(zz) = Ai(z)Aj(z) pour
(z,2) € PL/PET x PL/PLT, et si i < j, la condition A(wr mod PJ) =
wr mod Py, assure I'égalité e ;j o A\j = A; 0 €p; ;. Ainsi, les choix de
A, wr, wp induisent (via les morphismes \;, ¢ € Z) un isomorphisme
d’algebres graduées A, (F) ~ A,.(F') @,

Soient f = f(E/F') le degré résiduel de extension E/F. L’Op-ordre
héréditaire G est principal, d’Op-période e(G | Or) = e (cf. [BK] 1.1) et
satisfait la double inclusion B C G C M(N,Or). Donc G est ’ensemble
des matrices (X; j)1<i,j<e € M(N, F) décomposées en blocs f x f vérifiant
les conditions

Xi,j € M(f, OF) Sij >1
X.,;’j € wFM(f, OF) sij <,

et pour k € Z de la forme k = de+s,d€ Z,0< s < e—1, Jé° est ’ensemble
des matrices (X; ;)1<ij<e € M(N, F) décomposées en blocs f x f vérifiant
les conditions ([BK] 2.5.2)

(X, € wiM(f,OF) sij—i>s
Xi,jengM(f,oF) sij—i<s—e
Xij € wFt'M(f,OF) sinon.

Soit 2, € W(wr) la matrice (Z; ;)1<i,j<e décomposée en blocs f x f :
Zii+v1 = lyxs (Z =1,...,e— 1), Ze,l = w_plfxf et Zi,j = Ofxf si
j#i+1modeZ (olt 15x5 et Ofxs désignent respectivement les éléments
diagonaux diag(l,...,1) et diag(0,...,0) de M(f,F)). Le sous-groupe
(2wy) de W (wr) engendré par 2z, normalise G, on a Ng(p)(G) = (2wp)-H
(produit semi-direct) et JF = 2% _G (k € Z).

Soit py : Jg" / Jg’.”"e — Jgk, /JLE*Te Visomorphisme de groupes défini
composante par composante : pour tout = (z;)1<i j<N € Jgk, ur(z +

2 Clairement, cet isomorphisme ne dépend pas vraiment de wp et wps (vérifiant
la condition A(wp modPg) = wp mod'P}':.'.,) mais seulement de wp mod ’Pf,"’l et

w g mod’Pr;H, donc seulement de Iisomorphisme de triplets Tr(F) ~ Ty(F’) donné
F F!_
par A = Ag et A = ;.
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JgtT) =a' + JGHTe ot &’ = (2] ;)1<i,j<n € J§ est tel que
e ] N o i
+ PRI = dgya(aiy + PET) i [3_;1} - [2}1] <s—e

mi,j + ’Pd,+1+7‘ = )\d+1(.'lliyj + 'PFd+1+T) sinon,

[ ] désignant la partie entiere. Pour tout couple (k,t) € Z X Z, pg4t(z2) =
pr(z)pe(z) pour (z,2) € JE/IFT™ x JE/JETTe. En particulier, pour
g € Ng(r)(G) décomposé en g = zE h, k€ Z,h€ H,on a

uk(g+JgIc+re) — uk(zngre)uo(hHre) — wF;HITe(( Hre) — 2£F,C(hHre)

d’otr px(g+ Jg ktrey = ¢(g + Jgk+”).
Soit un couple (k,t) € Z x Z, k < 1+ ko. Comme

PENe ={g € J§:vg—gv € i},

I'inégalité k — v < 1 + k; assure que PEN; + Jgt"'l"'k‘ = PE Nk. Or, pour
tout g € Jg,

'yg+Jt+1+k° _,y(g+Jt+1+k1) ( +J1+ko)(g+Jt+1+k1)
g'y+Jt+1+’°° —(g+Jgt 1+k1)’}’ (g+ t+1+k1)(,y+J1+ko)

Comme 1 + k; < re, les relations

1+k 1+ko 1+4+ko
po (7 + J, C Y+ IgT) =y + J,
{uv+t g4 J “21 k°) = fo 7+J1+1’°°2u g+ J”f’:‘)
uv+t(gv+Jt+ TRo) = py(g + I o (v + Jg 1)

entrainent 1’égalité
w(PENk) ={g € J& :y'g — g’y € JG*}
=PeNe(y',G").
En particulier, poWNk,) = Niko(¥',G') et poWNko+1) = Nikot+1(¥',G').

L’inclusion E’* C ¢(E*(1 4+ PgNk,)) impliquant I’égalité uo(Og + Jg) =
Og + Jg/, on en déduit que ko(y',G’) = ko.

}pour tout g € J¢

Quant au réseau A = A, considérons le diagramme commutatif

1 kl/Jl —ki+re x kl—re/Jkl tT_F) P}}‘—r/zpFl‘
! !
— - — t —
Jg T agrtirTe o J@Te Ig =5 PETT/Ph,
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les fléches verticales désignant les isomorphismes de groupes fi1—g, X ik, —re
et A—r. Comme Py Ny, C Jg 7% et Pa "Ny +Jg 17 = PL RN,
on a par dualité A = (Pg ™" Nk,)* C JF* 7" et A+J;* = A. Le diagramme
ci-dessus entraine donc 1’égalité

ey —re(A) = (1—ky (PETF N ))*
= (,PEI’—klNko(y,vgl))*
=Ay.

On pose A’ = ik, —re(A) (= po(A)).

(ii) Soit v/ € V' C ¢(yHt*1). Comme re — me > ki, p—me(A) =
wo(A) = A et donc ((1+ w@A) =14+ whp—me(A) =1+ wHZA.

Soient ¢ € G(F) et x la fonction caractéristique de la double
classe K%gK%. Rappelons la notation ¥ = [ Kr Adg(g9)(x)dg. Comme
vol(Kp,dg) =1,

1
Trr 1 m1 1 n nil -
[Kr : K} T; krKpgKphs ')

X =

les k, € Kp parcourant un systéme de représentants des classes de
Kr mod K%. Soit ¢’ € G(F') tel que ((KpgK%) = Kp,g' K% et, pour
chaque 7 € T, soit k. € Kp tel que ((k-K%) = kiK% (condition

impliquant Dégalité ¢(k7 1K) = k. T'K%,). Alors K = [ kKLKP, et
Tel
puisque Ky normalise K3, pour chaque 7 € T,

C(k KRgKRk") = K, Kihg Kk, ™.
Donc ¢(X) = C(x) et par linéarité ((f) = ((f) pour toute fonction
f € H(G(F),K}).

Continuons avec la fonction x = 1 KpgKp- Soit W, € ¥ C W(wp).

Fixons une décomposition KggKp = || Kpg, et (grace au lemme 3.3.2)
o€l
une décompostion ((KzgK?%) = [ Kp g, telle que pour chaque o € I,
oel

((KRgowgtH™) = K ghwg? H'™.

w g

Ecrivons Wep = 80wy avec s € Sf, 6w, € A(wr,s). Reprenons la notation
P§ = sPy(F)s™! et posons §' = we,, 65", € Spr, P§ = s'Po(F')s'~!. Soit
un couple (z,p) € H x (P§ N K}) et soient o’ € H', p' € P§ N K}, tels
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que ((zH™) = z’H'™ et ((pH™) = p'H'™. Fixons une décomposition

1+ wfA= I€[R h,H". Comme zp € Ng(r)(H"),
p

zly(1+wPA)zp = H z ™ yh,apH™,

PER
d’ou
-1
/ X(wang‘wF)dgF
z=1y(1+wA)zp
-1
= Z/ ]'K;ga(wangWF)dgF
op = 1yh,zpHTe
=2 Vo
o
avec

déf _ _
Vg,p = vol(z 1'yhpav:pH’““' ﬂwa(K;ig,)ww;,dgp).
D’autre part,

Y1+ wBA)'p = (a7 (1 + wPA)zp)
=[] ¢@ 'vhozpH™),

PER

et pour chaque couple (o, p) € I x R (Lemme 3.3.3),
vol(C(h™ Yho&pH™) N Weo , (K1 go )W, » AGE) = Vg p-

D’ou I’égalité

/ W3, grrie,, )dge
m/— l,yl(l_'_w;: AI)Z,p,

/ X(wg L gFrWe ;. )dgr.
z~ly(1+w P A)zp

Quand (z,p) parcourt une famille de représentants des classes de H x
(P N Kp) mod H™® x (Py N H™etk) (2/,p’) parcourt une famille de
représentants des classes de H' x (P§' N K%,) mod H'™ x (PS' N H'™etk1),
Quant & la constante d(v,s) définie dans I’énoncé du lemme 2.2.2, les
relations ((H™®) = H'™e, ((H™etk) = H'™etk ((14+w@A) = 1+ 2N
entrainent 'égalité d(v/,s’) = d(y, s).
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Pour chaque 65, € A(wF),

dgpl
VOI(FIXH,(SWF,KF', E;;T) VOI(FXH&WFKF, E;;

vol(Po(F") N K¢, dpp:)vol(H',dgp) - vol(Po(F) N K%, dpr)vol(H,dgr)

dgr )

car ((FXHbppKr) = F'*H'6q,  Kpi, ((K}) = K2, et ((H) = H',
et 'ensemble {ww,, : Ww, € ¥} C W(wr/) paramétrise les doubles
classes F'*H'\G(F')/Kps. En définitive, par linéarité de 1’application
H(G(F),K}) — C, f — JEF)(f,4), et compte tenu de la relation
¢(f) = ¢(f) montrée plus haut, pour toute fonction f € H(G(F), K3),
les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 impliquent 1’égalité

JEEV(C(f),7") = JEP) (£, 7).

Fin de la démonstration du théoréme 3.3. O

3.4. Soient (P, A) une paire parabolique de G définie sur F, U le
radical unipotent de P et M le centralisateur de A dans G. On pose P =
P(F),A= A(F),U =U(F) et M = M(F). Soit Kp un sous-groupe ouvert
compact maximal de G en bonne position par rapport a (P, A), i.e. tel que
G=KpPet PNKp=(MnKp)(UNKp). Soient dkp et du les mesures
de Haar sur Kp et U telles que vol(Kp, dkp) = vol(U N Kp,du) = 1. Pour
toute fonction f € C°(G), on définit le terme K p-invariant fF € C° (M)
de f suivant P par la formule

FP(m) = 64*(m) /K ) /U f(kp'mukp)dkpdu (m € M)

ou 611,/ 2.Pp> QX est le caractére module sur P (si dp est une mesure de

Haar a droite ou & gauche sur P, alors 6p(p1) = d(pipp;*)/dp pour tout
p1 € P).

Soit M, C M D’ouvert des éléments elliptiques dans M. Pour y € M,
et f € C (M), soit

dm

M _ -1
M= [ s g

ol dm et da sont les mesures de Haar sur M et A telles que vol(M(Or),dm) =
vol(A(OF),da) = 1.

Soit G; C G louvert des éléments semi-simples réguliers (i.e. de
polyndme caractéristique produit de polynémes unitaires irréductibles deux
& deux distincts dans F[T'). Soit | | la valeur absolue sur F' normalisée par
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|wr|p = ¢! ol q est le cardinal du corps résiduel de F. Si y € M. N Gy,

pour toute fonction f € Cg°(G) et toute mesure de Haar dg, sur le
centralisateur Gy = F[y]* de y dans G, on a la formule de descente (cf.
[La] Prop. 4.3.11),

-1 dg P -1 dm
/\ f(g yg)dgy | Dane(®) (5 /G\ fr(m™ ym)

v v\M dgy
o Dyng(y) = detrarie)(1 — Adg(m™1)). En particulier, I'intégrale

orbitale JM(f¥,y) ne dépend pas des choix de P, Kp. Pour toute fonction
f € C*(G), on pose

J(f,y) = TM(fP,y).

La définition a un sens car M (en tant que centralisateur dans G de la sous-
F-algebre déployée maximale de F[y]) est I'unique sous-groupe de Levi de
G tel que y € Me.

3.5. Version du théoréme 3.3 pour les éléments semi-simples réguliers
(en position standard).

Soit v € G;. Quitte & remplacer v par I'un de ses conjugués dans G,
on suppose que le groupe multiplicatif A de la sous-F-algébre déployée
maximale de F[y] est un sous-tore standard de Ag, i.e. ensemble des
matrices diagonales de la forme

diag(ay,...,a1,a2,...,02,...,04,...,0q) (a; € F*)
e e’ e e’ N e’
N, N, Ny

d
pour une suite Ny, ..., Ny d’entiers > 0 tels que > N; = N. Soient A le
=1

sous-tore de Ag tel que A = A(F), M = H GL(N;) C G le centralisateur

de A dans G et P le sous-groupe parabohque de G de composante de

Levi M contenant Py. Posons v = (71,...,7%) € M = M(F). Soit

je{l,...,d}. Si Nj > 2,v; € GL(N;,F). et 'on deﬁmt I’'Op-ordre

G; dans M(N;, F), I’OF -réseau A.,; dans M(Nj, F) et les entiers m(vy;,n),

r(7j,n), comme en 1.2, 2.2 et 3.3. Si N; = 1, on pose G; = Ay, = O

et m(v;,n) = r(’yj,n) = n. Soit alors m(y,n) le plus petit entier m tel
d

que m > sup{m(vy;,n) : 1,...,d} et [T(14+ @A) C McNGy,y et
i=1

d — —
soit V(v,n) = [1 %(1 + @m ™™ A.,). Enfin, soit &, (7) = sup{k: (%) : i =
=1
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1,...,d} avec
{k_l(’Yz') = m(ko(%gﬁ) —wvg, (1)) siN;>2
ki(v:) =0 sinon.

Quitte & remplacer (& nouveau) y par 'un de ses conjugués dans M, on
d

suppose que M N B C [[ G € M N Kp. Un tel v est dit en position
i=1

standard.

Soient Bf, s = M(F)N Bp = H Br,et Hpy = ®L,Hf,; lalgebre
de Hecke des fonctions complexes B F, M—bnnvarlantes a support compact
sur M(F) munie du produit de convolution défini par la mesure de Haar
dmp sur M(F) telle que vol(M(OF),dm) = 1. L'isomorphisme de triplets
(M A) 2 T(F) — T(F’) induit comme en 3.2 un isomorphisme d’algébres
(= ®F1Gi: My = Hiv

Soit U le radical unipotent de P et soit dur la mesure de Haar sur
U(F) telle que vol(U(OFr),dur) = 1.

LEMME. — Soit Wy, € W(wr). Pour toute fonction f € Hf,

/ C(f) (Weo gy upr ) dupr =/ f(wopur)dup.
U(F') U(F)

Preuve (Waldspurger). — Notons P~ le sous-groupe parabolique de
G opposé & P et U™ son radical unipotent. Soit 6, € A(wr)NA Pélément
diagonal

. d—1 d—1
diag(l,...,L,@WF,...,WF,...,Wp ..., @Wpg ).
| - — — L. v

N 1;2 1;’;
Pour m € Z31, Adg 6, dilate U(F) et contracte U™ (F). Posons Bpy =
U(F)N BE, Bpp- = P (F)NBf et

—’?(f)=/6 o f(wepup)dup (m € Zso, f € CP(G)).

waF U °7F
Soit une fonction f € C°(G). Comme w;} Supp(f) NU(F) est une partie
compacte de U(F'), il existe un entier my = mg(f) > 0 tel que pour tout
entier m > my, on a

f(Wopurp)durp = IF(f) = Ig°(f).

U(F)
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L’élément diag(1,...,1,@p,..., @rr,...,@e L, ..., wa ) de A(F”) coin-
cidant avec I'image 6, de 6, par I'isomorphisme de groupes W(wp) —
W (wp+) défini en 3.3, il suffit donc de prouver que pour toute fonction
f € HE et tout entier m > 0, IF/({(f)) = IF(f) ou I est la distribution
sur G(F") obtenue en remplagant F' par F’ dans la définition de I. Fixons
un entier m > 0 et soit Pom la fonction caractéristique de la double classe
Brég, By Puisque Bp = Bp y By, p- et 6, By, p_ 65 C By, pour tout
z € G et toute fonction f € C°(G), on a

£z, @2,) = [

z&;’;F B;&;’;B;

fg)dg = / B f(zg)dg.
6;}3;)251,;"3;&_

Sur P'ouvert (dense) U(F)P™(F) de G, la mesure dg = dgr se décompose
en dgr = durdpy ol dpy est la mesure de Haar & droite sur P~ (F) telle
que

vol(Bp, p-, dpyr) = vol(Br, dgr)

en posant By p- = P™(F) N Bp. Ainsi, pour toute fonction f € Hf, on a

- vol(Bp, d,
£ x @sm (Wopd™ ) = vol(BE po, dpp) 2 (f) = —MBEIIE) )
F = [BF,E_- : Bp,g—]

et

C(f) * s, NWap, 65,,) = ((f *psp ) Wop b5,,) = *psp (Worbz,)-

Puisque (¢ (cpgg.F) est la fonction caractéristique de la double classe
B 65, B et

VOl(BFI, dgpf) _ VO](BF, dgp)
[BFI,E— IB}"‘-‘.,7£_] [BF,_E- :B;’B._]’
le lemme 3.5 est prouvé. O
THEOREME. — Supposons © > m(y,n) + ki(7). Alors le voisinage

V = V(v,n) de v dans M(F). N G(F), est B, p,-biinvariant, V' = (m (V)
est contenu dans G(F');, V. = {¢'"1¥'g : ¢’ € G(F'), ¥ € V'} est ouvert
dans G(F'); et pour tout 7' € V.,

JEEY(C(f), ) = JEF)(f,7)

pour toute fonction f € H(G(F), Kp).
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Preuve. — Pour i@ = 1,..., d, posons e; = e(F[y]/F), Vi = vi(1 +
wm(”’")A ), Vi = G(V;) et pour tout entier k tel que 1 < k < re;,
H’c 1+ JE, H"c = G;(HF). 11 est clair que BimVBry =V et que
V' est contenu dans M(F').. Pour que V' soit contenu dans G(F”);, il faut
et il suffit que pour tout couple d’entiers (%,5), 1 < ¢ # j < d tel que
N; = Nj et tout ¢’ € GL(N;, F'), on ait ¢"'Vg' N V; = @. Supposons
qu’il existe un couple d’entiers (7,5), 1 <@ # j < d tel que N; = Nj, et
posons Ny = N;, G¢ = GL(N,) et {4 = (;. Comme H;"*V/H["* = V] et
H{"VIH™ =V}, le Go(F")-entrelacement

T; ={9' € Go(F') : ¢ Vig' NV} # 2}

est une partie (H;™*,H; *)-biinvariante de Go(F') qui coincide avec
Punion des doubles classes H;"*g'H;" C Go(F") telles que Vig'H;"™ N
H["g'V} # 2. Supposons par I’absurde que Z; ; # 2. Alors e; = e;, donc
Gi = G; (puisque v est en position standard) et H;* = H;ej. Notons
['= H;* et " = H]"*. Comme V; C Ng(p)(I") et Vj C Ng(z+)(I"), pour
Y €EVi, v, €Vjet g € Go(F'),ona

{ C;—l(l-\/ IP/) — yzC._l(l"’ /I-\/)
GHI gy T) = (M g'T)y;
pour tout y; € {7 (vI") et tout y; € (T1(7}T"); par conséquent
2 # (i) C{g € Go(F) : g™ VigNV; # 2}
ce qui contredit le fait que V est contenu dans G(F');. Donc V' C G(F'),.

Soit F'[T|n la variété wpes-adique des polynomes unitaires de degré
N. L’application “polyndme caractéristique” pps : G(F') — F'[T|n induit
une submersion G(F'); — pp/(G(F');) de fibres les orbites de G(F’),.
Comme pg/ (V') est ouvert dans F'[T|n, V. est ouvert G(F’),. Il suffit de
montrer le théoréme 3.5 pour tout v/ € V'.

Comme V C M(F)e N G(F);, pour toute fonction f € CX(G(F)),
JEEY(f,7) = JHEO (FEE), )

ot fE(F) ¢ C®(M(F)) désigne le terme Kp-invariant de f suivant P(F).
De méme, pour tout 7' € V' et toute fonction f' € CX(G(F")),

JEEN(f1, ) = JMED (B )

Soit K7, = M(F)N Kp. Comme f € H(G(F),K2) = fEF) €
H(M(F), KFM) et pour tout 7’ € V' et toute fonction ¢ € H(M(F), K7 »)
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(Théoréme 3.3),
JME) (Cpr(9),7) = JMLE) (,7),

il suffit de montrer que (( f)—(F) = (u(fE)) pour toute fonction
f € H(G(F), K§).

Soit D7, v (@F) = H D} (wr) C D(wr) ot D} (wr) est défini comme

en 2.2 en remplagant G G par le groupe GL(N;). Soit m € M(F). Fixons une
décomposition m = k165 ke, ki € M(Op) pour i =1, 2, 6. € D&(wF).
Comme 6p(ry(k2) = 1, pour toute fonction f € H(G(F), K%),

FE®) ) = 6342, (m) / Fk1bp haurhs Hha)dur

olt fi, x, est la fonction définie par fy, 4,(9) = f(kigkz) (9 € G(F)).
Pour i = 1, 2, soit ki € M(Or) tel que (p(kiKF p) = kiKF 5, et soit
6w € Dfy(wr) I'image de 84, par Pisomorphisme de groupes W (wr) —
W (wp) défini en 3.3. Ainsi, m' = k18x,, k3 € (u (KR pymKF pf) et

ép(r) (M) = 8p(r) (bwp) = p(F) (bwr) = Sp(r)(m).

De plus, comme Kp normalise K3, pour ¢ € H(G(F),K%), la fonc-
tion ¢, k, est encore dans H(G(F),K¢) et ((Pk, k) = ((¢)k;,k;. Par
conséquent, pour toute fonction f € H(G(F), K2), le lemme 3.5 entraine
I’égalité

5&{}2:‘/) (m’) ./[;(F’) C(T)ki,k; (617):" uF’)dUF'
- 6;{;) m) /I'](F) '—f_kl,kz (6WFUF)d'U:F.

On conclut grace & la relation ¢(f) = ¢(f) (pour f € H(G(F), K})), déja
montrée au cours de la preuve du théoréme 3.3. O

3.6. On a travaillé, en 3.5 comme en 3.3, avec un élément v € G; en
position standard. Sans cette hypothése sur «, on a un résultat analogue
au théoreme 3.5, la précision sur r en moins.
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THEOREME. — Soit v € G;. Sir est suffisamment grand, ((BgyBf) C
G(F'), et pour tout v’ € ((BgyBE),

JEEN(£), 7)) = 7EE(f,)
pour toute fonction f € H(G(F), K%).

Preuve. — On se rameéne & la situation de 3.5. Soit g € G tel que
¥ = g 1vg est en position standard. Supposons r > 7 = m(¥,n) + k1 (%)
et que g~'Bfg C BfE (condition vérifiée si r est suffisamment grand).
Soient M le sous-groupe de Levi standard de G associé & 7 en 3.5,
V =V(H,n) C M(F)eNG(F);, V' = (u(V) et V. = Adg(sy(V'). Grace au
théoréme 3.5, il suffit de montrer que {(BiYBfE) C A

Soient ¥’ € ((BFABE) et ¢’ € {(BrgBfL). Comme

Bf.g'BiA' Big' ™' Bi = Supp(fy * f5, * fo-1)
— (Supp(fy * f + fy-1)
= ((BrgBryBrg ™' Bf),
quitte & remplacer ¥’ par {3z} pour des z; € Bf, (i = 1, 2), on peut
supposer que BF,¢'¥' ¢’ ' B}, = {(BEg79 ' B%). Alors,
((BFYBy) = ((Brg79 ' Bf) = Bfg'y'g' ' B
Posons g = bjwg.bs avec by € Brp (i = 1,2), wg, € W(wr), et
g = blwg,, b avec b € ((b;Bf) (i = 1, 2). Puisque Br normalise Bf,,
on a
g"lBE-g CBp & w;;B{wwa C Bp
& wo ', BiyWe,, C B
< gl—lB;/g, C BIT;:/,
d'ot ((BFyBE) C ¢~'BEA4'Bi.g C V.
et le théoréme 3.6 est prouvé. O
Remarque. — On peut reformuler le théoréme 3.6 de maniére plus
concréte. Fixons un systéme de représentants py C Of des classes de
O mod (1+ Pr) et soit up = pxU{0} (si F est de caractéristique > 0, on

peut prendre pour pp le corps de représentants dans O du corps résiduel
de F). Alors, tout € F' posseéde un (unique) développement hensélien de

la forme z = Y p,(2)wk, p(z) € pr.
vEZ
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Soit v € G,. Ecrivons 7 = bwgrc avec b = (b;;) € Bp,
Wop € W(wr), ¢ = (¢i;) € Br, et Wgp, = 6z,s avec by, =
diag(wp',...,wpY) € D(wr), s € Sp. Soit 0 = 0, la permutation de
{1,...,N} donnée par se; = eq(;) (i = 1,..., N) ou (rappel) ey, ..., en
désigne la base canonique de F. Posant v = (v;;), on a
N

Yii = D @R bikCo1(k) 5+
k=1
Soient (BfYBf)i,; = {9 : 9 = (gr,) € BEFYBE} C F, vp(vi5) = sup{v €
Z: (BEYBE)ij Cvij+PEYet v (y) =inf{v € Z: v+ wgM(N,OF) C
YBE}. Puisque Br normalise B} et b~ M(N,Op)c™! = M(N, OF),
vr(y) =inf{v € Z : wp, + wgM(N,OFf) C Bpwe, B}
= Vp (W )-
Pour chaque p € uk, soit p' € OF, tel que p/ modPf =

A(p modPf). Posant ' = 0si p = 0, soit upr = {p' : p € pr}.
Soient b = (b; ;) € ((bBf), ¢’ = (c};) € {(cBf) et 7' = dwg,,c. Po-
sant v = (7{;), on a

N

Vij = Z w;'kbg,kcfr—l(k),j
k=1
= Z po (ij) @ g modP;T(qi’j).

vEZ
Soit un entier ¥ > 1. Comme v,(7; ;) — 400 quand r — 400, si r est
suffisamment grand, pour chaque couple d’indices (4,j), on a v,(v;;) >
v+(7). Dans ces conditions, posant 3 = vx(7), pour chaque couple d’indices
(i,5), on a

'yf,j = Zu,,(fy,-,j)’wﬁl modPFE,,
VEZ

et puisque V(') = v{Wxw,,) = B,

v +wh M(N,Op) C By Bf = ((BEYBE).

D’ou la variante suivante du théoréme 3.6 : soit v € G,. Il existe un
entier (3 tel que si r est suffisamment grand, alors pour tout v’ = (7] ;) €

G(F') tel que ¥, ; = ez (Vi) w§ modPL, onay € G(F'); et

JEEC() ) = JED(f,)
pour toute fonction f € H(G(F), K2). O
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