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TOPOLOGIE D’UN POLYNOME DE
DEUX VARIABLES COMPLEXES AU
VOISINAGE DE LI’INFINI

par Laurence FOURRIER (*)

0. Introduction.

Ce travail s’inscrit dans la recherche de systémes complets d’invariants
topologiques, algébriquement calculables, associés & un polynéme f de
deux variables complexes. Les invariants que nous obtenons permettent de
décrire complétement la topologie de f au voisinage de l'infini, c’est-a-dire
en dehors d’un compact arbitrairement grand de C2.

Nous distinguons deux types de relation d’équivalence :

1) La conjugaison usuelle : deux polynémes f et g de C? dans C sont
dits topologiquement conjugués a l’infini s 11 existe deux compacts K, K’
de C? et deux homéomorphismes H : C? \ K —C? \ K' et h:C — C tels
que hof=goH.

2) La conjugaison des feuilletages : il existe un homéomorphisme

H:C?\ K — C? \ K’ transformant toute composante connexe d'une
fibre de la restriction f|c2\x en une composante connexe d'une fibre de
la restriction g|c2\g’. Nous dirons alors que f et g sont topologiquement
F-conjugués a l'infini.

La classification topologique des germes de fonctions holomorphes est
bien connue : un arbre pondéré est associé a tout germe f. Il se construit a
partir de la donnée de la résolution de f ou bien & partir de ’entrelacs défini

(*) Une partie de ce travail a été effectuée & 1'Université Complutense de Madrid et &
I’Université de Valladodid. Ce séjour était financé par la DGICYT.

Mots-clés : Singularités — Résolution des singularités — Courbes algébriques planes —
Noeuds et entrelacs.

Classification math. : 14B05 — 14E15 — 14Q05 — 57M25.
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par la trace de f~1(0) sur une petite sphere. Cet arbre est un invariant
topologique complet (voir [8], [21], [36]). En considérant C? comme une
carte de P2C, un voisinage de l'infini devient un voisinage d’une droite P,
et la fonction holomorphe f, au voisinage de l'infini, devient une fonction
méromorphe f & poles PL.. Comme pour les germes de fonctions, il sera
possible de se ramener par une succession d’éclatements a une situation
localement simple mais des difficultés nouvelles apparaissent :

(a) on doit étudier une fonction holomorphe au voisinage d’un diviseur D
qui n’est plus exceptionnel;

(b) on ne peut localiser la situation au but car au voisinage de D,
la fonction prend toutes ses valeurs et certaines composantes de D sont
transverses aux fibres de la fonction.

Plus précisément, on peut séparer les poles des zéros de f par une
succession d’éclatements. Nous effectuons alors une série d’éclatements
supplémentaires afin d’obtenir une situation «& croisements normauxy :
on a une fonction F d’une surface compacte & valeurs dans P!C dont
nous explicitons les modeles locaux et que nous étudions au voisinage d’un
diviseur & croisements normaux. En restriction & certaines composantes
du diviseur, appelées classiquement dicritiques, F' prend toutes ses valeurs.
Ces composantes ne se coupent pas. Sur les autres F' prend des valeurs
constantes ¢; dont oo.

Nous prouvons ici que ces valeurs ¢; différentes de oo, auxquelles on
ajoute les valeurs correspondant aux fibres multiples sont exactement
celles ol f n’est pas une fibration topologique «& linfini» (dites
valeurs irréguliéres & l’infini). Des critéres topologiques d’irrégularité
(voir [14], [30]) ou analytiques (voir [12]) sont bien connus; notre cons-
truction donne un algorithme algébrique permettant de calculer ces valeurs
irrégulieres. Pour ce faire, nous décrivons la topologie & l'infini des fibres
régulieres voisines des fibres f~!(c;). En particulier, on compare leur
caractéristique d’Euler & celle de f~!(c;). On obtient un résultat qui
complete (et redémontre) celui de Ha et Lé [14] et permet de déterminer,
& partir de la résolution, méme si f~!(c;) est multiple, s’'il y a ou non
saut de caractéristique d’Euler. Lorsqu’on classifie par la conjugaison des
feuilletages, on distingue les différentes branches a ’infini d’'une méme fibre
de f. On a ainsi une notion de branche (feuille) irréguliére & ’infini et des
résultats similaires.

Il est alors naturel de considérer comme invariant topologique
possible :
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(1) la donnée des paires de Puiseux & l'infini (voir [13]) des branches &
Pinfini de la courbe Z constituée de toutes les fibres irréguliéres a l'infini
et d’'une fibre réguliere quelconque et la donnée de leurs exposants de
coincidence (voir [13], [21]);

(2) ’entrelacs L formé de la trace de Z sur une grande sphere de C2.
Pour la classification par conjugaison des feuilletages, Z sera constituée
uniquement des branches irréguliéres & I'infini et d’une branche réguliére.

D’aprés Neumann et Rudolph [24], [26], [27], 'extérieur de L est une
variété graphée. On est ainsi amené & comparer ’arbre de satellisation de L
avec larbre A (pondéré et fléché) «dualy de la résolution & linfini de f.
Cet arbre n’est pas canonique; il dépend de la compactification choisie
de C2. Considérons sa classe d’équivalence (deux arbres sont équivalents si
I’'on peut passer de I'un & P’autre par une suite finie «d’éclatements et de
contractions »). On obtient :

THEOREME 1. — Soient f et g deux polynémes de C? dans C. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) f et g sont topologiquement F-conjugués a I'infini;

(2) f et g ont mémes paires de Puiseux & I'infini et mémes exposants de
coincidence;

(3) Ies entrelacs associés & f et g sont conjugués;
(4) les arbres duaux des résolutions & I'infini de f et g sont équivalents.

Remarquons que 'implication (2) = (3) s’interpréte comme un théo-
réme de type « Zariski-Lejeune » & P’infini.

Par contre, ce systéme d’invariants n’est pas complet pour la
classification topologique des fonctions : il est nécessaire d’enrichir
Pentrelacs L ainsi que ’arbre A par un «coloriage» rendant compte des
valeurs des fibres. D’autre part, la monodromie du revétement non ramifié
de l’espace des bouts des fibres régulieres de f sur P!C induit par f
est visiblement un invariant topologique. Nous ’appelons 0-monodromie
a linfini de f. Il rend compte de la restriction de F' aux composantes
dicritiques.

THEOREME 2. — Deux polynémes primitifs (i.e. dont la fibre générique
est connexe) f et g de C? dans C sont topologiquement conjugués & I'infini
si et seulement si leurs arbres colorés respectifs sont équivalents et leurs
0-monodromies a I'infini sont conjuguées.
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La classification globale des polynémes semble nécessiter des invari-
ants plus riches. En effet, par les mémes méthodes, nous obtenons dans (9]
la description topologique de f sur un ouvert constitué d’un voisinage
de linfini et de voisinages de chaque fibre irréguliére (y compris dans
le fini). L’obtention d’un systéme complet d’invariants se raméne donc &
la compréhension de la monodromie géométrique de la fibration constituée
de toutes les fibres réguliéres a partir des monodromies locales autour de
chaque valeur irréguliere.

Remerciements. — Je tiens & remercier le Professeur M. Boileau
qui m’a intéressée a ce sujet et les Professeurs J.-F. Mattei, F. Michel,
L. Rudolph et C. Weber pour d’enrichissantes discussions. Leurs remarques
et leurs critiques m’ont toujours été profitables.

1. Résolution a I’infini d’un polynéme.

Soit f un polynéme de deux variables complexes de degré d,
fle,y)= Y aiz'y.
i+j<d
Considérons le plongement ouvert p de C? dans P2C donné en
coordonnées homogenes [z, y,t] par :
p:C? — P2C,
(z,y) — [z,y,1].
Il décompose P2C en CZ U PL ol PL est la droite «a linfini» d’équa-
tion ¢t = 0.
Le polynoéme f induit une application méromorphe sur P2C dont le
lieu des poles est P . Notons :
f:PC\=° — PIC,
I'application holomorphe induite, £° C P. désignant 1'ensemble (fini) des
points d’indétermination de f (I'intersection des poles et des zéros de f).
On voit que :
20 = {[z,,0] € PL; fa(z,y) =0} avec fa(z,y)= Y aiz'y’.
it+j=d
Rappelons, pour préciser les notations, quelques résultats bien connus
sur la réduction des fonctions méromorphes.

DEFINITION 1. — Soit G un germe de fonction méromorphe en un
point m d’une variété V de dimension 2 et E C V un germe de courbe en m
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a croisement normal. Nous disons que le couple (G, E) est réduit en m s’il
existe en ce point des coordonnées analytiques (u,v), et des entiers p,q € N,
a=0oul tels que:

1
(1) G — G(m) = uPv? ou bien el uPv;

(2) E = (wv® =0).

ProprosiTiON 1. — Soit G une fonction méromorphe au voisinage d’un
diviseur compact E & croisements normaux d’une variété V de dimension 2.
Il existe une application IT d’une variété holomorphe V dans V', obtenue par
composition d’éclatements de points, telle que le couple (G o I, II7}(E))
soit réduit en chaque point m de I71(E).

Idée de la démonstration. — Elle peut se faire en deux étapes.

« Etape 1 : on va construire une application n’ : V/ — V par
composition d’éclatements telle qu’en chaque point de ©'~!(E), G o 7’
ou (G o 7’)~! soit holomorphe. Pour cela, on considére la suite d’éclate-
ments (m;), m; : V; — V;_;, définie de la maniére suivante : Vo =V, m;
est l’application d’éclatement (simultané) de I’ensemble fini £~1 C V;_;
constitué des points ott ni Gomy0---om;_y ni (Gom o---om_;)~! ne sont
holomorphes. Ce procédé s’arréte car la multiplicité d’intersection du lieu
des poles et des zéros de G diminue strictement apres chaque éclatement.
Notons 7’ le composé des ;.

« Etape 2 : en chaque point m de 7’ _I(E), on considére le germe de
courbe I',,, formé de 7'~ (E) et de la courbe d’équation Gor’ —Gon’(m) = 0
ou1/Gox’ = 0. On fait alors en chaque point m ot le couple (G, 7'~ (E))
n’est pas réduit la succession d’éclatements minimale nécessaire a la
réduction de Iy, (voir [3]). o

En appliquant cette proposition, on «résout» le couple (f, PL, ). Ce
procédé de réduction est unique et bien défini.

DEFiNITION 2. — Nous appelons élimination des indéterminations de
f associée a la compactification p de C? la donnée du couple (7', F = fon')
ou ' : X' — P2C est exactement obtenu par la construction de la premiére
étape de la démonstration ci-dessus.

Nous appelons résolution & 'infini de f associée a la compactification p
de C? la donnée du couple (II, F = foTI) ot IT : X — P2C est le composé
des éclatements utilisés dans les deux étapes de la proposition 1.
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Nous allons donner maintenant une autre construction de n’ par
«création de chaines », inspirée de [6], qui nous sera utile par la suite. Cette
construction se fait par récurrence.

Pas 0 :
(i), on éclate simultanément tous les points de £° : n : XJ — P2C;

(i), on effectue la suite d’éclatements de points 79 : X? — XD |
pour 1 < i < 7o, définie par : 7Y est le morphisme d’éclatement de
centre ©9_, en prenant pour X_; C X? ; ’ensemble des points singuliers
du diviseur (7§ o ---om?_;)71(PL)) qui sont des points d’indétermination

Fom0 0
de fomgo---om_;.

Ainsi tous les points d’indétermination de fonJo---onl = foII°
sont des points réguliers de (I1°)~1(PL.).
Pask :
(i), on éclate simultanément tous les points d’indétermination de
follo---ol* ! sur (II%c--- o ¥ 1)~}(PL)) ot, pour j = 1,...,k — 1,
I’ désigne le composé des morphismes d’éclatement de points du pas j. Ce

sont nécessairement des points réguliers de (IT° o - - - o ITF=1)~1(PL );

(ii), cette étape est identique & I’étape (ii)o du pas 0 : on effectue la
suite d’éclatements des points singuliers des diviseurs qui sont aussi points
d’indétermination.

Remarque 1. — A chaque pas k, le diviseur exceptionnel de II* est
une union de chaines : chaque composante irréductible intersecte au plus en
deux points les autres composantes du diviseur exceptionnel de IT%o- - - oIT*.

Remarque 2. — En tout point m du diviseur D = I7}(PL) C X, la
fonction Fy,, = F—F(m) ou 1/F si F(m) = oo s’écrit, dans des coordonnées
appropriées (u,v) centrées en m, sous I'une des cinq formes de la figure 1.

Considérons maintenant la fonction holomorphe F' en restriction &
une composante irréductible F; de D. Deux cas de figure se présentent :

(i) soit F(E;) = P!C et on dit alors que E; est une composante dicritique
de D (modeles 1 et 2),

(ii) soit F| g, prend une valeur constante finie ou infinie (modéles 3, 4, 5).

Ainsi le diviseur D se décompose naturellement en :

(a) Doo = F~*(00),
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u

RN LI
v v

|||||’|||l| Hll|||||||
1) D a pour équation u =0 2) D a pour équation uv =0
et Frp(u,v) =9, ¢ € N, et Frn(u,v) =v9, ¢ € N*,

/N
~ N

3) D a pour équation u =0 4) D a pour équation uv =0
et Fm(uy U) = upvq’ p,q € N*) et Fm(u,'u) = upvq’ P, q € N*)
u=0

5) D a pour équation u =0
et Fn(u,v) =uP, p € N*.

Figure 1 : les cinq formes de la fonction F,,, de la remarque 2.

(b) Dajc, 'union (disjointe) des composantes dicritiques de F,

(¢) Derit, I'union des composantes de D sur lesquelles la fonction F
prend des valeurs finies ¢y, ..., cp.

DErFINITION 3. — Nous appelons valeur irréguliére a [l’infini du
polynéme f les «valeurs critiques finies» (ci,...,cp) de la restriction
deFaD:D — PL, c’est-a-dire (d’aprés la remarque 2) :

(i) les éléments cy,. .., ¢, de F(Deit);
(ii) les valeurs critiques de la restriction de F & Dgic \ Doo-

Une valeur qui n’est pas irréguliére a I’infini est dite réguliere a I'infini.

Les fibres f=Y(c1),..., f~(cp) sont dites fibres irréguliéres a I'infini.
Les autres fibres sont appelées fibres régulieres a I’infini.
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Nous noterons dans la suite A7° I’ensemble (fini) des valeurs irré-
gulieres a l'infini de f.

DeriNniTION 4. — Nous appelons transformées strictes a I'infini
associée & une fibre f~1()\) de f toute composante irréductible du germe de
courbe le long de D défini par F~1(\) \ D. Nous dirons qu’une composante
irréductible E du diviseur D porte une transformée stricte s’il existe A € C
tel que F~1(A\)\ DN E # 0.

LEMME 1.

(i) les composantes E de D ne portant pas de transformée stricte a
linfini d’une fibre de f ont toutes des autointersections (E, E) inférieures
ou égales a —2,

(ii) les composantes de Do, ont toutes des autointersections inférieures
ou égales & —2 sauf peut-étre PL_ qui peut avoir une autointersection égale
aloua-—1.

Démonstration. — Si une composante E de D autre que P. a
une autointersection —1, alors lors de sa «créationy» (dans le processus
de réduction que l'on s’est fixé), en chacun de ses points, le couple
fonction méromorphe-diviseur est réduit. En effet, I’autointersection d’une
composante du diviseur baisse de 1 chaque fois qu’'on éclate I'un de ses
points. Ainsi si la composante E n’est pas dicritique elle correspond 2
un éclatement de la deuxiéme étape. Par minimalité de la réduction des
courbes, elle porte une transformée stricte. O

La forme particuliére de la fonction méromorphe f de P2C dans P!C
due au fait qu’elle est définie & partir d’un polynéme de C? va induire des
restrictions sur la forme du diviseur D.

LEMME 2.

(a') Doo N Deyiy = 0;

(b) toute composante de Dg;i. intersecte D., et toute composante
connexe de D, intersecte Dg;c;

(¢) Do est connexe.
Démonstration. — Les affirmations (a) et (b) sont immédiates.
Démontrons le point (c).

Soit N (D) le voisinage tubulaire du diviseur D construit par plombage
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(voir [23]) des fibrés normaux en disques au-dessus de chaque composante
du diviseur. Notons W, le plombage des fibrés en disques induit au-dessus
des composantes de D. Le bord de N (D) s’identifie & une sphere Sg C C?
de centre 0 et de rayon R suffisamment grand. De méme W, s’identifie &
F~1(D(00,¢)) ot D(00,¢) est un disque centré en co € P'C et de rayon &
assez petit. La variété S = ON (D) N 0W, a pour bords des tores et OWo,
s’obtient & partir de S en recollant des tores solides le long de 8S. Ainsi la
connexité de OW,, (et donc de Do) équivaut & celle de S. D’autre part,
S est connexe d’apres affirmation suivante de L. Rudolph citée dans la
démonstration du théoréme 4 de [24] :

AFFIRMATION. — La variété Sg \ F~'(D(o0,¢€)) est une réunion de
tores solides dans N (D).

CoROLLAIRE 1. — Soit D’ le diviseur obtenu lors de I’élimination des
indéterminations de f et D. ., I'union des composantes de D’ sur lesquelles
F (= fon') est constante et différente de Iinfini. Alors les composantes
connexes de D, sont des chaines. De plus I'autointersection (E,E) de

chaque composante irréductible E de D. ;, est inférieure ou égale & —2.

Démonstration. — La connexité de Do, implique que chaque compo-
santes de D/ ., lors de sa «créationy, porte exactement un point d’indé-

termination situé en son point d’intersection avec une composante de D,. O

DErINITION 5. — Soit I' une composante connexe de la partie lisse
de 'union de D et des transformées strictes des fibres irréguliéres a I'infini
de f et soit ¢ un point de T'. On appelle multiplicité de T en c¢ et on note
m(T) € Z I'ordre de la série de Laurent de la restriction & une petite courbe
lisse transverse AT encde F siT' C Do, de F — F(c) siT' ¢ (Dgic U Do)
et m,(T) =0si ' C Dgjc.

1l est clair que m.(T) est constante le long de I, nous la noterons mg

ou encore m; si I' désigne une composante E; de D.

Nous allons montrer que les autointersections e; des composantes FE;
du diviseur D et les multiplicités m; peuvent se déduire les unes des autres
& partir des données de la résolution a l’infini de f.

Considérons la matrice d’intersection A = ((a;;)) indexée par les
composantes irréductibles E; ... E, de D :

e; sii=j,
a;; =4 1 si E; intersecte Ej,
0 dans tous les autres cas.
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Remarque 3. — On voit facilement par récurrence sur le nombre
d’éclatements de la résolution que det A = +1. La raison topologique de
cette égalité est que le bord du plombage de fibrés en disques associé & D
est une sphere (cf. [16]).

Pour ¢ = 1,...,n, associons & chaque composante E; de D ’entier ¢;
défini par :

(i) € =0si E; C Doo;

(ii) £; est égal & la somme des multiplicités des transformées strictes des
fibres irréguliéres a I'infini de f portées par F; si E; C Deyit ;

(iii) si E; C Dagjc, ¢; est égal & (1 — p)r; + v; ou p est le nombre de valeurs
irrégulieres a U'infini de f, v; la somme des multiplicités des transformées
strictes des fibres irrégulieres & 'infini de f portées par E; et r; le degré de
la restriction F; : E; — P!C de F 4 E;.

ProposITION 2. — Notons :

(a) ™ le vecteur colonne ((m;))i=1...n,

(b) 7 le vecteur colonne ((£:))i=1...n-

—

On a Am+7= 0.

Démonstration. — Remarquons que le diviseur D se construit & partir
de P! et n’admet donc pas d’équation globale. On ne peut donc reprendre
Pargument du corollaire 9.2, p. 78, de [16] qui est en défaut dans notre
cas : 'autointersection (F*()\), D), pour A générique appartenant & C, est
la somme des degrés des restrictions de F' aux composantes dicritiques et
est donc non nul. Par contre Do, ainsi que chaque composante connexe C
de Dgi; admet une équation globale dans un voisinage de C (la restriction
de F'!) et donc (F*()\), Do) =0 et (F*(X),C) = 0.

(i) Considérons tout d’abord D, comme le diviseur :

—F*(OO) = Z szz

E;CD

Soit A € PIC une valeur réguli¢re finie suffisamment proche du point co
de P'C; alors :

Vk=1,...n, (—F*(c0),Ex) = (F*()\),E)
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ou (.,.) représente la multiplicité d’intersection. On obtient :

{ 0 si Ex ¢ Dgic,
Z AikM; =

EiCDos -1, si Ex C Dygjc.

(i) Considérons une valeur c; irréguliere & l'infini pour f. Notons I;
'union des composantes irréductibles de D incluses dans F~!(c;). Formel-

lement on a :
F*(cj)zzmiEi+Z Tz] + Z ‘/gj
E;ClI; E;ClI; E¢CDagic

olt T/ (resp. V;) représente la somme formelle des transformées strictes &
Iinfini de f~!(c;) comptées avec leurs multiplicités qui sont portées par la
composante E; (resp. Ej).

Soit 4 € P'C une valeur régulitre finie suffisamment proche de c;. Du
systeme d’équations :

Vk=1,...n, (F*(c;),Ex) = (F*(u),Ex)

nous tirons :

Z a;xm; =0 si By ¢ Ij U Dygjc,
EiCIj

Z airm; +8 =0 si EkCIj,
E;CI;

Z aigm; + (v — %) =0 si B C Daic,
EiCIj

N

olt v] est la somme des multiplicités des transformées strictes & Pinfini
de f~!(c;) portées par Ej. On a 2 vl = .

Les équations de ce type pour toutes les valeurs irréguliéres & 'infini
de f ajoutées aux équations du (i) nous donnent la formule désirée. (m]

2. Fibres réguliéres a I’infini d’un polyndme.

Nous avons vu que le diviseur D, + D de la résolution a I’infini
d’un polynéme f se décompose de maniére naturelle en «blocs» : Do, et les
différentes composantes connexes D1, ..., Ds de Dys. Pouri =1,...,s,00,
considérons le voisinage formé de la composante connexe W; de

F~1(B;) nII-1(P2C \ Bg)

qui contient D; , oit B; C P!C est un disque centré en F(D;) de rayon ; assez
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petit et Bg la boule fermée de rayon R de C2. Pour R suffisamment grand, le
rayon ¢; de B; peut étre choisi assez petit de sorte que les fibres de F' soient
transverses & I171(0Bg). La restriction de F & W} = W, \ F~}(F(D;))
a valeurs dans B} = B; \ F(D;) est propre et transverse & OW;, ainsi
qu’a W; N Dgic. On en déduit classiquement que la restriction de F' & W
est une fibration C*° localement triviale et qu’il existe au voisinage de tout
2o € B} une trivialisation C*° de F' qui préserve OW; ainsi que W; N Dyjc.
En effet, on peut construire deux champs de vecteurs C*° X; et X» tangents
a OW; et & W;N Dy au voisinage du compact F~1(29) NW; qui se projettent
par TF sur deux champs de vecteurs C* réguliers Z; et Z5 linéairement
indépendants au voisinage de zy (on le fait localement, puis on recolle par
partition de I'unité). La composée du flot de X; et du flot de X» avec
conditions initiales sur F~1(2q) est reliée par F & la composée du flot de Z;
et du flot de Z; avec conditions initiales zgp, ce qui donne I’application de
trivialisation.

DerFINITION 6. — Pouri = 1,..., s, 00, notons F; la fibre type de cette
fibration épointée de son intersection avec Dgic,

F; = (F~*(Xo) \ Daic) "\W;,  Xo € B},

nous appelons Fi, .. ., Fs, F, composantes génériques a I'infini de f.

Si E est une composante irréductible du diviseur D, nous noterons 6
la valence de Ej, c’est-a-dire le nombre de points d’intersection de Ey avec
D\ Ey et avec les transformées strictes de f~1(F(Ey)).

ProrosiTioNn 3. — Désignons encore par my la multiplicité de la
composante Ey du diviseur D. Pouri=1...,s,00,0n a:
(i) x(Fi) = > mx(2—6k);
ExCD;

(ii) les composantes connexes de F; sont deux & deux homéomorphes et
leur nombre est égal au pged des multiplicités des composantes de D; et
des transformées strictes a I'infini de f~(F(D;)) qui se branchent sur D;.

Démonstration.

(i) Notons N(D;) un voisinage tubulaire de D; construit par plombage.
On est ramené & calculer la caractéristique d’Euler de 'intersection de F;
avec chaque composante élémentaire U du plombage de N(D;). Lorsque U
est un fibré en disques de base une spheére privée de 6y disques, F; N U est
un revétement & my feuillets. Sa caractéristique d’Euler est mg(2 — 6k).
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Dans les autres cas ou U est un polycylindre de «coin» non dicritique ou
un tore de recollement, F; N U est un revétement au-dessus d’un anneau
ou d’un cercle et donc x(F; NU) = 0. Si U est un polycylindre de «coin»
dicritique, F; N U est un disque épointé et de nouveau x(F; NU) = 0. Par
additivité, on obtient la formule désirée.

(ii) Si E est une composante de D; de multiplicité mg, en étudiant
I’holonomie du feuilletage défini par le polynéme f, on voit que le nombre
de composantes connexes de F; en restriction & un voisinage tubulaire de
est égal au pged de mg et des multiplicités de toutes les composantes de D;
adjacentes & E et des transformées strictes & 'infini de f~1(F(D;)) qui se
branchent sur E. De plus, a partir des modeles 3 et 4 de la remarque 1, si E
et E' sont deux composantes adjacentes de D; et V et V'’ des voisinages
tubulaires de E et E’ en restriction auxquels F; a respectivement p et ¢
composantes connexes, on montre que le nombre de composantes connexes
de F; N (V UV’) est égal a pged(p, ). On achéve alors la preuve de (ii) en
raisonnant de proche en proche. O

LEMME 3. — Pour i = 1,...,s, on a x(F;) < 0 sauf si D; vérifie la
condition suivante :

( D; est une chaine et ne porte qu’une transformée stricte a I'infini
* de f~Y(F(D;)) qui se branche & I'extrémité de D;. En d’autres
termes, toutes les composantes de D; sont de valence 2.

Démonstration. — Notons encore 7’ le composé des morphismes
d’éclatement de ’élimination des indéterminations de f, ©” le composé
des morphismes d’éclatement de la seconde étape de la résolution de f
(¢f. proposition 1), F = fon’ et D' = n/"}(PL) = ”(D).

Distinguons les deux cas :

(1) «"(D;) se réduit & un point m appartenant & une composante
dicritique F de D’;

(2) ©”(D;) contient au moins une composante du diviseur D’.

Dans le cas 1, m est sur une composante dicritique de D’ (i.e. F
n’est pas constant sur cette composante). Il suffit de montrer que
la caractéristique d’Euler d’une composante connexe X de 7'(F;) est
strictement négative. Remarquons que X est une surface ouverte et que
X N E est 'ensemble des points qui lui manquent pour devenir compacte.
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Puisque X se rétracte sur une surface ouverte, on a :
x(X) =1-bi(X) -~ #{X N E}
ol b; désigne le premier nombre de Betti.

Mais (F, D’) n’est pas réduit en m et, par suite, la transformée stricte
a Pinfini Z; = F-1(F(m))\ D’ n’intersecte pas D' normalement en m :
ainsi le degré de la restriction de F & E est strictement supérieur & 1
et #{X N D} > 2, d’ot la conclusion.

Nous allons maintenant nous intéresser au cas 2. Considérons la
composante connexe C' = 7''(D;) de D.;,. C'est une chaine d’apres le
corollaire 1.

Considérons la suite d’éclatements p; : Y; — Y;_; définie de la maniere
suivante : Yy est un voisinage de C, p; est I’éclatement de centre S;_;.
Pour définir les ensembles S!_;, notons C~1) = (p; o --- 0 p;_1)~(C),
Sing(C—1) le lieu singulier de C*~1) et S;_; ’ensemble des points ot le
couple (Fop; o---op;_1,C®) n’est pas réduit. Alors m appartient & S/_,
si et seulement si

(i) m € Sing(Ct—VYN S;_1;
(ii) ou m est sur une composante E de C(*~1) qui vérifie

#{E N Sing(C* )} =1et (ENSi—1) \ (ENSing(Ct)) = {m}.

Clairement, ce processus s’arréte, disons pour i = h et C®) est une
chaine. Notons Fh,..., FE, ses composantes ordonnées, la composante E;
étant celle qui intersecte une composante dicritique. Par construction,
Pautointersection e, de E, n’est égale & —1 que si 6, > 3. En effet, la
condition é,, = 1 impliquerait que E,, était déja une composante irréductible
de C et d’apres le corollaire 1, e, < —2. D’autre part, puisque D; ne vérifie
pas la condition (*), on ne peut pas avoir é,, = 2 (sinon le processus ci-dessus
ne serait pas terminé). De plus, pour j = 1,...,n—1, les autointersections e;
des composantes E; sont inférieures ou égales & —2 sauf si §; > 3 (sinon en
contractant E; on retrouverait un point & croisement normal).

La matrice d’intersection Ao ) associée a C™ est de la forme :

er 1 0 .. 0
1 ey 1 - 0
Acw = : :
0 1 €n—-1 1

0o ... O 1 en
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Par la méme méthode qu’a la proposition 2, on obtient le systeme :

mi t1
ma t2
(S) Acm : =-
Mp—-1 tn—l
Mp tn
ou, pour tout k = 1,...,n, my est la multiplicité de la composante Ej

et tx est la somme des multiplicités d’intersection des transformées strictes
alinfini Z; = F~1(F(C)) \ D’ avec la composante Ej.

Le systéme () est équivalent & :

tl —e1m; —ma

t2 —e2Mg — M1 — M3
tn—l —€n—1Mp—-1 —Mp_2 —Mp

tn —€nMp — Mp—1

Si la composante E,, porte une transformée stricte Z;, comme 6, > 3,
on a trivialement x(F;) < 0. Sinon, remarquons qu'’il existe m < n
telle que la composante E,, porte une transformée stricte Z;. Supposons
alors que pour j = 0,...,k — 1, k > 1, aucune transformée stricte Z;
n’intersecte la composante E,_; et qu'une transformée stricte Z; intersecte
la composante F,_; en un point régulier, alors, par un calcul récurrent a
partir de la formule (S), on a: my_gx — Mp_g+1 > Mmy,. Do :

X(F,;) < mn(2 — 511) + mn_k(2 - 6n—k) < —Mp—g+1 < 0.

Si D; vérifie la condition (*), on voit que F; est homéomorphe &
une union de disques épointés. L’invariant topologique que nous utiliserons
alors est I’holonomie du feuilletage défini par f relative & un lacet simple v;
tracé sur la transformée stricte Z; et d’indice 1 au point de branchement.

LEMME 4. — Pour i = 1,...,s, si D, vérifie la condition (*),
Papplication d’holonomie relative a y; est différente de I'identité.

Démonstration. — Numérotons de 1 & p les composantes irréductibles
de D;, la composante 1 étant celle qui intersecte une composante dicritique.
Le modele 3 de la remarque 2 donne un facteur transverse muni d’une
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coordonnée z dans laquelle ’application d’holonomie ¢; relative & -y; est
de la forme ¢;(2) = \;z avec \; = e~2"™»/ ot my, est la multiplicité de
la composante p et ¢, la multiplicité de la transformée stricte. Nous allons
montrer que 0 < my/t, < 1. D’apres le systeme () :

esip=1,alorse; < —2ett; > 2my, doi my/t; < %

esip>1, pour j=2...p,onam;—mj_1 > m et —emy =
mp_1 + t, avec e, < —2. Cela implique m, — £, < —my < 0. O

Ces lemmes vont permettre de démontrer un théoreme qui justifie la
terminologie « valeur irréguliére & P’infini » que nous avons adoptée : ce sont
les seules valeurs pour lesquelles f, au voisinage de l'infini, n’est pas une
fibration C°.

THEOREME. — Une valeur A € C est réguliére a I’'infini si et seulement
si pour tout R assez grand, il existe € > 0 et un homéomorphisme ¢ de
o] o
B(X\e) x (fTH(A)N(C?\ Bg)) sur U(\ e, R) = f~1(B(A,€)) N (C?*\Br) qui
trivialise la restriction de f 4 U()\, ¢, R), i.e. f o est la seconde projection,
B(\, €) désignant le disque de centre A et de rayon ¢.

On peut remplacer homéomorphisme par difféomorphisme C* dans
I’énoncé de ce théoreme.

Démonstration. — Si X est réguliere & D’infini, une trivialisation se

construit facilement & partir du modele 1 de la remarque 2. Si A est
(o]

irréguliere & l'infini, V'intersection de f~!(\) avec C? \ Bg est une union

de disques épointés, pour R assez grand. En particulier sa caractéristique

d’Euler est nulle. D’autre part soit f~1(c) une fibre réguliere a l'infini

suffisamment proche de A. La fibre f~1(c) N (C2 \é r) se décompose disons
en k composantes génériques a l'infini et ¢ disques épointés. Si k& > 0, le
lemme 3 ou 4 permet de conclure. Sinon f~1()) a une composante connexe
multiple & 'infini et on ne peut avoir fibration puisque se produit un saut
de composantes connexes. O

Remarque 4. — Lorsque le polynéme est sans fibre & composante
multiple, en complétant par la méme technique cette étude dans Bg,
on retrouve un résultat de Ha-Lé [14] et Suzuki [30] sur le saut de
caractéristique d’Euler. Dans le cas général, ce théoréme et le lemme 3
déterminent exactement, en fonction de la résolution & Dinfini, les
fibres irréguliéres (éventuellement multiples) ou se produit un saut de
caractéristique d’Euler.
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On retrouve d’autre part :

COROLLAIRE 2. — L’ensemble Ay = {ci,...,c,} formé des valeurs
critiques et des valeurs irréguliéres 4 I'infini d’un polynéme f de C? dans C
est I’ensemble minimal pour lequel :

F:C\fH(Af) = C\ Ay

est une fibration topologique localement triviale. De plus, la fibre type de
cette fibration est F.

3. Classification topologique a I'infini des feuilletages.

3.1. Description de ’arbre réduit de résolution a I’infini
associé au feuilletage.

Soient f un polynéme de C? dans C et p : C2 — P2C le plongement
(z,y) = [z,y,1]. Si K est un compact de C2, considérons le feuilletage

singulier Fx de C2\ K défini par la restriction de la 1-forme df 4 C?\ K.
Si V est une feuille de Fx et K’ un compact de C? contenant K, nous
noterons Wy (V') 'ensemble des voisinages ouverts de V' N (C?\ K’) dans

C?\ K’ saturés par le feuilletage Fx:.

DEFINITION 7. — Nous dirons qu’une feuille V de Fk est réguliére
a linfini si pour tout compact K' O K, il existe un compact K" de C2,
un ouvert W € Wgn»(V) et un homéomorphisme h de W sur le produit

o o

(VN (C?2\ K") x D? de V N (C%\ K") par le disque unité de C, qui
conjugue la restriction Fi|w du feuilletage Frx & W au feuilletage trivial
de (VN (C%\ K")) x D? et transforme (V N (C?\ K")) x D? en la feuille
(VN (C%\ K")) x 0. Dans le cas contraire, nous dirons que la feuille V est
irréguliére a I'infini.

Considérons le morphisme de réduction II, relatif au plongement p,
construit au paragraphe 1. L’adhérence de II71(C? \ Bg) est un voisi-

nage Ng(D) du diviseur D de la résolution et IT*(Fp,), que nous identi-
fierons & Fp,,, est un feuilletage de Ng(D) \ D.

ProrosiTioN 4. — Une feuille V de Fk est réguliere a 'infini si et
seulement si V N Dgjc # 0.
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Démonstration. — Si V N Dgic # 0, le modele local 1 permet
trivialement de construire W et h. Réciproquement, si V coupe Dcys
en un point disons m, alors le germe (V,m) est une transformée stricte 2
Pinfini. Le saut de caractéristique d’Euler calculé au lemme 3 ou le lemme 4
interdit l'existence d’un homéomorphisme A trivialisant le feuilletage au
voisinage de V. O

Ainsi le feuilletage Fx admet un nombre fini de feuilles irrégulieres a
I'infini que nous noterons Vi, ..., V,.

Une conséquence immédiate de la proposition précédente est qu’on a
une définition équivalente de feuille réguliere & l'infini en se restreignant,
dans la définition 7, & la famille de compacts de C? constituée par les boules
fermées Bg de rayon R. Dans la suite, on remplacera Wg, (V') par Wg(V).

Soit V une feuille irréguliére & l'infini de Fx, R > 0 assez grand et C
la composante connexe de D¢ qui contient la composante irréductible du
diviseur sur laquelle se branche V. On voit facilement que :

vuc = () o'w).
WeWg(V)
Le méme calcul que pour la proposition 3 du paragraphe 2 montre que les
feuilles voisines de V intersectent un facteur transverse & V en un nombre

constant de points v(V') que l'on appelle multiplicité de V et permet de le
calculer.

Soient my,...,my les multiplicités des composantes irréductibles
de C. Pour toute feuille V}, avec j = 0,...,r, irréguliere & I'infini de Fg
telle que V; N C # 0 et Vo = V, notons t; la multiplicité de f le long de V;.
Comme pour la proposition 3,

Yo =ngd{(mut1)a i=1,...,k J =0""7T}
est le nombre de composantes connexes de !’intersection d’une fibre
générique de f avec un voisinage de C. On a alors :
i
v(V) = 2.
e}
Trivialement (V') est un invariant topologique de f.

Considérons maintenant le systéme projectif :
Xgp = U {V feuille réguliére a l'infini de F g, },
Br

les morphismes étant définis par l'inclusion.
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DEerFINITION 8. — Nous appellerons ensemble des bouts réguliers et
noterons X I’ensemble :

X = lim Xg.
R

L’existence des trivialisations du feuilletage sur les voisinages
W € Wg(V') définit une topologie naturelle sur X.

Remarque 5. — L’ensemble X est homéomorphe & Dgic \ (Doo U Derit)-
En particulier le nombre de composantes connexes de Dg;c est un invariant
topologique de f.

Soient E une composante dicritique de D et V une feuille réguliere &
Iinfini de Fp, n’intersectant pas Bg. Désignons par bg(V) = #(ENV)
le nombre de bouts de cette feuille appartenant & la composante connexe
de X qui correspond & E. On a :

LEMME 5. — Soient mq,...,my les multiplicités des composantes
irréductibles de D.,. Pour toute composante dicritique E et toute feuille
réguliére a I'infini V,on a:

deg(F“g :E— ]P’IC)
pged{m;; i=1,...,¢}

be(V) =

Démonstration. — Elle découle directement de la proposition 3 du
paragraphe 2. O

Ainsi bg(V) ne dépend pas de V et ce nombre, noté bg, est un
invariant topologique de f.

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la notion d’arbre
réduit de résolution & l'infini qui sera un systéme complet d’invariants
topologiques & 'infini pour la relation d’équivalence des feuilletages :

DEriNITION 9. — Nous appelons arbre de résolution réduit a Iinfini
associé au feuilletage Fx et notons A, (Fk,p) I'arbre formé de la maniére
suivante :

e chaque sommet représente une composante irréductible de D et est
pondéré par Pautointersection de cette composante;

e une aréte joint deux sommets si les composantes correspondantes
se coupent;
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e pour chaque feuille irréguliére a 'infini V;, avec i = 1,...,0, qui
se branche sur une composante FE du diviseur, une fleche est attachée au
sommet correspondant a F ; chacune de ces fleches est pondérée par v(V;);

e on attache une fleche double aux sommets s correspondant aux
composantes dicritiques E; que 'on pondere par bg, .

Exemple. — Soit f : C?2 — C donné par f(z,y) = 259> — 22y et p
la compactification usuelle de C2. L’arbre réduit de résolution & linfini
Ao (Fk,p) est :

@

DErFiNITION 10. — Nous appelons multiplicité réduite d’une com-
posante irréductible E du diviseur I’entier Mg défini par :

(1) si E est une composante dicritique, g = 0;

(2) si E est une composante de D, Mg est le quotient

e = e
¥~ bged{mp /E' C Doo}

de la multiplicité de F par le pged des multiplicités des composantes de D ;

(3) si E appartient & une composante connexe C de Dy, Mg est le
quotient

mg
Yc

mg =

de la multiplicité de E par I'invariant yo défini au début de ce paragraphe.

LEMME 6. — Les données de l'arbre A.(Fk,p) permettent de
calculer les multiplicités réduites de toutes les composantes irréductibles du
diviseur D.

Démonstration.

o Premier cas : E est une composante de Dg,it.

Le bord ON(C) d’un voisinage tubulaire N(C') obtenu par plombage
de la composante connexe C de Dy qui contient E est un espace
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lenticulaire différent de S! x S2. En effet, si 7" désigne ’application
composée des éclatements de la seconde étape de la résolution (décrite dans
la démonstration de la proposition 1), 9N (C) est homéomorphe & la variété
graphée définie par la composante connexe C' = 7"(C) de 7"(Dcrit)-
Si C' est un point IN(C) = 7”"(ON(C)) est une sphere, sinon C’ est
une chaine (cf. corollaire 1). Par conséquent, la matrice d’intersection Ac
correspondante est de déterminant non nul (voir [16]).

Ainsi le systéme suivant (analogue au systéme (S) du paragraphe 2)

m 21
M2 Vo
Ac = —
m'n~l Vn-1
mn V’n

avec

v; = Z v(V;), i=1,...,n,

V; feuille irréguliere
‘_/j NE;#0

admet une solution unique.
o Deuziéme cas ; E est une composante de D.

Remarquons que si F intersecte une composante dicritique E’, le poids
de la fleche double attachée au sommet de Ao (Fk,p) correspondant & E’
est égal & la multiplicité réduite Mg de E. En effet, la restriction de F' & E’
étant un polyndme, son degré est égal a la multiplicité de (F|g)~*(o0).

Reprenons la construction de I’élimination des indéterminations de f
par «création de chaines» décrite au paragraphe 1 et ne considérons dans
cette construction que les composantes contenues dans D,. Si E est créée
a la fin de la derniere étape de la récurrence, elle se branche sur Dy, et
d’apres la remarque ci-dessus g est donnée par A, (Fk,p). En raisonnant
par récurrence descendante, il suffit de prouver que, pour chaque chaine C

€_p €_1 €o €1 €n
R et *——— o @------------- )
m_p m_l m() ’H_’Ll mqy

créée dans une étape quelconque du processus, la donnée de la multiplicité
réduite 7y d’une composante Ey de cette chalne permet de calculer la
multiplicité réduite de toutes les autres composantes.
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Comme d’habitude e; désigne 1’autointersection, pour —p < i < n, de
la composante irréductible E;. D’aprés le lemme 1, e; < —2. La compo-

sante E, est de valence 1 et E_, s’attache & une composante E’ créée a
I’étape précédente du processus. Soit ' sa multiplicité réduite.

Donnés iy et les e;, nous avons & résoudre le systéme (obtenu & partir
du systéme (S) du paragraphe 2) :
([ — enMp = Mp_1,

—en—-1Mp—1 = My + Mp—2,

— ey = Mg + My,
{ —e1my =Mz + Mo,

— ey =My +Mm-1,

~ - (p-1)M—(p-1) = Mp T M (p—2),

o = =/
\ —€—pM_p =M_(p—1)+M .

11 suffit de résoudre le systéme extrait formé des n premiéres équations,
les solutions dans les autres équations s’en déduisant trivialement.

On voit que pour tout k =1,...,n—1,ona
leks - - -, e1] Mk = k41 + C
ol
1
[ek,...,61]=—6k— 1
. 1
les Ck, ne dépendant que de i et de ey, ..., ex—1. En particulier, on a :
[en_l, ey 61] Mp—1 = —Mp + On—l-
La premiére équation nous donne alors :
[ena .- -yellmn = —Un-1.
Or [en,...,e1] est non nul dés que chaque e; est inférieure ou égale & —2.

La derniére équation du systéme donne 7', ce qui permet de continuer
la récurrence. O
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3.2. Equivalence d’arbres réduits.

Les arbres réduits de résolution & l'infini sont des arbres pondérés et
fléchés. On a une notion d’isomorphisme de tels arbres.

DerFINITION 11. — Deux arbres I'; et I's sont dits isomorphes s’il
existe un isomorphisme d’arbres (abstraits) envoyant I'; sur I'y qui respecte
les poids et les fleches.

Les arbres de résolution réduits & ’infini ne sont pas canoniques :
un automorphisme algébrique de C? modifie la résolution & I'infini d’un
polynoéme. Pour retrouver une situation canonique on considere la relation
d’équivalence suivante :

DEFINITION 12. — Soient f et g deux polynémes de C? dans C et
p : C2 — P2C le plongement (z,y) — [z,y,1]. Nous dirons que Ax(Fx,p)
et Aso(GK',p) sont équivalents si ces deux arbres sont isomorphes aprés
une suite finie de transformations de type « éclatements et contractionsy,
c’est-a-dire les transformations :

a)

€+1

b)

(a) correspond a I’éclatement d’un point régulier sur une composante
irréductible du diviseur ne portant pas de transformée stricte a I'infini et

(b) correspond a I’éclatement d’un point singulier du diviseur.

Remarque 6. — Ainsi, & chaque arbre A’ équivalent & Ao (Fk,Dp)
est associée une variété Vu,, un diviseur Dg C Va et une fonction
Fpr : Vg — PIC telle que (Far, D ar) soit réduit en tout point de D 4.. On
a encore une décomposition de D4 en composantes infinies, critiques et
dicritiques et on définit de la méme maniere les invariants Mg et bg des
composantes de D 4. Ils satisfont les mémes propriétés que pour D. En
particulier, la donnée de A’ permet de calculer les Mig.
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3.3. Classification topologique des feuilletages.

Rappelons que les feuilletages Fx et Gk définis par deux polynémes
de C? dans le complémentaire de compacts K et K’ sont topologiquement

conjugusés s'il existe un homéomorphisme H : C2\ K — C?\ K’ qui envoie
feuille sur feuille. On dira alors que f et g sont topologiquement F -conjugués.

THEOREME I. — Les polynémes f et g sont topologiquement F-conju-
gués si et seulement si leurs arbres réduits de résolution Ao (Fk,p) et
Ao (Gkr,p) sont équivalents.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration de ce
théoreme.

3.3.1 Preuve de la suffisance. — Quitte & effectuer des éclatements
supplémentaires, on se ramene facilement & deux arbres isomorphes que
nous notons Ao (Fk) et Ax(Gk’). Nous désignerons par D et D’ les
diviseurs correspondants. D’apreés la remarque 6, les composantes de D
et D’ ont mémes multiplicités réduites.

Nous allons maintenant construire ’homéomorphisme H de conju-
gaison. On construit aisément un homéomorphisme h; : (D \ Dgic) —
(D’ \ Dj;.), respectant les points d’intersection avec les composantes dicri-
tiques et I'isomorphisme des arbres. Ainsi deux composantes irréductibles
conjuguées par h; sont de méme multiplicité réduite. La construction de H
va se faire en trois étapes :

(i) On étendra hq & des voisinages de D, et D’ . Cette construction se
fera de proche en proche en suivant la filtration de D, :

Xo={Eo}, Xi={ECDw; 3E' € X;_1, ENE #0} pouri >1,

Ey désignant une composante de D, arbitrairement choisie.

(ii) On prolongera ’extension & des voisinages de chaque composante
dicritique. Pour cela, on calculera l'obstruction a cette extension et on
montrera qu’elle est nulle.

(iii) On achévera la preuve en étendant ’homéomorphisme obtenu & un
voisinage de Dy yit.
Etape (i).

Pour chaque composante E; de D, o ¢ = 0,...,n, fixons un
voisinage tubulaire holomorphe pg, : N(S;) — S; du fermé S; obtenu en
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otant & E; des petits disques centrés aux points d’intersection de E; avec
les autres composantes de Do. Les composantes E]; = hy(E;) de D/,
sont munies de voisinages tubulaires pg: : N(S;) — S; de base les images
S! = hy1(S;). On exigera de plus que lorsque E; intersecte une composante
dicritique, celle-ci soit au voisinage de E; une fibre de pg, (et de méme
pour D. ).

Fixons un point sg sur Ey et posons sj = hi(So).

LeEMME 7. — Quitte a restreindre les voisinages tubulaires, I’homéo-
morphisme hy s’étend en une conjugaison hg, : N(Sp) — N(S§) telle que

pIS{, o hso = hl O Ps,-

Démonstration. — D’apres la proposition 3, les feuilles du feuilletage
Fk au voisinage de Do, sont les fibres de la fonction F' = F1/7ve,
oll Yoo = pged(mo, ..., my) est le nombre de composantes connexes de
F,,. En restriction au disque fibre pgol(so), elle s’écrit F’ Ip5(s0) = Zmo

dans une coordonnée holomorphe appropriée z : pgol(so) — C. De méme,

le feuilletage Gk est donné, au voisinage de D’  par une fonction G’

N

ui en restriction & p';'(s}) sécrit 2™ dans une bonne coordonnée
s: 8o
0
=

2 psél(s{)) — C. En effet, Ey et Ej) ont mémes multiplicités réduites.
Calculons le morphisme d’holonomie : p : m;(Sg, s9) — Diff(D?,0)
obtenu en relevant les chemins de Sy dans les feuilles par la fibration
transverse pg,. Notons Pi,..., Ps les points singuliers de Fx sur Ey et
M1, .. ., s les multiplicités réduites des composantes passant par Py, ..., Ps
respectivement. Choisissons des points s; € Sy sur le bord de disques D; de
centres P;. Relions-les & sy par des chemins simples o, avec o; Na; = {so}
sii # j. Les lacets a; VOD; V o ! engendrent 71 (Sg, So). En la coordonnée
holomorphe z, le difféomorphisme ¢; = p(a; V 8D; V o] ') est de la
forme @;(z) = Az avec \; = e~2impecd(To,7i)/Mo  En effet, au voisinage
de P;, dans des coordonnées appropriées (u;,v;), F' s’écrit uiﬁwviﬁ" avec FEy
donné par u; = 0. Ainsi, ’holonomie p est linéaire dans la coordonnée z
et entierement déterminée par les multiplicités réduites. Il en est de
méme pour I’holonomie du lacet hi(a; V 0D; V ai_l) qui s’écrit \;2’
dans 1a coordonnée 2’. Ainsi I'application 2’ o 271 : p~1(sp) — p'~1(s})
et hl# : m1(So, 80) — m1(Sy,sp) conjuguent les représentations p et p.
Une construction classique d’extension par relevement de chemins dans
les feuilles suivant les fibrations (cf. [20]) étend h; en une conjugaison
hs, : N(So) — N(Sp) satisfaisant le lemme 7. a
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LeMME 8. — La conjugaison hg, du lemme 7 se prolonge & tout un
voisinage de la composante Ey en une conjugaison hg, qui respecte les
fibrations induites par les diviseurs adjacents.

Démonstration. — Plagons-nous dans un voisinage W d’un point
d’intersection P de Eg et d’'une composante F; de multiplicité réduite 7.
Supposons que :

W = {(u,v) € C*; [u| < e, |v| < B}
et que
WNN(So) ={(u,v) €C?; [u|<n, B—e<|v]|<B}avecn<a,

ou (u, v) sont des coordonnées appropriées dans lesquelles Ey est donné par
u =0, E1 par v =0 et Fi est donné par la fonction F'|yy = u™ov™  i.e.
les traces sur W des feuilles de F g sont données par F’ iw = C*®. De méme,
dans un voisinage W’ de P’ = hy(P), Gk est donné par G’ |y = u/'™0y ™1,
E} par v’ =0 et E] par v' =0.

Quitte & modifier de maniéere C* les fibrations pg, et pfs{) au voisinage
de 95y et 0S| respectivement, on peut supposer que dans W N N(Sp)
(resp. W/ N N(S})), on a ps,(u,v) = v (resp. pf% (u',v") = v'). Toute
application hp : W — W’ de la forme hp(u,v) = (u, ) = (v/,v') avec
A™ = 1 conjugue F’ (w & G’|w. On choisit A de sorte que "automorphisme
Uy = h;l o hg, laisse invariante chaque composante connexe des fibres de
la restriction F|ynn(s,)- Notons maintenant 7" le tore plein défini par :

T ={(u,) €C*; |ul <n, |o| = B}.

Sous-LEMME. — Il existe une isotopie ¢ : T X I — T, (z,t) — @(2)
telle que g = ¥y, 1 = Id et que pour tout t appartenant a I, ¢, laisse
invariante chaque composante connexe des fibres de F'|r.

L’isotopie ¢ permet alors de construire une extension de ¥y en un
automorphisme ¥, de tout un voisinage de Eq dans W qui vaut I’identité au
voisinage de P, ¥ sur 7" et qui, de plus, laisse invariante chaque composante
connexe des fibres de la restriction de F’ & ce voisinage. Clairement, quitte
A restreindre les voisinages tubulaires, hp o ¥j et hs, se recollent sur T'. O
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m;
(Mo, M)
Considérons sur le tore T le nceud de type (u1, o) et la fibration de
Seifert de T' associée. Cette fibration est induite sur T par les fibres de la
fonction u#°v#t que I’on notera F”. L’homéomorphisme g est donné par :

Preuve du sous-lemme. — Pour ¢ = 0,1, notons u; =

wo:T=D*x8S" —T=D*x8",
(z’ eib‘) — (T()(Z, eie)aao(eie))'

Puisque g laisse invariante chaque composante connexe des fibres de la
restriction F'|wnn(s,), on a F” o oo = F".

L’application o préservant ’orientation, il existe une isotopie o; de og
3 Iidentité sur S'. Nous allons construire une isotopie

ky: D*x S' — D? x S!
(2, €9) —s (e (2, %), 04(z, ew))
telle que :
**) F'ok,=F", ko= po.
Pour cela, posons
Te(z, ) = U;(e) 79(2, €%9).
Ainsi, la relation (**) donne :

ool )\ 1 )
ey = (B, o1

16

Comme I’application de S! dans S*, e
définie sans ambiguité en posant

— (09/0¢) est de degré nul, U; est

ool €9 M1 /Mo
= (Gitem)

Considérons maintenant 'application k; : T — T. On a, par (**) :

., Up(l) =1.

11(z, ) = e*™/koy  avec {4y € Z.

D’aprés I'identité de Bézout il existe 1 = £y (mod po) tel que £; est
un multiple de u,. Définissons l'isotopie
j:D?*x8'xJ— D*x S,

(Z, eie’s) — js(z’ eiG) — (Z e2’i7rs£1/u0, ei() e2i1rsl1/u1)‘
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On obtient I'isotopie (¢:) cherchée en posant :

Pt = Tot pour t € [0, 3],
(pt = j2t—1 oTy poul‘ t (S [%, 1] ]

En conservant les notations de la démonstration du lemme précédent,
on obtient :

LEMME 9. — L’homéomorphisme hg, s’étend dans N(Si) en un
homéomorphisme hg, qui respecte la fibration pg, du voisinage tubulaire
de S; et conjugue Fg 4 Gg'.

Démonstration. — Conservons les notations de la démonstration
précédente. Considérons les disques transverses & F; et E] définis par :

U={(u,v) €C? u=aq, v|<B-c},
U'={@,v)eC?® v =q, || <B-¢c}

Sur ces disques, dans les coordonnées holomorphes suivantes :
z2=a™/™y .U C et 2/ =a™/ ™y .U - C,

les traces des feuilles de Fx (resp. Gx) sur U (resp. U’) sont les
ensembles z™ = C' (resp. 2™ = C%). Donc les représentations
d’holonomie sont linéaires dans ces mémes coordonnées. Ainsi la restriction
de hg, & ces disques transverses, qui est aussi linéaire, commute
aux représentations d’holonomie. Comme précédemment, la construction
classique par relevement de chemins suivant pgs, permet de prolonger hg,
(de maniére unique) en un homéomorphisme de conjugaison hs, qui, de
plus, respecte la fibration pg, . 0

Nous sommes maintenant en mesure de construire ’homéomorphisme
de ’étape (i). Considérons la filtration suivante :

Xo={Eo}, Xi={ECDs;3IE €X;_1, ENE #0} pouri>1.

Le dernier ensemble de cette filtration est X,, = D. La construction de
I’homéomorphisme de conjugaison hy se fait d’abord au voisinage de X
(lemmes 7 et 8) puis de proche en proche au voisinage de X; pour
1=1,...,n, en utilisant successivement les arguments du lemme 9 puis du
lemme 8.
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Etape (ii).

Soit F une composante dicritique de D. Notons E. la seule
composante de Dy, qui intersecte E, {P} = E N E,, et désignons par
E’ la composante dicritique de D’ telle que E' N ha(Eo) = ha(P); E' est
I'image de E par l'isomorphisme d’arbres. Notons 7., la multiplicité
réduite de Eo, — ainsi que de ha(Ex)- Etendons la restriction de hy 3 E
en un homéomorphisme global d’un voisinage de E dans un voisinage de E’

respectant les intersections avec Deyt, et DY ;.

Au voisinage de P (resp. ho(P)), dans des coordonnées locales
appropriées (u,v) (resp. (u/ = uo hy',v' = vohy')), centrées, la compo-
sante E (resp. E’) est d’équation u = 0 (resp. v’ = 0) et les traces des feuilles
de Fk (resp. Gg) sur le voisinage U = {(u,v) € C?; |u| < o, |[v| < &}
(resp. U’ = {(v/,v") € C?; |u/| < o, |v'| < &}) sont exactement les fibres
de la fonction F'(u,v) = v™> (resp. G'(u,v) = v'™=). Les nombres «
et € sont choisis assez petits pour que hg soit défini sur U. On peut aussi
supposer que le voisinage tubulaire pg_ : N(Ss) — Se est donné par
PSS = U.

En restriction & un voisinage W du disque V complémentaire dans E
du disque centré en P de rayon ¢, le feuilletage F K|w est une fibration
triviale de fibre type le disque standard D2?. Il en est de méme pour
le feuilletage G/ sur un voisinage W’ de he(V) = V’. Dans des
coordonnées trivialisant ces fibrés, la restriction de ho & 8V x D? s’écrit

ho :T=08VxD?*—oV' xD?*=T
(6,m) — (8, h§(m))

et définit un lacet
oV = S§' — Homeog (D?)

6 — hS

ol Homeoar (D?) est le groupe des homéomorphismes du disque qui
préservent 'orientation et laissent fixe 1’origine.

Visiblement, pour étendre hy en un homéomorphisme de fibrations
V x D? — V' x D?, il suffit de prouver que la classe d’homotopie [h]
dans 7;(Homeog (D?)) = Z est nulle. L’interprétation géométrique de
cette obstruction est donnée par le lemme suivant (dont on trouve une
démonstration dans [7]) :
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LemME 10. — L’application m; (Homeog (D?)) — Z qui & la classe [hg]
d’une famille continue (hg)pes: fait correspondre le degré de 'application
6 — hg(1) de S dans OD? est un isomorphisme de groupes.

La trivialisation V' x D? induit une base en homologie de 8T donnée
par le méridien M = {1} x D? et la longitude L = 8V x {1}.

De méme, les coordonnées (u, v) induisent la base en homologie :
Meo={v=1, [ul=1} =M et Loo={u=1, v|=1}.
On a les bases analogues de ’homologie de 97" :

M'={1} xdD? L' =9V’ x {1},
M,={v=1, W|=1} =M, L ={u=1, =1}

L’image par hg de la longitude L est une courbe homotope & la courbe
deg(6 — h§(1))M' + qL’. Mais hy transforme les coordonnées (u,v) en
(u',v"). Donc, en homotopie, on a les égalités [he(My)] = [ML)] et
[h2(Leo)] = [LL,]- Comme les fibrés normaux ont mémes classes de Chern
(les arbres étant isomorphes), on en déduit que deg(f — h$(1)) = 0.

Etape (iii).
Celle-ci est semblable a la premieére étape en filtrant chaque

composante connexe de D a partir de 'unique composante irréductible
qui intersecte Dgjc.

3.3.2 Preuve de la réciproque. — Pour démontrer que 'arbre de
résolution réduit a I’infini est un invariant topologique de Fg, nous allons
déterminer d’autres invariants a partir desquels nous retrouverons ’arbre.
Ce seront :

(1) la paire (Sgr,L(Fx)) ou Sg est une sphere de C? de rayon R
suffisamment grand, L(Fk) est l'intersection (transverse) de Sg avec la
courbe Z(Fk) dont les composantes sont les feuilles irrégulieres & 'infini et
une feuille réguliere arbitrairement fixée de Fx ;

(2) les paires de Puiseux a l'infini de chaque composante irréductible de
Z(Fk) (voir [13]) et les coeflicients d’enlacement des composantes connexes
de L(}- K) 3

(38) Plarbre caractéristique & 'infini de Puiseux construit & partir des
paires de Puiseux a 'infini des composantes de Z(Fk) et des exposants de
coincidence entre ces composantes (voir [13], [21]),
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(4) Yarbre de satellisation de L(Fg) construit & partir de la
décomposition de Waldhausen-Johannson-Jaco-Shalen de lextérieur de
Pentrelacs L(Fg) (voir [8]).

Avant de montrer que (1)-(4) sont des invariants topologiques,
rappelons la notion d’entrelacs & l’infini d’une courbe algébrique plane,
introduite par L. Rudolph [27] et développée par Neumann-Rudolph
dans [26] et par Neumann dans [24].

Soit V' une courbe algébrique plane donnée par une équation
polynomiale (f = 0). Comme précédemment, nous notons F = f oIl
de X dans P!C la fonction holomorphe obtenue en résolvant f & I’infini,
D =T"YPL) et N(D) un voisinage tubulaire de D.

DeriNiTION 13. — On appelle entrelacs a linfini de V la paire
(ON(D), Loo(V)) ott Lo (V') est Iintersection transverse :

Lo(V)=0N(D)NV.
Remarque 7. — L’entrelacs Lo, (V') est un entrelacs torique itéré.

Remarque 8. — On peut identifier SN (D) au bord S% d’une grande
boule de centre 0 et de rayon R suffisamment grand dans C? et la paire
(ON(D), Loo(V)) est homéomorphe & la paire (S%, SN V). Le plongement
de S%, NV dans S} ne dépend pas de R suffisamment grand.

Pour étendre cette notion au feuilletage Fx de C2?\ K associé a
un polynéme f de C2? dans C, considérons ses feuilles irrégulieres &
Vinfini Vi,...,V, et une feuille réguliere & linfini V4. Notons Z(Fk) =
VowuWViu...uV,. A cette courbe est associé l'arbre caractéristique de
Puiseux & l'infini (voir [13], [21]) construit & partir des :

(i) paires caractéristiques de Puiseux & !'infini de chaque composante
de Z(Fk);

(ii) exposants de coincidence entre les différentes composantes.

DEriniTION 14. — Nous appelons entrelacs complet a ’infini associé
au feuilletage Fi la donnée de I'entrelacs L(Fk) = Z(Fk) N Sy ou S3, est
une sphére de C? de rayon R suffisamment grand (tel que toutes les sphéres
de rayon supérieur soient transverses & Z(Fk)).

A un tel entrelacs, on peut associer I’arbre de satellisation lié &
la décomposition de Waldhausen-Johannson-Jaco-Shalen de I’extérieur de
Pentrelacs décrit dans [8].
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THEOREME 1. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) deux polynémes f et g de C? dans C sont topologiquement F-conju-
gués a l'infini;
(2) les paires de Puiseux & l'infini des feuilles de Z(Fk) et Z(Gk')

sont les mémes et les coefficients d’enlacement des composantes de L(F)
et L(Gk+) sont les mémes;

(3) les arbres caractéristiques de Puiseux & 'infini de L(Fk) et L(Gk')
sont isomorphes;

(4) les arbres de satellisation de L(Fk) et L(Gx) sont isomorphes;

(5) les arbres de résolution Ao (Fk,p) et Ax(GK’,p) sont équivalents.

Démonstration.
(a) Partie (1) = (2) : considérons une sphére S3 C C? de centre 0 et de

rayon R telle que K C lg’ g o S} = OBg. D’aprés la démonstration de la
proposition 4, ’homéomorphisme de conjugaison H entre Fx et Gk envoie
toute composante de Z(Fk) sur une composante de Z(Gg+). Choisissons
une composante connexe L de L(Fg) correspondant & une composante V
de Z(Fk) et soit L' la composante de L(Gk) correspondant & la composante
V! = H(V) de Z(Gk'). Notons N(L) (resp. N(L')) un voisinage tubulaire
de L (resp. L') dans S3.

LEMME 11. — Avec ces notations, on a :
m1(S% \ N(L)) =2 m (S \ N(L")).

Démonstration. — Choisissons quatre boules fermées B;, i =1,...,4,
dans C? de rayons respectifs R;, i = 1,...,4, de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées :

o
(i) Ry <R2,KCBl;
(ii) R3 < Ry, K' C Bgs;
o o

(lll) H((’)Bl) C Bs \ K' et H(aBz) CBy \B3;

(iv) pour r > inf(R;, R3), les sphéres de rayon r sont transverses & V et
av'.

La condition (iv) implique classiquement qu’il existe un homéomor-

phisme du complémentaire de B; (resp. Bs) qui laisse invariante chaque
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sphere de rayon plus grand et transforme V N (C? \él) (resp. V'N (Cz\és))
en (VNIOB;) x [0,00] (resp. (V' N &B3) x [0,00]). Ainsi les inclusions
naturelles :

I:((C2\ By)\ (C?\ By) N V) — ((C2\ By)\ (C2\ B)NV)

J: ((C?\ By) \ (C?\ By) V') — ((C?\ B3) \ (C?\ B3s)nV’)
induisent des isomorphismes I, et J, sur les groupes fondamentaux.

Considérons les inclusions :
((C\ B\ (€3\ By) N V') < ((C*\ H(B2)) \ (C*\ H(B2) N V),
<L ((€3\ By) \ (€*\ By) V),
< (C@\H(B))\ (C2\ H(B) N V),
Visiblement, au niveau des groupes fondamentaux, on a :
joi=J et koj=HoloH L

Ainsi j, 01, €t ki o j, sont des isomorphismes, ce qui montre que j, est un
isomorphisme. O

Comme pour les nceuds toriques itérés, le groupe fondamental de
I’extérieur du nceud détermine le type topologique de la branche (cf. [35]),
on déduit de la remarque 7 que (S%, L) et (S%, L') sont homéomorphes. En
particulier, V et V'’ ont mémes paires de Puiseux & 'infini (cf. [13]).

LEMME 12. — Les coefficients d’enlacement de deux composantes
de L(Fk) et de deux composantes de L(Gk/) sont égaux si ces
paires correspondent 4 des paires de branches de Z(Fk) et de Z(Gk’)
topologiquement conjuguées.

Démonstration. — Ce lemme découle directement de la définition
du coefficient d’enlacement de deux nceuds dans le bord d’une boule de
dimension 4 de C? comme intersection algébrique de deux surfaces en
position transverse dans la boule et que bordent ces noeuds. a

(b) Partie (2) = (3) : de maniére analogue & la démonstration de
Michel-Weber [21], qui reste valable pour les entrelacs toriques itérés que
nous considérons, on peut montrer que les coefficients d’enlacement des
composantes de 'entrelacs L(Fx) permettent de calculer les exposants de
coincidence entre les composantes de Z(Fg) (et réciproquement).
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(c) Partie (3) = (4) : cette implication est donnée par la proposition
suivante due & Ha [13] :

ProposITION 5. — L’arbre caractéristique de Puiseux & [I’infini
de l’entrelacs d’une courbe algébrique est isomorphe a son arbre de
satellisation.

Remarquons que Pimplication (2) = (3) jointe & la proposition 5
permet d’obtenir la proposition suivante du type « Zariski-Lejeune » :

ProposITION 6. — L’entrelacs complet & I’infini associé au feuilletage
Fx est déterminé par le type topologique & I’infini de ses branches et leurs
coefficients d’enlacement.

(d) Partie (4) = (5) : cette implication repose sur la théorie des variétés
graphées (cf. [33], [23]). En effet :

PROPOSITION 7. — Le plongement de L(Fk) dans S}, détermine la
classe d’équivalence de Ao (Fk).

Démonstration. — A partir de ’arbre de satellisation de I’entrelacs
L(Fk), on construit (cf. [8]) un arbre de plombage qui décrit 1’extérieur
de L(Fk) en tant que variété graphée. Comme l'arbre A, (Fk,p) donne
aussi une description de L(Fg) comme variété graphée, d’aprés Neu-
mann [23], I’arbre de plombage obtenu et ’arbre A (Fx,p) sont dans la
méme classe d’équivalence au sens des variétés graphées. D’apres le lemme 1,
tous les sommets sans fleche de Ao (Fk,p) ont des poids strictement
inférieurs a —1 sauf éventuellement le sommet correspondant & la droite a
Iinfini PL . Si cette éventualité ne se produit pas, I'arbre A (Fx,p) est
sous forme normale (telle que I’a définie Neumann dans [23]). Sinon, on peut
effectuer sur Ao (Fk,p) les mouvements de la définition 12 correspondant &
la contraction d’une composante d’autointersection —1. Remarquons que si
durant ce procédé apparait un sommet de poids 0, par les mémes arguments
que dans la démonstration de la proposition 2, tous les sommets voisins
portent des fleches doubles et ’algorithme s’arréte (ainsi il n’apparait pas
de sommet de poids +1). Ce procédé nous permet donc d’arriver soit &
un arbre sous forme normale, soit & ’arbre dual d’un diviseur D dont la
partie D, se réduit & une unique composante d’autointersection 0. Cela
implique que deux arbres de résolution réduits & l'infini équivalents au sens
des variétés graphées le sont au sens de la définition 12. O

(e) La partie (5) = (1) a été démontrée au paragraphe 3.3.1. CQFD.
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COROLLAIRE 3. — Deux polynémes f et g de C? dans C sont topolo-
giquement F-conjugués a ’infini si et seulement si les entrelacs L(Fk) et
L(Gk) sont conjugués.

4. Classification topologique des polynomes primitifs.

Le but de ce paragraphe est de classifier topologiquement au voisinage
de Pinfini les polyndmes primitifs (i.e. dont la fibre réguliére est connexe)
pour la relation de conjugaison. Pour cela, nous allons associer a tout
polynéme de C? dans C un arbre «plus complet » que I’arbre de résolution
réduit & l'infini associé au feuilletage.

Remarque 9 (voir [30]). — Si f n’est pas un polyndome primitif alors
il existe un polynéme P € C[X] et un polynéme primitif f’ de C2 dans C
tels que f = P(f’).

4.1. Arbre de résolution a ’infini d’un polynéme associé a une
compactification de C2.

Soient f un polynéme de C? dans C et (I, F) sa résolution & I’infini,
décrite au paragraphe 1, associée & la compactification p de C? (p est le
plongement de C? dans P2C donné en coordonnées par (z,y) — [z,y,1]).
La relation de conjugaison des feuilletages «oublie» les composantes
communes & l'infini d’'une méme fibre de f. Nous allons enrichir arbre
Ao (Fk,p) de données supplémentaires relatives & ’application elle-méme.
Ainsi les éléments ci,...,c, de 'ensemble A% des valeurs irréguliéres &
Pinfini serviront & colorier les fleches associées aux transformées strictes a
I'infini. Nous prendrons aussi en compte leurs multiplicités.

DErFiNiTION 15. — Nous appelons arbre de résolution a I’infini de
(f,p) et notons Ay (f,p) I’'arbre formé de la maniére suivante :

e chaque sommet représente une composante irréductible de D, est
pondéré par autointersection de cette composante et une aréte joint deux
sommets si les composantes correspondantes se coupent;

o pour chaque transformée stricte associée & f ~(c;) pouri =1,...,p,
qui intersecte une composante E du diviseur, une fléche est attachée au
sommet correspondant & E; cette fleche est coloriée par la valeur irrégu-
liére c; et pondérée par la multiplicité de cette transformée stricte;



680 LAURENCE FOURRIER

e on attache une fléeche double aux sommets s correspondant aux
composantes dicritiques; on la pondeére par le degré d(s) de la restriction
de F' a cette composante.

Exemple. — Soient f : C?2 — C donné par f(z,y) = z°y® —z2yetpla
compactification usuelle de C2. L’arbre de résolution & I'infini de f associé

apest:
P )

- o
Z (6]

-2 -3 -2 =2
-1 RNC)
-1 /‘ /
-3 _3 l -2 -3
)

—

Les fleches non doubles sont toutes de couleur 0. Cet exemple simple montre
que les arbres A (Fk,p) et Aso(f,p) sont différents.

4.2. 0-monodromie a ’infini.

Désignons par A(Dgic) ’ensemble des composantes dicritiques du
diviseur D, notons AP = AP U {oo} et fixons un point * € P'C\ A¥.

DEFINITION 16. — Nous appelons donnée dicritique de f la restriction
Fdic de F a Ddic'

L’application Fy;. est composée d’une famille d’applications
(Fg: E —PC), E € A(Dgc)

formée des restrictions de F' & chaque composante irréductible de Dgjc.
L’application Fy;. est un revétement ramifié de P'C.

DEFINITION 17. — Nous appelons 0-monodromie de f a linfini la
représentation

(R)  Moo(f) : m(P'C\AP)

— Aut(Faie ' (%) = [ Aut(Fp~'(x).
E€A(Dgic)

DEriNiTION 18. — Nous appelons classe de 0-monodromie & !’infini
et noterons [Muo(f)] la classe de (R) par Iaction des automorphismes
intérieurs de Aut(F~!(x)) qui préservent la décomposition ci-dessus.
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En pratique, on identifie F5'(*) & {1,...,dg} (dg étant le degré du
revétement Fg) et on choisit une base e; de m;(P!C \ 1_\?°) Alors, 84,
désignant le groupe symétrique, (R) s’identifie & :

(R/) *; Zei g H SdE-
EEA(Ddic)

La classe de 0-monodromie & linfini [M(f)] est alors la classe
de (R') par «’action naturelle» du groupe des tresses pures sur x; Ze; et
par l’action des automorphismes intérieurs de Sy, E € A(Dgjc)-

4.3. Equivalence des arbres de résolution a P’infini.

Comme précédemment, les arbres de résolution a 'infini de polynémes
ne sont pas canoniques. Pour pallier cela, nous allons définir une relation
d’équivalence analogue & celle de la définition 12 mais qui tient compte du
coloriage de ces arbres.

DErINITION 19. — Soient f et g deux polynémes de C? dans C et
p : C? — P2C le plongement (z,y) — [z,y,1]. Nous dirons que Ax(f,p)
et A (g, p) sont équivalents s’il existe :

(i) une bijection T de I'ensemble des couleurs de Ao (f,p) sur 'ensemble
des couleurs de A (g,p);

(ii) des suites finies « d’éclatements et de contractions» pour A.(f,p)
et Ax(g,p) (i.e. de mouvements (a) et (b) de la définition 12) aboutissant &
des arbres fléchés et pondérés isomorphes, par un isomorphisme compatible
avec le coloriage via 7.

4.4. Théoréme de classification topologique.

THEOREME 2. — Soient f et g deux polynémes primitifs de C? dans
C et p : C? — P2C le plongement (z,y) — [z,y,1]. Les polynémes f et g
sont topologiquement conjugués a l’infini si et seulement si ils ont méme
classe de 0-monodromie a l'infini et si leurs arbres de résolution a I'infini
sont équivalents.

Rappelons que deux polynomes f et g sont topologiquement conjugués
3 linfini lorsqu’il existe deux compacts K et K’ de C? et deux

o o
homéomorphismes H : C?\ K— C?\ K’ et h : C — C qui rendent
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commutatif le diagramme suivant :

(C2\IO( — C?

Démonstration. — Soient H et h des homéomorphismes faisant com-
muter le diagramme ci-dessus. Visiblement H induit un homéomorphisme
H': Xy — X, entre les espaces des bouts réguliers de f et de g munis de la
topologie naturelle induite par les feuilletages. On a vu que Xy (resp. X,)
est homéomorphe & Dygic \ (Doo U Derit) (resp. Dj;. \ (D U DL.)). La
restriction & ces espaces de F' (resp. G) est un revétement de monodromie
Moo(f) (resp. Mxo(g)) et (H', h) est un morphisme de revétement. D’ou

[Moo(f)] = [Moo(9)]-

La démonstration de la nécessité des conditions (i) et (ii) de la défini-
tion 19 se fait de maniere identique & la démonstration du paragraphe 3.3.2,
apreés avoir changé la définition d’entrelacs complet & l'infini associé au
feuilletage par la définition d’entrelacs complet & l'infini d’'un polynéme
ci-dessous. Nous en laissons les détails au lecteur.

DEFINITION 20. — Soit f un polynéme de C? dans C. Nous appelons
entrelacs complet a l'infini de f la donnée de I’entrelacs coloré marqué
Ly = f7'(Af°) N S} avec AT° = AP U {Xo}, Ao désignant une valeur
réguliére arbitraire fixée; la coloration se fait par I’application d’évaluation
ef :mo(Lys) — AP et le marquage consiste & distinguer la couleur Ao.

Précisons que dans cette preuve, on remplace la courbe Z(Fk) par la
courbe Z(f) = f~1(A%°).

Avant de commencer la preuve de la réciproque, remarquons que 1’on
obtient, & la place du corollaire 3, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4. — Si deux polynémes primitifs f et g sont topo-
logiquement conjugués & I'infini alors leurs entrelacs colorés marqués Ly
et L, sont conjugués : il existe une bijection k : A}°° — AP® respectant
le marquage et un homéomorphisme ¢ de ,5'132 tel que p(Lf) = Ly et
€gO Qs = KOES.

11 nous reste & démontrer la réciproque. Notons A (f) et Aoo(g) les
arbres de résolution a I'infini de f et de g, que nous supposerons isomorphes
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¥ 1 Ax(f) = Aco(g). Décomposons les diviseurs de résolution & l'infini
de f et de g en

D = Dy, U Dgjc U Dt et D = Déo U Dtlzlic u D!

crit*

LEMME 13. — II existe un homéomorphisme H; : D — D' compatible
avec les couleurs qui transforme les points d’attache des transformées
strictes de F sur D en ceux de G sur D'.

Démonstration. — Puisque f et g ont méme classe de 0-monodromie,
d’aprés le théoréme de classification d’Hurwitz (c¢f. [1]), il existe deux
homéomorphismes Hy : Dgic — D, et h : PIC — P!C tels que le
diagramme suivant soit commutatif :

Hyp ,
Dgic — Dygie

| |s

1 h 1
P-C —— P'C.

L’homéomorphisme Hj se prolonge aisément en un homéomorphisme H;
vérifiant les conditions du lemme. 0O

Trivialement H; s’étend en un homéomorphisme H; au voisinage
de Dgjc. L’extension de Hs en un homéomorphisme Hj3 au voisinage de
D,y se construit de maniére identique & celle décrite & ’étape (iii) du
paragraphe 3.3.1 en utilisant les lemmes 8 et 9 et en remarquant que,
d’apres la proposition 2, deux composantes de D et D’ associées & des
sommets qui se correspondent par l’isomorphisme d’arbres i ont des
multiplicités égales.

D’un autre c6té, on construit un homéomorphisme H4 qui conjugue
F 3 G dans un voisinage de Do, par la méthode décrite & I’étape (i) du
paragraphe 3.3.1.

Il nous reste a recoller les homéomorphismes de conjugaison Hg et Hy.
Pour ce faire, nous allons faire appel a la théorie des multi-entrelacs fibrés
(cf. [8]) et & la théorie de Waldhausen sur les variétés de dimension 3.

Soit N(D) un voisinage tubulaire du diviseur D et N(Dy) un
voisinage tubulaire de D.,. Nous avons vu lors de la démonstration du
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lemme 2 que la variété M = ON(D)\ ON(Dy) est une union de tores
solides :

M=DD§><S}

i=1

ol n est le nombre de composantes dicritiques de D. Comme ON (D)
est homéomorphe & f~1(8D(co,€)), ou D(oco,e) est un disque centré
en co € PC, considérons la surface I' définie comme «]’intersection »
Y z) N (ON(D)\ J\OJ) pour un z fixé appartenant & 8D(0o, €). Soit Lo(f)
Ientrelacs dans N (D) dont les composantes sont les 4mes des tores D? x S}
pour ¢ = 1,...,n. Rappelons

THEOREME (Neumann [24]). — L’entrelacs Lo(f) est un multi-
entrelacs fibré de fibre T'.

Rappelons aussi (voir [8]) qu'un multi-entrelacs £ dans S° consiste en
un entrelacs orienté £ = (S3, L) ol chaque composante K; de L est pondérée
par un entier a; appelé multiplicité. Un tel multi-entrelacs détermine une
application (unique & homotopie prés) 7 de son extérieur E(L) = S3 \Ji’ (L)
& valeurs dans S, N(L) désignant un voisinage tubulaire de L, dont le
degré sur toute courbe fermée est le coefficient d’enlacement de la courbe
avec L en prenant en compte les multiplicités a;. Inversement, toute classe
d’homotopie d’applications 7 : E(L) — S! détermine une structure de
multi-entrelacs sur L. Si cette classe contient une fibration, £ muni de cette
fibration est dit multi-entrelacs fibré. De plus, une telle fibration est unique
a isotopie pres (voir [8], [29]). C’est un fait général pour les variétés de
dimension trois compactes (voir [34]) et un cas particulier d’un résultat de
Blank-Laudenbach [2].

Remarquons enfin que, puisque les arbres de résolution & Pinfini
de f et g sont isomorphes, la paire (S3, Lo(f)) est conjuguée a la paire
(83, Lo(g)). Nous noterons Ef = E(Lo(f)) = ON(D)\ M.

Considérons le cocycle ® = H; ' o H3 : 0E; — OEj.

LEMME 14. — Le cocycle ® s’étend en un automorphisme ®" de Ey
vérifiant ®"(T') =T et ®" |55, = ®.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que ® est isotope a
'identité. Considérons pour cela une composante de bord T; de Ey et
désignons par (u;, A;) une base en homologie de T;, le méridien u; est
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défini comme le bord d’une fibre du fibré normal de la composante de D,
correspondant & la composante de bord T;. Par construction, nous avons
O(u;) =piet ®ONT;) =0I'NT;.

Posons ®(A;) = £ et ' NT; = pp; + ghi- On a g # 0 car Lo(f) est
fibré et

®(Or' NT;) = pui + g€ = pi + qh;.
Ainsi £ = \;.

L’application ® étant ’identité en homologie, il existe une isotopie
de @ a lidentité. Choisissons alors un collier OEf x I pour effectuer cette
isotopie et prolongeons ® sur Ef \ OE; x I par l'identité. Nous avons alors
un automorphisme ®’ sur Ey (mais ®'(T") est une surface I qui peut étre
différente de I'). Il est clair que les fibrations de Ey données respectivement
par @' et f sont homotopes, donc isotopes et en particulier les surfaces I' et
T sont isotopes. La variété Ey étant irréductible et les surfaces I et I' étant
incompressibles, nous pouvons appliquer un résultat de Waldhausen [34],
corollaire 5.5, qui nous dit que I' est isotope & I" par une déformation qui
est constante sur OEy. Il existe donc un homéomorphisme p de E¢ tel que
p(I") =T. L’automorphisme cherché est ' = po @'. O

Pour achever la démonstration de la condition suffisante du théo-
réme 2, il suffit d’étendre radialement I’automorphisme ®” & P'intérieur du
voisinage du diviseur de bord E; privé du diviseur. a

Nota Bene. — Le théoreme 2 de cet article précise et corrige 1’énoncé
du théoréme 1 de [9] dans lequel la condition de conjugaison des « 0-mono-
dromies & linfini» ne figurait pas. Cette condition retranscrite en termes
d’entrelacs doit aussi étre rajoutée au critére de conjugaison des entrelacs
complets & 'infini de deux polyndmes énoncé dans le théoréme 2 de [9].
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