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SIGMA-IDEAUX POLAIRES ET ENSEMBLES
D’UNICITE DANS LES GROUPES ABELIENS
LOCALEMENT COMPACTS

par Etienne MATHERON

Introduction.

Cet article est consacré a I’étude des propriétés descriptives de
certains o-idéaux de fermés issus de I’Analyse Harmonique et de la Théorie
de la Mesure. On s’intéressera tout particulierement aux fermés d’unicité
et d’unicité au sens large d’un groupe abélien localement compact.

Les notations et définitions suivantes seront constamment utilisées.

Si X est un espace localement compact & base dénombrable d’ouverts,
on note Cp(X) lensemble des fonctions continues bornées sur sur X
(& valeurs complexes), Co(X) I’ensemble des fonctions continues sur X
tendant vers 0 & linfini, et M(X) lensemble des mesures boréliennes
bornées sur X.

Si X est un espace Polonais (i.e séparable et complétement métrisa-
ble), on note F(X) l'ensemble des fermés de X, et K(X) ’ensemble des
compacts de X. On munira toujours F(X) de la structure borélienne d’Ef-
fros (engendrée par les ensembles de la forme {F € F(G); FNV # @}, ou
V est un ouvert de G) et K(X) de la topologie de Hausdorff (engendrée par
les ensembles de la forme {K € K(G); K CVp, KNV1 #@2,..., KNV, #
o}, ou Vo, Vi,..., V, sont des ouverts de G). Il est bien connu que F(X)
est un espace borélien standard et que K(X) est un espace Polonais, com-
pact si X est compact (voir par exemple [Ke2]). Evidemment, K(X) est un
borélien de F(X).

Mots-clés : Ensembles d’unicité — Groupes localement compacts — Bandes de mesures —
Troisiéme classe de Baire.
Classification math. : 43A46 — 04A15.
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On dit qu’une partie Z de F(X) est héréditairesi VE € T K(E) CZ; que
7 est un idéal de F(X) si Z est héréditaire et stable par réunion finie; et
que T est un o-idéal de F(X) si V(E,) CZ, VE € F(X), (E C UE,)

= (E € 7). On définit de méme les o-idéaux de K(X). Pour toute partie
B de F(X), on pose

B™ = {AC X; I(Fa)uew B, AC|JFn},

BPf = {AC X; VW ouvert de X, VNA+#@=VnAg¢gB>}
et B =P(X)\ B,

On note aussi B, le o-idéal de F(X) engendré par B. Enfin, si Z est
un o-idéal de F(X) (ou de K(X)), on dit qu’une partie B de Z est une
base de T si B est héréditaire et B, = Z.

Soit G un groupe abélien localement compact non discret & base
dénombrable d’ouverts. Notons I" le groupe dual de G. Par transformation
de Fourier, on identifie L (I') avec une sous algebre de Cy(G), que 'on note
A(G). Le dual de A(G) est ’espace PM(G) des pseudomesures sur G.
Comme A(G) est dense dans Cy(G), M(G) se plonge de maniére évidente
dans PM(G).

PM(G) s’identifie & L>°(G) par transformation de Fourier : si S €
PM(G) et g € LY(T), alors (S,9) = [p9(7)S(v™") d.

On dit qu’une pseudomesure S est une pseudofonction si S admet un
représentant dans Cy(T). On note PF(G) ensemble des pseudofonctions.
Une mesure de Rajchman est un élément de M(G) N PF.

11 est facile de vérifier que PF(G) est stable par A-multiplication. On
montre également sans peine que toute mesure absolument continue par
rapport & une mesure de Rajchman est encore de Rajchman, et donc que
la famille des mesures de Rajchman positives est une bande de mesures.

DEFINITION. — On dit qu’un fermé E C G est un ensemble d’unicité,
ou de type U, s’il ne porte aucune pseudofonction non nulle, et un ensemble
d’unicité au sens large, ou de type Uy, s’il ne porte aucune mesure de
Rajchman non nulle (ou encore si u(E) = 0 pour toute mesure de Rajchman
positive ). On pose aussi M = F(G) \ U (ensembles de multiplicité) et
My = F(G) \ Uy (ensembles de multiplicité au sens strict).

Il n’est pas difficile de montrer que U et Uy sont de o-idéaux de
F(G) (voir [T] ou la section 1). Dans le cas du groupe T, les propriétés
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descriptives de ces deux o-idéaux ont été étudiées en détail (voir [KL1]).
Les résultats les plus significatifs semblent étre les suivants :

1) U et Uy sont des vrais II} de K(T), c’est-a-dire des ensembles IT}
(coanalytiques) non boréliens. Plus précisément, si E C T est un ensemble
de multiplicité, alors U N K(E) est un vrai I} de K(E) ([Kau2)); et si E
est de type Mo, alors Uy N K(E) est un vrai IT} de K(E) ([DSR)).

2) Tout fermé de type M (resp. Mp) contient une famille non
dénombrable d’ensembles de type M (resp. Mp) deux & deux disjoints
(Kaufman, voir [KL1]).

3) Uy possede une base borélienne, en fait, Gs, ([KL2], [DSR]; voir
aussi [Ly]). Par contre, U ne possede pas de base borélienne ([DSR]).

4) Si A C T est un ensemble X} (analytique) dont tous les compacts
sont de type Up, alors A € U§** ([DSR]; voir aussi [KL2]). Cette propriété
est fausse si on remplace Uy par U ([DSR]).

Dans le cas général d’un groupe abélien localement compact non
discret & base dénombrable d’ouverts, V. Tardivel a montré ([T]) que U
et Up sont des vrais IT} de F(G).

Dans cet article, on étend tous les résultats précédents au cadre
des groupes abéliens localement compacts. Tous ces résultats sont des
conséquences (plus ou moins directes) d’un théoréme général établi dans la
section 1. On déduit également de ce théoréme ’existence d’une quantité
surprenante de familles «naturelles» de compacts qui sont exactement
de troisieme classe dans la hiérarchie de Baire, et une démonstration
trés simple, par un argument de complexité, du fait que tout groupe
abélien localement non discret & base dénombrable contient des ensembles
de Dirichlet qui ne sont pas de synthése harmonique. Dans le cas du
cercle unité, ce dernier résultat est dii & T.W. Korner ([K63]), avec une
construction directe.

L’article se divise en trois parties.

Dans la premieére partie, on étudie la complexité descriptive d’un
famille de o-idéaux dont la définition est analogue a celle de U et Uy, et
suffisamment générale pour englober ces deux cas de référence. On se donne
un espace localement compact & base dénombrable d’ouverts X, une algebre
de Banach réguliere A C Cp(X), et un opérateur A : A* — Cp(Y),ou Y
est un espace localement compact. On pose ensuite B = {S € A*; AS €
Co(Y)}, et on note Zp I’ensemble des fermés de X qui ne portent aucun
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élément non nul de B. Si B est stable par A-multiplication, il est facile
de montrer que Zp est un o-idéal de F(X). Le résultat principal que ’on
obtient alors dans ce cadre peut se résumer grossiérement de la maniére
suivante : si G est un Gs héréditaire de K(X) contenu dans Zg, qui est
Pintersection de «gros» ouverts de X(X), mais dont tous les éléments sont
«petits», alors il n’existe pas d’ensemble II (i.e Fy5) Z C K(X) tel que
G r C Z C1Ig,ou g + désigne ’ensemble des compacts de X qui sont réunion
d’un nombre fini d’éléments de G disjoints. En particulier, G ¢ est un vrai
39 (Gsy) de K(X), et, par un argument classique, Zg n’est pas borélien
dans F(X).

Dans la deuxiéme partie, on étudie les ensembles d’unicité d’un groupe
abélien localement compact non discret a base dénombrable d’ouverts. En
utilisant le résultat de la premiere partie, on démontre la version «locale» du
théoréme de V. Tardivel : si E est un fermé de multiplicité, alors U N F(E)
est un vrai II} de F(E). En suivant la méthode de G. Debs et J. Saint-
Raymond ([DSR]), on en déduit que le o-idéal U ne possede pas de base
borélienne. On montre aussi que si F est de type M, il n’existe pas d’idéal
I1J de K(E) contenant la famille des ensembles de Dirichlet et contenu
dans U. Ce résultat permet par exemple de démontrer que la famille des
ensembles de type U’ est un vrai X3 dans tout ensemble de multiplicité,
et que tout fermé de multiplicité contient un ensemble de Dirichlet qui
n’est pas de de synthése harmonique. Enfin, on démontre que tout fermé
de multiplicité contient un parfait de compacts de multiplicité deux & deux
disjoints.

Dans la troisitme partie, on étudie une famille particuliere de
bandes de mesures, (qu’on a appelées bandes de premiére espéce), dont le
«prototype» est la bande des mesures de Rajchman positives d’un groupe
abélien localement compact. On montre que si F est un espace compact
métrisable et B C M, (F) est une bande de premiére espéce, alors ’ensem-
ble Zi des compacts de E négligeables pour toutes les mesure de B n’est
«presque jamais» borélien. Plus précisément, si E € (Zg)P*™f et si G est
un Gs dense héréditaire de K(E), alors il n’existe pas d’ensemble ITJ tel
que G ¢ C 2 C Ip. Lorsque B est la bande des mesures de Rajchman, on
en déduit (outre le fait que Uy est un vrai II} dans tout ensemble de type
M) que les ensembles de type Uy, les ensembles de Helson et les ensem-
ble WTP forment des vrais 3 dans tout ensemble de type My, et que
ME = UP® est un vrai IIJ dans tout ensemble de type Mp. Dans le cas
général, on caractérise les bandes de premiere espece dont le o-idéal polaire
est borélien : en fait, Zp est borélien si et seulement B = M, (A),o0 AC FE
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est un ensemble A9 (c’est-a-dire & la fois F, et Gs). On en déduit que
si B contient une mesure diffuse non nulle, alors il existe une famille non
dénombrable d’éléments de B & supports deux & deux disjoints. On mon-
tre aussi que le o-idéal Zp possede toujours la propriété de recouvrement :
si A est un ensemble 31 négligeable pour toutes les mesures de B, alors
A € (Ig)*™*. Enfin, on montre que Zg admet une base X3 naturelle, qui
est ’analogue de la famille Ujj. Dans le cas des mesures de Rajchman, on
étend ainsi (en les améliorant parfois) tous les résultats cités au début de
cette introduction sur les ensembles de type Uy du cercle unité.

1. Résultats généraux.

Dans cette partie, la lettre A désigne une algebre de Banach réguliére
de fonctions de Cp(X), ou X est un espace localement compact & base
dénombrable d’ouverts.

On fixe une partie P de A témoignant de la «régularité» de A : pour
tout compact K C X et tout ouvert V contenant K, il existe une fonction
f € P a support contenu dans V et identiquement égale & 1 sur K.

Puisque A est une algebre réguliere, on peut définir le support d'un
élément S de A* : supp(S) est le plus petit fermé en dehors duquel S
s’annule, autrement dit le plus petit fermé F' C G vérifiant la propriété
suivante : Vf € A & support compact disjoint de I (f,S) = 0.

Dans la suite, on supposera que les fonctions & support compact sont
denses dans A, ce qui entraine en particulier que si S € A* est # 0, alors

supp(S) # @.

Si § € A* et ¢ € A, on définit .S € A* en posant, pour
ge A (p.5,9) = (S, pg). I est clair que supp(yp.S) C supp(S) N supp(yp).

On dira qu’une partie B de A* est stable par P-multiplicationsi VS €
BYpe P p.SeB.

Si B est une partie de A*, on pose, pour tout fermé E C X,
B(E) = {S € B*; supp(S) C E},
puis I ={F € F(X); B(E)={0}}.

ProprosiTION. — Soit B C A* un céne convexe fermé en norme, stable
par P-multiplication.
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1) Zp est un o-idéal de F(X).

2) Si E € (Ip)P** et si V est un ouvert de X tel que VNE # @,
alors By (E) = {S € B(E); supp(S) NV # @} est un ouvert dense de
B(E).

3) Pour tout fermé E C X, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) E € (Ig)Pet.
b) E est le support d’un élément de B.

Démonstration.

1) Il est clair que Zg est une partie héréditaire de F(X). D’apres le
théoréme de Baire, il suffit donc de vérifier que si S € B, alors supp(S) €
(Zg)Pe. Soient S € B et V un ouvert de X tel que supp(S) NV # @. En
utilisant la propriété de «régularité» de P, on vérifie facilement qu’il existe
une fonction ¢ € P telle que supp(¢) C V et .S # 0. Comme supp(p.S) C
V N supp(S), 'hypothese faite sur B entraine que V N supp(S) & Zp. Ceci
démontre 1).

2) Fixons E € (Zp)P*f et un ouvert V C X tel que VN E # @.
D’aprés la définition du support, il est clair que By (E) est un ouvert
de B(E) (en fait, By (E) est méme un ouvert préfaible de B(E)). On a
B(E) \ By(E) = B(E \ V). Comme B est stable par addition, on en
déduit que B(E) \ By(E) + By(E) C By(E). D’autre part, puisque
E € (Ip)P** et B est stable par homothétie, tout voisinage de 0 dans
A* contient un élément de By (E). La remarque précédente permet donc
d’écrire : B(E) \ By (E) C By (FE). 11 en résulte que By (E) est dense dans
B(E), ce qui démontre 2).

3) On a déja vu que si S € B, alors supp(S) € (Zg)P*f. Comme X
est & base dénombrable d’ouverts, 'implication inverse résulte de 2) et du
théoréme de Baire. O

Par exemple, si G est un groupe abélien localement compact, et si
on pose A = A(G), B = PF ou B = M(G) N PF, alors on déduit de
la proposition précédente que U et Uy sont des o-idéaux de F(G). On
se donne maintenant un espace localement compact non compact a base
dénombrable d’ouverts Y, et un opérateur linéaire A : A* :— Cy(Y"). Pour
alléger les notations, on écrira toujours S au lieu de A(S).

On fixe aussi un cone convexe w*-fermé C C A*, et on pose enfin

B=Cn{S € A*; supp(S) est compact et S € Cy(Y)}.



SIGMA-IDEAUX POLAIRES ET ENSEMBLES D’UNICITE 499

Notation. — On note 7 la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de Y.

Dans toute la suite, on supposera que la restriction de A 4 B1(PM)
est continue de (B1(PM), w*) dans (Cy(Y), 7) (ce qui revient & dire que
A est w*-7 continu sur les parties bornées de A*).

Exemples.

1) Soit G un groupe abélien localement compact & base dénombrable
d’ouverts. Si § € PM(G) et ¢ = f € A(G), alors ¢.8 = f x S admet
un représentant continu. Pour toute fonction ¢ € A(G), on peut donc
définir un opérateur A, : A* — Cy(T') en posant A,(S) = .S. 1l découle
du théoréme d’Ascoli que cet opérateur est continu de (B1(PM),w*) dans
(Cp(T), 7). En effet, siy € T est un caracteére de G, alors g est un élément
bien défini de A(G) (si ¢ = f, ¢ est la transformée de Fourier de by x ),
Papplication 6 : v — ¢ est continue de I' dans A(G) en vertu de la
continuité des translations dans L!(T"), et on vérifie, en utilisant le théoréme
de Fubini, que si S € PM(G), alors A,(S) = S o . Soit maintenant E un
compact de G, et choisissons une fonction ¢ € A(G) égale & 1 au voisinage
de E. On a ¢.S = S pour toute pseudomesure S portée par E, donc
Popérateur A, coincide sur PM(E) avec la transformation de Fourier.

a) Sion pose X = G, A= A(G),C = PM(E), et A = A,, on obtient
alors

B=PFNPM(E) et Ig ={F € F(G); FNE € U}.

b) Si on pose X = E, A = C(E), C = M,(E), et si on note A
la restriction de A, & M(E), alors B devient ’ensemble des mesures de
Rajchman positives portées par E, et Iy = Uy N K(E). Remarquons que si
P = A(G) dans le cas a) et P = C{(FE) dans le cas b), alors B est stable
par P-multiplication.

2) Soit E un espace compact métrisable. Posons A = C(E) et
C = M, (E). Si (fn)ne. une suite de fonctions positives, bornée dans C(E),
lopérateur A : p — ((fn))neo est évidemment continu de (By(M(E),
w*) dans (I°,w*), et B = {u € M(E); [ fndu — 0} est stable par
C4(E)-multiplication. C’est un exemple de bande de premiére espece.

On fixe & présent un G héréditaire G C K(X), contenu dans Zg. On

écrit G = () UP, ol (UP) est une suite décroissante d’ouverts héréditaires
pPEW

de K(X). On suppose désormais que les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(0) B#0.
(1) B est stable par P-multiplication.

(2) VS € B, Yo1,...,0n € P, ¥p € w, S est dans 1’adhérence
préfaible de

{T € B; supp(T) e UP, ||T|| <|IS|l, llp:-T|| < |lpi-S|| Vi < n}.

(8) VS € B, VYo1,...,0n € P, VKi,...,K;, € G, S est dans
I’adhérence préfaible de

T € B; supp(T) N | J K; = @, ITI| <|IS], lls.T| < |lpi. S| Vi <
j=1

Remarques.

1) On ne change pas B en multipliant A par un scalaire. On peut donc
supposer que ||A|| < 1, ce que l'on fera dans toute la suite.

2) Soit S € B. Supposons que le support soit contenu dans F1U. . .UFy,
ou les F; sont des compacts de X deux & deux disjoints. L’hypothese faite
sur P et la condition (1) montrent alors que, pour tout ¢ < k, la restriction
S[F; de S & F; est un élément bien défini de A*, et que S[F; € B.

3) En utilisant une fonction de P égale & 1 au voisinage de supp(.S),
on voit qu'on peut omettre I'inégalité ||T|| < ||S|| dans les conditions (2)
et (3).

Soit w*“ ’espace de Baire des suites infinies d’entiers > 1. Notons W
le sous ensemble de w*“ défini par

a €W & lim a(p) =
p—oo

Il est bien connu que W est un vrai II de w* (voir [Ke2]). Le résultat
principal de cette section est le théoréme suivant.

THEOREME. — Notons G; I'ensemble des compacts de X qui sont
réunion d’un nombre fini d’éléments de G deux & deux disjoints. Il existe
une application continue o — E(c) de w* dans K(X) \ @ telle que :

Sia g W, E(a) €Gy .
Sia € W, E(a) € (Ig)P*.

COROLLAIRE 1. — II n’existe pas d’ensemble II Z C K(X) tel
que Gf\ {@} C Z C (Ip)'°. En particulier, G; est un vrai £ de K(X).
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Démonstration. — Il faut simplement vérifier que g", est 9 dans
K(X). Soit (V,),.c. une base dénombrable pour la topologie de X, stable
par réunion finie. Un compact E C X est dans g"f si et seulement si on
peut trouver des entiers ny,...,nx tels que

E CuV,;
Vi, NV, =2 sii#j;
Vni NE € G pour tout .

Pour montrer que G est 39, il suffit donc de vérifier que pour tout fermé
F C X, l'ensemble Gr = {E € K(X); ENF € G} est Gs dans

K(X). Rappelons qu’on a écrit G = (| UP, ol les UP sont des ouverts
PEW
héréditaires de K(X). Il est facile de vérifier que si U est un ouvert

héréditaire de K(X), alors il existe une famille £ d’ouverts de X telle
que VE € K(X) Ee€elU & IV € & E C V. Si on choisit pour tout
p € w une famille £P associée a UP, on peut alors écrire, pour tout compact
ECX:Ee€Gr & VpewdIVeé&P EC(X\F)UV. Cela prouve que
Gy est Gs et achéve la démonstration du corollaire 1. a

CoRrOLLAIRE 2. — II n’existe pas d’ensemble £1 Z C F(X) tel
que G, C Z C Ip. En particulier, Iz n’est pas borélien dans F(X).

La démonstration est bien connue (voir [KLW]). Elle consiste &
construire (de maniére trés simple), en utilisant le théoréme principal,
une application continue @ : K£(2¥) — K(X) telle que @[K(Q)] C G,
et ®K(2¥)\K(Q)]NZIg = @, ou 2 est 'espace de Cantor des suites
infiniesde O et de 1, et Q = {a € 2¥; In a(k) =0 Vk >n}.

Remarque. — Si A est séparable, alors Zp est IT} dans F(X). En effet,
on peut écrire, pour tout fermé E C X, en notant B;(A*) la boule unité de
A*: E¢Igp< 3S € Bi(A*) (S#0, S est a support compact, supp(S)

C EetS € Cy(Y)). Comme Y est & base dénombrable d’ouverts, la relation
entre parenthese est borélienne dans (B;(A*), w*) x F(X) ; puisque B;(A*)
est un compact métrisable, on en déduit que Zg est IT}.

La démonstration du théoréme principal nécessite plusieurs lemmes.

Pour alléger les écritures, on utilisera parfois les notations suivantes.
Si® = (p1,---,%n) est une suite finie d’éléments de P, K = (K1, ..., Ky,)
est une suite finie d’éléments de G et p € w, on désigne par A(S,P,p) et
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A (S, %, K) les ensembles apparaissant dans les conditions (2) et (3). Une
distance Polonaise § étant fixée sur K(X), on pose aussi, pour € > 0,
A(S,p,pe) = A(S,%,p) N {T € A*; 8(supp(T),supp(S)) < e} et
A(S,3,K,e) = A(S,5,K) N {T € A*; §(supp(T),supp(S)) < €}. On
définit de méme A(S,7,p,N) = A(S,5,p) NN et A(S,5,K,N) =
A(S,%,K)NN lorsque N est un voisinage préfaible de S dans A*.

LEMME 1. — Soient S € B, 3 € P<*, K € G<¥ et p € w. Pour tout
€ >0, S est préfaiblement adhérent & A(S,,p,¢) et 4 A(S, 5, K,¢).

Démonstration. — Soient F une partie finie de A, @ > 0 et
Vo, Vi,..., Vi des ouverts de X tels que supp(S) C V, et supp(S)NV; # &
pour j > 1. Soit ¢ une fonction de P telle que supp(p) C Vo et p = 1
sur un voisinage compact de supp(S). Enfin, choisissons fi,...,fr € A
vérifiant supp(f;) C Vj et (f;,5) #0 (1 <j<k).Ona S =¢.S, donc la
condition (2) entraine l'existence de 7" € B vérifiant

KT',of) = (S,pf)l <a VfEeEF;
(T',0f;) #0, 1<j<k;
oo T'|| < [l Sl 1<i<n.

Posons T' = ¢.T". D’aprés (1), T est un élément de B, et on a

l(T’f>_(Saf>‘<a er.}-,
llei- TNl < llgs-SIl 1 <i<m
supp(T) C Vo, supp(T)NV; # @ pour 1 <j<k.

On en déduit que, pour tout € > 0, S est préfaiblement adhérent a
A(S,%,p,¢). La démonstration est identique pour A (S, 3, K, ¢). O

DEFINITION. — Soient N un entier > 1 et € > 0. On appelle K -suite de
type (N, €) une suite finie ((y",ff’), ., (@ K")) oG = (g, ..., g5_,) €
CoV)V, K' = (Ki, ..., Ki_)) € K(Y)N, vérifiant les deux propriétés
suivantes :

O 1670 — G@I < M s ye K on g K on
pose K"t = Ki, ).
(i) KICKYC...CK% ,CK}C...
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L’appellation K-suite fait référence & un article de Kechris ([Kel]).
Ce genre de suites est d’usage courant en Analyse Harmonique (voir par
exemple [K61], [DSR] ou [KL1)).

LEMME 2.

a) Sio=((g°n°,...,(g",mP)) est une K-suite de type (N,¢), alors

N-1 N-1
> - g <e+sup,llgitt - gl
j=0 Jj=0

o0

b) Soient o = ((go,fo),...,(g”,?p)) une K-suite de type (N,e) et
Zy,...,Zn—1 des parties de Cy(Y). On suppose que g;-’ € ZT pour
tout j < N — 1. Alors on peut trouver gg,...,gn_1, Ko, ..., Kn_, tels

—0 70 7P
queg; € Z; pour tout j < N-leto™(g,K) = ((¢°, K ),..., (@ K ),
(9,K)) est une K-suite de type (N, ).

c) Soient g1,...,9v € Co(Y) et Z1,...,Zn des parties de Co(Y). On
suppose que g; € ZT pour tout i. Alors, pour tout € > 0, il existe des
fonctions hi,...,hn € Co(Y) vérifiant :

hi € Zi, 1<i<N;

N N
”Zhi - Zgi”oo < €+ Max{||g; — hi||.; 1 <i< N}
3 i=1
Démonstration.

a) Soit y € Y fixé.

o N=1 N-1 N-lp=l oo N1
On peut écrire z 95 - 'Zo 95 = z Z (957" — g;)- Donc Zo 95 (y)
=0 = j=0 i=0 7=
N-1 N-1p-1 _
- Y 2 < z Z 9,7 (y) — gi(y). La définition d’une K-suite montre
=0 7=0 =0

quil existe au plus un couple (i,j) tel que lgit! (v)
(y)| > e27Ni=3=1 On obtient donc :

N-1p-1

Z ay) - Z g3()| <sup;llgitt —gill +e ) Y 27V,
J =0

j=0 i=0

Np
d’ott le résultat car la somme du membre de droite est exactement Y 27*.
k=1
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b) Soit a > 0.

Choisissons un compact K C Y contenant K% _, tel que sup {|g%(y)l;
y € K} < a. Par hypothése, on peut trouver go,...,gnv_1 € Co(Y) et
Ko,...,Ky_, € K(Y) vérifiant :
KCKyC...CKy_y;
l9;(y) — g¥(y)| <@ siy € Kj—1 (on pose K_; = K);
l9;(W)l <o siy ¢ K.
Alors |gj(y) — g5 (y)| < 2a si y € K1 ouy ¢ K;. Donc go,---,gn-1,
Koy, ..., Ky_, conviennent si a est choisi assez petit.
La partie c) résulte immédiatement de a) et b). m|
LEMME 3. — Soient S € B, N un voisinage préfaible de S, p € P<%
et € > 0. Il existe deux éléments T et T, de B vérifiant :
T, € A(S5,%,6,N), i=1,2;
ITi = Sllo <& (i=1,2);
supp(Ty) N supp(T2) = @.

. . 4 €
Démonstration. — Fixons un entier N > —||S|| et posons o = 3 On

construit pour p € w des éléments de B, S§,...,Sk_,, des compacts de Y,
K3, ..., KX 1, et des ouverts de X, V{,...,V{_,, vérifiant les propriétés
suivantes (ot on a posé S = (5§, ..., S _ 1)) :

's;?=ﬁs, 0<j<N-1;

57 € A(%S, ?p),p21

3 (('go,l_(o), ...,(8,K")) est une K-suite de type (N, a);
VJP“ cvh

supp(S?) €V

\V? eU?, p>1.

Pour débuter la construction, on prend par exemple KJ = --- =
K% |, = g, et VO0 = --- = V§_, = X. Supposons avoir construit
S8, ..., Sk 1, KR, V... .,VE_,. Sion pose A; = A(&S¢p+
l)ﬂ{TeA*, supp(T)CVp}etZ ={T; TeA} OKj<N-1,
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alors S;’ € A; d’apres le lemme 1, et donc 5';’ € ZT car lopérateur A

est w*-T continu sur les parties bornées de A*. Une application du lemme

2 b) permet donc d’achever la construction. Posons K; = [ V?, J <
pPEW

N — 1. Puisque les P sont héréditaires, les K; sont des éléments de

G. D’aprés la condition (3), S est donc dans Padhérence préfaible de

N-1 -

A = A(S,8,N)N{T € A*; supp(T) N |J K,; = @}. Par suite, S est
=0

faiblement adhérente & A = {T; T € A} dans Cy(Y'). D’apres le théoréme

de Mazur (A est convexe si N l'est), on en déduit qu’il existe Ty € A tel

que ||Ty - 8 |lo < €. En raisonnant comme dans le lemme 1, on peut aussi
obtenir §(supp(T}), supp(S)) < €, et donc T1 € A(S,p,¢,N).

N-1
Choisissons maintenant un entier p tel que supp(77)N ( U V?) =g,
=0
N-1
et posons T, = ) S¥. On a évidemment supp(7:1) N supp(Tz) = &. De
)

plus, comme ((gp), (W)) est une K-suite de type (N, a) le lemme 2 montre
que

N-1
T2 = Sl = || D_ 57 = 8|| <a+sup{||Sillc; k<N -1, l€w}.
Jj=0

o0

~ 1
Puisque ||Sk]loo < |ISE]| < ﬁHS” pour tout couple (k,l), on obtient

. 2
donc||T; — S|, < a+ i [|S|| < €, ce qui achéve la démonstration. a

Démonstration du Théoréme principal. — Soit w<“ ’ensemble des
suites finies d’entiers > 1. Si s € w<¥, on note |s| la longueur. Pour n > 1
et s = (sg, ..., Sp) € w<¥ on pose s"n = (g, ..., Sp,n). Si 5, t € W<, la
notation s < t signifie que s est un début de ¢. Enfin, si o € w* et p € w,
on note af, la suite («(0), ..., a(p — 1)). Fixons des distances Polonaises
d et & respectivement sur X et X(X). On va construire, pour s € w<* :

- une famille finie £(s) d’ouverts de X, d’adhérences disjointes, de
réunion O(s);

- un compact E(s) C X ;
- une famille W(s) d’ouverts de X ;

- pour chaque W € W(s), une fonction f,, € A;
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- un élément T'(s) de B (qu’on notera parfois T);
- un compact K(s) CY;

-si|s] > 1, s = §7n, des ouverts de X , Vi(s),...,Vp(s),
d’adhérences disjointes.

Tous ces objets doivent remplir les conditions suivantes :

(1) si|s| > 1 alors |J Vj(s) = O(s) et chaque Vj(s) est réunion
Jj=1
d’éléments de £(s);
(2) E(s) C O(s) et, pour tout n > 1:

E(s™n) X E(s) (i.e YW e&(s™n) IV € E(s) V C V),
K(s) C K(s"n);

YW € W(s),diam (W) < 27l
{ supp(fw) C W;

(4) E(s) CUW(s);

(5) E(s) = supp(Ts);

(6) Vt X's, VW e W(t), (T(s),fw) >

)

N =

(7) 6(E(s™n), E(s)) < 271sI;
®) sup {IT.)l y ¢ K(s)} <275
(9) pour tout n > 1, |Ts(y) — Ts~n(y)| <271 siy e K(s);

" 4
(10) pour tout n > 1, ||Ts — Ts~nll, <2711+ ~

S IL) <2,
Ve&(s)
WY S LT <LV sit=set V' € £);
vev!
VEE(s)

, 2
12)¥n>1,Vi<n, Y.  |T-afV] < =

VeE(s™n)
VCVi(s~n)

(13)Vn > 1, Vi <n, V;(s"n)eull;
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(14) sit™n <5, n > 1, alors V;(s™n) C V;(t"n).

On choisit d’abord un élément Ty de B, avec ||T|| = 1, une famille
d’ouverts W(2) et des fonctions fi,, W € W(o) vérifiant (3), (4), (6);
puis on pose O(2) = |UW(2) et £(2) = {O(2)}. On choisit aussi Ky
vérifiant (8).

Supposons avoir mené & bien la construction pour toutes les suites de
longueur < p (p > 0). Soient s une suite de longueur p + 1 et n un entier
> 1. On distingue deux cas.

1°F cas: Vg < |s| s(q) #n.

Posons T' = T et fixons € < 0 et N un voisinage préfaible convexe de T
dans A*. Le lemme 3 permet de trouver T3,...,T, € B vérifiant

supp(T}) Nsupp(Tk) = @ sij #k;

T, eN, |IT; =Tl <e, 1<j<my

T3 < 171, NT3[VII < [IT[V]| pour tout V € £(s);

&(supp(Tj), supp(T)) < e.
Soient Ui,...,U, des ouverts de X deux & deux disjoints tels que
supp(Tj) € U; pour tout j < n. Posons 7] = %TJ, 1<j<n Le

lemme 1 entraine que T]f est dans ’adhérence préfaible de I’ensemble

1 — _
Aj = {S € B; S e —N, [ISI| < [IT5ll, [ISTVII < IIT;[VII YV € E(s),

supp(S) € U, 8(supp(S), supp(T})) < €, supp(S) CU; N O(s)}.

~ 2
/ ! ’ 3 o1
Comme ||T}|| < ||Tj]| < — d’aprés (11), on peut donc, en utilisant le

lemme 2, trouver Si,...,S, vérifiant
Sj € .Aj,
n N n 4
I35 - YT <e+-.
j=1 j=1

o0
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Choisissons des ouverts de X , Vi,...,V,, d’adhérences disjointes, tels que
supp(S;) CV; CV; C O(s), V; € Ul pour tout j, et posons

S = ZSJ-, F = supp(S).
j=1

Comme N est convexe, on a S € N. De plus, F = U supp(S;) car les

j=
supports des S; sont deux a deux disjoints. La deﬁmtlon des S; montre
que pour un choix convenable de € et N on peut obtenir :

'(6)’ Vt < s, YW € W(t), (S, fw) >

(7) 8(F, supp(T)) < 271°;
9) 1Sw) -T)| <27, yekK,;

- _ 4
k(w)' 1S =T, <271+ -

1-
27

Posons maintenant £ = {VNV;; V€ &(s), 1<j<n}. SiV' € &(s) et si
V € & vérifie V.C V', alors V = V' N V; pour un unique j < n; donc
S[V =8,[V;=85; I'VI. On en déduit que pour tout ouvert V' € £(s),

SISl —Znser'n

vee
vev/

i —/
< IITv|
j=1
< |IT[V'|| dapres a définition des T

Si maintenant ¢t € w<¥, t < s et V" € £(t), on peut écrire

Yo svii= 3 > ISVl

V€5" v/ee(s) VESI
vev vicv! VEV

11 découle donc de I'inégalité précédente et de la condition (11) que

ST ISV < IIT[V"|| sit=<set V" e Et);

VeE
vev!

SISVl <2

vVeeE
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Enfin, on a pour tout j < n :

Susvii= 3 sVl

‘)’féj V'eE(s)
1 -
<= X ITV|
V/eE(s)
2
< —.
n

On constate donc que si on pose E(s™n) =&, T(s™n) =S, E(s"n) =
F, V;(s™n) =V}, les conditions (1), (2), (4), (7), (9), ..., (13) sont vérifiées,
de méme que (6) pour ¢t =< s. Pour achever la construction, il suffit alors de
choisir un compact K(s™n) C Y contenant K(s), un recouvrement ouvert
W(s™n) de E(s™n) par des ouverts de diamétre < 2~1%1=! et des fonctions
fw, W € W(s™n), de maniére & obtenir (3), (5) et (6) pour t = s"n.

2mecyg . g < |s| s(q) =n.
Notons gg le plus grand entier < |s| tel que s(g) = n, et posons t = syg,41-
Posons également T = T et T; = T[V (t). On a alors T = Zn: T;. Comme
dans le premier cas, on peut, en appliquant le lemme 2 a{J.:xlTj, trouver
S1,...,S, € B vérifiant les propriétés suivantes (ol on a posé S = il S;)

j=

( supp(S;) € V;(t) N O(s) et supp(S;) € Ul;
IS; VIl < IT; [Vl pour tout V € £(s);
}18(y) =Tyl <27 siyeK(s)
IS = Tloo < 2711 + %;

L 8(supp(S), E(s)) < 2~ I8l

Sir<setV'e&(r), alors

Y 157l < YISV

Vee(s) vV j=1

vev/
< TV
V. J
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De plus, si V € &(s) on a Tj[V = @ ou T;[V = T[V selon que V N Vj(t)
est vide ou non. Donc 3~ 3" ||T;[V|| = 3 ||T[V]|, et on déduit de (11) :
V' Vv

(*) Vrxs YWeE(r) Y ISIVII<IT@V ]
VeE(s)
vev!
Choisissons maintenant des ouverts Vi,...,V, vérifiant supp(S;) C V; C

V,; CV;(t)nO(s), V; eU'"®! (1 < j < n), et posons
E={VnNV; Vel(s)}.

SiV € £ et V’ est 'unique élément de £(s) contenant V/, alors [V = S[V .

On peut donc écrire 5 ||S[V] = 3 ||S[V]|. Il découle de cette
vee VeE(s)
remarque et de I'inégalité () que

Y ISVI< Y IV <2,

veeE VeE(s)
STUSIVII= S ISV IT@)V]| sir<set V' € &)
vee VeE(s)
vev/ vev!

Enfin, on a pour tout j <n:

Yo Isi= 3 sl

vee VEE(s)
vev; Vev;(t)

Y. > lisvl

“vieg) VEE(s)
vigv;p vev’

S OInvV|

viee(t)
vicv;(b)

Il

N

<

S

d’apres (12).

On peut donc poser £(s™n) =&, T(s™n) =S, Vj(s™n)=V; (1<j<n)
et terminer la construction comme dans le premier cas.

Ceci acheve la récurrence.
11 découle de (7) que pour tout @ € w* la suite (E(a“,,))p <., converge

vers un compact E(a), et que Dapplication @ — E(a) est continue.
Vérifions que cette application posséde les propriétés requises.
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a) Soit ¢ € w¥ \ W.

Par définition de W, il existe un entier n > 1 et une suite strictement
croissante d’entiers (px) tels que a(px) = n pour tout k € w. Si k < k/, on
a, par (1), (2) et (14) :

E(arpk/+l) g U ‘/j(arpk/-l-l)
Jj=1

< U Vilerpr)-
j=1

no__
Donc E(a) € U (N Vj(a[pe+1)- De plus, la condition (2) et le fait que
kEw j=1 ’

les Vj(0[p,+1) soient deux & deux disjoints entrainent que

n n
N UVilame) = U NVilemp)-
kew j=1 j=1 k
Comme les ouverts UP sont héréditaires, il résulte alors de (13) que E(«)
est réunion de n éléments de G disjoints.

b) Soit maintenant & € W.

Par (11) la suite (T (afp))pew est bornée dans A*. Soit 7' € A* une valeur
d’adhérence préfaible de cette suite. On a T' € C car C est préfaiblement
fermé. De plus, la relation supp(S) C F' étant fermée dans (A*, w*) x K(X),
on déduit de (4) que le support de T est contenu dans E(a). Si V un
ouvert de X tel que V N E(a) # @, les conditions (3) et (4) entrainent
I'existence d’un entier py et d’un ouvert W € W(ay,,) tels que W C V.
Par (6) on a (T'(ap), fw) > % pour tout p > pg, et donc (T, fu ) > %
Puisque supp(fw) € W C V, on peut conclure que le support de T est
exactement E(a). Pour achever la démontration du théoréme, il suffit donc
de montrer que T € Cy(Y). Soit py € w. Posons, pour p > pg, Tp = T(arp)
et K, = K(afp). Il résulte de (9) que

Vp > Do, Vy € Kp0+1 |Tp(y) - Tpo+1| < 27Po,

On adonc |T(y) — Tpos1| <277, siy € Kpo+1 - En utilisant (8) et (10),
on en déduit que si y € Kp,41 \ Kp, alors

ITW) <oy = Tporilloo + [Tpo(®)] + 277
4

< 3.27Po 4 .
a(po)
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Puisque a(p) — +oc on obtient donc, en posant K = | JKp: lim T(y) = 0.
V4 yeEK

Enfin si y ¢ K il découle de (8) que |T»(y)| < 277 pour tout p, et donc
T'(y) = 0. On a donc bien T' € Cy(Y), ce qui conclut la démonstration du
théoréme.

O

2. Ensembles d’unicité.

Dans cette section, la lettre G désigne un groupe abélien localement
compact non discret & base dénombrable d’ouverts. Rappelons qu’on a noté
U la famille des fermés d’unicité de G, et qu’on a posé M = F(G)\U. On
pose aussi MP = UPef,

On peut reformuler la définition de U de la maniére suivante : Soit
B(G) l'image par transformation de Fourier de l’algébre de convolution
M(T). B(G) s’identifie de maniére évidente avec le dual de PF. Posons,
pour E € F(G), Jo(E) = {f € A(G); supp(f) est compact et disjoint
de E'}. Alors, d’apres le théoréme des bipolaires, F est un ensemble d’unicité
si et seulement si Jo(E) est préfaiblement dense dans B(G) (pour la dualité
avec PF).

LEMME 1. — Si S € PF et f € B(G) alors f.S € PF (ot on pose,
pour g € A(G), (f.5,9) = (S, fg)-

Démonstration. — Soient S € PF et f = i € B(G). Posons, pour
yeT', o) = / S(y.77Y) du(r). Alors ¢ € Co(T') car S € Co(T'), et on

vérifie que @ est la transformée de Fourier de f.S. O

LEMME 2. — Soient F un fermé d’unicité, S € PF et € > 0. 1l existe
une fonction f € A vérifiant f € J(E) et ||f.S — S||lpm <e.

Démonstration. — Posons Jo(E).S = {f.S; f € Jo(EF)}. D’apres le
lemme 1, Jo(E).S est une partie convexe de PF'. De plus, S est faiblement
adhérente & Jo(F).S car E € U, et lapplication f — f.S est continue de
(B(G),w*) dans (PF,w). Le lemme est donc une conséquence du théoréme
de Mazur. O
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ProposITION 1. — Soient (Ey)nso une suite de fermés d’unicité et
S € PF'. Pour tout € > 0, on peut trouver une pseudofonction T vérifiant :

supp(T') C supp(S) ;
1T - S|lpm <€ ;
supp(T) N (U E,) =wo.

new

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 2 : partant
de Sy = S, on peut construire une suite (S,) de pseudofonctions véri-
fiant  supp(Sn+1) C supp(Sn) \ En et |[Spt1 — Snllpm < €271 . La
suite (Sp) converge en norme vers une pseudofonction T' qui remplit les
conditions exigées. O

DeriNITION 1. — On dit qu’un compact E C G est un ensemble
de type U’ s’il existe une constante c telle que VS € PM(E) ||S|lpm <

c. Tim |S(v)|.
y—00

Cette définition a un sens car, si S est une pseudomesure & support
compact, alors S admet un représentant continu. D’autre part, il est évident
que U’ C U; en fait, on peut montrer que E € K(G) est de type U’ si et
seulement si Jo(E) est w*-séquentiellement dense dans B(G) (voir [KL1]
ou [M]).

DEFINITION 2. — On dit qu’un compact E C G est un ensemble
de Dirichlet s’il existe une suite (v,) de cactéres tendant vers linfini telle
que (yn,x) converge uniformément vers 1 sur E. On note D la famille des
ensembles de Dirichlet.

ProposITION 2.

a) D est un Gs de K(G) et U’ est un idéal 3.

b) Les ensembles de Dirichlet sont de type U’.

Ces résultats sont bien connus dans le cas du cercle unité et les
démonstrations sont & peu pres identiques dans le cas général (voir [GMG],

Kah], [KL1] ou [M]). Vérifions simplement que U’ est 9 et que D est Gs.
3
Un compact E C G est de type U’ si et seulement si

de>0VSe PM(G)VK e KT)VyeT' Ve>0Vpew
(supp(S) S E = 37 ¢ K [(S,70,)] < c.(S,7'0p)] +).
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Quand c, € et p sont fixés, la relation entre parenthéses est Gs en
(E,S,7,K) € K(G) x (PM,w*) x T x K(I'). Puisque (PM,w*), T' et
K(T') sont K,, on en déduit que U’ est X9 dans K£(G). Un compact E est
un ensemble de Dirichlet si et seulement si

Ve >0VK e KT') Iy ¢ K |y(z)—1| <e surE.

Il en résulte immédiatement que D est Gs. O

Rappelons que I'ordre (algébrique) du groupe G est la borne supérieure
des ordres de ses éléments, et que 1’ordre topologique de G est ¢(G) = sup
{n € w; tout voisinage de 0 dans G posséde des éléments d’ordre > n}.
Comme G est non discret, on a ¢(G) > 1.

Tg=T si ¢(G)=+ o0}

Dans la suite, on posera .
Te={2€T; 27=1} si ¢(G)=¢<+ o0.

LEMME 3. — Soit E un compact de G. Il existe une suite de caractéres
(Yn)nso tendant vers linfini et vérifiant :

1) ¥j, 0<|jl<q(G), 7 — oo
2) Si ¢(G)=gq<+00, I=1 sur E pour tout n.

Démontration. — Le groupe G posséde un sous-groupe ouvert fermé
Gy contenant E et isomorphe & Z™ x IR? x H, ol m, p sont des entiers
et H est un groupe compact (voir [HR]). On a ¢(Go) = ¢(G) car Gy est
ouvert. Comme tout caractére de Gg est la restriction d’'un caractére de
G, on peut donc supposer que G = Z™ x IR? x H.

Soient G = IRP x H et I' le dual de G. Notons E I'image de E par la
projection naturelle de G sur G. Si une suite (¥,) tend vers I'infini dans
I'et 49 = 1 sur E, alors v, = 1 ® 4,, tend vers l'infini dans " et v4 = 1

sur E. Comme ¢(G) = ¢(G), on voit qu’on peut se ramener au cas ol
G=RP xH.

a) Supposons ¢(G) = + oo.

Montrons d’abord la propriété suivante :

(%) VK CT compact, Vi >0, Iyel + ¢ K.

Si p # 0, la propriété (x) est évidente. Si p = 0, alors G est compact
et I' discret; les parties compactes de I' sont donc finies. D’autre part,
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comme G n’est pas d’ordre borné, I' ne 1’est pas non plus; Il existe donc
pour tout j > 0 des éléments de TV = {yJ; v € T'} d’ordre (fini ou non)
arbitrairement grand. Des deux remarques précédentes, on déduit aisément

(%). Ecrivons T' = |J Ky, ot (K,) est une suite strictement croissante de
n>0

compacts. Si K C I’ est un compact symétrique, si n est un entier > 0
et si v € T vérifie v ¢ K<™ = {r}; 7 € K, | < n!}, alors, pour tout
entier k € Z vérifiant 0 < |k| < n, on a v* ¢ K. Il découle de cette
remarque et de la propriété (*) qu’on peut trouver une suite de caractéres
(Yn)nso vérifiant : Vo VEk, 0 < |k| <n, ~* & K,. Le lemme est donc
démontré dans le cas ot ¢(G) = + 0.

b) Supposons maintenant ¢(G) = ¢ < + 0.

Alors p = 0 et G est compact. Par définition de q, G posséde un sous
groupe ouvert H dont tous les éléments sont d’ordre < q. Comme G est
compact, le quotient G/H est fini. Donc G est d’ordre borné, et il en va
de méme de I'. En utilisant la définition de ¢ et un théoréme de structure,
on en déduit que G est isomorphe & un produit (Z/qZZ)* x Gy, ou Gy
est un groupe compact. On a donc I' = T’y x ( Bicw Hi), ou I'y est le dual
de Gy et Hy = 7ZZ/qZZ pour tout 4. Il est alors facile de voir que si K est
une partie finie de I', on peut trouver vy € I' vérifiant

v =1;
e K si 0<|k|l<qg—1.

Ceci achéve la démonstration du lemme. 0

DEFINITION 3. — Si h est une fonction de A(Ty), alors h s’étend de
maniére évidente (dans le cas ot ¢(G) < + o) en une fonction de A(T).
On peut donc définir la composée h o vy pour tout caractere v € I'; h o~
est une fonction de B(G), et on a ||ho7||pc) = ||hl|acT,)-

LEMME 4. — Soit (7, )»e., Une suite de caractéres telle que lim v* = co

pour tout k € 7ZZ vérifiant 0 < |k| < ¢(G). Soient également S € PF et
h € A(T,). Posons, pourn € w : S, = (ho~,).S. Alors, quand n — oo :

{1) S, — h(0).S faiblement dans PF.
2) [1Sullemey = |Bllpaer,) 1SIlpam(e)-
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Démonstration. — Le fait que les S, soient des pseudofonctions
résulte du lemme 1. D’autre part, la suite (S,) est bornée dans PM. En
effet, on a, pour tout n € w :

[1Snllpm < IR ovallB(a) IISIlPar = [IRllacT,) 1S P2t

a) Supposons ¢(G) = + oo.
Alors h € A(T), h(t) = Y axe’®, ot Y |ax| < +oo. Puisque la
kEZ

suite (S,) est bornée dans PM, il suffit, pour montrer 1), de vérifier que
Sn(y) — S(v) pour tout v € I'. Fixons vy € T'et € > 0. On a S,(y) =

> ax S(v.7;*). Choisissons un entier K > 0 tel que Y a||S||par < &
kEZ |k|>K

Comme S € PF et nan;o ¥ = 00 si 0 < |k| < K, on peut trouver un
entier N tel que 3 lax||S(v-v7%)] < £ pour tout n > N. On
0<|k|<K

a alors |Sn(7) — aS(y)] < € sin > N. La propriété 1) est donc
vérifiée. Montrons maintenant 2). La norme étant une fonction faiblement
s.c.i sur PF, une application de 1) & la fonction e~®* h(t) montre que
hJELEf”%'f Snllpar = |h(K)|.||S]|par pour tout k € Z. Comme ||y. T||par =
[|T||par pour tout couple (v,T) € I' x PM, on en déduit

hmlanS lpar = ||Bllpac 1S par-

1 suffit donc de vérifier que limsup ||Sy||par < ||2l|pas-1|S]|pas- Soit € > 0.

n—00
Choisissons comme précédemment un entier K tel que Y |ag|||S|lpm <€
|k|>K

et posons L = {y € T; |S(y)| > /|lh||lacTy}. L'ensemble L est un
compact de T' car S € PF. On peut donc trouver un entier N > 0
telque Vn > N VI, 0 <[ < 2K , fyi ¢ L.L™' . Pour n > N, les
ensembles y*.L, |k| < K , sont alors deux & deux disjoints. Soient y € T'
et n > N fixés. Le choix de N montre qu’il existe au plus un entier &
vérifiant |k| < K et |S(y.77%)| > e/||h|| a¢T)- On a donc

15 < Y- lakllSv*) + Y laxlllS]par

|k|<K |k|>K

< 2 +||S|lpmlIPl| pu-

Ainsi  ||S,|lpar < 2¢ + ||S)|palhllpar pour tout n > N, ce qui démon-
tre 2).
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b) Supposons maintenant ¢(G) < + oco.
Dans ce cas on peut écrire h(z) = Y ax 2*, ao,.. .,aq-1 € C, et par

q—1

suite (hoy).S = 3. axy*. S, pour tout caractere ~. Il suffit alors de répéter
k=0

la démonstration précédente. Le lemme est donc entierement démontré. O

LEMME 5. — Soient S une pseudofonction & support compact, € > 0,
N un voisinage faible de S dans PF et ¢,...,p, des fonctions de B(G).

Pour tout compact K C T, on peut trouver un caractére 7y et une

pseudofonction T vérifiant

TeN, o Tllpar < ||0i-S|lpm, 1<i<n;
supp(T’) C supp(S);

v € K;

|v(z) — 1] < e sur supp(T).

Démonstration. — Choisissons une fonction h € A(’I:q) dont le
support est contenu dans {z € Tg; |z — 1| < €} et telle que h(0) = 1 =
||2|| pas- L existence d’une telle fonction est facile & vérifier (si ¢(G) < +oo,
cela revient a trouver un polynéme non nul de degré < ¢ — 1 s’annulant sur

Ty \ {1}). Soient E un voisinage compact de supp(S) et (7,) une suite de
caractéres (donnée par le lemme 3) vérifiant llm vF =150 < k| < q(G),

et v9 =1sur E (si ¢(G) = ¢ < +00). On deﬁmt Sp = (ho%,).S comme
dans le lemme 4. Puisque v, est a valeurs dans T, au voisinage du support
de S et que supp(S) est compact, le choix de h entraine que le support de
S, est contenu dans I’ensemble

supp(S) N{z € G; |7.(z) — 1| < ¢}.
De plus, comme les ;.S sont des pseudofonctions, on a d’apres le lemme 4 :

n—00

{ lim S, =S, lim ©;.Sn = ;.S faiblement dans PF
[1SnllPm < (1+an)|l5||PM s l@i-Snllpm < (14 an)llei-Sllpm

ou a, >0, lim a, = 0. Il suffit donc de poser T =
n-00 1+a,

pour n suffisamment grand. O

Sn et v =7,
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On peut maintenant appliquer le théoréme de la section 1. Rappelons
que W est le sous ensemble de w* défini par « € W < lim a(p) = +oo,
p—oo

et que Df désigne ’ensemble des compacts de G qui sont réunion d’un
nombre fini d’ensembles de Dirichlet deux & deux disjoints.

THEOREME 1. — Soit E C G un fermé de multiplicité. Il existe une
application continue o — E(a) de w* dans K(E) \ {@} vérifiant :

(i) Sia ¢ W, E(a)€ Dy.
(ii) Siae W, E(a) estdetype MP.

Démonstration. — Puisque U est un o-idéal, tout fermé de multipli-
cité contient un compact de multiplicité. On peut donc supposer que F est
compact, et choisir une fonction ¢ € A(G) égale & 1 au voisinage de E. On
applique le théoréme de la section 1 avec A = P = A(G), C = PM(E),
A(S) = 9.8 et G = D N K(E). Avec les notations de la section 1, on a
B = PF(E) et Ig = {F € F(G); FNE € U}. Un instant de reflexion
montre que les éléments de (Zz)Pf sont tous contenus dans E, et donc
que (Z)Pef = MP N K(E). Soit (L,) une suite de compacts de I" telle que

T = U L, et que tout compact de I soit contenu dans 'un des L,. Pour
PEW
tout p € w, posons

U ={K eK(E); 3¢ L, |y(z) -1 <27P Vre K}

Les UP sont des ouverts héréditaires de K(E) et ona (| UP = DNK(E).
PEW

On sait que PF(E) est stable par A-multiplication. Pour démontrer le
théoréme 1, il suffit donc de vérifier les deux conditions suivantes :

(2) VS € PF(E) , Yo1,...,pn € A, Vp € w, S est dans 'adhérence
préfaible de

{T € PF(E); supp(T) € UP, |l@s.T||pm < |l@i-Sllpm Vi < n}.

(3) VS € PF(E) , VK1,...,Km € D, VYo1,...,0np € A, S est dans
I’adhérence préfaible de

{T € PF(E); swpp(T)n [ |J K; | =2, llgi.TIl <llgi.S|| Vi <.
j=1
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La propriété (2) est une conséquence immédiate du lemme 5. Pour (3), on
applique les propositions 1 et 2 : d’apres la proposition 1, les ensembles de
Dirichlet sont des ensembles d’unicité ; d’apres la proposition 2, il en résulte
quesi S € PF(E) et Ky,...,K,, sont des ensembles de Dirichlet, alors S
est fortement adhérente & {7 € PF; supp(T) C supp(S), supp(T) N
U; K; = o}, donc également & I'ensemble figurant dans la condition (3).
Le théoréeme 1 est donc démontré. O

COROLLAIRE 1. — Si E C G un fermé de multiplicité, alors D;NK(E)
et U' N K(E) sont des vrais X3 de K(E).

COROLLAIRE 2. — Si E C G est un fermé de multiplicité, il n’existe
pas d’idéal I13 de K(G) contenant D N K(E) et contenu dans U.

COROLLAIRE 3. — Si E C G est un fermé de multiplicité, alors
UNF(E) est un vrai II de F(E).

DEFINITIONS 4. — Pour tout fermé E C G, posons N(E) = M(E)
(adhérence préfaible de M(E) dans PM). On dit qu’un fermé E est un
ensemble de synthése harmonique si N(E) = PM(FE); que E est un
ensemble de Helson si N(E) = M(E); et que E est un ensemble WT P
si M(E) = PM(FE), autrement dit si E est & la fois un ensemble de Helson
et un ensemble de synthése.

Rappelons deux résultats qui comptent parmi les plus célébres concer-
nant ces trois familles de fermés.

1) H (la famille des ensembles de Helson) et WT P sont stables par
réunion finie (Varopoulos, voir [Val], [Va2], [GMG] ou [LP]).

2) 1l existe des ensembles de Helson qui ne sont pas d’unicité (Korner
[K62] dans T). Plus précisément, tout fermé de multiplicité contient un
ensemble de Helson et de multiplicité (Kaufman [Kaul] dans T, Saeki [Sa]
dans le cas général).

LEMME 6.
a) Les ensembles WT' P sont de type U’.
b) HNK(G) et WT'P N K(G) sont £ dans K(G).
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c¢) Si E est un ensemble de Helson, alors WT'P N K(E) est Gs dans
K(E).

Démonstration. — Pour une démonstration de a), voir par exemple
[KL] ou [GMG].

b) Un fermé E C G est un ensemble de Helson si et seulement si

o(E) = inf {%ﬁl—; ueE M(E), ,u;éO} >0

(a(E) est la constante de Helson de E). On en déduit facilement que
H N K(G) est X3 dans K(G). Si (f,,) est une suite dense dans la boule
unité de A, alors un compact E est WT'P si et seulement si 3Jc Vn VS €
PM(E) |(S, fn)] < ¢||frlloc - On en conclut aisément que WT'P N K(G)
est 9 (cf la démonstration de c)).

Pour démontrer ¢), fixons un compact de Helson E. Soit « la constante
de Helson de E. Si F' C F est un ensemble WT' P, alors toute pseudomesure
S portée par F' est une mesure, et de plus ||S||ar < @||S||par- On a done

() Vfe A VS e PM(F) [(f,S)| <allS|lpmllf[Fllcor)-

Inversement, puisque A est dense dans Cp(G), tout fermé F vérifiant la
propriété (x) est WTP. Soit maintenant (f,) une suite dense en norme
dans A. D’apres ce qui précede, on peut écrire, pour tout compact F' C E :

VS € B1(PM) , Vn € w,

F e WTP<=
{ (supp(S) C F et |(fn, S)| > a) = (Fz € F |fa(z)| > 1).

La relation entre parenthéses est Gs dans le couple (F,.S). Comme K(E) x

B;(PM) est compact, on en déduit que WT'P N K(E) est Gs. a

THEOREME 2. — Tout fermé de multiplicité contient un ensemble de
Dirichlet qui n’est pas de synthése harmonique.

Démonstration. — Soit E C G un fermé de multiplicité. D’apres le
théoréme de Korner, Kaufman et Saeki, on peut supposer que E est aussi un
ensemble de Helson. D’apres le lemme 6 (et le théoréme de Varopoulos),
WTP N K(E) est alors un idéal Gs de K(E), contenu dans U. D’apres
le corollaire 2 du théoréeme 1, WTP N K(E) ne peut donc pas contenir
DNK(E). O
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LEMME 7.

a) Soient E un fermé quelconque de G et (x,)ne, une suite de points
de E. Pour toute fonction f € I(E) = {¢ € A(G); ¢ =0 sur E} et pour
tout nombre € > 0, il existe une fonction ¢ € A(G) nulle au voisinage de
{zn; n € w} telle que ||p — flla <e.

b) Si E est un fermé quelconque de G et (z,,) est une suite de points
de E, il existe un Gs G C E contenant tous les z,, et vérifiant la propriété
suivante :

VS € PM(E) supp(S) CG = S € N(E).

c) Si E C G est un ensemble de Helson, il existe un Gs dense de E
dont tout fermé est WTP.

Démonstration.

a) Rappelons d’abord que les singletons de G vérifient une propriété
tres forte de synthése harmonique : si z € G et f € A(G) s’annule en z,
alors, pour tout € > 0, il existe une fonction g € A(G) nulle au voisinage de
z elle que ||gf — f|la < & (voir [HR] ou [R]). Fixons maintenant f € I(E)
et € > 0. D’apres la remarque précédente, on peut construire par induction
des fonctions g, € A et des ouverts V,, C G vérifiant

T, € Vy;

gn =0 sur Vg;

llgo-f — flla <e/2;

9o - - Gnsr-f — g0+ gu-flla <2777,

n
Posons ¢p, =go...9nf (n€w). Ona @, =0sur |J Vi, et la suite (¢n)
k=0
converge en norme vers une fonction ¢ € A. La fonction ¢ est nulle sur

V= Va,et on a |lo — flla < €. Puisque V contient tous les z,, ceci
new
démontre a).

b) Une pseudomesure S est dans N(FE) si et seulement si (f, S) =0
pour toute fonction f € I(E). Comme I(E) est séparable en norme, il suffit
donc de montrer que pour toute fonction f € I(E) et tout € > 0, il existe
un ouvert V' C G contenant tous les z,, tel que VS € PM(E) supp(S) C
V= [(f, S)| <e||S||pa - C'est évidemment une conséquence de a).

La partie c) résulte immédiatement de a) et b). O
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THEOREME 3. — Le o-idéal U ne posséde pas de base borélienne.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1, U est calibré (voir
[DSR]); d’apres le corollaire 3 du théoréme 1, U N F(E) est un vrai I1} de
F(E) si E € U; d’apres le lemme 7 et le théoréme de Korner, Kaufman
et Saeki, il existe un Gs de G dont tous les sous fermés sont dans U mais
qui n’est pas recouvrable par une suite de fermés d’unicité. Le théoreme 3
est donc une conséquence d’un résultat de G. Debs et J. Saint-Raymond
([DSR] Th. 6). O

Pour terminer cette section, on va démontrer le théoréme suivant, qui
est une conséquence tres simple des résultats de la section 1.

THEOREME 4. — Notons 2% I’espace de Cantor des suites infinies de
O et del. Si EC G est un fermé de multiplicité, il existe une application
continue o — K, de 2¥ dans K(E) telle que :

K, € M pour tout a € 2%
KoNKg=2 si a#p.

Démonstration. — Soient E un fermé de multiplicité (que 'on peut
supposer compact), T, une pseudofonction non nulle portée par E, et f

une fonction de A(G) telle que (T, f) > % Notons 2<¢ ’ensemble des

suite finies de 0 et de 1. Le lemme 1.3 permet de construire, pour s € 2<%,
une pseudofonction T portée par E et un ouvert Vs de E vérifiant :

(I Tsllpar < 1Tl pags
supp(Ts) € Vs,
VeniCVs (i=0,1) VeoNVem1 =2,
ﬁ §(Vs~i, V) < 27151 (ol 6 est une distance Polonaise sur K(E)),

(T f) >3,

\“Ts - Ts"i”PM <2—|s|.

Posons, pour a € 2¥, Ko = () V(epp). Il est clair que Papplication
pEw
a — K, est continue de 2¥ dans K(E). Pour tout o € 2%, la suite

(T(a[p))p c., €st bornée dans PM, donc elle posséde une valeur d’adhérence
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1
T, non nulle car (T, f) > 3 On vérifie facilement que supp(T,) C K, et
T, € PF. Ceci achéve la démonstration.

0

3. Bandes de premiére espeéce.

Dans cette section, la lettre E' désigne un espace compact métrisable
(non vide!). On note M, (E) l'ensemble de mesures positives sur E et
P(E) l'ensemble des mesures de probabilité sur E. Si A C E est un
ensemble borélien (ou simplement universellement mesurable), on pose
M, (A) ={p € Mi(E); u(E\ A) = 0}. Sauf mention contraire, M, (E) et
P(FE) seront toujours munis de la topologie préfaible induite par M(E).

DErFINITION 1. — Soit B une partie de M4 (E). On dit que B est une
bande si B est un céne convexe, fermé en norme, héréditaire pour ’ordre.
Si B C M, (FE) est une bande, on note B’ la bande orthogonale & B, qui
est I'ensemble des mesures positives étrangeéres 4 toutes les mesures de B,
et Ip le o-idéal polaire de B, c’est-a-dire I’ensemble des compacts de E
négligeables pour tous les éléments de B. Puisque B est une bande, cette
derniére notation est en accord avec celle de la section 1.

DEFINITION 2. — On dira qu’une bande B est une bande de premiére
espéce s’il existe un espace localement compact & base dénombrable d’ou-
verts Y et une application continue § : Y — C(E) tels que 8[Y] soit borné
dans C(E) et B={p € My(E); pod e Co(Y)}.

Remarques.

1) Si B est une bande de premiére espéce, alors B est évidemment
borélienne et fortement convexe; et Ip est II} dans K(E). La définition
précédente fait implicitement référence & un résultat de G. Debs ([D]) : Si B
est une bande borélienne fortement convexe, alors il existe un filtre borélien
F sur w et une suite (f,) C C(F) telsque B = {u € M, (E); lijlrn u(fn) =

0} et B = {u € My(E); Timpu(fn) = p(1)}-

2) En fait, il est facile de montrer que si B est une bande de
premiere espece, alors BN By(M(E)) est II dans B1(M(E)). On peut
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se demander si la réciproque est vraie. Cette question peut se formuler de
la maniere suivante : Si X est un espace de Banach séparable et si C est une
partie fortement convexe et ITJ de (B1(X*), w*), existe-t-il une application
¢ : B1(X*) — B1(I*™) affine et w*-w* continue telle que C = p~(cy)?
(C’est un résultat plausible car co N B1(I°°) est un vrai II3 de By (I*°).)

Exemples.

1) Si G est un groupe abélien localement compact & base dénombrable
d’ouverts et E est un compact de G, alors I’ensemble des mesures de
Rajchman positives portées par E est une bande de premiére espéce (voir
section 1).

2) Si (fy) est une suite de fonctions positives, bornée dans C(E),
alors B = {4 € My(E); p(fn) — 0} est une bande de premiére espéce.
Par exemple, la bande des mesures diffuses (i.e. ne chargeant pas les
points) est de cette forme; dans ce cas, Iy = K,(F), 'ensemble des
compacts dénombrables de E. Dans toute la suite, la lettre B désigne (sauf

indication contraire) une bande de premiére espéce, avec «témoins» Y et
0:Y - C(E).

Le premier théoreme de cette section est un résultat de «décomposi-
tion» pour le o-idéal Zp.
Sip€ My(E), on pose i = pof et R(u) = lim |i(y)|; pour tout
Yy—0o0

€ > 0, on note R°(E) (ou simplement R®) ’ensemble {u € P(E); R(p) <
e}; enfin, on pose

5 ={F €K(E); 3¢ >0VYueP(F) R(u) > c}.

Il est clair que I} est une partie héréditaire de Zg. Dans le cas
des mesures de Rajchman, Ty n’est autre que la famille bien connue des
ensembles de type Uy (voir [KL1]).

Il n’est pas difficile de montrer, comme pour les ensembles de type
U’ (cf section 2), que Zy est la réunion d’une suite de Gs héréditaires de
K(E). On en déduit sans peine que (Z)P°™ est II§ dans K(E).

LemME 1. — Si F € ()P, alors, pour tout € > 0, R(F) est dense
dans P(F).

La démonstration n’est pas difficile. O
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LEMME 2. — Soient ¢, ¢’ > 0 et C une partie convexe de R¢(E). Si
1€ RE(E)YNC" , il existe une mesure v € C vérifiant ||7— fil|oo < €+€'.

La démonstration est analogue & celle du lemme 1.2. O
THEOREME 1. — La famille Ij; est une base de Ip.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout fermé non vide et
s-parfait porte un élément de BNP(E). Fixons F € (Ip)P*™, F # @. Les
lemmes 1 et 2 permettent de construire une suite (u,) C P(F) vérifiant

{R(Nn) <27

”ﬂn+l - ﬁn”oo <27

On vérifie facilement que si 4 € P(F') est une valeur d’adhérence de la suite
(n), alors i € Co(Y). Ceci acheve la démonstration. a

COROLLAIRE. — La famille (Z5)P®* est I1$ dans K(E).

On va maintenant étudier les propriétés descriptives du o-idéal Zp.

LEMME 3. — Soit B une partie convexe de P(E) telle que P(V)NB # @
pour tout ouvert non vide V. C E. Sild est un ouvert dense de K(E), alors
Pensemble P, s = {p € P(E); u € B, supp(u) € U} est dense dans P(E).

Démonstration.— Soit U un ouvert dense de (E). Pour montrer que

P, s est dense dans P(E), il suffit de vérifier que 1’on peut approcher toute

combinaison convexe de masses de Dirac par un élement de P, 5. Fixons
n

une mesure p = Y \;x;,ouz; € E, \; > 0et > \; = 1. Soient F une partie
=1

finie de C(E) et € > 0. Fixons également un nombre a > 0. Choisissons

des ouverts V,...,V,, C E deux a deux disjoints tels que

z; € V; pour tout i< n;
Vi<n VfeF osc(f,Vi) <e,

ou osc(f,V;) désigne Poscillation de f sur V; . Puisque U est dense dans
K(E), on peut trouver un élément F' de U vérifiant F C U;V; et FNV; # @
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pour tout ¢ < n. Comme U est ouvert, on peut également trouver des
ouverts Wy,..., W, C E tels que F € U(Wh,...,W,) CU, ou

UWy,...,W,) ={K € K(E); K CU;W;, KNW, # & Vj < p}.

On a alors V; NU;W; # & pour tout 4 < n. L’hypotheése faite sur B entraine
Pexistence de mesures vy, ...V, Vi,..., Vp telles que

vi, v; €B, 1<i<n, 1<j<p;
supp(v;) € Wj, supp(v;) CViNW, ot W =U;W;.

Posons
n a p
v, = (l—a)Z)\i vi + —ZV;.
i=1 P4

Comme B est convexe, on a v, € B. De plus supp(v,) € U par définition
des W;. Si f € F, on peut écrire

/fd,u—/fdu -Z)\/ Flz)— f)dul+a(pz ZA i f

J
Donc, en posant M = sup {||f|ls; f € F}, on obtient
VieF |(fiva) = {fim) <e + 2aM.

11 suffit donc de choisir a assez petit pour obtenir |(v.,, f) — (i, f)| <e, f €
F. Ceci achéve la démonstration du lemme. O

THEOREME 2. — Soit G un Gs dense héréditaire de K(E). On
suppose que E € (Zg)P*! et que G C I. Alors il n’existe pas d’ensemble
IIY Z C K(E) tel que G¢ \ {@} C Z C (Ip)l°°.

Démonstration. — Ecrivons G = [\U,, ou (Up) est une suite décrois-
sante d’ouverts héréditaires de X(E). On applique le théoréme de la section
14A=C(E),P=C4(E),A: p+— pob et C = M (E). Il s’agit de vérifier
les trois propriétés suivantes :

(1) Si f € C+(E) et p € B, alors f.u € B.

(2) Sip e B, ¢1,...,0n € CL(E), alors p est dans ’adhérence
préfaible de {v € B; supp(v) € UP, |[v|Inm < ||pllm, [leivllm < ll@i-plla}-
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(3) SipeB pr,...,0n € CL(E), Kq,...,Kp € G, alors p est
dans l'adhérence préfaible de {v € B; ||[v|lm < |ullm, |leivlv <
ll@i-pllne, supp(v) N (U;K;) = o}

La propriété (1) est vérifiée car B est une bande.

La propriété (2) est une conséquence du lemme 3. En effet, si
¢ € CL(E) et u € M, (E) alors ||o.ullar = (p, 1), donc Papplication
p — ||o-pllar est continue sur My (E) : de cette remarque et & Paide du
lemme 3, on déduit facilement (2).

Enfin, la propriété (3) est également une conséquence du lemme 3 :
si Kq,...,K,, sont des éléments de G, alors K = Uj K; appartient & Zp,
donc est maigre dans E car E € (Z3)P®f. On peut donc appliquer le lemme
3 avec U = K(E \ K). Ceci acheve la démonstration du théoréme 2. O

COROLLAIRE 1. — Si E € (Zg)P®! et si Iy est dense dans K(E), alors
I n’est pas borélien dans K(E).

Démonstration. — Si Ip était borélien, alors, d’apres le «Théoréme
de dichotomie pour les o-idéaux de compacts» ([KLW]), il serait en fait Gs,
ce qui contredirait le théoréme 2. O

COROLLAIRE 2. — Si u € P(E) est une mesure diffuse et si (f,) est une
suite de fonctions positives, bornée dans C(E), telle que lim u(f,) =0,
n—00

alors il existe une mesure v € P(E) étrangeére a u telle que lim v(f,) = 0.
n—oo

Démonstration. — Soit F' = supp(u). Posons B; = L!(u) C M (F)
et By = {v € M (F); v(f,) — 0}. Par hypothese, B, C B,, F € (I, )P
et Zp, est dense dans K(F). De plus I, = {K € K(F); u(K) =0} est Gs
dans K(F). D’apres le corollaire 1, B; n’est donc pas une bande de premiere
espece; en particulier, B2 \ B1 # @, ce qui achéve la démonstration. a

COROLLAIRE 3. — Si E € (Zp)P*! et si T est un o-idéal Gs dense
dans K(E), alors il existe une mesure non nulle de B dont le support est
un élément de 7.

Le corollaire 3 généralise un résultat de Kechris ([Kel]) obtenu (pour
la bande des mesures de Rajchman) dans le cas ou E est un ensemble de
type M dans le groupe T.
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COROLLAIRE 4. — Soit G un groupe abélien localement compact non
discret & base dénombrable d’ouverts. Si E C G est un ensemble de type
My, alors Uy N F(E) est un vrai II} de F(E), Uy N K(E), HN K(E),
WTPNK(E) sont des vrais £3 de K(E), et M§ NK(E) est un vrai II$ de
K(E) (ot on a posé ME = UP™™).

Compte tenu du corollaire 3 et du lemme 6, il suffit de vérifier que
si E C G est de type M{, alors WT'P N K(E) contient un G héréditaire
dense dans (F). Pour une démonstration, voir [M]. O

COROLLAIRE 5. — Si E € (I5)P*™, tout sous-ensemble de E ayant la
propriété de Baire et non maigre dans E contient le support d’une mesure
non nulle de B. En particulier, si A C E un ensemble 1 négligeable pour
toutes les mesures de B, alors A est maigre dans E.

Démonstration. — Si A C FE posséde la propriété de Baire et n’est
pas maigre dans F, alors A contient un Gs , G, dense dans un ouvert non
vide de E. Comme I’adhérence de tout ouvert de E est dans (Z5)P®*, on
peut appliquer le corollaire 3 avec Z = K(G). O

COROLLAIRE 6. — Le o-idéal Ig posséde la propriété de recouvre-
ment : si A C E est un ensemble X! dont tous les compacts sont dans I,
alors A € (Ip)*™**.

Démonstration. — Si Ip ne possedait pas la propriété de recouvre-
ment, alors, d’aprés un théoréme de Solecki ([So]), il existerait un un Gs ,
G C E, tel que K(G) C Ip et G € (Ip)P*™. Cela contredirait le corollaire
5. a

Au vu du théoreéme 2, il est naturel de se demander s’il existe une
caractérisation simple des bandes de premiere espece dont le o-idéal polaire
est Gg. C’est effectivement le cas.

THEOREME 3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le o-idéal Ig est Gs.

(i) B=M,(A) ot ACE est AY (i.e a la fois F, et Gs).
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(iii) II existe une suite (g,) C C(E), avec 0 < g, < 1 pour tout n, telle
que :

B ={p€ M(E); lim p(gn) = 0};
B'={p€ M(E); lim p(gn) = ||ull}
={u e M, (E); Eﬂ(gn) = ||pll}-

La démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 4. — Soient B une bande de mesures et X une partie
quelconque de E. Il existe une partition de FE de la forme E = AUBUC,
ot C est fermé, A et B sont AY, et

(i) AnX =g;
(i) M4(B)NB={0};
(iii) C € (Zp)P** et X NC est dense dans C.

Démonstration. — Soit V la famille de tous les ouverts V de F
pouvant se décomposer sous la forme

A, Be Ay, ANB = g;
V =AUB avec ANX = g
M, (B)N B ={0}.

Notons Vp la réunion de tous éléments de V et posons C = E \ V. On
peut écrire Vo = |J (An U B,), olt les Ay, By sont A, A, NX = & et

new
M, (B,) N B = {0} pour tout n. Les ensembles A’ = |JA, et B =B,

n n
sont 9. On a X N A’ = @, et M (B’) N B = {0} car B est une bande.
Comme Vj est A9, on peut trouver deux AY disjoints A et B tels que
ACA, BC B etVy= AU B. Ceci montre que V; est encore un élément
de V. Par définition de Vp, si V est un ouvert de E tel que VN E # @,
alors on ne peut pas écrire VN C = A; U By, ou A; et B; sont des A
disjoints tels que A; N X = @ et M4 (B1) N B = {0}; en particulier on a
VNCNX # a,et VNC porte un élément non nul de B. Le lemme est
donc démontré. O
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Démonstration du théoréme 3.

(i) = (ii). Si B = M (A), alors B' = M, (E \ A). Puisque A est A,
la fonction caractéristique de A est de premiére classe de Baire. Il suffit
donc de prendre pour (g,) une suite de fonctions continues convergeant
ponctuellement vers 1 4.

(iii) = (i). Si la propriété (iii) est vraie, on peut écrire

peEB &Ve>0 VYN In>N u(gn) > u(l) —e.

Donc B’ est Gs dans M, (FE). Comme d’autre part on a, pour tout compact
K C FE, I’équivalence

K¢gIgs3ugB pK)=nuQd),
on en conclut que K(E) \ Zp est K, et donc que (i) est vérifiée.

(i) = (ii). Remarquons d’abord que, d’aprés un théoreme de G.
Mokobodzki sur les bandes boréliennes fortement convexes (voir [D], [DM]
ou [KL1]), la bande B est une bande polaire; autrement dit, B = {u €
M, (E); u(K) =0 VK € Ig}. D’apres le lemme 4, on peut trouver trois
ensembles disjoints A, B, C avec A, B € A et C fermé, tels que

K(A)NZIp={o},
M, (B)nB = {0},
C € (Ip)P* et K(C)NIp est dense dans K(C).

Si Ip est Gg, on a nécessairement C = @ d’apres le théoréme 2, et donc
E = AU B. Les propriétés de A et B montrent alors que Zg = K(B).
Puisque B est une bande polaire, on en déduit que B = M (A), ce qui
prouve (ii). Le théoréme est donc entierement démontré. O

CoROLLAIRE 1. — Si B contient une mesure diffuse non nulle, alors il
existe un parfait (non vide) d’éléments de K(E)\ Zp deux a deux disjoints.

Démonstration. — Comme Zp est II}, il suffit de montrer que E n’est
pas mince, c’est-a-dire qu’il existe une famille non dénombrable d’éléments
de K(E) \ Ip deux & deux disjoints (voir [KLW], Th. 3.2). Si E est
mince, alors, d’apres les propositions 2 et 3 de [Del], il existe une mesure
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w € My (E) telle que Ig = {K € K(E); pu(K) = 0}; en particulier, Zg
est Gs (on peut aussi appliquer les théorémes 3.10 et 3.13 de [KLW]). Le
théoréme 3 permet d’en déduire que B = M, (A), o A est un G5 de
FE, nécessairement dénombrable car E est supposé mince. Cela contredit
I’hypothese faite sur B. O

Comme les mesures de Rajchman sont des mesures diffuses, on obtient
le résultat suivant :

CoroLLAIRE 2. — Si G est un groupe abélien localement compact a
base dénombrable d’ouverts, tout ensemble de type My dans G contient
une famille non dénombrable d’ensembles de type M, deux & deux disjoints.

Remarque. — On peut montrer (voir [M]) que les supports des
mesures diffuses de B sont exactement les compacts a la fois parfaits et
Ip-parfaits.
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