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SIGMA-IDEAUX POLAIRES ET ENSEMBLES
D'UNICITÉ DANS LES GROUPES ABÉLIENS

LOCALEMENT COMPACTS
par Étienne MATHERON

Introduction.

Cet article est consacré à l'étude des propriétés descriptives de
certains a-idéaux de fermés issus de l'Analyse Harmonique et de la Théorie
de la Mesure. On s'intéressera tout particulièrement aux fermés d'unicité
et d'unicité au sens large d'un groupe abélien localement compact.

Les notations et définitions suivantes seront constamment utilisées.

Si X est un espace localement compact à base dénombrable d'ouverts,
on note Cb(X) l'ensemble des fonctions continues bornées sur sur X
(à valeurs complexes), Co(X) l'ensemble des fonctions continues sur X
tendant vers 0 à l'infini, et M(X) l'ensemble des mesures boréliennes
bornées sur X.

Si X est un espace Polonais (i.e séparable et complètement métrisa-
ble), on note F{X) l'ensemble des fermés de X, et K(X) l'ensemble des
compacts de X. On munira toujours J^ÇX) de la structure borélienne d'Ef-
fros (engendrée par les ensembles de la forme {F ç. ^'(G); F H V -^ 0}, où
V est un ouvert de G) et ÏC(X) de la topologie de Hausdorff (engendrée par
les ensembles de la forme [K e /C(G); K C VQ, K^V^ 7^ 0,.... KiïVn +
0}, où VQ, Yi , . . . , Vn sont des ouverts de G). Il est bien connu que F(X)
est un espace borélien standard et que )C(X) est un espace Polonais, com-
pact si X est compact (voir par exemple [Ke2]). Évidemment, ÏC(X) est un
borélien de ^(X).

Mots-clés : Ensembles d'unicité - Groupes localement compacts - Bandes de mesures -
Troisième classe de Baire.
Classification math. : 43A46 - 04A15.
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On dit qu'une partie Z de F(X) est héréditaire si VE e 1 ÎC(E) Ç Z; que
Z est un ideaJ de J=-(X) si î est héréditaire et stable par réunion finie; et
que 1 est un a-idéal de ^(X) si V(^) C I^E ç ^{X), [E Ç J^n)

^ (£' ç Z). On définit de même les a-idéaux de /C(X). Pour toute partie
B de ^(X), on pose

B^ = {A Ç X; 3(F,)̂  Ç B, A Ç J F,} ,
^perf ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ ^ ̂  ̂  y n A ^ 0 = ^ v n A ^ B^}

et B100 = 'P(X) \ B^ .

On note aussi B^ le a-idéal de J='{X) engendré par B. Enfin, si Z est
un a-idéal de ^(X) (ou de /C(X)), on dit qu'une partie B de 1 est une
base de 1 si B est héréditaire et B^ = Z.

Soit G un groupe abélien localement compact non discret à base
dénombrable d'ouverts. Notons F le groupe dual de G. Par transformation
de Fourier, on identifie L^T) avec une sous algèbre de C7o(G), que l'on note
A(G). Le dual de A(G) est l'espace PM(G) des pseudomesures sur G.
Comme A(G) est dense dans C'o(G), M(G) se plonge de manière évidente
dans PM(G).

PM(G) s'identifie à L°°(G) par transformation de Fourier : si S ç
PM(G) et g ç ̂ (F), alors ( S ^ g ) = ̂  ̂ (7)^(7-1)^.

On dit qu'une pseudomesure S est une pseudofonction si S admet un
représentant dans Go (F). On note PF(G) l'ensemble des pseudofonctions.
Une mesure de Rajchman est un élément de M(G) H PF.

Il est facile de vérifier que PF(G) est stable par A-multiplication. On
montre également sans peine que toute mesure absolument continue par
rapport à une mesure de Rajchman est encore de Rajchman, et donc que
la famille des mesures de Rajchman positives est une bande de mesures.

DÉFINITION. — On dit qu'un fermé E C G est un ensemble d'unicité,
ou de type U, s'il ne porte aucune pseudo fonction non nulle, et un ensemble
d'unicité au sens large, ou de type UQ, s'il ne porte aucune mesure de
Rajchman non nulle (ou encore si p,(E) = 0 pour toute mesure de Rajchman
positive ^). On pose aussi M = J=-(G) \ U (ensembles de multiplicité^ eu
Mo = ^(G) \ Uo (ensembles de multiplicité au sens stricte

II n'est pas difficile de montrer que U et UQ sont de a-idéaux de
^(G) (voir [T] ou la section 1). Dans le cas du groupe T, les propriétés
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descriptives de ces deux a-idéaux ont été étudiées en détail (voir [KL1]).
Les résultats les plus significatifs semblent être les suivants :

1) U et UQ sont des vrais Tï.[ de /C(T), c'est-à-dire des ensembles 11̂
(coanalytiques) non boréliens. Plus précisément, si E Ç T est un ensemble
de multiplicité, alors U H !C(E) est un vrai Tï{ de IC(E) ([Kau2]) ; et si E
est de type Mo, alors UQ H )C(E) est un vrai Tï{ de ÎC(E) ([DSR]).

2) Tout fermé de type M (resp. Mo) contient une famille non
dénombrable d'ensembles de type M (resp. Mo) deux à deux disjoints
(Kaufman, voir [KL1]).

3) UQ possède une base borélienne, en fait, Gsa ([KL2], [DSR]; voir
aussi [Ly]). Par contre, U ne possède pas de base borélienne ([DSR]).

4) Si A Ç T est un ensemble S^ (analytique) dont tous les compacts
sont de type UQ, alors A e U^ ([DSR] ; voir aussi [KL2]). Cette propriété
est fausse si on remplace UQ par U ([DSR]).

Dans le cas général d'un groupe abélien localement compact non
discret à base dénombrable d'ouverts, V. Tardivel a montré ([T]) que U
et UQ sont des vrais Tï\ de ^(G).

Dans cet article, on étend tous les résultats précédents au cadre
des groupes abéliens localement compacts. Tous ces résultats sont des
conséquences (plus ou moins directes) d'un théorème général établi dans la
section 1. On déduit également de ce théorème l'existence d'une quantité
surprenante de familles «naturelles» de compacts qui sont exactement
de troisième classe dans la hiérarchie de Baire, et une démonstration
très simple, par un argument de complexité, du fait que tout groupe
abélien localement non discret à base dénombrable contient des ensembles
de Dirichlet qui ne sont pas de synthèse harmonique. Dans le cas du
cercle unité, ce dernier résultat est du à T.W. Kôrner ([Kô3]), avec une
construction directe.

L'article se divise en trois parties.

Dans la première partie, on étudie la complexité descriptive d'un
famille de a-idéaux dont la définition est analogue à celle de U et UQ, et
suffisamment générale pour englober ces deux cas de référence. On se donne
un espace localement compact à base dénombrable d'ouverts X, une algèbre
de Banach régulière A Ç Cb(X), et un opérateur A : A* —^ Cb(Y), où Y
est un espace localement compact. On pose ensuite B = {S e A*; A5' e
Co(Y)}, et on note î^ l'ensemble des fermés de X qui ne portent aucun
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élément non nul de B. Si B est stable par A-multiplication, il est facile
de montrer que ÎB est un a-idéal de J^(X). Le résultat principal que l'on
obtient alors dans ce cadre peut se résumer grossièrement de la manière
suivante : si Q est un Gg héréditaire de JC(X) contenu dans î^, qui est
l'intersection de «gros» ouverts de /C(X), mais dont tous les éléments sont
«petits», alors il n'existe pas d'ensemble Ilj (i.e F^s) ^ Ç K^{X) tel que
Gf Ç 2' Ç %, où Gf désigne l'ensemble des compacts de X qui sont réunion
d'un nombre fini d'éléments de G disjoints. En particulier, Gf est un vrai
S^ (G^) de /C(X), et, par un argument classique, 2^ n'est pas borélien
dans F{X).

Dans la deuxième partie, on étudie les ensembles d'unicité d'un groupe
abélien localement compact non discret à base dénombrable d'ouverts. En
utilisant le résultat de la première partie, on démontre la version «locale» du
théorème de V. Tardivel : si E est un fermé de multiplicité, alors U H F{E)
est un vrai ît\ de F{E). En suivant la méthode de G. Debs et J. Saint-
Raymond ([DSR]), on en déduit que le cr-idéal U ne possède pas de base
borélienne. On montre aussi que si E est de type M, il n'existe pas d'idéal
II§ de IC{E) contenant la famille des ensembles de Dirichlet et contenu
dans U. Ce résultat permet par exemple de démontrer que la famille des
ensembles de type U ' est un vrai S§ dans tout ensemble de multiplicité,
et que tout fermé de multiplicité contient un ensemble de Dirichlet qui
n'est pas de de synthèse harmonique. Enfin, on démontre que tout fermé
de multiplicité contient un parfait de compacts de multiplicité deux à deux
disjoints.

Dans la troisième partie, on étudie une famille particulière de
bandes de mesures, (qu'on a appelées bandes de première espèce), dont le
«prototype» est la bande des mesures de Rajchman positives d'un groupe
abélien localement compact. On montre que si E est un espace compact
métrisable et B Ç M^-(E) est une bande de première espèce, alors l'ensem-
ble IB des compacts de E négligeables pour toutes les mesure de B n'est
«presque jamais» borélien. Plus précisément, si E € (ïjs}^^ et si G est
un G s dense héréditaire de /€(£'), alors il n'existe pas d'ensemble 11̂  tel
que Gf Ç 2e Ç Ï B ' Lorsque B est la bande des mesures de Rajchman, on
en déduit (outre le fait que UQ est un vrai Iï\ dans tout ensemble de type
Mo) que les ensembles de type UQ, les ensembles de Helson et les ensem-
ble WTP forment des vrais Ej dans tout ensemble de type Mo, et que
M^ = ^)erf est un vrai II§ dans tout ensemble de type Mo. Dans le cas
général, on caractérise les bandes de première espèce dont le cr-idéal polaire
est borélien : en fait, 2^ est borélien si et seulement B = M+(A), où A Ç E
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est un ensemble A^ (c'est-à-dire à la fois Fy et G<$). On en déduit que
si B contient une mesure diffuse non nulle, alors il existe une famille non
dénombrable d'éléments de B à supports deux à deux disjoints. On mon-
tre aussi que le a-idéal Ig possède toujours la propriété de recouvrement :
si A est un ensemble S^ négligeable pour toutes les mesures de B, alors
A € (î^)^. Enfin, on montre que IB admet une base Sj naturelle, qui
est l'analogue de la famille UQ. Dans le cas des mesures de Rajchman, on
étend ainsi (en les améliorant parfois) tous les résultats cités au début de
cette introduction sur les ensembles de type UQ du cercle unité.

1. Résultats généraux.

Dans cette partie, la lettre A désigne une algèbre de Banach régulière
de fonctions de Q)(X), où X est un espace localement compact à base
dénombrable d'ouverts.

On fixe une partie P de A témoignant de la «régularité» de A : pour
tout compact K Ç X et tout ouvert V contenant K, il existe une fonction
/ G P à support contenu dans V et identiquement égale à 1 sur K.

Puisque A est une algèbre régulière, on peut définir le support d'un
élément S de A* : supp(S') est le plus petit fermé en dehors duquel S
s'annule, autrement dit le plus petit fermé F Ç G vérifiant la propriété
suivante : V/ e A à support compact disjoint de F (/, S) = 0.

Dans la suite, on supposera que les fonctions à support compact sont
denses dans A, ce qui entraîne en particulier que si S ç. A* est 7^ 0, alors
supp(5') 7^ 0.

Si S ç A* et (p ç. A, on définit y?. S ç. A* en posant, pour
g e A {(p.S, g} = { S ^ i p g } . Il est clair que supp(y?.5') Ç supp(5) H supp(y?).

On dira qu'une partie B de A* est stable par P-multiplication si \/S e
B^çP y . S ç B .

Si B est une partie de A*, on pose, pour tout fermé E Ç X,

B(E) ={Sç K*; supp(5) Ç E},

puis IB = {E e ̂ (X); B(E) == {0}}.

PROPOSITION. — Soit B Ç A* un cône convexe fermé en norme, stable
par P-multiplication.
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1) IB est lin a-idéal de ^(X).

2) Si E (E (IB)^ et si V est un ouvert de X tel que V H E ^ 0,
alors Bv(E) = {S ç B(E)', supp(5) H V ^ 0} est un ouvert dense de
B(E).

3) Pour tout fermé E C X, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) E ç (J^P^ .

b) E est le support d'un élément de B.

Démonstration.

1) II est clair que % est une partie héréditaire de f(X). D'après le
théorème de Baire, il suffit donc de vérifier que si S e B, alors supp(S') e
p-^perf Soient S ç B et V un ouvert de X tel que supp(S') H V -^ 0. En
utilisant la propriété de «régularité» de P, on vérifie facilement qu'il existe
une fonction (p ç P telle que supp(^) Ç V et (p.S -^ 0. Comme supp(y?.5) Ç
V H supp(S'), l'hypothèse faite sur B entraîne que V H supp(S') ^ %. Ceci
démontre 1).

2) Fixons E ç (la)^ et un ouvert V Ç X tel que V H E ^ 0.
D'après la définition du support, il est clair que By(E) est un ouvert
de B(E) (en fait, By(E) est même un ouvert préfaible de B(E)). On a
B(E) \ Bv(E) = B(E \ V). Comme B est stable par addition, on en
déduit que B(E) \ By(E) + By(E) Ç By(E). D'autre part, puisque
E e (TB)^ et B est stable par homothétie, tout voisinage de 0 dans
A* contient un élément de By(E). La remarque précédente permet donc
d'écrire : B(E) \ By(E) Ç By{E). Il en résulte que Bv(E) est dense dans
B(E), ce qui démontre 2).

3) On a déjà vu que si S ç B, alors supp(5) ç (Î^P^. Comme X
est à base dénombrable d'ouverts, l'implication inverse résulte de 2) et du
théorème de Baire. Q

Par exemple, si G est un groupe abélien localement compact, et si
on pose A = A(G), B = PF ou B = M (G) H PF, alors on déduit de
la proposition précédente que U et UQ sont des a-idéaux de ^(G). On
se donne maintenant un espace localement compact non compact à base
dénombrable d'ouverts Y, et un opérateur linéaire A : A* :—> Cb(Y). Pour
alléger les notations, on écrira toujours S au lieu de A(5').

On fixe aussi un cône convexe w*-fermé C Ç A*, et on pose enfin

B = C H {S ç A*; supp(5') est compact et S ç Co(Y)}.
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Notation. — On note r la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de Y.

Dans toute la suite, on supposera que la restriction de A à Bi(PM)
est continue de (Bi(PM), w*) dans (Cb(Y), r) (ce qui revient à dire que
A est w*-r continu sur les parties bornées de A*).

Exemples.

1) Soit G un groupe abélien localement compact à base dénombrable
d'ouverts. Si S ç PM(G) et (p = f e A(G), alors ^.S = f * S admet
un représentant continu. Pour toute fonction y? ç A(G), on peut donc
définir un opérateur Ay, : A* —> Cb(r) en posant Ay{S) = (p. S. Il découle
du théorème d'Ascoli que cet opérateur est continu de (Bi(PM), w*) dans
(Cb(r), r). En effet, si 7 e r est un caractère de G, alors 7^ est un élément
bien défini de A(G) (si (p = /, 7^? est la transformée de Fourier de 6^ *(/?),
l'application 6 : 7 i—^ 7^? est continue de r dans A(G) en vertu de la
continuité des translations dans -^(F), et on vérifie, en utilisant le théorème
de Fubini, que si S G PM(G), alors Ay(S) = S o 0. Soit maintenant E un
compact de G, et choisissons une fonction </? ç A (G) égale à 1 au voisinage
de E. On a (p. S = S pour toute pseudomesure S portée par -E, donc
l'opérateur Ay coïncide sur PM(E) avec la transformation de Fourier.

a) Si on pose X == G, A = A(G), C = PM{E), et A = A^, on obtient
alors

B = PF H PM(E) et IB = {F € .F(G); F H E e [/}.

b) Si on pose X = E, A = C(E), C = M+(E), et si on note A
la restriction de Ay, à M{E\ alors B devient l'ensemble des mesures de
Rajchman positives portées par £1, et ÎB = UQ D /€(£'). Remarquons que si
P = A(G) dans le cas a) et P = G+(£?) dans le cas b), alors B est stable
par P-multiplication.

2) Soit E un espace compact métrisable. Posons A = C{E) et
C = M+(-S). Si (/n)n6o; une suite de fonctions positives, bornée dans C(E),
l'opérateur A : [i ^ (^(/n))n€a; est évidemment continu de (Bi(M(^),
w*) dans (^°°,w*), et B = [fi ç M(E)', f fnd^ -^ 0} est stable par
C+(£')-multiplication. C'est un exemple de bande de première espèce.

On fixe à présent un Gs héréditaire Q C /C(X), contenu dans %. On
écrit Q = Ç\ U^', où (^p) est une suite décroissante d'ouverts héréditaires

p€c*;

de /C(X). On suppose désormais que les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(0) B^O.

(1) B est stable par P-multiplication.

(2) V5' e B, V^i , . . . ,y?n ç P, Vp € uj, S est dans l'adhérence
préfaible de

{r e 6; supp(r) e ̂ , ||r|| ̂  \\s\\, ||̂ .r|| ̂  ||̂ .5|| Vz ^ n}.
(3) V5 e B , V<^i, . . . ,^ e P , \/K^...,Km e G, S est dans

l'adhérence préfaible de

f m 1
^ T e B; supp(T) H |j K, = 0, ||r|| ̂  p||, ||̂ ,T|[ ^ ||̂ ,5|| Vz^ n L
I ^=1 J

-Remarques.

1) On ne change pas B en multipliant A par un scalaire. On peut donc
supposer que ||A|| ^ 1, ce que l'on fera dans toute la suite.

2) Soit S ç. B. Supposons que le support soit contenu dans F-^U.. .U-Ffc,
où les Fi sont des compacts de X deux à deux disjoints. L'hypothèse faite
sur P et la condition (1) montrent alors que, pour tout i ̂  k, la restriction
S\Fi de S h F, est un élément bien défini de A*, et que S^Fi e B.

3) En utilisant une fonction de P égale à 1 au voisinage de supp(<?),
on voit qu'on peut omettre l'inégalité ||r|| ^ HS'H dans les conditions (2)
et (3).

Soit uj^ l'espace de Baire des suites infinies d'entiers ^ 1. Notons W
le sous ensemble de uj^ défini par

a e W <^> lim a(p) = +00.
p—»-oo

II est bien connu que W est un vrai II§ de uj^ (voir [Ke2]). Le résultat
principal de cette section est le théorème suivant.

THÉORÈME. — Notons Gf Pensemble des compacts de X qui sont
réunion d^un nombre fini d^éléments de G deux à deux disjoints. Il existe
une application continue a \—f E{a) de o^ dans 1C(X) \ 0 telle que :

f Si a (JE W, E(a) e Gf .

[ Si a E W, E(a) ç (T^)^.

COROLLAIRE 1. — II n'existe pas d'ensemble n§ Z C )C(X) tel
que Gf \ {0} Ç Z Ç (Z^)100. En particulier, Gf est un vrai 5^ de /C(X).
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Démonstration. — II faut simplement vérifier que Qf est S^ dans
/C(X). Soit (Vn)nç^ une base dénombrable pour la topologie de X, stable
par réunion finie. Un compact E Ç X est dans Qf si et seulement si on
peut trouver des entiers n i , . . . , rik tels que

' ECUiV^

V^ H V^ =0 si i ̂  j;

V^ H E e Q pour tout î.

Pour montrer que Q est S^, il suffit donc de vérifier que pour tout fermé
F C X, l'ensemble Qp = {E e /C(X); E H F e G} est G s dans
/C(X). Rappelons qu'on a écrit G = Ç} ^p, où les U1^ sont des ouverts

p€ci;

héréditaires de /C(X). Il est facile de vérifier que si U est un ouvert
héréditaire de /C(X), alors il existe une famille £ d'ouverts de X telle
que \/E e /C(X) E e U ^=> 3V ç £, E Ç V. Si on choisit pour tout
p ç. uj une famille f23 associée à Up ^ on peut alors écrire, pour tout compact
E C X : E ç QF ^ Vp e u; 3V e ̂  E Ç (X \ F) U Y. Cela prouve que
Qf est G<$ et achève la démonstration du corollaire 1. D

COROLLAIRE 2. — II n'existe pas d'ensemble S^ Z Ç .F(X) tel
que ^ Ç Z Ç ï^. En particulier, 1^ n^st pas borélien dans F{X).

La démonstration est bien connue (voir [KLW]). Elle consiste à
construire (de manière très simple), en utilisant le théorème principal,
une application continue <3> : /C(2^) —> /C(X) telle que ^[/C(Q)] Ç Q^
et $[/C(2a;) \ /C(Q)] Hï^ = 0 , où 2^ est l'espace de Cantor des suites
infinies de 0 et de 1, et Q = {a e 2e"; 3n a(k) = 0 VA; ^ n}.

Remarque. — Si A est séparable, alors IB est 11̂  dans ̂ (X). En effet,
on peut écrire, pour tout fermé E Ç X, en notant Bi(A*) la boule unité de
A* : E ^ IB ̂  35 e Bi(A*) (<? 7^ 0, 5 est à support compact, supp(5)

C E et S ç: Co(Y)). Comme Y est à base dénombrable d'ouverts, la relation
entre parenthèse est borélienne dans (Bi(A*), w*) xJ^(X) ; puisque -£?i(A*)
est un compact métrisable, on en déduit que Ig est 11̂ .

La démonstration du théorème principal nécessite plusieurs lemmes.

Pour alléger les écritures, on utilisera parfois les notations suivantes.
Si y? = ( < / ? i , . . . , (pn) est une suite finie d'éléments de P, K == (I^i,..., Km)
est une suite finie d'éléments de Q et p ç. a;, on désigne par A(S^,p) et
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A(S^,K) les ensembles apparaissant dans les conditions (2) et (3). Une
distance Polonaise 6 étant fixée sur /C(X), on pose aussi, pour e > 0,
A(S^p^) = A(5 ,^ ,p)n{r e A*; <î(supp(r),supp(^)) < e} et
A{S^K,e) = A(S^K)n{T e A*; ^(supp(r),supp(5)) }̂. On
définit de même A(S,1p,p,AT) = A(S^,p) H AT et A(S^,K,M) ==
A(S^^K) nA/' lorsque M est un voisinage préfaible de S dans A*.

LEMME 1. — Soient S ç B, ^ € P^, X e ^<a; et p e uj. Pour tout
e > 0, S est pré faiblement adhérent à A (5', <^, p, ̂ ) et à A (5, ̂ , JC, e).

Démonstration. — Soient F une partie finie de A, a > 0 et
Vo? y\-> • ' ' 5 Vk des ouverts de X tels que supp(6') Ç VQ et supp(6') D Vj ^ 0
pour j ^ 1. Soit (p une fonction de P telle que supp(y?) Ç VQ et ^ = 1
sur un voisinage compact de supp(5'). Enfin, choisissons / i , . . . ,A ^ A
vérifiant supp(/j) Ç Vj et {fj,S} ^ 0 (1 ^ j ^ A;). On a S = ̂ .5, donc la
condition (2) entraîne l'existence de T ' ç. B vérifiant

\{Tf^f)-(S^f}\<a V/e^;

{r,^)^o, i ^ j ^ k ;
\\Wi.T'\\ ̂  \\^i.S\\ l^^n.

Posons T = ( p . T ' . D'après (1), T est un élément de B, et on a

• |(TJ)-(5,/) |<a V/6.F;
||^.r||^ ||̂ .5|| l ^^n ;
supp(T) Ç Vo, supp(T) nVj ^ 0 pour 1 ̂  j ^ k.

On en déduit que, pour tout e > 0, 6' est préfaiblement adhérent à
A (5, ̂ , p, e). La démonstration est identique pour A (S, Tp, K ^ e ) . D

DÉFINITION. — Soient N un entier ^ 1 et e > 0. On appelle K-suite de
type (7V, e) une suite finie { ( g ° ^ K ° ) , . . . , (^^p)) où^ = (^, . . . , ^-i) ^
GoOQ^ ^î = (^^ • • • . ̂ Li) ^ ^W^, vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(i) \^\y) - g]{y)\ < eï-^-1 si y e K^_\ ou y î K^1 (on
pose K^ = ̂ _J.

(ii) K g Ç K ^ C . . . Ç K ° ^ C K ^ C . . .
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L'appellation K-suite fait référence à un article de Kechris ([Kel]).
Ce genre de suites est d'usage courant en Analyse Harmonique (voir par
exemple [Kôl], [DSR] ou [KL1]).

LEMME 2.

a) Si a = ((p°,n°),.. . , (^n^)) est une K-suite de type {N, e), alors

E^-E^oo<£+sup^ll^+l-^l
J=0 j=o

b) Soient a = ((^°,X0),..., Q^,^)) une K-suite de type (N,e) et
ZQ, . . . , ZN-I des parties de Co(Y). On suppose que cf- € Z^ pour
tout j ^ N — 1. Alors on peut trouver g o ^ . . . , ̂ -15 KQ^ . . . , K^-i tels
queg^ e Zj pour tout j ^ N-l eta-(g^) = ((g°,K°),..., (^7^),
(^,X)) est une K-suite de type {N^e).

c) Soient ^ i , . . . , g^ e Co(Y) et Z i , . . . , ZN des parties de Co(Y). On
suppose que gi e Z^ pour tout i. Alors, pour tout e > 0, il existe des
fonctions / i i , . . . , h^ Ç. Co(Y) vérifiant :

' hi ç Zi, l ^ i ^ N ;
N N

lE^ ~ E^ll00 < ^+^^{|IPz-^lloo; 1^^}-
i=l i=l

Démonstration.

a) Soit y e Y fixé.
N-l N-l N-lp-1 N-l

On peut écrire E ̂  - E ^0 = E E (^+1 - ̂ ). Donc E ^(^/)
j=Q j==0 j=0 i=0 j=0

N-l N-lp-1

~ E 9Uy) ^ E E ^^•+l(2/)-^(2/). La définition d'une J-f-suite montre
j=0 j=0 i=0

qu'il existe au plus un couple (i^j) tel que lô^1^) — g]
(y)\ ^ £2-N^-J-1. On obtient donc :

N-l N-l N-lp-1

E < )̂ - E 9W < ̂ pdiffF - ff}iioo +£ E E 2~Ni~3~l
j=0 j=0 j=0 i=0

Np

d'où le résultat car la somme du membre de droite est exactement E ^~k•
k=l
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b) Soit a > 0.

Choisissons un compact K Ç Y contenant K^_^ tel que sup{|^(î/)[;
2/ i K} < a. Par hypothèse, on peut trouver ^o,.. . ,^v-i e Co(Y) et
^o,..., ̂ v-i e /C(V) vérifiant :

^Ç^oÇ.. .Ç^_,;

9j e Z^, j ^ 7V-;

1^(2/) - Pj(?/)| < oi s i y ç Kj^ (on pose JG-i = J^);

l 1^-(2/)1 <Q / ^ y ^ K j .

Alors |^(î/) -^(î/)| < 2a si î/ ç ^,_i ou î/ ^ .̂. Donc ^o,...,^-i,
Ko, . . . , ^Tjv-i conviennent si a est choisi assez petit.

La partie c) résulte immédiatement de a) et b). n

LEMME 3. — Soient S e B, Af un voisinage préfaible de S, ̂  e P^
et e > 0. Il existe deux éléments Ti et T^ de B vérifiant :

(Ti^A(S^e^)^ z = l , 2 ;
^ \\T,-S\\^<e ( î= l , 2 ) ;
[ supp(Ti) n supp^) = 0.

Démonstration. — Fixons un entier N > -\\S\\ et posons a = ç-. On
construit pour p e ce; des éléments de B, S^... fs^_i, des compacts ̂ e Y,
K^,..., J^_i, et des ouverts de X, V ^ f , . . . , V^_,, vérifiant les propriétés
suivantes (où on a posé ~S' = (5%, . . . , <S^_J) :

' ^ = ^ S ^ O ^ j ^ T V - l ;

^eA(^, ^ p ) , p ^ l ;

< ((5 , ̂ °),..., (^p, ̂ p)) est une ^-suite de type (N, a) ;
v^1 ç y^;
supp(^) ç y^;
.^e^, p ^ l .

Pour débuter la construction, on prend par exemple K§ = ... =
^N-i = 0, et VQ = • • • = V^_-^ = X. Supposons avoir construit
^ • • • 5 5^-i, ^,...,J^_i, V^...,VS-i. Si on pose Aj = A(-^S,lp,p-{-
1) n {T ç A*; supp(T) Ç Vf} et Z, = {F; T e .̂} (0 ^ j ^ N - 1),
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alors S'J ç A^ d'après le lemme 1, et donc S^ ç ~Z^ car l'opérateur A
est w*-r continu sur les parties bornées de A*. Une application du lemme
2 b) permet donc d'achever la construction. Posons Kj = Ç} V^, j ^

p€cfc»
N - 1. Puisque les U^ sont héréditaires, les Kj sont des éléments de
Q. D'après la condition (3), S est donc dans l'adhérence préfaible de

A = A(S^,M) H {T e A*; supp(T) H [j Kj = 0}. Par suite, 5 est
3=0

faiblement adhérente à À = {T; T ç A} dans Co(Y). D'après le théorème
de Mazur (A est convexe si AT l'est), on en déduit qu'il existe Ti e A tel
que ||Ti — 51|̂  < e. En raisonnant comme dans le lemme 1, on peut aussi
obtenir ^(supp(Ti), supp(5)) < e, et donc Ti e A(S^,e,N).

/ N - I \
Choisissons maintenant un entier p tel que supp(ri)n |j V - = 0,\j=o y

N-l
et posons T^ = ^ 5'j3. On a évidemment supp(Ti) H supp^) = 0. De

j=0

plus, comme ((^p), (^)) est une .RT-suite de type (7V, a) le lemme 2 montre
que

N-l

l l^ -^ l loo- S^-^ <a+sup{||^| |oo; k ^ N - l ^ l ç ^ } .
^0

Puisque ||^||oo ^ \\S[\\ < Ivll6'!! P01111 tout couple (k,l), on obtient
~ ~ 2

donc||T2 — S\\^ < a + -- ||5'|| < e , ce qui achève la démonstration. D

Démonstration du Théorème principal. — Soit ^<w l'ensemble des
suites finies d'entiers ^ 1. Si s e o;^, on note |s| la longueur. Pour n ̂  1
et 5 = («o, • • . , Sp) e o;̂  on pose .s^n = (so, . . . , «p, n). Si s, t e cc;^, la
notation s -^ t signifie que s est un début de t. Enfin, si a ç. uj^ et p e L;,
on note a^p la suite (a(0), . . . . a(p - 1)). Fixons des distances Polonaises
d et 6 respectivement sur X et /C(X). On va construire, pour s € o;̂  :

- une famille finie £(s) d'ouverts de X, d'adhérences disjointes, de
réunion 0(s) ;

- un compact E(s) C X ;

- une famille W(s) d'ouverts de X ;

- pour chaque W e W(«), une fonction f^ € A;
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- un élément T(s) de B (qu'on notera parfois Ts) ;
- un compact K(s) C Y ;

- si |s| > 1, s = s'-^n, des ouverts de X , Vi(s),... ,l»(s),
d'adhérences disjointes.

Tous ces objets doivent remplir les conditions suivantes :

n
(1) si |s| ^ 1 alors (J Vj(s) == 0(s) et chaque V,(s) est réunion

3=1

d'éléments de £(s) ;

(2) E(s) C 0(s) et, pour tout n ̂  1 :

f £(s^n) ̂  £(s) (Le W e £(s^n) 3V' 6 £(s) V C V'),
[ K(s) Ç K(s-n);A:(s) Ç K(s^n);

f \/W € W(s) ,diam (IV) < 2-H,
(3)

[ supp(/^) Ç W;

(4)£;(s)ÇUW(s);

(5)£?(s)=supp(T,);

(6) Vt ̂  5, VIV e W(f), (T(5). M > J ;

(7) ̂ (s-n), £;(s)) < 2-H ;

(8)sup {|r,(y)|; y^(s)} < 2-lsl ;

(9) pour tout n ̂  1, |T,(y) - T^n(y)| < 2-lsl si y € AT(s) ;

(10) pour tout n > 1, ||f, - r^^||^ < 2-H + 4 ;
n

f E 11^11 <2,
j Vç£(s)

(11) i E II^MI ^ ll^r^ll si ̂  . et V e f^;
vcv'

L ve^(s)

(12)Vn^l,V^n, ^ \\T^V\\ < 2 ;
ve^(s^n) 77'
yç^(s-n)

(13) Vn ^ 1, Vj ^ n, .̂(̂ n) e ^1^1 ;
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(14) si t^n ̂  s, n ̂  1, alors V^(s^n) Ç Vj(t^n).

On choisit d'abord un élément T^ de ff, avec ||r|| == 1, une famille
d'ouverts W(0) et des fonctions fw, W e W(0) vérifiant (3), (4), (6);
puis on pose 0(0) = IJM0) et ^(0) = {0(0)}- On choisit aussi Kç,
vérifiant (8).

Supposons avoir mené à bien la construction pour toutes les suites de
longueur ^ p (p ^ 0). Soient s une suite de longueur p + 1 et n un entier
^ 1. On distingue deux cas.

1er cas : \fq < \s\ s(q) ̂  n.

Posons T = Ts et fixons e < 0 et M un voisinage préfaible convexe de T
dans A*. Le lemme 3 permet de trouver Ti, . . . , Tn 6 B vérifiant

supp(r^) n supp(TA;) =0 si j ̂  k',
TjCAf^ \\t,-t\\^<e^ l^ j^n;

ll^-ll ^ 1 1 ^ 1 1 , \\T,\V\\ ̂  ||rrV|| pour tout V e f(^);
[ <$(supp(T,), supp(T)) < e.

Soient <7i, . . . , î7^ des ouverts de X deux à deux disjoints tels que
supp(r^) Ç Uj pour tout j ^ n. Posons TJ = -Tp 1 ^ j ^ n. Le
lemme 1 entraîne que T '̂ est dans l'adhérence préfaible de l'ensemble

A, = {s e B; S e 1^ ||5|| ^ ||r;||, 11^11 ^ ll^mi VV e £(.),'• »('
supp(5) e ^l5', <5(supp(5), supp(Tj)) < e, snpp(S) Ç ̂  n 0(5)} .

2
Comme HT^I^ ^ ||rj|| < - d'après (11), on peut donc, en utilisant le
lemme 2, trouver Si, . . . , Sn vérifiant

5,eA,,^5
n n

lE^- - E^
j==i j=i

, 4
< ̂ + -.

n
00
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Choisissons des ouverts de X , V i , . . . , Vn, cT adhérences disjointes, tels que
supp(Sj) Ç Vj Ç Vj Ç 0(5), Vj ç. U^ pour tout j, et posons

n

*5=E^ F=supp(,S).
.7=1

Comme A/" est convexe, on a S € Af. De plus, F = (J supp(5j) car les
j=i

supports des Sj sont deux à deux disjoints. La définition des Sj montre
que pour un choix convenable de e et J\T on peut obtenir :

(6)' w^.wen^), (sj^) >^
(7/ ^F,supp(r))<2-H;

(9)' \S(y)-t(y)\<2-\s^ y e K^

(10/ | |^ -T |L<2-I S I+ 4 .

Posons maintenant f = {Y H l^; V e <f(.?), 1 ̂  j ^ n}. Si V e £{s) et si
V ç £ vérifie V Ç V, alors Y = V H Vj pour un unique j ^ n', donc
5'fV = 6j tVj = Sj \V . On en déduit que pour tout ouvert V ç. £(s),

E ii^mi-Eii^^'iij=iV€f
vçv

^E 11^^11
J=l

^ lirry'H diaprés la définition des T'^

Si maintenant t € o;^, ̂  5 et V" e f(^), on peut écrire

E H-̂ II = E E n5^!!.
V6f

VÇLV"
V^£(s) V^
v'cv" v<:=v

II découle donc de l'inégalité précédente et de la condition (11) que

f E 11̂ 11 ̂ \\Tt\V"\\ si t^ s et V" ç £(t);
vos

vç_v"

E ll5^!! < 2.
l Vç£
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Enfin, on a pour tout j ^ n :

E HWI- E IÎ 'H
y^ v^OQV€f
VÇV.

^ E iWii
v'e^s)

2
< -.

n

509

On constate donc que si on pose £{s^n) = £, T(s^n) = *?, E(s^n) =
F, Vj(s^n) = Vj, les conditions (1), (2), (4), (7), (9) , . . . , (13) sont vérifiées,
de même que (6) pour t ̂  s. Pour achever la construction, il suffit alors de
choisir un compact K(s^n) Ç Y contenant K{s), un recouvrement ouvert
W(s^n) de E(s^n) par des ouverts de diamètre < 2~l s l~ l et des fonctions
/w, W 6 >V(s^n), de manière à obtenir (3), (5) et (6) pour t = s^n.

2emecas : 3q < \s\ s{q) = n.

Notons qo le plus grand entier < [s| tel que s(q) = n, et posons t = .Sfgo+i-
_ n

Posons également T = Ts et Tj = T\Vj{t). On a alors T = ^ Tj. Comme
j=i

dans le premier cas, on peut, en appliquant le lemme 2 aux Tj, trouver
n

5'i,..., Sn € ^ vérifiant les propriétés suivantes (où on a posé S = ̂  5j; ) :
j=i

f supp(^) Ç V^) H 0(s) et supp(^) € ^M;

11^ Ml ^ \\T3\V\\ Pour tout y e <?(5);

< |^)-T(î/)|<2-lsl si^/e^);

||5-^||oo<2-'s '+
n

^(supp(5), ̂ )) < 2-1<

Si r ^ s et V ç f(r), alors

E iiwi^EEli^7!!
vef(s)
vcv'

V J=l

^EEn^ii-v j
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De plus, si V ç f(5) on a T, |T ̂  0 ou Tj \V = T\V selon que V H ^-(t)
est vide ou non. Donc ̂  ̂  ||r, \V\\=^ \\T\V\\, et on déduit de (11) :

V 3 V

(*) vr^vv'ef(r) ^ H^II^ iror^n.
vef(s)
vçv'

Choisissons maintenant des ouverts Vi , . . . , Vn vérifiant supp(^) Ç l^ Ç
Vj Ç y,(^) n 0(s), V, e Z^l5! (1 ^ j ̂  n), et posons

£={vnv^ v ç £ ( s ) } .

Si V e f et y' est l'unique élément de £(s) contenant V, alors S\V = ^rv'.
On peut donc écrire ^ ||5'fV|| = ^ ||S'fV||. Il découle de cette

V^ Vç£(s)
remarque et de l'inégalité (*) que

EIIWI^ E IITJyll<2,
vçe vçs(s)

"E\\S\V\\= ^ ll^r^ll^IlTMrV'll si r ̂  5 et V e £(r).
ves vçe(s)
vçv / vcv7

Enfin, on a pour tout j ^ n :

E ii5^!^ E 11-^11
^ef vef(s)
^Ç^j VÇVj(t)

= E E 11^11
v'efCt) vef(s)

V'CVjÇt) VÇV'

< E ii^r^n<

V'çSÇt)
v'cv^t)

2
< - d'après (12).n ^ \ /

On peut donc poser £(s^n) = £, T(s^n) = S, Vj(s^n) = Vj (1 ^ j ^ n)
et terminer la construction comme dans le premier cas.

Ceci achève la récurrence.

Il découle de (7) que pour tout a e ̂  la suite (E(a^p)) converge
vers un compact E{a), et que l'application a ^ E(a) ^continue.
Vérifions que cette application possède les propriétés requises.
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a) Soit a e ̂  \ W.

Par définition de W, il existe un entier n ^ 1 et une suite strictement
croissante d'entiers (pk) tels que a(pk} = n pour tout fc ç ci;. Si k < k ' , on
a, par (1), (2) et (14) :

n

^rp^i^U^r^+i)
j=i

c Û ̂ (^+1)-
J=l

n _
Donc E(a) Ç |j Q Vj (0^^4.1). De plus, la condition (2) et le fait que

kçu;j=l

les Vj(a[-p^_)_i) soient deux à deux disjoints entraînent que

nù^rp^-ûri^rp.+i)-
fceo/j=i j=i fc

Comme les ouverts 1^ sont héréditaires, il résulte alors de (13) que E{a)
est réunion de n éléments de G disjoints.

b) Soit maintenant a € W.

Par (11) la suite (T(a^p)) est bornée dans A*. Soit T e A* une valeur
d'adhérence préfaible de cette suite. On a T e C car C est préfaiblement
fermé. De plus, la relation supp(S') Ç F étant fermée dans (A*, w*) x /C(X),
on déduit de (4) que le support de T est contenu dans E(a). Si V un
ouvert de X tel que V H E(a) 7^ 0, les conditions (3) et (4) entraînent
l'existence d'un entier po et d'un ouvert W e ^V(a^) tels que W C V.
Par (6) on a (T(o^), f^} > j pour tout p ^ po, et donc (F, /^) ^ |.
Puisque supp(/iv) Ç ̂  Ç V^, on peut conclure que le support de T est
exactement E{a). Pour achever la démontration du théorème, il suffit donc
de montrer que t ç Co(V). Soit po e a;. Posons, pour p ^ po, Tp = T(a^p)
et Kp = K{a^p). Il résulte de (9) que

Vp > po, v^/ e ̂ ,+1 |r̂ ) - r^+i| <2-po.

On a donc |T(î/) - fp^\ ^ 2-^°, si y ç Kp^ . En utilisant (8) et (10),
on en déduit que si y G -Kpo+i \ Kpo alors

TOI ^ llîpo - îpo+illoo + rrpo0/)l + 2-^°
4

< 3.2-po 4-
^(po)
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Puisque a(p) —^ +00 on obtient donc, en posant K = |j Kp : lim T(y) = 0.
P y^K

Enfin si y ^ ̂  il découle de (8) que |TpQ/)[ < l2~p pour tout p, et donc
T{y) = 0. On a donc bien T € Co{Y), ce qui conclut la démonstration du
théorème.

D

2. Ensembles cP unicité.

Dans cette section, la lettre G désigne un groupe abélien localement
compact non discret à base dénombrable d'ouverts. Rappelons qu'on a noté
U la famille des fermés d'unicité de G, et qu'on a posé M = .F(G) \ U. On
pose aussi M^ = [/perf.

On peut reformuler la définition de U de la manière suivante : Soit
B (G) l'image par transformation de Fourier de l'algèbre de convolution
M(r). B(G) s'identifie de manière évidente avec le dual de PF. Posons,
pour E ç ^(G), Jo(E) = {f ç. A(G); supp(/) est compact et disjoint
de E}. Alors, d'après le théorème des bipolaires, E est un ensemble d'unicité
si et seulement si Jo{E) est préfaiblement dense dans B(G) (pour la dualité
avec PF).

LEMME 1. — Si S ç PF et f ç B(G) alors f.S ç PF (où on pose,
pourgçA{G),{f.S^g)={S,fg}.

Démonstration. — Soient S e PF et / = [i € B(G). Posons, pour
7 ç F , y?(7) = / ^.T-1)^^). Alors ^ e Co(r) car S ç Co(r), et on

Jr
vérifie que y? est la transformée de Fourier de f.S. D

LEMME 2. — Soient E un fermé d'unicité, S G PF et e > 0. Il existe
une fonction f C A vérifiant f G J{E) et \\f.S - S\\PM < e.

Démonstration. — Posons Jo(E).S == {f.S, f 6 Jo{E)}. D'après le
lemme 1, Jo(E).S est une partie convexe de PF. De plus, S est faiblement
adhérente à JQ(E).S car E ç U, et l'application / i—^ f.S est continue de
(B(G), w*) dans {PF, w). Le lemme est donc une conséquence du théorème
de Mazur. D
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PROPOSITION 1. — Soient ÇEn)n^o une suite de fermés d'unicité et
S ç. PF. Pour tout e > 0, on peut trouver une pseudofonction T vérinant :

{supp(r) ç supp(5) ;
||r-5||pM<e;
supp(T) n ( (J En) = es.

< nç.^

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 2 : partant
de SQ = 5, on peut construire une suite (Sn) de pseudofonctions véri-
fiant supp(S^+i) Ç supp(5n) \ En et ||5n+i - SnllpM < e2-n-l . La
suite {Sn) converge en norme vers une pseudofonction T qui remplit les
conditions exigées. D

DÉFINITION 1. — On dit qu'un compact E Ç G est un ensemble
de type U ' s'il existe une constante c telle que \/S e PM(E) ||5'||pM ^
c.Tïm~|5(7)|.

7—»'oo

Cette définition a un sens car, si 5' est une pseudomesure à support
compact, alors S admet un représentant continu. D'autre part, il est évident
que U' Ç U', en fait, on peut montrer que E € /C(G) est de type U ' si et
seulement si Jo{E) est w*-séquentiellement dense dans B{G) (voir [KL1]
ou [M]).

DÉFINITION 2. — On dit qu'un compact E C G est un ensemble
de Dirichlet s'il existe une suite (7^) de cactères tendant vers l'infini telle
que (7n,^) converge uniformément vers 1 sur E. On note D la famille des
ensembles de Dirîchlet.

PROPOSITION 2.

a) D est un G s de /C(G) et U' est un idéal Sj.

b) Les ensembles de Dirichlet sont de type U'.

Ces résultats sont bien connus dans le cas du cercle unité et les
démonstrations sont à peu près identiques dans le cas général (voir [CMC],
[Kah], [KL1] ou [M]). Vérifions simplement que U ' est Sj et que D est G g .
Un compact E C G est de type U ' si et seulement si

3c ̂  0 V5 e PM(G) \/K ç /C(F) V^ e F \/e > 0 Vp e a;

(supp(S)CE ^ 3Y^K |(5,7^)|<c.(5,y^)|+^).
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Quand c, e et p sont fixés, la relation entre parenthèses est Gs en
(^,5,7,^) e )C(G) x (PM,w*) x F x /C(r). Puisque (PM,w*), F et
/C(r) sont Ka^ on en déduit que U ' est S§ dans /C(G). Un compact E est
un ensemble de Dirichlet si et seulement si

Vs > OW G /C(r) 37 ̂  |7(rr) - 1| < e sur E.

Il en résulte immédiatement que D est Gg. D

Rappelons que l'ordre (algébrique) du groupe G est la borne supérieure
des ordres de ses éléments, et que l'ordre topologique de G est ç(G) = sup
{n ç. uj\ tout voisinage de 0 dans G possède des éléments d'ordre ^ n}.
Comme G est non discret, on a q(G) ^ 1.

f T, = T si ç(G) = + oo ;
Dans la suite, on posera <

[ Tç = {z € T; ^ = 1} si ç(G) = ç < + oo.

LEMME 3. — Soie E un compact de G. Il existe une suite de caractères
(7Ti)n>o tendant vers Pinfini et vérifiant :

f 1) Vj, 0 < \j\ < q(G) , 7^ oo.

[ 2) Si q(G) = q < +00 , 7^ = 1 5nr -E j?onr <o^ n.

Démontration. — Le groupe G possède un sous-groupe ouvert fermé
Go contenant E et isomorphe à Z^ x ]R25 x H, où m, p sont des entiers
et H est un groupe compact (voir [HR]). On a ç(Go) = ç(G) car Go est
ouvert. Comme tout caractère de Go est la restriction d'un caractère de
G, on peut donc supposer que G = TL^ x W x H.

Soient G = SV x H et t le dual de G. Notons È l'image de E par la
projection naturelle de G sur G. Si une suite (7^) tend vers l'infini dans
F et 7^ = 1 sur E, alors 7^ = 1 0 7n tend vers l'infini dans F et 7^ = 1
sur E. Comme ç(G) = ç(G), on voit qu'on peut se ramener au cas où
G = W x H.

a) Supposons ç(G) = + oo.

Montrons d'abord la propriété suivante :

(*) ^K C F compact , Vj > 0 , 37 e F 7 '̂ ^ Jf.

Si p 7^ 0, la propriété (*) est évidente. Si p = 0, alors G est compact
et r discret; les parties compactes de F sont donc finies. D'autre part,
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comme G n'est pas d'ordre borné, r ne l'est pas non plus ; II existe donc
pour tout j > 0 des éléments de r-7 = {7-7; 7 ç F} d'ordre (fini ou non)
arbitrairement grand. Des deux remarques précédentes, on déduit aisément
(*). Écrivons F = |j K^ où (Kn) est une suite strictement croissante de

n^o
compacts. Si K Ç F est un compact symétrique, si n est un entier > 0
et si 7 G F vérifie 7"'' ^ J^^71' = ^j-1'^ r € JC, / ^ n!}, alors, pour tout
entier k ç. 7L vérifiant 0 < |A;| ^ n, on a 7^ ^ K. Il découle de cette
remarque et de la propriété (*) qu'on peut trouver une suite de caractères
(7n)n>o vérifiant : Vn VA;, 0 < |A;| ^ n, 7^ ^ JC^. Le lemme est donc
démontré dans le cas où ç(G) = + oo.

b) Supposons maintenant ç(G) = ç < + oo.

Alors p = 0 et G est compact. Par définition de g, G possède un sous
groupe ouvert H dont tous les éléments sont d'ordre ^ q. Comme G est
compact, le quotient G/H est fini. Donc G est d'ordre borné, et il en va
de même de F. En utilisant la définition de q et un théorème de structure,
on en déduit que G est isomorphe à un produit (TL/qTL)^ x Gi, où Gi
est un groupe compact. On a donc F = Fi x ( Q,ç^ Hi), où Fi est le dual
de GI et Hi = Z/ç2Z pour tout i. Il est alors facile de voir que si K est
une partie finie de F, on peut trouver 7 € F vérifiant

1^=1;
\^ ^K si 0<\k\<^q-l.

Ceci achève la démonstration du lemme. D

DÉFINITION 3. — Si h est une fonction de A(Tg), alors h s'étend de
manière évidente (dans le cas où q(G) < + oo) en une fonction de A(T).
On peut donc définir la composée h o 7 pour tout caractère 7 € F ; h o 7
est une fonction de BÇG), et on a ||^o7||B(G) = H^ l lA(Tq) -

LEMME 4. — Soit (7n)neo; une suite de caractères telle que lim 7^ = oo
Tl—>00

pour tout k e 7L vérifiant 0 < |A;| < ç(G). Soient également S G PF et
h € A(Tg). Posons, pour n e uj : Sn = (ho 7^). S. Alors, quand n —> oo :

f 1) Sn -^ h(0).S faiblement dans PF.

l2) l|5n||pM(G) -^ II^HpM(Tg) ||5'||pM(G).
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Démonstration. — Le fait que les Sn soient des pseudofonctions
résulte du lemme 1. D'autre part, la suite (Sn) est bornée dans PM. En
effet, on a, pour tout n € uj :

\\Sn\\PM ^ \\ho^\\^G) \\S\\PM = |NA(T,) ||-5||pM.

a) Supposons q(G) = + oo.

Alors h e A(T), h(t) = ^ o^e^*, où Y,\dk\ < +00. Puisque la
kç.7L

suite {Sn) est bornée dans PM, il suffit, pour montrer 1), de vérifier que
5n(7) —^ 5(7) pour tout 7 e F. Fixons 7 e F et e: > 0. On a 5^(7) =
^ Ofc ̂ S^^^). Choisissons un entier K > 0 tel que ^ afe||5'||pM < j-

fce2Z |A;|>X

Comme 5 C PP et lim 7^ = oo si 0 < |Â;| ^ K^ on peut trouver un
n—>oo

entier N tel que ^ \o,k\ |5'(7•7nfc)| < j pour tout n ^ N. On
0<|fc|^J<

a alors |5n(7) — ao5'(7)| < £ si n ^ A^. La propriété 1) est donc
vérifiée. Montrons maintenant 2). La norme étant une fonction faiblement
s.c.i sur PF^ une application de 1) à la fonction e"^ h(t) montre que
liminf||7^ .Sn||pM ^ \h{k)\.\\S\\pM pour tout k ç 7L. Comme ||7.T||pM =
n—>oo
||Î'HPM pour tout couple (7,T) € F x PM, on en déduit

\immî\\Sn\\pM^\MpM\\S\\pM.
n—>oo

II suffit donc de vérifier que limsup|[5n||pM ^ ||^||pM-||5'||pM- Soit e > 0.
n—>oo

Choisissons comme précédemment un entier K tel que ^ | ajç [ 1 1 S\ \ PM < ̂
\k\>K

et posons L = {7 € F; |5'(7)| ^ ^/||^HA(T)}- L'ensemble L est un
compact de F car 5 € P-F. On peut donc trouver un entier N > 0
tel que Vn ^ N V;, 0 < Z ^ 2K , 7^ L.L~1 . Pour n ^ N, les
ensembles 7^.^, |A;| ^ K , sont alors deux à deux disjoints. Soient 7 € F
et n ^ N fixés. Le choix de N montre qu'il existe au plus un entier k
vérifiant \k\ ^ K et l^^;^)! ̂  ^/||^HA(T). On a donc

1^(7)1^ E ̂ ?-7^)1 + E I^III^IIPM
\k\^K \k\>K

<26+||5||pM||^||pM.

Ainsi ||5'^||pM < 2e: + ||5'||pM||^'||pM pour tout n ^ 7V, ce qui démon-
tre 2).
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b) Supposons maintenant ç(G) < 4- oo.
9-1

Dans ce cas on peut écrire h(z) = ̂  ak ̂ , ao , . . . , ag_i ç C, et par
k=o

q-l
suite (^07). <? = ^ a^. S, pour tout caractère 7. Il suffit alors de répéter

k=o
la démonstration précédente. Le lemme est donc entièrement démontré. D

LEMME 5. — Soient S une pseudofonction à support compact, e > 0,
M un voisinage faible de S dans PF et ^? i , . . . , (pn des fonctions de B(G).

Pour tout compact K Ç r, on peut trouver un caractère 7 et une
pseudofonction T vérifiant

TçAT, |hz.r||pM^|hz.-?||pM, l ^ î ^ n ;
supp(T) Ç supp(5);

7$^;

|7(.r) — 1| < e sur supp(T).

Démonstration. — Choisissons une fonction h ç. A(Tg) dont le
support est contenu dans {z G Tg; \z - 1| < e} et telle que h(0) = 1 =
I H IPM- L'existence d'une telle fonction est facile à vérifier (si ç(G) < +00,
cela revient à trouver un polynôme non nul de degré ^ q — 1 s'annulant sur
Tg \ {!}). Soient E un voisinage compact de supp(S') et (7^) une suite de
caractères (donnée par le lemme 3) vérifiant lim 7^ = 1 si 0 < |A;| < ç(G),
et 7^ = 1 sur E (si ç(G) = q < +00). On définit Sn = (h o 7,). S comme
dans le lemme 4. Puisque 7^ est à valeurs dans Tg au voisinage du support
de S et que supp(S') est compact, le choix de h entraîne que le support de
Sn est contenu dans l'ensemble

supp(5) H [x ç G; \^(x) - 1| < e}.

De plus, comme les (pi.S sont des pseudofonctions, on a d'après le lemme 4 :

{ lim Sn = S^ lim ^pz.Sn = ̂ pi.S faiblement dans P F '
n—>oo n—>oo

\\Sn\\PM ^ (1 + an)\\S\\pM , ||̂ n||pM ̂  (1 + 0||^.5|[pM

où On > 0, lim On = 0. Il suffit donc de poser T = ————5'r, et "/ = ^
n—>oo 1 + 0

pour n suffisamment grand. D
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On peut maintenant appliquer le théorème de la section 1. Rappelons
que W est le sous ensemble de ̂  défini par a e W Q lim a(p) = +00

^ p—>oo '

et que Df désigne l'ensemble des compacts de G qui sont réunion d'un
nombre fini d'ensembles de Dirichlet deux à deux disjoints.

THÉORÈME 1. — Soit E C G un fermé de multiplicité. Il existe une
application continue a ̂  E(a) de ̂  dans !C(E) \ {0} vérifiant :

f (i) Sia^W , E(a)^Df.
\ (ii) Si a e W , E(a) est de type M^.

Démonstration. — Puisque U est un cr-idéal, tout fermé de multipli-
cité contient un compact de multiplicité. On peut donc supposer que E est
compact, et choisir une fonction (p e A(G) égale à 1 au voisinage de E. On
applique le théorème de la section 1 avec A = P = A(G), C = PM(EY
A(5') = (p.S et G = D H IC(E). Avec les notations de la section 1, on a
B = PF(E) et le = {F e ^(G); F H E ç U}. Un instant de reflexion
montre que les éléments de (Z^P^ sont tous contenus dans E, et donc
que (la)^ = MP H JC(E). Soit (Lp) une suite de compacts de F telle que
F = U Lp et que tout compact de F soit contenu dans l'un des Lr,. Pour

PÇ.UJ v

tout p ç a;, posons

U? = {K e /C(E); 37 î Lp \^x) - i[ < 2-P ^x ç K}.

Les ̂ p sont des ouverts héréditaires de ÏC(E) et on a Q UP = D D ÏC(E).
pç.^

On sait que PF(E) est stable par A-multiplication. Pour démontrer le
théorème 1, il suffit donc de vérifier les deux conditions suivantes :

(2) W e PF(E) , V(^ i , . . . , ̂  e A , Vp e uj , 5' est dans l'adhérence
préfaible de

{TçPF{E)^ supp(T)e^ ||̂ .T||pM ^ ||^.5|[pM V^n}.

(3) V*? ç PF(^) , V^i,...,^ e D , V^i,...,^ ç A , 5 est dans
l'adhérence préfaible de

{r e PF(^); supp(r) n MJ K, ] = 0, ||̂ ,r|| ̂  [|^^|| Vz ^ n}.
V=i /
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La propriété (2) est une conséquence immédiate du lemme 5. Pour (3), on
applique les propositions 1 et 2 : d'après la proposition 1, les ensembles de
Dirichlet sont des ensembles d'unicité ; d'après la proposition 2, il en résulte
que si S e PF{E) et J^i, . . . , Km sont des ensembles de Dirichlet, alors S
est fortement adhérente à {T ç PF; supp(T) Ç supp(5), supp(T) H
\JjKj = 0}, donc également à l'ensemble figurant dans la condition (3).
Le théorème 1 est donc démontré. D

COROLLAIRE 1. — Si E Ç G un fermé de multiplicité, alors D/nJCÇE)
et U ' H !C(E) sont des vrais Sj de /C(E).

COROLLAIRE 2. — Si E C G est un fermé de multiplicité, il n'existe
pas d'idéal II j de /C(G) contenant D H )C(E) et contenu dans U.

COROLLAIRE 3. — Si E C G est un fermé de multiplicité, alors
U H f(E) est un vrai Tï\ de ^(E).

DÉFINITIONS 4. — Pour tout fermé E Ç G, posons N(E) = M(E)W

(adhérence pré faible de M(E) dans PM). On dit qu'un fermé E est un
ensemble de synthèse harmonique si N(E) = PM(E) ; que E est un
ensemble de Helson si N(E) = M(E) ; et que E est un ensemble WTP
si M CE) = PM(E), autrement dit si E est à la fois un ensemble de Helson
et un ensemble de synthèse.

Rappelons deux résultats qui comptent parmi les plus célèbres concer-
nant ces trois familles de fermés.

1) H (la famille des ensembles de Helson) et WTP sont stables par
réunion finie (Varopoulos, voir [Val], [Va2], [GMG] ou [LP]).

2) II existe des ensembles de Helson qui ne sont pas d'unicité (Kôrner
[Kô2] dans T). Plus précisément, tout fermé de multiplicité contient un
ensemble de Helson et de multiplicité (Kaufman [Kaul] dans T, Saeki [Sa]
dans le cas général).

LEMME 6.

a) Les ensembles WTP sont de type U ' .

b) H H /C(G) et WTP H /C(G) sont Sî^ dans A:(G).
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c) Si E est un ensemble de Helson, alors WTP H )C(E) est Gg dans
)C(E).

Démonstration. — Pour une démonstration de a), voir par exemple
[KL] ou [GMG].

b) Un fermé E Ç G est un ensemble de Helson si et seulement si

a(E) = inf {MkM; ^ € M(E), /^ ol > 0
l \W\M )

(a(E) est la constante de Helson de E). On en déduit facilement que
H H /C(G) est S^ dans /C(G). Si (fn) est une suite dense dans la boule
unité de A, alors un compact E est WTP si et seulement si 3c Vn V5 €
PM(E) \{S, fn)\ ^ c||/J|oo • On en conclut aisément que WTP H /C(G)
est S§ (cfla démonstration de c)).

Pour démontrer c), fixons un compact de Helson E. Soit a la constante
de Helson de E. Si F Ç E est un ensemble IVTP, alors toute pseudomesure
S portée par F est une mesure, et de plus ||5'||M ^ Û^IS'HPM- On a donc

M V/eAWëPM(F) \{f,S)\^a\\S\\pM\\f\F\\c,(F).

Inversement, puisque A est dense dans (7o(G), tout fermé -F vérifiant la
propriété (*) est WTP. Soit maintenant (fn) une suite dense en norme
dans A. D'après ce qui précède, on peut écrire, pour tout compact F Ç E :

( V5'eBi(PM) , Vneo;,
F ç WTP^=>[

\ (supp(5) Ç F et |0n, S)\ > a) => (3x e F \fn{x)\ > l).

La relation entre parenthèses est Gg dans le couple (-F, 5'). Comme !C(E) x
Bi(PM) est compact, on en déduit que WTP H )C(E) est G<$. D

THÉORÈME 2. — Tout fermé de multiplicité contient un ensemble de
Dirîchlet qui n'est pas de synthèse harmonique.

Démonstration. — Soit E Ç G un fermé de multiplicité. D'après le
théorème de Kôrner, Kaufman et Saeki, on peut supposer que E est aussi un
ensemble de Helson. D'après le lemme 6 (et le théorème de Varopoulos),
WTP D /C(E) est alors un idéal G s de K,(E), contenu dans U. D'après
le corollaire 2 du théorème 1, WTP D IC(E) ne peut donc pas contenir
DnK:(E). D
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LEMME 7.

a) Soient E un fermé quelconque de G et (xn)n^uj une suite de points
de E. Pour toute fonction f ç. I(E) = {(p 6 A(G); (p = 0 sur E} et pour
tout nombre e > 0, il existe une fonction (p ç A(G) nulle au voisinage de
[xn ; n ç a;} telle que \\(p - f\\A < ̂

b) Si E est un fermé quelconque de G et (xn) est une suite de points
de E, il existe un Gç G Ç E contenant tous les Xn et vérifiant la propriété
suivante :

V5 e PM(E) supp(S) C G ^ S ç N(E).

c) Si E Ç G est un ensemble de Helson, il existe un Gs dense de E
dont tout fermé est WTP.

Démonstration.

a) Rappelons d'abord que les singletons de G vérifient une propriété
très forte de synthèse harmonique : si x ç. G et f ç: A(G) s'annule en a;,
alors, pour tout e > 0, il existe une fonction g ç A (G) nulle au voisinage de
x elle que \\gf — f\\A < ̂  (voir [HR] ou [R]). Fixons maintenant / e I ( E )
et e > 0. D'après la remarque précédente, on peut construire par induction
des fonctions gn G A et des ouverts Vn Ç G vérifiant

( Xn € Vn,

gn =- 0 sur Vn',

W-/||A<^/2;

Ibo ... 9n^f - 9o • • . 9^f\\A < e2-n-l.

n
Posons ^pn = 9o • • • 9nf (n ^uj). On a (pn = 0 sur |j Vk, et la suite (y?n)

k=o
converge en norme vers une fonction y? e A. La fonction ^p est nulle sur
V = |j Vn, et on a \\(p — f\\A < s- Puisque V contient tous les Xn, ceci

nç.uj
démontre a).

b) Une pseudomesure 5" est dans N(E) si et seulement si (/, S} = 0
pour toute fonction / e I(E). Comme I{E) est séparable en norme, il suffit
donc de montrer que pour toute fonction / G I(E) et tout e > 0, il existe
un ouvert V Ç G contenant tous les Xn tel que V5 € PM(E) supp(S') Ç
V => |(/, 5')| < e ||5'|[pM • C'est évidemment une conséquence de a).

La partie c) résulte immédiatement de a) et b). D



^22 ÉTIENNE MATHERON

THÉORÈME 3. — Le a-idéal U ne possède pas de base borélienne.

Démonstration. — D'après la proposition 1, U est calibré (voir
[DSR]) ; d'après le corollaire 3 du théorème 1, Un^(E) est un vrai Tl\ de
^(E) si E ^ U ; d'après le lemme 7 et le théorème de Kôrner, Kaufman
et Saeki, il existe un Gs de G dont tous les sous fermés sont dans U mais
qui n'est pas recouvrable par une suite de fermés d'unicité. Le théorème 3
est donc une conséquence d'un résultat de G. Debs et J. Saint-Raymond
([DSR] Th. 6). Q

Pour terminer cette section, on va démontrer le théorème suivant, qui
est une conséquence très simple des résultats de la section 1.

THÉORÈME 4. — Notons 2^ l'espace de Cantor des suites infinies de
0 et de 1. Si E Ç G est un fermé de multiplicité, il existe une application
continue a \-> Ka de 2^ dans )C(E) telle que :

) Ka C M pour tout a ç 2^;
Ka H Kp = 0 si a ̂  (3.

Démonstration. — Soient E un fermé de multiplicité (que l'on peut
supposer compact), Tç^ une pseudofonction non nulle portée par E, et /
une fonction de A(G) telle que (T^, /) > 1 Notons 2<a/ l'ensemble des
suite finies de 0 et de 1. Le lemme 1.3 permet de construire, pour s ç 2^,
une pseudofonction Ts portée par E et un ouvert Vs de E vérifiant :

' \\Ts\\pM ^ \MpM.

supp(r,) ç v^
Vs^cv, ( î=o, i ) y^ony^i=0,
6(Vs-i, Vs) < 2-N (où 6 est une distance Polonaise sur )C(E)),

(TsJ) >|,

•\\Ts - T^i\\pM <2-1<

Posons, pour a ç 2^, K^ = Q V(a^). Il est clair que l'application
p€o/

a >-> Ko, est continue de 2^ dans ÏC(E). Pour tout a e 2^, la suite
(^(p^peo; est bornée ̂ s PM, donc elle possède une valeur d'adhérence
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Ta, non nulle car (ï^, /) ^ . On vérifie facilement que supp(Ta) Ç Ka et
Ta e PF. Ceci achève la démonstration.

D

3. Bandes de première espèce.

Dans cette section, la lettre E désigne un espace compact métrisable
(non vide!). On note M^.(E) l'ensemble de mesures positives sur E et
P(E) l'ensemble des mesures de probabilité sur E. Si A Ç E est un
ensemble borélien (ou simplement universellement mesurable), on pose
M+(A) = {/^ ç M+(E); p,(E\A) = 0}. Sauf mention contraire, M+(E) et
P(E) seront toujours munis de la topologie préfaible induite par M(E).

DÉFINITION 1. — Soit B une partie de M^{E). On dit que B est une
bande si B est un cône convexe, fermé en norme, héréditaire pour F ordre.
Si B Ç M^(E) est une bande, on note B' la bande orthogonale a B, qui
est l'ensemble des mesures positives étrangères à toutes les mesures de B,
et IB le a-idéal polaire de B, c'est-à-dire V ensemble des compacts de E
négligeables pour tous les éléments de B. Puisque B est une bande, cette
dernière notation est en accord avec celle de la section 1.

DÉFINITION 2. — On dira qu'une bande B est une bande de première
espèce s'il existe un espace localement compact à base dénombrable d'ou-
verts Y et une application continue 6 : Y —^ C(E) tels que 0[Y] soit borné
dans C(E) et B = {^ ç M+(£;); u. o 0 ç Co(Y)}.

Remarques.

1) Si B est une bande de première espèce, alors B est évidemment
borélienne et fortement convexe', et ÎB est Tï\ dans fC(E). La définition
précédente fait implicitement référence à un résultat de G. Debs ([D]) : Si B
est une bande borélienne fortement convexe, alors il existe un filtre borélien
T sur uj et une suite (fn) Ç C-^-(E) tels que B = [fi ç M+(E); lim /^(/n) =

0} et B' = [^ e M+GE;); I™ /.(/,) = ̂ (1)}.

2) En fait, il est facile de montrer que si B est une bande de
première espèce, alors Br\Bt(M(E)) est II§ dans Bi(M(£1)). On peut
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se demander si la réciproque est vraie. Cette question peut se formuler de
la manière suivante : Si X est un espace de Banach séparable et si C est une
partie fortement convexe et II§ de (Bi(X*), w*), existe-t-il une application
^ : Bi(X*) -^ Bi(r°) affine et w*-w* continue telle que C == (^(co)?
(C'est un résultat plausible car CQ H Bi(Z°°) est un vrai II§ de Bi(Z°°).)

-ExempJes.

1) Si G est un groupe abélien localement compact à base dénombrable
d'ouverts et E est un compact de G, alors l'ensemble des mesures de
Rajchman positives portées par E est une bande de première espèce (voir
section 1).

2) Si Çfn) est une suite de fonctions positives, bornée dans C(E\
alors B = {^ e M+(£1); /^(/n) —^ 0} est une bande de première espèce.
Par exemple, la bande des mesures diffuses (i.e. ne chargeant pas les
points) est de cette forme; dans ce cas, Z^ = /C^/(£'), l'ensemble des
compacts dénombrables de E. Dans toute la suite, la lettre B désigne (sauf
indication contraire) une bande de première espèce, avec «témoins» Y et
0 : Y -^ C{E).

Le premier théorème de cette section est un résultat de «décomposi-
tion» pour le a-idéal î^.

Si il ç. M+(£"), on pose fi = [i o 0 et R(^) = lim \^{y)\ ; pour tout
Î/—K30

e > 0, on note R^E) (ou simplement R") l'ensemble {/^ € P(E)', R(p,) <
e} ; enfin, on pose

^ == {F e IC(E^ 3c > 0 V/^ e P(F) R^) ̂  c}.

Il est clair que î^ est une partie héréditaire de IB. Dans le cas
des mesures de Rajchman, îg n'est autre que la famille bien connue des
ensembles de type UQ (voir [KL1]).

Il n'est pas difficile de montrer, comme pour les ensembles de type
U ' (cf section 2), que îg est la réunion d'une suite de G s héréditaires de
K(E). On en déduit sans peine que ÇZ'̂ )15®1^ est II j dans !C{E).

LEMME 1. — Si F e C^)1^, alors, pour tout £ > 0, R^F) est dense
dans P (F).

La démonstration n'est pas difficile. D
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LEMME 2. — Soient e, e ' > 0 et C une partie convexe de R^^E). Si
)i e R^ (E) D Cw , il existe une mesure v ç C vérifiant ||^-^||oo <e-\-e'.

La démonstration est analogue à celle du lemme 1.2. D

THÉORÈME 1. — La famille 1'^ est une base de 1^.

Démonstration. — II suffit de montrer que tout fermé non vide et
î^-parfait porte un élément de Br\P(E). Fixons F e (ïg)^, F -^ 0. Les
lemmes 1 et 2 permettent de construire une suite (/^) Ç P(F) vérifiant

f R(^n) < 2-" ;

tll/W-/Uoo<2-n.

On vérifie facilement que si [i e P(^) est une valeur d'adhérence de la suite
(/^n), alors fi ç. Co(Y). Ceci achève la démonstration. D

COROLLAIRE. — La famille (la)^ est 11̂  dans JC{E).

On va maintenant étudier les propriétés descriptives du cr-idéal Z^.

LEMME 3. — Soit B une partie convexe de P{E) telle que P(V)nB ̂  0
pour tout ouvert non vide V Ç E. Si U est un ouvert dense de )C(E), alors
l'ensemble Pu,e = [^ € P(E)', fi C B, supp(^) e U} est dense dans P(E).

Démonstration.— Soit U un ouvert dense de ÎC(E). Pour montrer que
PU,B est dense dans P(E), il suffit de vérifier que l'on peut approcher toute
combinaison convexe de masses de Dirac par un élément de P^,s. Fixons

n
une mesure [i = ̂  \Xi, où Xi e E, À, ^ 0 et ̂  \i = 1. Soient T une partie

i=l
finie de C(E) et e > 0. Fixons également un nombre a > 0. Choisissons
des ouverts Vi , . . . , Vn Ç E deux à deux disjoints tels que

( Xi € Vi pour tout i ^ n;

V î ^ n V/GJF osc(/,V,)<£,

où osc(/, l^) désigne l'oscillation de / sur Vi . Puisque U est dense dans
/€(£'), on peut trouver un élément F de U vérifiant F CUiVi et FnVi ^ 0
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pour tout i ^ n. Comme Z^ est ouvert, on peut également trouver des
ouverts TVi , . . . , Wp C E tels que F ç U{W^..., Wp) Ç U, où

^(lYi,..., Wp) = [K e /C(E); ^ ç u,w,, ̂  n w,^ 0 Vj ^ p}.

On a alors V^ DUjTVj 7^ 0 pour tout i ̂  n. L'hypothèse faite sur B entraîne
l'existence de mesures ^ i , . . . , ^n, ^,..., v'y telles que

) vi, ^ e B, 1 ^ % ^ n, 1 ^ j ^ p;

supp(^) Ç W^-, supp(^) Ç Vi H W, où IV=U^-W^-.

Posons
n p

^=( l - a )^À,^ + pE^-
î=l " J=l

Comme B est convexe, on a VQ, ç ff. De plus supp(^) e Z^ par définition
des Wj. Si / e ̂ , on peut écrire

[fd^-ffd^^^XihfÇx^-^d^+a^^^J)-^^^/)).
J J i=l Jvi p j i

Donc, en posant M = sup {||/||oo; / ^ •^}5 on obtient

V/e^ \{f^)-{f^)\<e + 2aM.

Il suffit donc de choisir a assez petit pour obtenir |(^, /) — (/z, /)| < <s, / e
.T7. Ceci achève la démonstration du lemme. D

THÉORÈME 2. — Soit Q un Gs dense héréditaire de ÎC(E). On
suppose que E 6 (T^Y^ ^t que Q Ç %. Alors ii n'existe pas d'ensemble
n§ Z Ç /C(£Q tel que Qf \ {0} Ç Z C (Z^)100.

Démonstration. — Ecrivons Q = n^p? ou (^p) est une sul^e décrois-
sante d'ouverts héréditaires de IC(E). On applique le théorème de la section
1 à A = C{E), P = C+(^), A : p, ̂  ^o0 et C = M+(E). Il s'agit de vérifier
les trois propriétés suivantes :

(1) Si / e C+(^) et [t G B, alors /./^ 6 6.

(2) Si /^ e 6, ^i , . . . ,^n € C'-(-(£1), alors /^ est dans l'adhérence
préfaible de {^ e ^; supp(^) e ̂ p, ||^HM ^ I I / ^ H M , H^.^HM ^ II^-^HM}.



SIGMA-IDÉAUX POLAIRES ET ENSEMBLES D'UNICITÉ 527

(3) Si /^ e B, ^i,. . . ,(/^ e C+(E), K z , . . . , K p € g, alors ^ est
dans l'adhérence préfaible de \y € 23; H^HM ^ I I / ^ IM, I I^-^UM ^
H^./^HM, supp(^) n (UjKj) = 0}.

La propriété (1) est vérifiée car B est une bande.

La propriété (2) est une conséquence du lemme 3. En effet, si
(p ç C+(£') et fi e M+(£') alors ||<^./x||M = {(^/^ donc l'application
/^ i-̂  ||y?./i||M est continue sur M+(£1) : de cette remarque et à l'aide du
lemme 3, on déduit facilement (2).

Enfin, la propriété (3) est également une conséquence du lemme 3 :
si J^i, . . . , Km sont des éléments de Ç, alors K = M. Kj appartient à Z^,
donc est maigre dans E car E € (Z^)1561^. On peut donc appliquer le lemme
3 avec U = )C(E \ K). Ceci achève la démonstration du théorème 2. D

COROLLAIRE 1. — Si E ç. (Z^)13®1^ et si IB es^ dense dans IC(E), alors
IB n^est pas borélien dans JC(E).

Démonstration. — Si IB était borélien, alors, d'après le «Théorème
de dichotomie pour les cr-idéaux de compacts» ([KLW]), il serait en fait G<$,
ce qui contredirait le théorème 2. D

COROLLAIRE 2. — Si il CL P(£Q est une mesure diffuse et si (fn) est une
suite de fonctions positives, bornée dans C(E), telle que lim /^(/n) = 0,

n—>-oo
alors il existe une mesure v € P(^) étrangère à ^ telle que lim v{fn) = 0.

Démonstration. — Soit F = supp(^). Posons B\ = ^(A^) Ç M+(F)
et B^={uç. M+(F); î^(fn) -^ 0}. Par hypothèse, 61 Ç B^ F € (Z^JP^
et Z^, est dense dans /C(F). De plus Z^ = {JC € /C(F); ^(K) = 0} est G^
dans /C(F1). D'après le corollaire 1, B\ n'est donc pas une bande de première
espèce ; en particulier, B^\B\ ̂  0, ce qui achève la démonstration. D

COROLLAIRE 3. — Si E 6 (I^Y^ et si Z est un cr-idéal Gç dense
dans IC(E), alors il existe une mesure non nulle de B dont le support est
un élément de T.

Le corollaire 3 généralise un résultat de Kechris ([Kel]) obtenu (pour
la bande des mesures de Rajchman) dans le cas où E est un ensemble de
type M^ dans le groupe T.
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COROLLAIRE 4. — Soit G lin groupe âbélien localement compact non
discret à base dénombrable d'ouverts. Si E Ç G est un ensemble de type
Mo, alors Uo H F{E) est un vrai Tï\ de f(E), UQ H )C(E), H H /C(E'),
WTP H /C(E') sont des vrais Sj de fC{E), et M^ H IC{E) est un vrai II§ de
!C(E) (où on a posé M^ = U^).

Compte tenu du corollaire 3 et du lemme 6, il suffit de vérifier que
si E Ç G est de type M^, alors WTP H K(E) contient un Gs héréditaire
dense dans JC(E). Pour une démonstration, voir [M]. D

COROLLAIRE 5. — Si E ç. (laY^ î tout sous-ensemble de E ayant la
propriété de Baire et non maigre dans E contient le support d'une mesure
non nulle de B. En particulier, si A Ç E un ensemble S^ négligeable pour
toutes les mesures de B, alors A est maigre dans E.

Démonstration. — Si A Ç E possède la propriété de Baire et n'est
pas maigre dans £', alors A contient un Gg , G, dense dans un ouvert non
vide de E. Comme l'adhérence de tout ouvert de E est dans (î^)13®1^, on
peut appliquer le corollaire 3 avec Z = JC(G). D

COROLLAIRE 6. — Le a-idéal ÎQ possède la propriété de recouvre-
ment : si A Ç E est un ensemble S^ dont tous les compacts sont dans IB,
alors A e (ï^)6^.

Démonstration. — Si IB ne possédait pas la propriété de recouvre-
ment, alors, d'après un théorème de Solecki ([So]), il existerait un un Gg ,
G Ç E, tel que /C(G) Ç Ijg et G ç (Z^)^. Cela contredirait le corollaire
5. D

Au vu du théorème 2, il est naturel de se demander s'il existe une
caractérisation simple des bandes de première espèce dont le a-idéal polaire
est Gs. C'est effectivement le cas.

THÉORÈME 3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le a-idéal IB est G s.

(ii) B = M+(A) où A Ç E est Aij (i.e à la fois F^ et Gs).
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(iii) II existe une suite (gn) Ç C(E), avec 0 ^ gn ^ 1 pour tout n, telle
que :

( B={^ç M+CE;); Hm )̂ = 0};

[ B^^eM^E)^ lim/^n)=|N}

={^ç M+(E); J™/^n) = M}.

La démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 4. — Soient B une bande de mesures et X une partie
quelconque de E. Il existe une partition de E de la forme E = A U B U C,
où C est fermé, A et B sont AS^, et

(i) A H X = 0 ;

(ii) M^B)nB={0};

(iii) C C (laY^ et XnC est dense dans C.

Démonstration. — Soit V la famille de tous les ouverts V de E
pouvant se décomposer sous la forme

(A, B e A ^ , AnJ3=0;

V = A U B avec A H X = 0;

M+(B)n23={0}.

Notons Vo la réunion de tous éléments de V et posons (7 = E \ VQ. On
peut écrire VQ = \J (An U Bn), où les A^, Bn sont A^, A^ H X = 0 et

T160;

M+(Bn) H B = {0} pour tout n. Les ensembles A' = (JAy, et B1 = \jBn

sont S^. On a X H A' = 0, et M+(B') n ^ = {0} car ff est une bande.
Comme Vo est A^, on peut trouver deux A^ disjoints A et -B tels que
A Ç A / , B Ç B / e t V o = A U B . Ceci montre que Vo est encore un élément
de V. Par définition de Vo, si Y est un ouvert de E tel que V H E ^ 0,
alors on ne peut pas écrire V H C = Ai U I?i, où Ai et Bi sont des A^
disjoints tels que Ai H X = 0 et M+(^i) r\ B = {0} ; en particulier on a
V n ( 7 n X ^ 0 , e t y n G porte un élément non nul de B. Le lemme est
donc démontré. D
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Démonstration du théorème 3.

(i) =^ (ii). Si B = M+(A), alors B' = M^{E \ A). Puisque A est A^,
la fonction caractéristique de A est de première classe de Baire. Il suffit
donc de prendre pour [gn) une suite de fonctions continues convergeant
ponctuellement vers IA.

(iii) =^ (i). Si la propriété (iii) est vraie, on peut écrire

11 e 13' ̂  Y£ > 0 V7v 3n^N fi(gn) > /^(l) - e.

Donc B' est G g dans M^-(E). Comme d'autre part on a, pour tout compact
K Ç E, l'équivalence

K i l B ^ ^ ^ B ' ^(X)=^(l) ,

on en conclut que /C(E) \ ÎB est Kcr et donc que (i) est vérifiée.

(i) => (ii). Remarquons d'abord que, d'après un théorème de G.
Mokobodzki sur les bandes boréliennes fortement convexes (voir [D], [DM]
ou [KL1]), la bande B est une bande polaire-, autrement dit, B = {/x e
M+(£'); f^(K) = 0 \/K e 2jg}. D'après le lemme 4, on peut trouver trois
ensembles disjoints A, B, (7 avec A, B e A^ et (7 fermé, tels que

' /C(A)n%={0},
M+(B)nB={0},

. C' € Ç^)^ et /C(C') nZe est dense dans /C(G).

Si ÎB est G<$, on a nécessairement ( 7 = 0 d'après le théorème 2, et donc
E = A U B. Les propriétés de A et B montrent alors que Z^ = /C(B).
Puisque jB est une bande polaire, on en déduit que B = M+(A), ce qui
prouve (ii). Le théorème est donc entièrement démontré. D

COROLLAIRE 1. — Si B contient une mesure diffuse non nulle, alors il
existe un parfait (non vide) d7 éléments de )C(E)\IB deux à deux disjoints.

Démonstration. — Comme Z^ est 11̂ , il suffit de montrer que E n'est
pas mince, c'est-à-dire qu'il existe une famille non dénombrable d'éléments
de K{E) \ IB deux à deux disjoints (voir [KLW], Th. 3.2). Si E est
mince, alors, d'après les propositions 2 et 3 de [Del], il existe une mesure
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[i ç. M+(E) telle que Ijs = {K ç /C(E); ^{K) = 0}; en particulier, IB
est G s (on peut aussi appliquer les théorèmes 3.10 et 3.13 de [KLW]). Le
théorème 3 permet d'en déduire que B = M+(A), où A est un G s de
E, nécessairement dénombrable car E est supposé mince. Cela contredit
l'hypothèse faite sur B. D

Comme les mesures de Rajchman sont des mesures diffuses, on obtient
le résultat suivant :

COROLLAIRE 2. — Si G est un groupe abélien localement compact à
base dénombrable d'ouverts, tout ensemble de type MQ dans G contient
une famille non dénombrable d'ensembles de type MQ deux à deux disjoints.

Remarque. — On peut montrer (voir [M]) que les supports des
mesures diffuses de B sont exactement les compacts à la fois parfaits et
Z^-parfaits.
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