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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
45, 5 (1995), 1205-1222

NOMBRES NORMAUX DANS DIVERSES BASES

par Anne BERTRAND-MATHIS

1. Qu'est-ce qu'un nombre normal?

Etant donné un nombre f3 strictement supérieur à 1, nous appellerons
B{(3) l'ensemble des nombres réels x tels que la suite {xfî^n^o soî^
équirépartie modulo un; notons que presque tout x (au sens de la mesure
de Lebesgue) se trouve dans B(f3) ([C]). Lorsque g est un entier naturel il
est bien connu que pour tout entier p non nul ([M]) :

B(gP) = B(g).

Mendès-France [MF] a posé la question suivante : les propositions "0
est un nombre de Pisot" et "pour tout p ^ 0, B^) = B(0Y sont-elles
équivalentes?

Nous dirons que les nombres réels u et v sont multiplicativement
équivalents s'il existe m et p appartenant à N* tels que n771 == ^p. Wolfang
Schmidt [Se] a montré que si les deux entiers naturels g et h ne sont pas
équivalents alors

B(g) ̂  B(h).

Pearce et Keane [PK] ont donné une autre preuve de ce résultat,
preuve qui se généralise un peu, par exemple au cas où g = 10 et

h = ————. Eeldman et Smorodinsky [FS] donnent également une preuve

Mots-ciés : Nombres normaux — Systèmes de numérotation.
Classification math. : 11K16 - 58F11.
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du résultat de Schmidt, preuve que nous désirons étendre ici à des cas où g
et h ne sont plus entiers naturels et relier à d'autres notions de normalité. La
plupart des preuves de cet article s'inspirent de Feldman et Smorodinsky.

Brown, Moran et Pollington ([BMP], [MP]) ont montré qu'étant
donné un réel f3 > 1 la propriété Vp 6 N*, B((3) = BÇ^) est toujours
fausse sauf si f3 est un entier et que B{0) = B(f3) si et seulement s'il

existe r ç. N tel que 6T et /37" appartiennent tous deux à N, -—- soitLnb
rationnel et Q(0) égal à Q(/î). Leur preuve utilise des produits de Riess
et ils n'hésitent pas à considérer des mesures non invariantes. Nous ne
détaillerons pas ici leurs résultats mais il faut remarquer que, confrontés
à ceux que nous prouvons ici, ils permettent d'établir aisément un certain
nombre de résultats nouveaux qui seront publiés ultérieurement.

Lorsque g est un entier il est équivalent de dire que :

- la suite (xg^nX) est équirépartie modulo 1;

- étant donné la transformation T de [0,1[ dans lui-même : Tx =
{gx}^ la suite (Tnx)n>,o est équirépartie modulo un (étant donné un nombre
réel î/, {y} désignera la partie fractionnaire de g et [y] sa partie entière) ;

- pour tout entier k, tout bloc de k chiffres compris entre 0 et g — 1
apparaît dans le développement en base g de x avec la fréquence 1/5^.

Tout ceci se vérifie aisément. Un nombre de B(g) est dit "normal en
base g ^ . La normalité est donc liée à trois notions :

• la répartition modulo un de la suite (xg^nx)'-,

• l'itération de la transformation T : x —>• {gx} ;

• la répartition des chiffres dans le ^-développement de x.

Ces trois notions correspondent au même phénomène ; mais lorsque f3
n'est plus un entier naturel, ces trois notions s'étendent dans trois directions
différentes : on peut s'intéresser à :

1) La répartition modulo un de la suite (rc/î^nx); nous appellerons
encore B(f3) l'ensemble des nombres réels x tels que la suite (.K/î^nX) 80^
équirépartie modulo un. Mais si T^ est la transformation de [0,1[ dans lui-
même qui à x associe {f3x} alors (T^x n'est plus du tout égal à {x^}
bien que ce soit le cas si (3 est un entier naturel.

2) La répartition modulo un de la suite du tore de dimension
k, ([O,!^, (x|3n,x(3n+l,...,x/3n+k~l)n>o, pour diverses valeurs de k ,
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lorsque g est entier, déjà pour k == 2 la suite (xgn,xgn^l)n>o n'est jamais
équirépartie modulo un; mais lorsque f3 est algébrique de degré r, pour
presque tout x la suite (x^,..., ̂ /^"^"^x) est équirépartie modulo un
(il y a alors équirépartition de (x^,... ̂ /^"^"^nX) pour tout k <: r
mais jamais pour k > r car alors xf3n^k~l est combinaison linéaire de
a:/?71,... .a;/?71'4^"2; nous appellerons T(/?) l'ensemble de ces nombres et
nous dirons qu'ils sont normaux au sens géométrique.

Lorsque /? est entier algébrique de degré r, la suite ({a;/^},
{^n+l},..., {x^-1})^ est l'itérée de ({^}, {a;/3},..., {rr/T-1}) par
une transformation ergodique C/3 du tore ([0,1[)7' muni de la mesure de
Lebesgue, de matrice

/ 0 1 0 • • • 0 \
0 0 1 0 • • • 0

0 • • • 0 1
\ ai • • • dr j

où l'on suppose que (y = a•i/3'r~l + • • • + ûr est l'équation minimale de f3
sur Z. Si (3 est algébrique mais pas entier algébrique, nous ne voyons pas
apparaître de transformation du tore associée à f3 de façon naturelle.

Lorsque (3 est transcendant, pour presque tout a;, pour tout k ç. N*
les suites (x^^x^^1^... ̂ x^^'^nX) sont équiréparties modulo un;
on dit alors que la suite (x^, a;/?7^1,..., a;/?"^,.. .)n>o du tore ([0,1^
est équirépartie modulo un; ({a:/?71'}, {a;/?7^1},...) est l'itéré du point
({a;},{/3a;},...) par la transformation C de ([O,I[)N dans lui-même :
(î/1^2,2/3,...) —^ Q/2,2/3,?/4,...).

3) Une troisième voie est celle des développements en base /3 et de
la dynamique symbolique. Tout nombre réel x s'écrit de façon unique sous
la forme

-, - ,35 - /os-1 , i _ , es-^2 gg+3 . Si . ^z+1 ,
X=E^ =62(3 +...+^i+-^-+-^-+^^+^+...

où Ci € N avec la condition suivante : pour tout i > 1
e^8-1-1 + e^fS8^-2 + .. • < fï8-1

et la suite (£i)i>_i est assujettie à certaines conditions ([P],[B]) ; (on pourrait
écrire x = [x] + -3- + -^ + • • • mais c'est l'écriture précédente que nous
utiliserons).

Remarquons que x ç. [/î8,/?^1!; par ailleurs la suite (£z)i>i appar-
tient à ([O.U,...,^])1^ si f3 i N, (à [0,.. . ,/3- 1])^ sinon) et si nous
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munissons ([0,1,.. . , [(3})^ de la topologie produit de la topologie discrète
sur (0,1,...,[/?]) alors la fermeture X de l'ensemble X des /î-développe-
ments (ei}i>\ forme un système dynamique symbolique (Le. un fermé de
(0, . . . , [13])^ invariant par la transformation T : q\q^ • • • —» q^q^ ' ' •). Ce

système dynamique est appelé f3-shift. Si par exemple f3 == —,—, les (3-Zt
développements (e^ • • ' ) sont les suites sur [0,1] vérifiant pour tout i > 1,
£^+i = 0. Les blocs de chiffres figurant dans au moins un /3-développe-

ment sont dits /3-admissibles (si (3 = —,—, 00 et 1001 sont admissibles,
2i

11 et 01101 ne le sont pas).

Si l'on se restreint au cas où x ç. [0,1[ on peut définir une transfor-
mation Tft de [0,1[ dans lui-même :

TO = {t3x}

et lorsque^ ^+^+. . .+^+. . . alors r^=Ç+^+....

Mais {^x} = {e^-1 + e^-2 + • • • + £n + !^n-}- + • • -) et n'est pas
égal à T^x, sauf si f3 e N.

La transformation T^ conserve une unique mesure ̂  absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue ([R], [P]); on en déduit
aisément que pour presque tout x de [0,1[, puis pour presque tout x de
R, chaque bloc /5-admissible de L chiffres &i • • • &L apparaît dans le (3-
développement de x avec une fréquence /^...^] indépendante de rr, égale
à la mesure /^(JT) où J est l'intervalle :

J={a ; e [0 , l [ ; a :=^-+- |+— avec e^ ' • -^ = h • ' -62.}.

a 9 4 9 5 r\
Lorsque /3 = 10 par exemple, ^[94] = ^10 IQ + ÏOO5 10 + 100 U =

^. La mesure A%...^] est de l'ordre de -^.

Les réels x dans le /î-développement desquels tous les blocs figurent
avec la bonne fréquence sont dits "à /^-développement normal" et nous
appellerons N(0) l'ensemble de ces nombres.

De façon évidente, on a toujours T((3) Ç B((3) mais l'inclusion inverse
n'est pas nécessairement vraie. Les rapports entre N((3)^ T(/3) et /?(/?) sont
en général assez flous sauf dans le cas où f3 € N : alors B((3) = N(/3) (T(/3)
n'est pas pertinent dans ce cas puisque r = 1). Dans ce cas où f3 est un
nombre de Pisot N((3) = T((3) C B(f3) ([Be3]).
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Lorsque la suite (/î^nX) est équirépartie module un (ce qui arrive à
presque tout /?!) l'inclusion B(/3) c N((3) est fausse (1 e B{(3) et 1 i N(/3))
[Bel].

L'inclusion T{0) C N(0) est de même presque partout fausse.

Les résultats que nous prouvons ici - au moyen d'ensembles de Cantor
- comparent N(0) et B{(3) lorsque 0 est un nombre de Pisot et f3 un réel
entier algébrique, et N(0) et N{(3) lorsque 0 et /? sont tous deux des nombres
de Pisot.

2. Énoncé des résultats.

Soit f3 un nombre réel strictement supérieur à 1, soit [0,1[ muni de la
transformation T/s : x —>• {f3x}. Une mesure fi invariante par T^ définit une
mesure ^ invariante sur le /3-shift muni de la transformation T : (e^ • • •) —^
(Ws • ' •)? image de {JL par l'application / qui à x = — + — + • • • associe

(^1^2 • • •)• Etant donné une mesure (i T^-invariante sur [0,1[, nous dirons
que ji est une mesure de Bernoulli pour T^ si pour tout bloc /3-admissible
br..62

^[bi • • -62]) = /.([6i]). M) .. ./.([^]),

où [b-t ' • • bL\ désigne l'ensemble des suites (e\e'2 ' ' •) du /?-shift vérifiant
^ i . . . CL = ̂ i • • • bL et où fi = /"^A), i.e. /^([&i • • • fr^]) = A(^) où 1 désigne
l'intervalle /3-adique < x : x = — + • • • 5 Si • • • Ê'L = ^i • • • ^L f • Nous dirons
que ^ est "faiblement de Bernoulli pour T^" si

^ lim l/^^-71^! • • • bk] H [ai.. • afe]) - ̂ ([&i • • • bk})' /^([ai • • • a^])! < œ
-—— n—^oo

où la somme est prise sur l'ensemble des couples (61 • • • &^, ai • • • a^) de
blocs de A; chiffres admissibles. Les mesures markoviennes en particulier
sont faiblement de Bernoulli.

Dans la suite nous identifierons p, et ji (la correspondance est bi-
univoque et nous qualifierons indifféremment p, ou (i de "Bernoulli" ou
"faiblement Bernoulli".

THÉORÈME. — Soient (3 et 0 deux nombres réels strictement supé-
rieurs à 1 non équivalents multiplicativement ; on suppose de plus que f3 est
un entier naturel ou un nombre de Pisot et que 0 est entier algébrique.
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1. Soit p, une mesure de Bernoullî (ou plus généralement faiblement de
Bernoulli) pour T^, non dégénérée (i.e. aucun chiffre n'admet la probabili-
té 1). Alors ^-presque tout x de [0,1[ appartient à T(0) (et donc à B{0)).
Autrement dit, lorsque les chiffres de x sont répartis dans la base /3 selon
une mesure p, suffisamment régulière, alors avec la probabilité 1 la suite
(xô^nX) est équirépartie modulo un.

Plus généralement, étant donné 7 ç M* et la même mesure (i, pour
^-presque tout x la suite (7.^l0rl)n>o est équirépartie modulo un.

Remarque. — II est par contre clair que, si p, n'est pas la mesure
maximale de Parry JL^, /^-presque aucun x n'appartient à N{(3) ; de plus un
ensemble de ^-mesure 1 contient un ensemble T^-invariant de ^-mesure 1.

2. B(0) n'est pas inclus dans B((3); la dimension de Hausdorff de
B(0) \ B(f3) est strictement positive et B(6) \ B{{S} contient un ensemble
Tft -in variant.

3. T(0) n'est pas inclus dans N((3) et la différence T{6) \ N{13) a pour
dimension de Hausdorff 1 et contient un ensemble T^ -in variant. Il s'ensuit
que B(0) n'est pas inclus dans N((3), que B(6) \ N(f3) a pour dimension
de Hausdorff 1 et contient un ensemble Tp-invariant de (i-mesure 1.

Il existe donc x € B{(3) tel que pour tout n, T^(x) ne soit jamais
dans B(0).

Brown, Moran et Pollington [BMP] montrent que si f3 et 6 ne sont
pas équivalents multiplicativement, alors B((3) n'est pas inclus dans B(0).

Comme lorsque (3 est entier naturel T(f3) = B{{3) = N(/3) l'assertion
3 du théorème implique les résultats de W. Schmidt et A. Pollington :

COROLLAIRE 1. — Soient g et h deux entiers naturels non équiva-
lents. Alors B(g) ̂  B{h) et la dimension de Hausdorff de B{g) \ B(h) est
égale à 1.

Comme lorsque (3 est un nombre de Pisot, N((3) = T((3) on déduit
immédiatement de l'assertion 3 du théorème, le résultat suivant qui
concerne les développements en base (3 et 6 :

COROLLAIRE 2. — Soient f3 et 0 deux nombres de Pisot non multi-
plicativement équivalents.

1) Soie p, une mesure de Bernoulli non dégénérée pour T^ (ou encore
une mesure faiblement de Bernoulli).
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Alors ii-presque tout x est dans N(0). Plus généralement pour tout
réel a non nul, fi-presque tout x vérifie ax ç. N(0). Autrement dit si les
chiffres de x en base (3 sont répartis selon une mesure p, convenable, ils
sont répartis dans la base 0 selon la mesure maximale de Parry U.Q avec la
probabilité 1.

2) N(0) n'est pas inclus dans N((3) et la différence N(0) \ N(l3)
est de dimension de Hausdorff 1 et contient un ensemble Tp -in variant de
(i-mesure 1.

De plus
T(0) f T(/3), B(0)<^B((3)

avec la même remarque pour les dimensions de Hausdorff.

Autrement dit, si (3 et 0 sont deux nombres de Pisot non équivalents,
il y a des nombres dont le développement est normal en base 0 et pas en
base f3 et des nombres x tels que la suite (x0n,... ,.^0n+deg0-l)n>o est
équirépartie modulo un mais pas la suite (rc/?",..., xft^^^'^nXî-

II est certain que la distinction faite entre les trois notions de normalité
présentées ici rend assez confuse la description des phénomènes - autrement
dit les énoncés des résultats - et concourt à introduire dans l'esprit du
lecteur un regrettable mélange. Le mélange est excellent pour les mesures
mais pas pour la digestion. Néanmoins ces distinctions sont tout à fait
pertinentes. En résumé, N((3) est lié aux chiffres des développements, B(/3)
à la répartition modulo un de la suite (a^^nXh c'est la notion la plus
aisée à définir mais la moins maniable et la plus instable, T((3) concerne la
répartition dans le tore de dimension deg (3 et est plus facile à étudier (voir
[C] et [S2]) et il est remarquable que dans le cas où f3 est un nombre de
Pisot, alors N(0) = T(0) C B(0) ([Bel]), mais cependant pour la plupart
des Pisot N(0) ̂  B(0) ([Be4]).

Le développement de 7^ en base (3.

Dans ce paragraphe nous supposerons 0 et (3 réels strictement
supérieurs à 1 et a = -—- irrationnel; -7 désignera un réel non nul.Lnp

Développons 7^ en base f3 :

(1) ^=Cl /3 f c +C2^- l +.• •+Cfc+l+ c ^ 2 +.• .

avec à chaque étape ^ Ci/î^"1"1"1 < —.
i>J P3
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PROPOSITION 1. — Soient 6 et /3 des réels > 1 vérifiant —a- 4. Q,
Ln/î

soit 7 ç M*. Soit b = b ^ ' " b L une suite de chiffres ^-admissibles avec bi ̂  0
pour un i au moins appartenant à (1,..., L).

Pour tout e > 0 il existe un entier Mo tel que pour M > Mo,
l'ensemble f3 des entiers naturels n pour lesquels b apparaît parmi les M
premiers chiffres ci • • • CM du (3-développement de 7^ (n = 1,2, . . . ) est un
ensemble D dont la densité inférieure est supérieure al— e.

COROLLAIRE 3. — Soient f3 et 0 deux nombres réels strictement
supérieurs à 1, non multîplicativement équivalents, b\ - • • bj^ un mot (3-
admissible, 7 un réel non nul; alors l'ensemble des entiers n tels que &i • • • &L
apparaisse au moins une fois avant la virgule dans le (î-développement de
7071 a pour densité 1.

Convergence faible vers la mesure de Lebesgue.

PROPOSITION 2. — Soit f3 un nombre de Pisot, ^ une mesure de
Bernoulli (ou encore faiblement de Bernoulli) pour Tp ; soit r un entier, soit
0 > 1 un nombre transcendant ou algébrique de degré r, vérifiant ——— ^ Q,

ïjTiO
et soit A une réunion finie d'intervalles du tore (resp. de parallélépipèdes
du tore [0,1[7 '). Alors, pour tout e\ > 0, tout £2 > 0 et tout réel d non nul
il existe un ensemble N ' d'entiers de densité au moins 1 — £3 tel Que

Vn e N^ \^({x e [0,1[; {dx O71} ç A}) - A(A)| < e^

(resp. K{a;ç[0,l[; (dx 6n,... ,dx 0n+r-l) ç Amodl}) - A(A)| < e^), X
désignant la mesure de Lebesgue.

La proposition 3 est conséquence du :

LEMME 1. — Soit (3 un nombre de Pisot de degré r ; soit u, une
mesure de Bernoulli pour le shift T^ (ou encore une mesure faiblement de
Bernoulli) : soit s un entier strictement positif et d un nombre réel non nul
de la forme a\ + a^fî + • • • + ûy./?7'"1 où 0.1 e Z pour i = 1,..., r.

Pour tout e > 0 il existe KQ tel que pour tout K > Ko il existe JQ tel
que VJ > Jo, si b == /î17 + 013 + • • • + |3KJ et si m admet un développement
en base fi de la forme

m^c^^^b^+a avec a < ̂



NOMBRES NORMAUX DANS DIVERSES BASES 1213

où N est un entier quelconque alors :

\f°1 f e^^drÇx)} < e.
1 Jo •1 Jo

La condition sur m signifie que le mot b = 10 • • • 010 • • • 01 • • • 10 • • • 1
apparaît dans le développement de m (avant la virgule).

Enfin voici une remarque sur la T^-invariance :

LEMME 2. — Soit (E,T) un système dynamique, ^ une mesure T-
invariante, S un ensemble mesurable vérifiant p,(S) = 1. Alors S contient
un ensemble 5'i T-invariant vérifiant ^(<Si) = 1.

En effet, pour tout n ^(T^S) = 1 d'où p,( Ç} T^s] = 1 et
^n>0 /

5'i = Ç^T^S convient.

3. Démonstrations.

Preuve de la proposition 1 (cf. [FS]). — Soit C le complémentaire de
D ; montrons que la densité supérieure de C est inférieure à e si M est assez
grand. Fixons M et fixons un entier N = hM multiple de M; considérons
l'ensemble C(N) des entiers n de C tels que 7^ > /^v ; il existe un entier
i e N tel que 7<971 e {^^(z+i)^[ et donc tel que 7<971 s'écrive :

7éF = C^^ + C2/3^N+a-l 4- • • • + C^i/3^ + Ca+2/^-1 + Ca+3/^-2 + • • •

et 7^ s'écrit :
7<971 == K1 4- K"^

avec
K1 = ca+2/î^-1 + ca+3/^-2 + • • • e [o, y?^!
K" = ci/?0 + C2/30-1 + • • • + c,+i e [1, /^I.

Les nombres K ' et J^" ainsi définis sont déterminés de façon unique.

Si b n'apparaît pas dans les M premiers chiffres b\ ' • • bM de ^O71

c'est qu'il n'apparaît pas dans les M premiers chiffres de K " . Soit E =
E(N) l'ensemble des nombres réels de [1,...,|3N[ tels que b n'apparaît
pas parmi les M premiers chiffres de leur ^-développement; soit Fj =
E H [/3^+j^M+j+i[ p^r j = 0,1,.. . , N-M-1.

Montrons que, À désignant la mesure de Lebesgue sur M :
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LEMME 2. — II existe une constante 6 < (3 telle que
\(Fj) < {S3^.

Montrons pour cela que

LEMME 3. — Soit &i • • • bL un mot fï-admissible. Il existe une
constante 6 < /3 telle que le nombre ujr de mots c\ ' ' ' Cr de longueur r
admissibles pour le (3-shift et ne contenant pas le mot b \ ' " b L vérifie pour
tout r assez grand

Ur < ̂ r'

Preuve du lemme 3. — Fixons le mot c\ ' ' • Cr. L'ensemble des suites
(di)i>\ /^-admissibles dans lesquelles c\ " ' C r n'apparaît jamais forme un
fermé T-invariant, et donc un sous-shift A du /3-shift; celui-ci étant in-
trinsèquement ergodique ([H]), et d'entropie Ln/3, A est d'entropie Lïiu
avec u < (3. Or Lnu = lim ——r- et donc pour un certain 6 ç\u,Q\ il

r-»-oo r
existe ro tel que

Vr > 7*0, u^r < y'

Nous supposerons dans la suite 61,.. . , bj, fixé, 6 fixé et M > ro.

Preuve du lemme 2. — Fj est réunion d'intervalles "/3-adique" de la
forme

[^^^••^):^'(^-^)[
où ci • • • CM est un mot /3-admissible de longueur M et di • • • du le plus
petit mot admissible de même longueur qui lui est strictement supérieur
pour l'ordre lexicographique ; la longueur de cet intervalle est donc majorée
par |3M^-M = ft3 ^ le nombre de mots ci • • • CM est majoré par ^M d'après
le lemme 1, et ainsi

\(Fj) < /^M.

Preuve de la proposition 1. — Un entier n est dans C si nLn0 +
- LnE , LnE r x -\
Ln7 e WLn0 ou TVLn^ designe rensemble {NLnft'- x e E } ' Quelle

est la proportion de [0,7V] occupée par LnE7 D'après le théorème des
accroissements finis, étant donné que Lna; admet pour dérivée — :

x
1 Q3^ /f)\^xw^J^w^^<^ .
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Réunissant les Fj pour j = 0,1,. . . , N— M— 1, comme
N-M-l

E=( |J F,)u(^n[0,M])
j==o

^M
/ LnE ^ ^ l M + ( ^ - M ) ( ^ )
V^Ln/^ - N Ln(3

Fixons e\ comme 6 ne dépend pas de M, il existe Mo tel que

VM > Mo, W tel que ̂  < |, À(^) < ..

LnELa suite 77,0 + Ln 7 étant équirépartie module un et ———- étant une
réunion finie d'intervalles dont la somme des longueurs est majorée par e,
la suite na + Ln 7 tombe dans ———- avec une fréquence inférieure ou

7V Lnp
égale à e et K11 tombe dans E avec une fréquence inférieure ou égale à e,
d'où la proposition.

Preuve du lemme 1. — Nous ferons la démonstration dans le cas où
fi est Bernoulli et d = 1. Le cas général se traite de même. Nous montrerons
tout d'abord le lemme suivant : pour tout nombre réel y , \\y\\ désignera la
distance à l'entier le plus proche. La preuve du lemme 1 découle du lem-
me 4 :

LEMMA 4. — Soie /3 un nombre de Pisot de degré r et soit d =
ai + û2/3 + • • • + Or/î7'"1 où ai € Z. Il existe une constante H = H(d)
dépendant de d et un nombre Ç ^]0,1[ tel que si x €]0,1[ a pour f3
développement

£! , £2 >
a;=^+^+"•

alors pour tout entier q et tout entier h

dx^-d(e^h+..•+e,+£-l-+...+£—^)\\<IIÇh.gh i , ^ i ^q+l , itS±fcM| ^ 17 /-h

^~+ +'Jf^

C'est-à-dire qu'on peut approcher dx (3^ en tronquant

^n=^^+•••+^-^l^+l+^-^+...+^+£^+•^

la précision dépendant du nombre 2h + 1 de termes considérés. En réalité
il s'agit de la continuité de Hôlder d'une certaine application. Nous ferons
la démonstration dans le cas où d = 1.



1216 ANNE BERTRAND-MATHIS

Soient /3i, . . . , f3r les conjugués de (3 différents de /?; ils sont de module
strictement supérieur à 1 ; soit ^ = sup ( — + |/?i |,... J/?r|) • Nous avons
0 < C < 1. Soit h e N :

x /371 = e^-1 + e^-2 + • • • + ̂ -^i/?^1 + e,,^
. . .+^+...+£^+^+1+...9 /371 y?^1

Comme ||î/ + ̂ || < ||î/|| + \\z\\,

||./3"-(^/3h+•••+£^)||

^IMg- lll+•••+ll^^+lll+||^+£^2+•••||.

D'après les formules de Newton, pour e e N, /3e + ̂ j + • • • + (3^ e Z et donc

ini ^l l /32e l l+•••+ imi ̂ (^-iK6.
Ainsi, comme C > — et comme £i est majoré par /3, il existe iï tel que

||^/3»-(^/3h+...+£-h)||</3(r-l)^Ce+/3ECe
/? e>/t e>/»

^ ̂ c/l = ff c/t-

Montrons maintenant le lemme 1 (toujours avec d = 1). Soient b et
m comme dans l'énoncé et s un entier fixé.

^smx _ -2^7^s(c/3<JV+(K+l)J)a!) ^b^x ^ax
C — cî * c " C

et
x

2î7rs6a; ̂  TT 2^8/3"+IJ a; 2^.<^+^J.

D'une façon générale \e2^^r1 — 1| < 27rrj et pour tout y

le^^+^-e2^! <27r77.

Nous en déduisons aisément que
K K

2i7t(| F[ ̂ .(^+^) _ ĵ J ̂ 2^ < 2 |̂̂  + ̂  + . . . + ̂ |

î=l î=l

et que pour tout h G N :

| jj ̂ ^" _ jj ̂ ., (^,.^ '̂.+...+^^) ^ ^ ̂  ̂  ̂
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Supposons J > 2h. Les fonctions fi définies ainsi :

W = /,(M»>i) = ̂ ^h^-^^)
sont, pour i = 1,..., K^ des fonctions indépendantes et donci., . . . , j.\. ,

ri K ^
h{x)h{xY-fK{x)dti{x)=\{

i=r

ri K .1
/ fi{x)f^x) . • . fK(x) d^x) = H / /^) d^x).
Jo 1=1</0

Comme ^ conserve T^ qui induit le shift sur (£n)n>i les intégrales JQ /^d/A

sont égales à Jo1 /i dyLA ou encore à f^ e ^7^8\E<l-hp +"'+"^7^~>'^; or p, est non
atomique (à cause de la non dégénérescence et de l'invariance) et donc il
existe rj avec [ f^ e2^^/^)] < 77 < 1 et comme x f^ - (eq-h^ + • • • +
£q-h

^
•h ;i ,.:.< H ' 27T- C il vient

| ( fi(x)d^(x)- ( e2^ d^(x) < I H ' 27r- C71 dp. < H ' 2^. ̂
' Jo Jo Jo

1 ( fi(x)d^x)<rî+H•27^'(:h.
' Jo

Fixons 771 < 1 et ho tel que 77 + H ' 27r- C^0 = 771 < 1. Alors V/i > ^o
K/'i

| / /.(a:) ^(o:) < 771 < 1 et | ̂ [fi(x) d^(x) < 77^.
' Jo ' i=i

D'autre part

f ̂ (c/^+^+^+^+a)^ ̂  f ^2^7r.6(/3N+J)^ ̂

où B est l'intégrale conditionnelle de e2^7r5(c^+(J<+^)J+a)a; sachant e^sbftNX.
Cette intégrale est majorée par 1 et donc

| f\2i.sÇc^^W^a). ̂  < />le2^7^s^a;^^77f+^iî.27^.C/l

' Jo Jo

où ho est fixé tel que 77 4- H ' 27r- C^0 = 771 < 1 et J > 2ho. Soit e > 0 ; fixons
Ko tel que 77^° < e / 2 et fixons K > Ko. Fisons h-^(K) supérieur à ho tel
que

K ' H- 27r- 7711 < £/2.

Alors si J > 2ht(K}^ on a

1 />1 ^.(c/3JV+(-+l)J+^+a). ̂  ^ , Q
1 Jo
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Preuve de la proposition 2. — Soit A comme dans l'énoncé et e > 0 ;
0 est supposé algébrique de degré r. Soit s = h\ + h'z/3 + • • • 4- ̂ r/^"1 avec
hi e Z et |^| < H pour î = 1,... ,n.

Fixons rf, Ê* et £2 ; le lemme 1 nous dit qu'étant donné e > 0 et H ç N*,
il existe J et K et un nombre b tels que

1 f^sdmx ̂ ^ ̂

dès que m est de la forme a + b^ + c/î^^'^'7 où a < ^", c'est-à-dire
[ f ç2i7^dm(hlx-^h2xe-^••-^hrx0r~l) ^ /^\ ^^

La fonction caractéristique ^ de A étant approchée convenablement
par des combinaisons linéaires de caractères du tore T^a-i,... ,3:2) —>

g2î7r(/iia;i+-+^r) il vient si £ est assez petit que
10 ;̂ (.r, a;(9,. . . , xe^) e Amodun}) - À(A)| < £1.

Prenant pour bloc de chiffres le bloc obtenu à partir de 6, la proposition
1 nous dit qu'il existe un ensemble N ' de densité inférieure supérieure à
1 — £2 tel que tous les mots m de la forme {d^; n ç. N^} sont aussi de la
forme a + b^ + c/^+^+1)17, d'où le résultat.

LEMME 5. — Soie e un nombre réel strictement supérieur à 1 ; étant
donné un intervalle 1 du tore, un réel e > 0 et un entier K, \ la fonction
caractéristique de I , désignons par AK,I,£ ^ensemble des x 6 [0,1[ tels que

|^)+X({^})+-'X({^^}) -A(J) <e.K
Alors VJ, VT? > 0, V^ > 0, 3Ko, ̂ K > Ko, A(A^j^) > 1 - rj.

De même, lorsque 0 est algébrique de degré r et que 1 est un
parallélogramme du tore T7' : soit AK,I,E l'ensemble des x e [0,1[ tels
que, \ désignant encore la fonction caractéristique de 1

{x} \ ( {x0} \ I {xô1^}_ {Y} \ (M\ / {>+i}
X\ : +X : + - - - + X :

j^-1}/ V^}/ U^'-1}.
K

Alors VJ, \/r] > 0, V^, 3Ko, \/K > Ko, A(Aj<,j^) > 1 - T].

-À(J) \<e.

Montrons-le dans le cas d'un intervalle du tore : presque tout x est
normal en base 6 et vérifie donc

^ ̂ (x(M) + • • • + X({^a-})) = \(I)
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et l'ensemble B est nombres de [0,1[ normaux en base 6 vérifie

BC lim f F) AK.I.
Bc.limoo( n ̂ .).

K^>K\

Comme \(B) = 1, il vient lim \(AK i e) = 1- II en va de même si 1 est
K—^oo ' '

un parallélogramme du tore T7" dans le cas où 0 est algébrique de degré r,
car pour presque tout x la suite

x \\ ( {^"} \
nn
^fi

x6 {^n+l}

^-^nX) W7^-1}/^

est répartie selon la mesure de Lebesgue dans le tore T7'.

Preuve du théorème 1. — Montrons que l'ensemble W des nombres
x de [0,1[ tels que la suite (xO^n^Q ne soit pas équirépartie module un
dans le tore TT est de /^-mesure nulle.

Si x ç. W c'est qu'il existe un parallélogramme 1 et un nombre e > 0
tels que, \ désignant la fonction caractéristique de 1

{x} \ ( {xff^
VM), 3N>No ^ | x -À(J) \>e + - - - + X

Axe1"1}) \{xeN+r-l}^
Soit BK,i,e,d, l'ensemble des x tels que pour un ensemble N ' ( x ) de densité
inférieure au moins égale à d on ait :

/ H \
{x6}

Vn 6 N', TS ; € AK,I,C

{{xe1-1})
et soit Bi(,i,e,d le complémentaire de B{(,i,e,d-

Notons que si s < £1, BKi,e,d c BK,i,ei,d et que si d < diBK,i,e,di c
( W— _ l wBK.I s.d- Lorsque a; € BK,I ,e,di si on note x le vecteur
.{^r-1},

jirn l̂ (^(X(a0 + • • • + xTeN(x))) - \(I)

— K,x(x)+•••+x(TeKx) ^-T,K+lx+•••+T^(x))
N-^ N\ K K= lim +

• • • +
^-^^^...^^(x))) - \ ( I ) <s+dK



1220 ANNE BERTRAND-MATHIS

ton a supposé N multiple de K ce qui ne restreint pas la généralité de la
preuve).

En effet sur les N / K facteurs tous sont majorés par e sauf dN au plus
qui sont majorés par 1 en valeur absolue, et en fait x ç AK,i,e-\-d (notons
que c est ici qu'intervient l'hypothèse : 6 entier algébrique : si on étudie

r / {^HN} \ ( {^V+K} \-,
H : +-+x ;

^ {xe11^-1} j \ {xeHN+K+T-1} / -1
/ {xff^} \\ {xeHN+l} \

l'appartenance de [ ; à AK,I,£ nous renseigne sur
\{a^+'-i}/

/ {xeHN}.{ei} \ / {x9HN+t} \
( : ) qui n'a rien à voir avec ( '• ) alors que
\{xeHN+r-l}•{0i}/ \{xellN+r-l+i}j
si 9 est entier algébrique de degré r

{xô^8} \ 1 {xô8} \
: =^ ; (cf.§l).

^t^r-l^j ^^r-l^j

Donc si x n'est pas dans T(0) c'est que E3J, 3e > 0, 3Ko, \/K > KQ, 3d et
£1 avec £1 + d < e tels que x e B^K^.d ; ainsi

[0,lhr(0)çU(U (J ( lim H Bi^d}\
I e d,e, ^0-00 ̂ ^ / ^

d+ei<e

Les réunions et intersections ci-dessus peuvent être ramenées à une
quantité dénombrable de réunions et intersections.

Or d'après la proposition 2 et le lemme 5

VJ,V£ > O,VT/ > 0,3Ko^K > Ko, \(AK,I^) > 1 - rj

et V6:i > 0 et d > 0, 3N' de densité supérieure à 1 — d tels que

Vn e TV', \^{x,Ty(x) e AK,J,J) - A(A^,,)| < e,

et en réunissant ces deux inégalités VJ, Y£ > 0, V^i, Vd, EW c N de densité
supérieure à 1 — d tel que

Vn e ̂ , |^({^r,1^) e A^,J) - i| < 77+51
et donc VJ, V^ > 0, VT/, V^i, Vd, 3Ko = ̂ o(^), V^ > Ko, W^i^d) <
r] + £i| d'où ^(Um n ,̂J,̂ ,d) = 0 et ^([0, l[^r(^)) = 0.v K>Ko /
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Nous avons donc prouvé que ^-presque tout x est dans T(0), donc
dans £?(0) et plus généralement que si d ^ 0 est un nombre réel fixé
d'avance, pour /^-presque tout a:, ckc est dans T(^), et donc dans B{0).
Ceci prouve l'assertion 1 du théorème.

L'assertion 2 se déduit de l'assertion 1. En effet, si f3 est un nombre
de Pisot de f3 développement en base f3'. (3 = ao + — + -J- + • • • et si [i
est la mesure de Bernoulli telle que /^(0) = ii(\) = 1/2 alors /^-presque
partout x est dans T(6) mais presque aucun x n'est dans B(f3), ([BEI],
théorème 14) et presque aucun dans N(f3): B(0) n'est pas inclus dans B(/3)
ni dans N((3) et T(0) (jL B(/3), T(6) f N(f3) = T((3). Un raisonnement un
peu plus général permet d'obtenir l'assertion concernant les dimensions de
Hausdorff.

Soit 6 le nombre réel strictement supérieur à 1 tel que 6 = OQ + —1- +
OK 6

• - • + —r7 ; 6 est un entier algébrique et lorsque K tend vers l'infini 6 tendô~~
vers /?; soit fis la mesure de Parry-Rényi sur le (5-shift : elle induit sur les
chiffres des /^-développements une mesure de masse 1, d'entropie Ln^, et
qui est faiblement de Bernoulli (elle est la mesure associée à un système
sofique [BEI], th. I). Elle induit sur le /î-shift une mesure ^ possédant les
mêmes propriétés; cette mesure p, vérifie d'après l'assertion 1 "yLA-presque
tout x est dansT((9)".

Comme les ^-développements sont des /^-développements non nor-
maux en base /3 (pour mille et une raison, par exemple parce que l'entropie
Ln6 est trop petite, ou alors parce que certains mots /3-admissibles man-
quent à l'appel) "/^-presque aucun x n'est dans ^V(/3)" et la dimension de

Hausdorff du support de fi est au moins ——- [BM1]. La dimension deLn p
Hausdorff de T(0) \ N(B) est donc 1.

Preuve du corollaire. — Preuve de l'assertion 1 : lorsque 0 est un
nombre de Pisot N{6) = T(6) et donc si /^-presque partout x est dans T(0)
alors /^-presque partout est dans N(0) et il vient

T(0) Ç N((3) =^N{0) t N((3)
N(0) <jL T((3)
N(0) t B(f3).

Les questions de dimensions de Hausdorff se traitent de même.
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