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UNE APPLICATION NOUVELLE
DE LA MÉTHODE DE THUE

par Pietro CORVAJA

1. Introduction.

Soit K une extension de degré n du corps des nombres rationnels Q.
La célèbre inégalité de Liou ville affirme que la distance de tout élément a
de K à un nombre rationnel (3 vérifie

|a-/3|^(2^(a)^(/3))-71

où H ( ' ) désigne la hauteur de Weil. L'inégalité de Liouville est optimale :
on peut démontrer, à l'aide du principe de Dirichlet ou du théorème de
Minkowski en géométrie des nombres, que pour tout e > 0 il existe une
infinité de couples (a, f3) e K x Q vérifiant a -^ f3 et

\a-(3\<(H(a)H(f3))-n+e.

D'autre part le théorème de Roth affirme que pour tout a fixé et pour
tout e > 0 il n'existe qu'un nombre fini de rationnels f3 vérifiant

\a-f3\<H((3)-2-^

en d'autres termes il existe une fonction ci(o;, e) telle que pour tout nombre
rationnel f3 de hauteur H(/?) > ci(a,e) on ait

|a - /3| > H{(3)-2-e

Mots-clés : Approximation diophantienne - Méthode de Thue.
Classification math. : 11J.
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La méthode de démonstration de Roth ne permet pas de calculer la
fonction ci(a,e); des méthodes effectives permettant le calcul de ci(a,e)
pour certaines valeurs de e (dépendantes du degré du corps K) ont été
développées à partir des travaux de Baker sur les formes linéaires de
logarithmes des nombres algébriques (voir par exemple l'introduction de
[B2]). D'autres résultats ont été démontrés plus récemment par Bombieri
en utilisant la méthode de Dyson [B2]. Les résultats effectifs obtenus sont
très loin de l'exposant de Roth 2 + e, mais ils ont un intérêt théorique
car ils permettent la résolution effective d'une vaste classe d'équations
diophantiennes.

On se propose dans ce travail d'améliorer l'inégalité de Liouville sur
la distance |a—/3| sous une condition du type H(/3) > H (a)02 pour presque
tout couple (a,/3) € K x Q, avec une constante 03 dépendant du corps K.
Le problème peut s'énoncer de manière suivante :

PROBLÈME. — Soit K un corps de nombres, n = [K : Q]. Existe't-il
trois nombres réels positifs 02,03, e tels que pour tout (a, /?) ç K x Q avec
H(ft) > H(a)02 on a

\a-f3\>c^H{|3)rn+e7

Quelle est la valeur minimale de c^ ?

La méthode de Thue-Siegel-Dyson permet de traiter ce problème,
ainsi que la méthode effective de Baker-Feldmann. Pourtant les résultats
que l'on obtient ne sont pas optimaux, la valeur de C2 étant très grande
comme fonction du degré n de l'extension K. Par une variante de la
méthode de Thue-Dyson, nous démontrons dans ce papier des résultats
ineffectifs, au sens qu'ils sont valables en dehors d'un sous-ensemble fini de
K x Q qui n'est pas calculable par notre méthode. Le théorème principal
est le suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soit K une extension de degré n du corps des
nombres rationnels Q, s un réel, 0 < s < 1. L^ inégalité

—n

\a-f3\<(H(a)2/SH{(3)s)TZ^

n'a qu'un nombre fini de solutions (a, (3) ç K x Q avec a ̂  f3.

2
A titre d'exemple choisissons s = - dans le théorème 1.1 : on obtient le

ô
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COROLLAIRE 1.2. — Soient K, n comme dans Renoncé du théorème. Il
existe une constante cg = es (K) telle que pour tout couple (a, /3) ç K x Q
yéri^aiit

on ait

H((3) > H(a)10

\a - (3\ > es (H((3)) 30'T~i^

Dès que le degré n est au moins 507 l'inégalité du corollaire est plus
forte que celle de Liouville, mais la constante 03 n'est pas effective. On a
donc résolu le problème avec une constante es = 10. On pourrait remplacer
10 par 3 + 2\/2 quand n est suffisamment grand.

Le théorème de Roth peut s'énoncer de la manière suivante : pour tout
nombre algébrique a de degré n et tout réel u. > 2 il existe une constante
04(0, fjt) telle que \a — f3\ > c^H{{3)~^ pour tout nombre rationnel (3 ̂  a.
En choisissant s = 2/^/n dans le théorème 1.1 nous pouvons calculer la
valeur de c^{a^y/n) pour presque tout élément a d'un corps de nombres
fixé : nous obtenons le

COROLLAIRE 1.3. — Soient K,n comme dans Renoncé du théorème
principal; pour presque tout couple (a, (3) e K x Q, a ̂  (3 on a

\a - f3\ > H(a)~2nvnH((3)~^vn .

Ce corollaire est toujours ineffectif : on ne sait pas déterminer explici-
tement les couples "exceptionnels" (a, f3) satisfaisant l'inégalité inverse de
celle du corollaire 1.3.

Le théorème 1.1 sera démontré dans la troisième section : le corollaire
3.3 fournit une généralisation du théorème 1.1 à une extension d'un corps de
nombres quelconque ; on peut en plus considérer des distances en plusieurs
places. Le corollaire 1.2 se compare bien avec les résultats connus quand
n est grand; en particulier la fonction c^(n) est bornée, alors que par
la méthode de Thue-Dyson classique (voir le "Principe de Thue-Siegel"
de [BM], p. 179 et [Bl], théorème 2, p. 285) on ne peut pas prendre
C2(n) < \fn.

La contribution originale de ce travail consiste en la construction du
polynôme d'interpolation : au lieu d'utiliser le lemme de Siegel, classique
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en approximation diophantienne, on utilise une construction explicite qui
fait l'objet du paragraphe suivant.

L'auteur est reconnaissant à Michel Laurent qui a relu cet article et
apporté des améliorations.

2. Construction du polynôme d'interpolation.

2.1. Valeurs absolues et hauteurs.

Pour toute place v d'un corps de nombres k on considère la valeur
absolue normalisée par rapport à k correspondant à la place v, à savoir la
seule valeur absolue | • \y telle que, pour tout nombre rationnel rc, on ait

|^[ _ |aj[^:Q,J/[fc:Q].
l^li» — l^lw î

ici w est l'unique place de Q au-dessous de v et la valeur absolue corres-
pondante est normalisée de la manière usuelle. Avec cette normalisation la
formule du produit s'écrit

TT \a\v = 1 pour tout a ç. A;*,
v

où le produit se fait sur toutes les places de A;. En plus pour la hauteur de
Weil logarithmique absolue on a la formule

fa(a)=^ logeai,
v

où la somme se fait encore sur toutes les places du corps k. Nous utiliserons
le symbole H { ' ) pour la hauteur multiplicative, à savoir H { ' ) = exp(/i(-)).
Remarquons qu'avec ces normalisations l'inégalité de Liouville s'écrit

\a,-a^>(2H(a,)H{a^))-1

pour ai 7^ 02 et pour toute place v de K.

Soit maintenant P € k[X\^... ,Xn] un polynôme à coefficients dans
k. Pour toute place v de k on définit la hauteur locale H y de P comme

Hy{P) = max|aj|^

où les ai sont les coefficients du polynôme P :

P(Xi,...,XJ= ^ aIX{l•••X^.
J=(tl,...,<n)
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Enfin la hauteur d'un polynôme P se définit comme le produit des hauteurs
locales :

H(P)=]^H^P).
V

On remarque que grâce à la formule du produit la hauteur d'un polynôme
est invariante par multiplication par une constante non nulle ; en particulier
pour tout polynôme P e k[X^,... ,Xn\ il existe un scalaire À e A;* tel que
le polynôme Q = AP ait ses coefficients dans l'anneau des entiers de k et
vérifie H(Q) = H(P).

Pour toute place v du corps de nombres k on désigne par fl,v le
complété d'une clôture algébrique du complété ky de k : fl,v est alors
isomorphe soit au corps des nombres complexes C, dans le cas où v est une
valeur absolue archimédienne, soit au corps Cp, dans le cas où la valuation
v est p-adique ; toutefois il convient de considérer sur Çly le prolongement de
la valeur absolue | • |-y, qui ne coïncide pas forcément avec la valeur absolue
complexe ou la valeur absolue p—adique usuelle. Avec ces conventions on
a le lemme suivant qui sera utilisé dans la suite :

LEMME 2.1. — Soit n un entier ^ 1, k^v^y comme ci-dessus; pour
tout polynôme P e k[X-^,..., Xn] on a la majoration

Hy(P) ^ max{|P(zi, . . . , Zn)\y : (^, . . . , Zn) e ̂ ; \Z^ = . . . = \Zn\y = 1} .

Preuve. — Supposons que le polynôme P soit donné par

P(Xi,...,X,)= ^ a^...^;
I=(ii,...,in)

si v est une place archimédienne il existe un plongement a y : k —> C, qui se
prolonge à un isomorphisme continu de ^ïy sur C, tel que pour tout z ç. f^y
on ait

\z\ - \(T r.^i^^/^Q]\/w\v — PiA^/l

On regarde le polynôme <7^(P) comme une fonction analytique de C71 —> C ;
l'inégalité de Cauchy sur le polydisque unité de C71 s'écrit alors

|aj|^max{|P(^...^)| : (z^... ,^) eCM^il = ... = \Zn\ = 1}

pour tout indice I .

En élevant les deux côtés à la puissance [ky : R]/[fc : Q] on obtient
le résultat cherché. Dans le cas ultramétrique on dispose d'une inégalité
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analogue à celle de Cauchy (voir par exemple [A], chap. 4, corollaire 4.1.11)
qui nous permet de conclure de la même façon. D

Définissons enfin la hauteur locale en une place v d'une matrice définie
sur k comme le maximum des valeurs absolues de ses mineurs d'ordre
maximal.

2.2. Construction de la matrice d'interpolation.

Soient d\, d^ deux réels vérifiant d\ ^ d^ > 0 ; on appelle indice
d'un polynôme P € C[Xi,X2] en un point a ç. C2 par rapport au poids
d == (di, ^2) la quantité

Ind,P = min { i := '- + '-} \ ̂ P(a) ̂  ol
f d di d2 J

où i = (^1,22) ^t A1 est l'opérateur différentiel

^ _j_ /^_y1 (_o_Y2
iiW \9Xj \QX^) '

Soient n un entier ^ 1, a\ = (un, 0:12),... ,0^ == (oyii^^) des points
de A;2, A; étant un corps de nombres, ^ i , . . . ,tn des réels compris entre 0 et
2; le but de cette section est de construire un polynôme P e Â;[Xi,X2]
non identiquement nul ayant un indice au moins t^ au point a/i pour
h = l , . . . , n ; on veut en plus pouvoir contrôler sa hauteur. On utilise
pour cela une construction explicite introduite par M. Laurent dans des
démonstrations de transcendance dans [Ll] (par la même méthode l'auteur
a obtenu dans [C] une preuve du théorème de Roth; on renvoie à [LMN],
[L2] et [W] pour une application de cette construction aux minorations de
formes linéaires de logarithmes). On note Qt pour 0 ^ t ^ 2 l'ensemble

Gt= \î=(ii,i2) eN2! îi ^di , î2 ̂ 2 et ^-+ ^- <^t\',l ai d2 J

(remarquons que Q^ = { 0 , . . . , [di]} x { 0 , . . . , [c^]})- On note aussi pour
a= (01,02),!= (îi,^),

f'W^V02).\\) \l\)\lî)
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Considérons la matrice suivante :
(2.1)

ae&

( ( ^\^.a'i—ihi^a,2—ih2 \ • - ^ r -.A(Y y\- ViJ^i ^2 \ 1/1 eGt^h= l , . . . ,n
A^Ai,A2^ - ^ ^ai-^-n.i ,.02-^+1,2 J i .1 ç G

Un+iMl ^2 / ln+l ^ y^

II s'agit d'une matrice à coefficients polynomiaux de format (\Gti\ +
• • • + \Gtrz\ + \Gs\) x [^i + 1] • [c?2 + 1] où l'indice de colonne a varie dans
02 ; elle se compose de n + 1 blocs de lignes indexées par les ensembles
Gti, ' ' ' , Gtrz ? G s - On choisit les paramètres t^ , . . . , tn, 5 de manière que la
matrice A ait plus de lignes que de colonnes; on introduit la fonction V(t)
de la variable t e [0,2] :

(2.2) V(t) = ( { dx.dx^
Jo Jo/O JO
xi-^-x^t

de manière que

\Gt\=d^V(t)+0(d,),

où le symbole 0, ici comme dans la suite, doit être considéré pour d^^d^
tendant vers l'infini avec leur rapport fixé. Notons 7 la quantité d^/d^ que
l'on suppose < 1. Le nombre de lignes est d\d^{V{s) + ̂  V(th)) + 0(d^),

h
le nombre de colonnes est d\d^ + 0(di) ; il s'ensuit que, si

^o+E^)^
h=l

alors pour d\ suffisament grand la matrice A a plus de lignes que de
colonnes. On va voir que sous certaines conditions sur les paramètres
5, t i , . . . , tn la matrice A(Xi,X2) est de rang maximal, égal au nombre
de colonnes. On utilise un lemme de zéros, dit lemme de Dyson, que voici :

LEMME DE DYSON. — Soient di ^ d^ > 0 nombres réels, P(Xi, X^) e
C[Xi, X^], P ^ 0 un polynôme de bidegré majoré par (^1,^2), rn un entier
^ 2, a.h = (oi/ii, OLhï} ê C2 pour h = 1,..., m. Supposons que pour h ̂  k
les conditions d'admissibilité

Û/i l^^fc l , 0^2 7e 0^2
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soient vérifiées. Alors, si le polynôme P(X^,X^) a un indice égal à TH au
point o.h pour h = 1,..., m, on a la majoration

J^)^(" .̂

La preuve de ce résultat se trouve, par exemple, dans [Bl], theorem
1, ou dans [V], main theorem. On va l'utiliser sous la forme suivante :

COROLLAIRE. — Soit A(XT^X^) la matrice définie par (2.1), (3 =
(^lîA) e C2. Supposons que

, . û^i^û^i, Oh2^0ik2 sih^k

0l ¥• Q^iî /?2 7e ̂ 2 pour tout h = 1 , . . . , n

et que les paramètres s, t i , . . . , tn vérifient

(2.4) y(.)+^y(^)>l+nd2.
h^i 2d!

Alors la matrice A(/?i, f3^) est de rang maximal.

Preuve. — Toute solution non triviale du système linéaire associé à la
matrice A(f3) serait un contre-exemple au lemme de Dyson si l'on prenait
m = n + 1, a^+i = /?, Th = t/i pour ft ^ n, tyi+i =5. D

Notons 7 le rapport ^2/^1 que l'on suppose < 1. On supposera
dorénavant que les paramètres 5, t i , . . . , tn vérifient

(2.5) 1 + J7 < ̂ ) + f^ V(^) < 1 + n7;
/i=i

en plus on supposera vérifiée la condition d'admissibilité (2.3) ; le corollaire
au lemme de Dyson garantit alors qu'il existe une sous-matrice M(Xi, J^),
obtenue à partir de la matrice A{X^,X^) en effaçant certaines lignes, telle
que detM(/?i,/?2) -^ 0. On peut en plus supposer que la sous-matrice
M(Xi,X2) contienne toutes les lignes du dernier bloc de A(X^X^}, car
elles sont linéairement indépendantes. Notons donc Q'^ le sous-ensemble
de Gth formé par les indices des lignes du /i-ième bloc de M. Appelons
^(Xi,X2), ou simplement 6, le déterminant de la sous-matrice M{X^,X^).
L'idée de la méthode consiste à étudier le comportement du polynôme 6
aux voisinages des points a/i, en remarquant que quand (3 "approche" a/i
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les lignes du dernier bloc de M((3) se rapprochent des lignes du bloc Même
et donc le déterminant est "petit". Plus précisément au paragraphe 2.3 on
minore l'indice du mineur <$; au paragraphe 2.4 on majore la hauteur du
mineur, en obtenant ainsi une version explicite du lemme de Siegel qui sera
utilisée au troisième chapitre pour démontrer le théorème principal.

2.3. Minoration de l'indice du polynôme 6{X\^X'z).

On observe d'abord que si dans la matrice A on spécialise (X-^^X^)
en un point a/i, pour une valeur de h entre 1 et n, certaines lignes du
(n + l)—ième bloc coïncident avec des lignes du /i—ième bloc, donc la
matrice A(X\^X^) a un déterminant nul. L'objectif de cette section est
la démonstration d'un énoncé quantitatif reliant le nombre de lignes qui
coïncident après spécialisation en un point ah à l'indice du déterminant au
même point. Avant d'énoncer la proposition principale de ce paragraphe il
convient de donner une définition :

DÉFINITION. — Pour t, s dans l'intervalle [0,2] avec V(s) + V(t) ^ 1
on note u = u(s^ t) la solution de l'équation V(u) = V(t) + V(s). On définit
ensuite la fonction lV(s, t) par

(2.6) W(s,t)= ! [ (a;i 4- x^dx^
Jo Jo
Xl-\-X-2^U

~ {x\-\-x^dx^dx^ - (x\-\-x^dx^dxï.
Jo Jo Jo Jo
X-L-^-XÏ^S Xi-^-X^t

On remarque que, u étant défini de manière symétrique en s et t, la fonction
W est une fonction symétrique. Le but de ce paragraphe est la preuve de
la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Le déterminant 6(X^ 5X2) de là matrice M(X\, X^)
construite au paragraphe 2.2 a un indice au point a^ minoré par

Ind^(Xi,X2) ^ d^W{s,tn) - 2nd^ + 0(di).

On démontre la proposition à l'aide des deux lemmes suivants :

LEMME 2.3. — Soient k un corps, n, N deux entiers ̂  1, (fim)i,m=i,...,N
une matrice polynôme avec fim € fc[Xi, . . . , Xyj, 6(Xi,..., Xn) son
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déterminant. Pour tout i = ( î i , . . . , in) € N71 on a

A^(Xi,...,X,)= ^ det(A^)^,
Jl+...+JN=i

où Ja somme est étendue à toutes les décompositions de l'indice î comme
une somme de N éléments de N71.

LEMME 2.4. — Pour i e N2 définissons le vecteur ligne à coefficients
polynomiaux

Ai(Xi,X2) = ((^X^X^2}

où l'indice de colonne a varie dans Q^ ; Alors, pour tout indice de dérivation
j tel que i +j G 82, on a l'identité

A-i/t - C n + ^ i ) ' 0 2 + Z 2 ) ! , , .2-i Ai - ——.-j—————,——Ai+j(Ai,A2).
J i ' J 2i *

Preuve. — Le lemme 2.4 consiste en une vérification élémentaire. On
démontre le lemme 2.3 par récurrence sur la longueur |i| = îi + ... + ̂
de l'indice i. Le cas i = 0 étant trivial, on peut supposer sans perte de
généralité que l'indice i = ( î i , . . . , în ) vérifie îi ^ 1 et que l'identité du
lemme soit valable avec i - (1,0,.. . , 0) au lieu de i. On sait donc que

A^-M-.^) <ç(Xi,..,X,) = ^ det(A^)^;
Jl+...+J^=(îl-l,22,...,în)

en dérivant les deux membres une fois par rapport à la variable X\ on
obtient

(2•7) (^r) A(^l-l'^2'••••^"^(Xl, . .. , Xn)

- E E-to^)
Ji+...+jiv=(îi-l,î2,...,în) h=l \ VC7'IL1 / / irn

avec ôhi le symbole de Kronecker; on remarque que pour tout indice
j = (ji,... ,jn) G N71 on a la relation

^OAJ'(^)^të)"•••(^)"-"•+l>A—
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de (2.7) on déduit donc

(^A^-^-^CXi,...,^)

E ECÎM + x)det (^^•^fim) ;
Jl+...+J^=(îl-l,Z2,..,2n)/l=l / zm

dès que h prend tous les valeurs de l'ensemble {1 , . . . , n} et que (ji, . . . ,j^) e
N^ décrit les décompositions de i - (1,0,..., 0) en somme de N éléments,
les vecteurs (j'i,... ,j^) = (ji, . . . J/, + (1,0,..., 0) , . . . J^) décrivent les
décompositions de i; on peut donc réécrire l'identité précédente sous la
forme

(ô^) ̂ -^•••^(Xi,..., Xn) = h ' A\5(Xi,..., Xn)

=<..E.„.te^<IA•
N

et comme ^ j'^, = ii == ^ le facteur îi se simplifie et l'identité devient
h=i

celle du lemme. Q

Preuve de Ja proposition 2.2. — Fixons /i e {1 , . . . , n}, j e N2 tels
que A-^o/ii, 0^2) ^ 0 ; on se propose de minorer la quantité J- = J]- + J2-.

d di c?2
D'après le lemme 2.3, A^ (0:^1,0/12) s'écrit

/ (Ai(an,ai2))^ ^

(2.8) A^Ki,^2)= E det :

EieG ^i)=J (^(û-nl^^))^^

^(Aj(i)Ai(all,al2))^/

où la somme est faite sur les fonctions G s 3 i ̂  j(i) e N2 avec Zj(1) = J-

Si AJ(î(a^l, 0/12) 7e 0 u existe une décomposition de j de la forme

j=Ej(1)
ïëGs
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telle que le déterminant dans la formule (2.8) ne soit pas nul. On applique
le lemme 2.4 pour réécrire la matrice dans (2.8) sous la forme

(Ai(an,ai2))içç/

(Ai(o;ni,an2))ie^

^^^^'(^^^•^ie.J

on en déduit que :

1) la fonction i H^ i +j(i) envoie G s dans ^25 parce que Ai = 0 pour
i^2;

2) elle est injective, car dans le cas contraire deux lignes du dernier
bloc seraient proportionnelles ;

3) son image est contenue dans le complémentaire de Q\ , car sinon
une ligne du dernier bloc serait proportionnelle à une du /i—ième bloc.

Pour utiliser ces trois informations on a besoin d'un dernier lemme :

LEMME 2.5. — Soient t, c deux réels avec 0 < ^ < 2, 0 < c < 1, Jï un
sous-ensemble de Q^ avec \H\ = d\d^ H H Qt = 0. Soie v la solution de
Péquation V(v) = V(t) 4- c; on a la minoration

(2.9) E|p E ^^)-
hen hçç^\Çt

Preuve. — Les ensembles 7<, Gv\Gt ont un même cardinal à un
0(d\) près; on les décompose en les réunions disjointes T~t = (T~i H Ç^) U
(H n (Ê?2\^)) , G.\Gt = {H H G.) U ((Gv\Gt) H (ÉW)). La différence

h h g^E § - E § s'écrit alors
he?^a he<^\Çt

E :
hçnn{Q2\Gv)

E
he(^\Çt)n(Ç2\^)

h
d

On remarque que les deux sommes ci-dessus sont faites sur deux ensembles
de même cardinal à un 0(di) près ; la fonction qui apparaît dans la première
somme est minorée par v alors que la fonction dans la seconde somme est
majorée par la même quantité v, d'où le lemme.
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Fin de la démonstration de la proposition 2.2. — On appelle H
l'ensemble

{h : h = i +j(i) pour un i e Q,} H (É?2\É^).

D'après les remarques 1), 2) et 3), U a un cardinal ^ \Qs\ - I^/A^'J ; en
utilisant (2.9) on obtient

(2 10) j - V ̂ i) - X" i+j^ \^ i ^ \^ h Y^ i

^w) d - 2. -d- - 2-. —d— - 2 ^ d ^ d ~ ^ d '
i€^ i€Çs ieÇs hçn îçÇ,

Comme les paramètres s, t i , . . . , tn vérifient (2.5), on sait que Q[ contient
tous les éléments de Q^ sauf au plus n^d^ éléments, donc \H\ ^
\Gs | — d\d^n^. En appliquant le lemme 2.5 avec c = V(s) — 717 et t^ au lieu
de t on déduit de (2.10)

^ S: Î-E^OW.
^Gv\Gt^ '^Gs

si on remplace les sommes de Riemann ci-dessus par les intégrales corres-
pondantes on obtient

j r1 r1 fi /-i
, ^ d i d 2 / / (^i + x^dx^dx^ - \ / (a;i + x^dx^dx^ +0(di),a Jo Jo JQ Jo

.th<xi+X2<v a;i+a;2<s

avec pour v la solution de V(v) = V(s) + V(th) - n^\ comme la fonction
x\ + 3:2 est ^ 2 dans le carré [0,1] x [0, l], on peut minorer

/ / (a;i + x^)dx^dx'2. ^ / / (rci + x^dx^dx^ - 2n^
Jo Jo Jo Jo

th<Xl^-X2<V t^<X\-\-X-z<U

si l'on prend comme u la solution de V{u) = V(th) + V^(s) comme
dans la proposition 2.2. L'indice du polynôme 6 est alors minoré par
d^(W(s,th) — 2717) + O(rii) ce qui constitue l'estimation cherchée. D

2.4. Majoration de la hauteur du polynôme 6(X-^,X^).

Soit v une place de fc; on se propose de majorer la hauteur locale
Hy(6) en utilisant l'inégalité du lemme 2.1. Soit alors z = (z^z^ un point
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de Çî2, de module |zi|
blocs de lignes :

1,221 = 1- La matrice M(z) se décompose en n + 1

/ Mi \

M(z)=
Mn

\M»+i(2)/

où pour h = 1,..., n le bloc M/( est de la forme

a 6 Qî
MH= ((TKr^r2) ie^

pour un sous-ensemble G[ C Gt^ ; la matrice Mn-^-i est le dernier bloc de la
matrice A(X-t^X^) définie dans la formule (2.1) avec (Xi,Xa) spécialisé
au point z. Le déterminant 6(z) de M(z) se décompose alors en une
somme de produits de mineurs des M/i. Le nombre de ces produits est
clairement ^ ([di + l][c?2 + 1])! ^ exp^ic^log^ic^))- II en découle pour
Hy(ë) l'estimation

n+i
(2.11) \ogH^(6(z)) ^ ^log^(M^)+0(did2logdi).

/i=i
(On rappelle que l'on avait défini la hauteur locale d'une matrice comme le
maximum de ses mineurs d'ordre maximal.) Or un mineur de rang maximal
de Mh pour h = 1,..., n s'écrit sous la forme

E ^) n Cfk^-^^-12
i-^r(i) i€Ç. v /<7:ii-^7(i) th

où la somme se fait sur les fonctions injectives a : Q[^ —^ Q^ a = (01,0-2).
Il y a donc au plus ([di + l][d^ +1])! termes dans la somme ci-dessus; on
en déduit que l'on peut majorer
(2.12)

V-i \faW\
^^K i )

\ogHy(Mh) ^ max a,^i(i)-îi-o-2(i)-î2
hl 'ah2 +0(did2log^i).

ïçG^ ' v /

/ /*\\
On majore les coefficients binomiaux ( ^ ) par 12^+d2 \v si v est une place

archimédienne, par 1 si v est une place ultramétrique, c'est-à-dire que l'on
utilise la majoration

<a(i)>
< i >

^ 9Cv(di+d2)
^ ^ i
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avec €y = [ky : Qv]/[k : Q] pour toute place archimédienne v et €y = 0
pour les places ultramétriques; de (2.12) on obtient, pour h = 1,... ,n,

logl^(M^) ^ max ̂  {e^i + c?2)log2 + (cri(i) - îi)log4' |a^i[^
(T ' -

ie^

+((72(i) - ̂ log"^" |a/,2k} + 0(did2logdi)

(2.13) ^ (di + d2) \G^ | 6, log2 + ̂  (^i(i) - ii) \og-^ \a^
'^H

+ ̂  (^(i)-^)^ |a^|i;+ 0(^i^2 log^i).
^^^

Notons '̂̂  l'ensemble de cardinal |Ç'^ | formé par les éléments de la forme
a(Ï). Pour estimer les sommes au deuxième membre dans (2.13) on utilise
le lemme suivant :

LEMME 2.6. — Soie G C Qi, \Q\ = c • dicfc, avec c < 1. On a
1^encadrement

2 / 2 \
^2^ +0(did2) ^ Y" ai ^ 6^2 (c- ^-) +0(did2)

2 aec? \ 2 /

didj^ + 0(did2) ^ ̂  02 ^ ̂ idj fc - ̂  + 0(did2).
aeç v /

La preuve est analogue de celle du lemme 2.5. D

On utilise les inégalités de gauche dans le lemme 2.6 pour minorer
la somme des nombres i\ et 22 dans l'inégalité (2.13), en prenant comme
ensemble Q l'ensemble G't ; on utilise les inégalités de droite du lemme 2.6
avec G'^ au lieu de G pour majorer la somme des nombres cri(i) et cr^(\) ;
on obtient donc

^ (ai -zi) ^ dîd2 (K| - K|2) +0(did2);
ie^

on suppose t^ ^ 1 pour tout h = 1,... ,n (donc \Gtn\ ̂  1/2) ; comme la
fonction c^—> c—c2 est croissante dans l'intervalle [0,1/2] et |<^ [ ^ \Gth\ =

V(th)d-id'z + 0(di), on obtient de l'inégalité ci-dessus que

^ ̂ i(i) - îi) ^ d^(V(tH) - V(tn)2) + 0(did2);
i€^i€^,
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il résulte de cette estimation (et de l'estimation analogue pour la somme
des quantités ^(i) — i^) que l'on peut déduire de (2.13) la majoration

log^(M^) ^ d^{[{V(tn} - VÇt^Wog-^ \a^ + d^og^ |a^|.)
(2.14) + €yV(th)(d^ -h cfc) log2} + 0(did2 logdi).

Pour le dernier bloc Mn^(z) on majore encore la valeur absolue des
coefficients binomiaux par 2(dl+d2)€^; et leur produit par 2(dl+d:2)lçsl€l; ; on
aura donc

log^(M^i) ^ (di +d2)|^Mog24-0(did2logdi).

Reportant alors dans (2.11) on obtient pour la hauteur globale du polynôme
<$(Xi,X2) l'estimation

\ogH(6)=^\ogH^6)
v

r
^ did^[V{th)-V{th)2} dî log+ |QM|. +d2^1og+ \a^

/i=i L " "
/ \ / n \

+ (^i + ^2) ^c, |̂ | + ̂  |̂ J log2 + 0(did2logdi);
\v|oo / \ h=l )

les termes ^log"^ \0hi\v constituent les hauteurs des nombres algébriques
v

ahi ; la somme sur les places infinies des quantités e-y est égale à 1 et la
somme \Gs\ + S |̂ J est égale à l'ordre de la matrice M(Xi,X2), donc à

h
d\d'2 + 0(di) ; on peut donc conclure

\ogH(6(X^X^)) ̂  d^d^{[V(th) - V^W^hi) +^(^2)]}
h=l

+^1^2(^1 + d^) log 2 + 0(did2 logdi).

Les arguments utilisés pour estimer les hauteurs locales des sous-
matrices Mh s'appliquent aussi bien dans l'estimation des degrés partiels
du déterminant 6. On démontre la

PROPOSITION. — Le déterminant 6(X^,X^) de la matrice M(Xi, X^)
vérifie

degxi 6 ̂  [V(s) - V^)2]^ + 0(did2)
degx. 6 ̂  [V{s) - V^)2]^! + 0(did2).
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Preuve. — II suffit de remarquer que les degrés partiels sont des
valuations sur l'anneau k[X^,X^\. Le bloc Mn-^-i , indexé par Qs est le
seul qui contient des polynômes de degré non nul; tout mineur est alors
une somme de produits de de la forme

nfT)^1^"'1^2^"12

où i varie dans Qs et i \--> a(i) est une application injective. Le lemme 2.6
donne l'estimation cherchée. D

On peut résumer les résultats de ce chapitre dans la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.7. — Soient n un entier ̂  1, ^ i , . . . , tn, s des réels dans
Pintervalle [0,1], di,c?2 des réels positifs avec d ' z / d ^ = 7 < 1. Supposons
que

n

(2.15) 1 + J7 < V(s) + ̂  V(tH) < 1 + 717
h=l

où la fonction V est définie par (2.2). Soient ai, . . . , On, /?, (n + 1) points
du plan k2 vérifiant les conditions d'admissibilité

Ot-hz 7^ Q'fcî pour h -^ k, i = 1,2,
A 7e ^hi pour h = 1,..., n; i = 1,2.

Notons W(s,t) la fonction définie par (2.6) et M(t) la fonction

(2.16) M(t) = V(t) - Y(t)2;

il existe un polynôme 6{X^,X^) e k[X^,X^} qui vérifie ^(^i,/?2) 7e 0 et

Ind^(Xi,X2) ^ d^W(s,th) - In^d^ + 0(^i) . h = 1,... ,n

(2.17) logJJ(<$(Xi,X2:))

f 7l 1
^ did2 <(di +^)log2+^M(^)[di/i(aM) +^2/1(0^2)] >+0(did2logdi)

l /i=i J
deg^ ^(Xi, ̂ 2) ^ M(s)did^ + 0(^1^2) î = 1,2.

Si on compare la proposition 2.7 avec le résultat que l'on peut déduire
du lemme de Siegel (voir [BV]), on voit que l'avantage de la proposition 2.7
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consiste dans le fait que le polynôme 6 construit comme le déterminant
d'une matrice d'interpolation ne s'annule pas au point /?. La méthode
classique, introduite par Dyson, fait appel au lemme de Dyson qui, appliqué
au polynôme construit au moyen du lemme de Siegel, garantit que ce dernier
ne peut avoir un indice important au point /?, si ses indices aux points a^,
sont suffisamment grands ; si on part d'un polynôme P ayant des indices th
aux points a h, vérifiant ̂  V(th) < 1 on peut construire un polynôme Q en

h
choisissant une convenable dérivée Q = A1? qui ne s'annule pas au point
(3 ; le lemme de Dyson permet de borner la quantité — par la solution s de

l'équation V(s) + ̂  V(th) = 1 + ̂ 7 ; les indices de Q aux points a^ seront
h ^

alors ^ th — s, d'où la nécessité de prendre th > s. Or l'estimation pour la
hauteur du polynôme P, et donc de Q, donnée par le lemme de Siegel est
du type

logff(P) ^ ——^M(th)[d,h(^hi) + d^h(ah2^

donc la contrainte sur le paramètre s conduit à une "mauvaise" dépendance
de la hauteur en fonction des points a/i. La nouveauté de la méthode
du déterminant d'interpolation, à savoir le fait d'appliquer le lemme de
Dyson à la matrice d'interpolation et non à une solution du système
linéaire associé, permet d'éviter cet inconvénient. Comme on l'a remarqué,
la fonction VF(s,t), qui remplace la fonction t — s dans la minoration de
l'indice, est une fonction symétrique, ce qui nous permet, dans les cas où
il importe d'améliorer les estimations en fonction de la hauteur des points
ah, de choisir le paramètre s "grand" et les paramètres th "petits".

3. Preuve des théorèmes principaux.

On utilise les résultats de la deuxième section pour obtenir la version
suivante du principe de Thue, qui généralise celle donnée par Bombieri [Bl],
Theorem 4 (voir aussi [BM], p. 179]) :

PROPOSITION 3.1. — Soit k un corps de nombres, n un entier ^ 3,
(an,.. . , a^i, /?i), (o;i2,..., On2j h) deux points de k71^1 satisfaisant les
hypothèses de la proposition 2.7, Si,..., Sn des ensembles finis et disjoints
de places de k, ^ i , . . . , tn, s des réels dans Pintervalle [0,2]. Notons encore
V, M, W les fonctions définies par (2.2),(2.16),(2.6) respectivement, et 7 la
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quantité

^ log4 + MQQfeÇgi) + ELi M{tH)h{a^
7 log 4 + M{s)h(^) + ELi M(^)/i(a^) '

Supposons
n

i+^^st+^i^xi+rry.
" h=i

Alors si pour des réels positifs o,v, v € S = Si U ... U Sn, les inégalités

( n \ lV(«,t),)"-2nT

(3.1) 0 < |a,, - ft|, < 4 H HÇa^^HÇO^
h=l )

sont vérifiées pour i = 1,2 et pour tout î; ç 5^, fa = 1,. . . , n, on a

]^o^2.
v€5'

Preuve. — La preuve consiste à évaluer le polynôme construit au
paragraphe précédent au point (/?i,/?2) et à majorer sa valeur absolue en
chaque place ; la formule du produit donne la relation ci-dessus. Soit alors
(?(Xi, X^) le polynôme qui paraît dans la proposition 2.7, construit à partir
des données ai, . . . , On, f3, i\,..., tn, s, 7. Majorons la valeur absolue \6({3) \v
en distinguant deux cas :

1er cas. v e 6=5iU...U5n.

Il existe alors h tel que v ç S h' La formule de Taylor au point (a/iia/i2)
s'écrit :

6(/3)= ^ ^a^a^Wi-^1^-^2

î=(îl,Z2)

d'où
log \6(/3)\^ ^ log(deg^ 6(X^X^) + 1) + log(deg^ ^(Xi.Xs) + 1)

+maxlog|Al^(Q^l,û^2k +logmax,*|a/ii -^i|^ • \ah2 - Wv2,

où max* désigne le maximum fait sur les couples (îi, ^2) tels que A^a/ii, 0^2)
T^ 0. On préfère écrire ce maximum sous la forme

- min^ ( 1— + ̂ - ) min \ di log ,————^—^2 log .————-.— \
\d\ à^) \ \Oihi-Wv \Oih2-Wv)

= -ïnda^ÇX^, X^) min < di log .————TTT^2 ̂  1————-0— \ 5
t \Oihl-Pl\v \Oih2-P2\v)
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remarquant que \ogdeg6(X^,X'2) = O(logdi) on peut écrire

(3.2) log |(î(/3)|, ^ mpxlog|A^(aM,^2)|.+

-Ind^(Xi, X^) mm < di log .————0—^2 log ,————.— \ + O(logdi).
l \Oihl-Pl\v \Oih2-Wv)

Pour estimer le maximum des dérivées au point (0^1,0^2) on utilise le
lemme 2.1 appliqué au polynôme 6^(X^,X'z) := 6{X^ — a/ii, X^ — 0^2) '-

mpxlog|A^(a/,i,a/i2)|^ = Hy(6^)

max{[^(zi,^2)|z, (^1,^2) e^J^i -a/,i|^ = 1; |^2 -û^l^ = l}.

Comme v est une place de S h on peut supposer \ahi—f3i\v < 1 pour i = 1,2 ;
en particulier si v est ultramétrique et \zi — Ohi\v = 1 alors

\Zi\y ^ max{|^ -ahi\v,\ahi\v} ^ max{l, |a^ -f t+A|v} ^ max{l,/3^};

si v est archimédienne considérons la valeur absolue || • \\y normalisée par
rapport à Q et majorons \\Zi\\y < \\(3i\\y + \\0hi - f3i\\v + ||a^ - Zi\\y, d'où

\\^i\\v ^ 2+II^H,; ^ 2max{l, \\{3 \\v}\ en élevant à la puissance €y = . ' "
[k : Qj

\Zi\y ^ 2€î;max{l,|ft|^}.

Donc en général

maxIA^Q'^a^lî; ^ max{|^(zi,2;2)|v : (^1^2) € ̂ , |̂  - o;̂  = 1}

^(deg^(5+l)(deg^(5+l)^(^)
(2^ max{l, l/îi})^^! 6(2el; max{l, l^})^^ 6

avec bien sûr €y = 0 pour les places ultramétriques, comme au paragraphe
2.4. Reportant dans (3.2) nous obtenons
(3.3)
log K/î)|. ^ deg^ 6^ |/?i|, + deg^ 6\og^ \^

+ e^ (deg^, 6 + deg^ <$) log 2 + log ̂  (<^)

- Ind^min \ di log .——————, d^ log .—————— \ + 0(di).
l |û!7il-Pl|t; lûî^-P2|vJ
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2ème CStô. V t AI U . . . U Sn.

De la formule de Taylor à l'origine

<î)(/3l,/32)=^Ai<î(0,0)/3îl^2

i

il s'ensuit que

\6((3i^2)\v ^ (deg^ 6 + l)(deg^ 6 + 1)̂

(6) max{l, l/îil,}^! ̂  max{l, l^l}^"2 ',

c'est-à-dire
(3.4)
log Wi,/?2)|^log^)+deg^ (Ç^ IAk+deg^^ |/?2^+0(logdi).

La formule du produit appliquée au nombre algébrique 6({3\^{3^) sous
la forme

- ^ log|<î(/?i,^)|^ ^ log|<5(/3i,/32)|.
vG5iU...U5'n î;ÇÉ5'iU...U5n

donne en vertu de (3.3), (3.4)

^ Inda^ ̂  min ^ di log .————^—^2 log ,————— \
^1 vç^. 1- \^hl-Wv \0ih2-l32\v)

n

^ïnd^ë ̂  min
h=l vçSh.

^ \ogH(6)-^deg^ ^(A)+deg^ <î/i(/?2)+log2(deg^ <^+deg^ <5)+0(di).

Les estimations pour les indices, les degrés partiels et la hauteur du
polynôme 6 donnés par la proposition 2.7 permettent de réécrire la relation
ci-dessus sous la forme
(3.5) ^

did^ ̂  (w(s, t^) - 2^) ̂  min (d, log ——————^2 log —————.^E^^-^E-^^^1^,*^^^}/^Y 1/^ l 1̂ 1 - y3! l^ 1^2 -^i
^ d^M(s) [di/i(/?i) + d2/î(/?2)]

+^1^2 (^i +d2)log4+^M(^)(di/i(aM) +^2/î(a/,2)) +0(did2logdi).
/i=i

(On a utilisé l'estimation ( 1 + ,2 ) -^(s) ^ 1 pour remplacer le terme
log 2 -h M (s) (1 + 7) log 2 par log 4.) Choisissons les paramètres di, d^ de la
forme
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di = d ( log4 + ̂  M(th)h(ah2) + M{s)h(^) ]
\ h=l )
/ n \

d2 = cN log4 + ̂  M(th)h(ahi) + M(s)h((3^
\ h=l )

02et posons 7 = —. Supposons maintenant que l'inégalité (3.1) soit vérifiée;
faisant tendre d vers l'infini dans l'inégalité (3.5) et comparant les termes
principaux on déduit

n

E Ea^2-
/i=iî;es'fc D

COROLLAIRE 3.2. — Soit k lin corps de nombres, n un entier ^ 3,
K, > 2, 5i,..., 5n, des ensembles finis de places de k, ^ i , . . . , tn, s des réels
dans l'intervalle [0,1] vérifiant

^)+f>(^)=l.
7i=l

Alors le système
(3.6)

0 < ]"I |̂  - /?!, ^ (H^^HW^^w^ (h = 1,..., n)
veSh

n'a qu'un nombre fini de solutions (ai, . . . , a.n, f3) € k"'^1.

Preuve. — Supposons par l'absurde qu'il y ait une infinité de solutions
(a^\..., a^, (3^) pour j = 0,1,.. . ; numérotons-les de manière à ce que
la suite

n

M(s)h(^)+^M(th)h(a^)
h=l

soit croissante. Notons b^ (pour v ç S) et A^ (pour h = l , . . . ,n)
respectivement les quantités

^0) ^ -W(s,th) log|a^-/3œ|.
' M^^a^+^cao))'

^0) ^ M(^)/t(a^) + ̂ (/?œ)

'l Efc M(tfc)/i(a^) + M(s)h((3W) '
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L'hypothèse que (a^\... ,Q;^\/3^) soit une solution du système
(3.6) entraîne que

V^ by ^ K pour h = 1,..., n; j = 0,1,...
vçSh

L'inégalité de Liouville

- log \an - /3\y ^ h(ah) + h((3) + log 2

garantit que les nombres b^ sont majorés uniformément ; les nombres X'^
n , .^

sont ^ 1 et vérifient pour tout j ^ Xj^ = 1; quitte à extraire une sous-
h=l

suite de la suite (a^\... ,a^\/3^^) on peut donc supposer que les suites
b^\ \y convergent pour j —>• oo vers des limites bv^Xh respectivement;
on aura bien évidemment

(3.7) E^-1-
h

II existe alors un nombre 0 < e < 1 avec ,—— > 2 tel que le système

/ n \
- log \an - (3\^( M(s)h(/3) + ̂  M(tk)h{ak)

\ k=l )

(iT^y o".-.».»^-)
ait une infinité de solutions. Par des arguments élémentaires de continuité
il existe un réel 70 > 0 avec la propriété suivante :

pour tout 0 < 7 < 70 il existe t[ ^ t i , . . . , t^ ^ tn, s' ^ s, e' < e tels
que

l+^<y^ )+^y (4 )< l+^
h=l

(3.8) E by >2( l -^e / ) / i = l . . . , n
vCSh

et que le système
/ n \

- log \an - i3\^[ log 4 + M{s'W) + E M(^)fa(afc)
\ fc=i /

(l+.)m^)-2n.l (^l.-.".»^»)
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ait une infinité de solutions que l'on note encore (a0^,... .a^,/?^).
Comme la suite

M(s)h(^)^M(t^h(a^)
h=l

tend vers l'infini on peut déterminer deux indices ji,^ tels que

^ ._ ^g4 + M(s)h(f3^) + ̂  MÇWa^)
log4 + M(s)h((3W) + ̂  M^)/^^) < 70t

On applique la proposition 3.1 avec (a^,... .a^,^) au lieu de

(ai,,..., a^, A) pour î =1,2 ;%, . . . , ̂ , s') au lieu de (^i, . . . ,^, 5), M^
au lieu de dy ; comme 6

E—EE^
vëS h==lvçSh

la conclusion ^^^ 2 de la proposition 3.1 contredit les relations (3.7)
v ' "

(3.8). Q

Le corollaire suivant généralise les résultats annoncés dans l'intro-
duction.

COROLLAIRE 3.3. — Soient n ̂  3, m ^ 1 des entiers naturels, K^ une
extension de degré n d'un corps de nombres K^ wi , . . . , Wm des places de
K^. Supposons que les valeurs absolues correspondantes, notées [[ • ||^.,
soient normalisées par rapport à K^ et soient prolongées à l'extension
K^ de manière à ce que K^ soit contenu dans le complété K^. de K^.
Soit s un réel, 0 < s < 1; alors il n'existe qu'un nombre Gni de couples
(a,/?) e KÏ x K^ a ^ ( 3 vérifiant

^Tff^(3.9) Y[ ||a - /3|[^. < (^(a)2/5^)5) 1-
'.—1 /j=i

Preuve. — Soit k la clôture galoisienne de K ^ / K ^ ; pour toute place
Wj notons encore || • ||̂ . un prolongement de la valeur absolue [| • ||^. au
corps k. Prenons un système de représentants {o-i,...,^} du goupe de
Galois Gal(fc/J^i) module le stabilisateur de K^ ; pour tout h = 1,... ,n
soit I I • \\wjh la valeur absolue de (T^K^ définie par

ll^llw^ == ||^(.î')||w,.
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On a le fait suivant :

LEMME. — Posons, pour tout h = 1,... ,n et tout a ç. K^, a/i =
a^1 (a) ; alors pour tout couple (a, fS) e K^ x K\ et tout indice j, 1 ̂  j ^ m
on à

K-/?ik.= n ̂ -^/n
v|w^

où ie produit est étendu à toutes les places du corps k au-dessus de la place
Wjh, considérée comme place du corps a^ÇK^) et les valeurs absolues \ ' \v
sont normalisées par rapport au corps k.

Preuve du lemme. — Pour simplifier écrivons w au lieu de Wj et w^
au lieu de w^. Les valeurs absolues || • ||̂  sont normalisées par rapport
au corps Jfi, donc pour tout élément x e (T^ÇK^) on a

[K^.Q] [k^-.Q^}
1^.1 _ |M| [^lw=Qw] [fc:Q]
|^|v — ll^llw/i

Remarquons d'abord que comme K^ C K\^^ donc K^ = J^iw, on a aussi
(a^ l(J ;C2))wh = K\w. L'exposant dans l'identité précédente s'écrit alors

[Ki : Q] [fc. : Q^] ^ [K, : Q] [^2 : K,} [fc, : Q^]
[^ iw:Qw] ' [k:Q} [a^(K^:Q^}[K^:K,}' [k : Q]

[^2 : Q] 1 [fc. : Q^]
[(^'(^^Qw]'^' [^:Q]

^ [^ : K1^))^.] 1
[A;:^1^)] 'n'

Comme la somme des degrés locaux est égale au degré total on a, pour tout
x^^\K^

n H- = NÎ -
V\Wh

Prenant x = a^ — (3 = c^^ l(a — /?) on obtient le lemme 3.4. D

Fin de la preuve du corollaire. — Posons, pour h = 1,..., n,

Sh = {v e Mk : 3j, 1 ̂  j ^ m, ^|w;/J.

Pour toute solution (a, f3) ç K^ x K^ de l'inégalité (3.9) on obtient, grâce
au lemme 3.4, une solution (ai, . . . , a^, (3) € k^1 du système

n î  -/?!, ^ (j^)2/5^)5)1"^.
VÇSh
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On applique le corollaire 3.2 avec ^ = t = V—15- pour tout /i; la
condition V^) + E^(^) = 1 est bien vérifiée car V(s) = 52/2, V(t) =
^/2 et 7^/2 + «2/2 == 1 ; clairement

MW ^ ̂
<ç2 4 2 / ç2\

M ( 5 ) = 5 - - 5 - = 5 - f l - 5 - )v / 2 4 2 V 2 /
Rappelons que

r 1 /•i /.i /.i
W(s,t)= \ / (a;i+a;2)ri^i^2- / / (^1+^2)^1^2

^o Jo Jo Jo'Q ^o Jo Jo
;3<a;i+a;2<n(s,t) a;l+af;2<t

et que la région [x e [0, l]2 : s < x^ + x^ < u(s,t)} a une mesure égale à
V(t) = ^/2, donc

—^^('-^^(-^(-ë).
De la minoration ci-dessus et des inégalités précédentes pour M(s),M(t)
on déduit

M(th) ^ n^/2 ^ 1 / _ 2t\-1

'^(s,th)" s(l-s2/2)(l-2t/3s) s\ 3s) '
M(th) ^ n^/2 ^ 1 / _ 2ty

lV(s,th) " s(l - s2/2)(l - 2t/3s) ~ s\ 3s)
M^ ^înd-ys ( . 2t\-1

2n\l-^) •W(s,th) 2 \ 3s

Grâce au choix de t on a

3s 3s V n " s^/n'

L'inégalité (3.9) entraîne alors le système d'inégalités (3.6), avec K = ——2-

et le corollaire 3.2 fournit le résultat de ônitude cherché.

' v ) t «a-vd; ft/ — ————--

s^/n

D
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