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LOCALISATION POUR DES OPÉRATEURS
DE SCHRÔDINGER ALÉATOIRES

DANS L2^) : UN MODÈLE SEMI-CLASSIQUE

par Frédéric KLOPP

0. INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions le spectre d'opérateurs de Schrôdinger,
agissant sur L^R^), de la forme,

(0.1) Pt = -^A + V + ̂  ̂ ,̂
-reL

où V est une fonction C°° et L-périodique (L est un réseau de R^),
6V^(x) = 6V (x — 7) où 6V est fonction positive C°° supportée dans un
voisinage compact de 0, et t == (^y)^çL est une famille de paramètres réels.

Comme il est difficile d'étudier le spectre de Pt analytiquement en
fonctions des paramètres (^y)/yç^, nous utiliserons l'approximation classi-
que qui consiste à supposer que les {t^)^çL forment une famille de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d) et à étudier les
propriétés du spectre de Pt qui sont vraies pour presque tout t.

Les opérateurs de Schrôdinger aléatoires, autant dans le cas discret
que continu, ont fait l'objet de nombreuses études et de traités généraux
(voir par exemple les livres de L. Pastur et A. Figotin [PFi], ou de
R. Carmona et J. Lacroix [CL]). Étant données les propriétés d'ergodicité
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d'Anderson.
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de Pf, on sait qu'il existe un ensemble fermé, S, tel que, si o'(Pt) désigne le
spectre de Pi alors, pour presque tout t, S = cr(Pt) (par exemple [P], [PFi],
[CL] ou [KuSo]). De même, il existe des ensembles Spp, Sac et Sgc tels
que, si Opp(Pt), o'ac (PI ) et o'sc(Pf) désignent respectivement les spectres
purement ponctuel, absolument continu et singulier continu de Pi alors,
pour presque tout t, Spp = <7pp(Pt), Sac = ^acÇPt) et Ssc = ̂ sc(Pt)'

Dans cette étude, nous nous intéresserons plus particulièrement à la
propriété de localisation pour Pf. Nous dirons que l'opérateur aléatoire Pi
est localisé pour un intervalle d'énergie 1 si Sac H 1 = 0, Ssc H 1 = 0
et S D 1 7^ 0. On dira que l'opérateur aléatoire P^ est exponentiellement
localisé pour cet intervalle d'énergie J, si de plus, toute fonction propre de
Pt associée à une valeur propre dans 1 est exponentiellement décroissante
à l'infini.

La localisation des opérateurs de Schrôdinger aléatoires a surtout été
étudiée, pour le cas continu, en dimension 1 (voir, par exemple, les travaux
de Ya. Gol'dsheid, S. Molchanov et L. Pastur [GMP], S. Kotani et B. Simon
[KoSi] et R. Carmona [C]), et, dans le cas discret, en dimension quelconque,
pour le modèle de tight binding d'Anderson (voir, par exemple, les travaux
de J. Frôhlich, T. Spencer, F. Martinelli et E. Scoppola [FS], [MS1], [MS2],
[FMSS] et de H. von Dreyfus et A. Klein [vDKl], [vDK2]).

Dans le cas continu, en dimension plus grande que 1, il y a beaucoup
moins de résultats de localisation. H. Holden et F. Martinelli dans [HM]
ont prouvé l'absence de diffusion puis S. Kotani et B. Simon dans [KoSi]
ont prouvé la localisation exponentielle, pour des basses énergies, pour le
modèle suivant sur Z/^R^),

P(t)=-A+ Y^t^
7^

où ̂  est la fonction caractéristique du cube de côté 1 centré en 7 et (^)/yç^
est une famille de variables aléatoires i.i.d.

J. M. Combes et P. D. Hislop se sont intéressés à l'absence de diffusion
pour des modèles d'opérateurs de Schrôdinger aléatoires sur I/^R^) (voir
les résultats annoncés dans [CoHis]).

Si on annule les perturbations dans notre modèle, PO est un opérateur
de Schrôdinger à potentiel périodique; on sait donc que son spectre est
purement absolument continu constitué de bandes. Nous allons étudier le
spectre de P( au voisinage de la première bande du spectre de PO. Cette
étude se découpe en trois parties : une partie semi-classique, une partie
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que nous dirons "aléatoire" et une dernière partie où nous appliquerons les
résultats de la partie "aléatoire" au modèle semi-classique.

Dans la partie semi-classique, en reprenant sans les détailler les
techniques utilisées dans [Kl], nous établissons l'existence d'une équivalence
unitaire entre Pf, restreint à un intervalle d'énergie convenablement choisi,
et une matrice infinie agissant sur ^(L), dont les coefficients sont des
fonctions de t qui peuvent être déterminées avec une suffisamment grande
précision. Ceci fait l'objet du théorème 1.2.

Dans la partie "aléatoire", en étendant les travaux de [FS] et [vDKl],
nous établissons notre théorème principal (théorème 1.7), un théorème de
localisation pour des matrices aléatoires infinies agissant sur £<2('Z^d) qui
satisfont à une propriété de découplage (cf. définition 1.3), à une estimée
de Wegner (cf. définition 1.6) et dont les coefficients, supposés fonctions
de variables aléatoires indépendantes, décroissent exponentiellement quand
on s'éloigne de la diagonale (cf. hypothèse (H'.l)). Dans notre cas, les
coefficients de la matrice, qui sont les variables aléatoires habituellement
considérées dans le cas discret, ne sont pas supposés indépendants; nous
admettons également du désordre hors de la diagonale (i.e les coefficients
non diagonaux de la matrice que nous étudions, sont des variables aléatoires
non nécessairement constantes).

Dans la dernière partie, nous appliquons d'abord ce résultat pour
établir un théorème de localisation, pour de grands désordres ou de grandes
énergies, pour des analogues à longue portée du modèle d'Anderson discret
(théorème 1.8).

Enfin, nous prouvons que, module une renormalisation convenable,
la matrice obtenue par équivalence unitaire dans la partie semi-classique,
satisfait aux conditions requises à l'application du théorème principal de la
partie "aléatoire". Ainsi, pour notre modèle semi-classique, nous montrons
que, si les (^)^çL sont des variables aléatoires i.i.d bien distribuées dans un
voisinage de 0, pour h assez petit, avec une probabilité 1, le spectre de Pi
dans un voisinage de la première bande de spectre de Pô, est purement
ponctuel; de plus, si (/? est une fonction propre associée à une valeur
propre de Pi dans cet intervalle, alors (p est une fonction exponentiellement
décroissante à l'infini. Ce résultat fait l'objet du théorème 1.9.

Le contenu de ce papier est agencé de la façon suivante : dans
la partie 1, nous définissons les objets de notre étude, et donnons les
principaux résultats; dans la partie 2, nous énonçons trois lemmes et, à
partir de ceux-ci, prouvons le théorème principal de la partie "aléatoire" ;
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la preuve de ces lemmes fait l'objet des parties 3, 4 et 5; enfin, dans un
appendice, la partie 6, nous avons rassemblés les preuves des résultats semi-
classiques, ainsi que celles des lemmes dont nous nous servons pour prouver
la localisation pour notre modèle semi-classique.

Remerciements. — Une partie de ce travail a été effectuée à l'Univer-
sité de Saint-Pétersbourg. L'auteur tient a remercier V. Busiaev et A. Fedo-
tov pour leur accueil. Il remercie également les organisateurs du programme
"Spectral Problems in Mathematical Physics", B. Heiffer, A. Jensen et J.
Sjôstrand pour leur invitation à l'institut Mittag-LefHer.

1. DÉFINITIONS ET RÉSULTATS

A. Modèle semi-classique.

Soit L = (B Zuj^ un réseau de R^ où (^j)i<j<d est une base de W1.
j=i

d
Pour x G W1 et x = ̂  xju3^ on définit \X\L = sup \xj\.

j=i i<j<d
On considère l'opérateur de Schrôdinger suivant agissant sur L^R^)

(1.1) P=- / l 2 A+V

où V est un potentiel satisfaisant à

(H.l) Y est L-périodique, V ç C00^), V > 0, V-1^}) = L et
HessV(O) est défini positif.

Soit d la distance d'Agmon définie par V c'est-à-dire la distance
donnée par la métrique V(x)dx. Soit S'o = inf d(a^f3). On sait que

aCL\{0}

a(P), le spectre de P est constitué de bandes de spectre purement absolu-
ment continu. Par [Sil] (voir aussi [0] et [Kl]), on sait que sous l'hypothèse
(H.l), la première bande du spectre de P est de longueur f{K) vérifiant

(1.2) limsup/ilog/(/i) = -SQ.
h-^O

Notons [ih, Sh] la première bande de cr(P). Par [0] (voir aussi [Kl]), on sait
que, pour h assez petit, il existe a(K) > 0 tel que

ri ^ i }[a(h^ + ̂  M^))! -^ 0 quand h -^ 0
{ ' ) { a(P) n ([^, Sh] + [-8a(/i), 8a(^)]) = [^, ̂ ].
Soit 6V une fonction à support compact satisfaisant à
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(H.2) 6V ^ 0, 6V(0) = \\6V\\^ = 1, 6V e Cg0^) et 6V est bien
supportée au voisinage de 0 (pour un énoncé plus précis, voir [Kl]).

Soit (t^)^çL^ une famille bornée de réels. On s'intéresse à l'opérateur

(1.4) Pt=P+^t^
^L

où 6V^(x) = 6V(x - 7). On prend (^y)-yeL ^ [-2a(/l),2a(/l)]L et on veut
étudier le spectre de Pi dans l'intervalle [^,5^] + [—2a(/i),2a(/i)]. Pour
cela, on procède comme dans [Kl] ; on restreint Pi à l'intervalle d'énergie
[î/iî Sh} + [—2a(/i), 2a(/i)], on trouve une base convenable pour y représenter
cet opérateur puis on calcule la matrice de P^ dans cette base.

Soit ((sa^))^,j3)çLxLï une collection de nombres positifs.

DÉFINITION 1.1. — Soit M = ((^'a,/3))(a,/3)(ELxL? une matrice. On
dit que M. est 0{sa,(3) si

V(a, /3)eLxL, |m(^)|<e-^.

On définit, pour (a,/3,7) e L x L x L
( d(supp(<^), a) + d(supp(^), /?) si (a, /3) + (7,7)

^(a,^) - ( 2 inf(d(supp(^yo),a)) si (a,/?) = (7,7)
^ o'^O

et
fd(a,/3) s i a^ /3

do(a,/3) = ^ 2 inf(d(a,0)) = 25o si (a,/3) = (0,0).
L ^^o

Soit Ff, l'espace spectral associé à Pi et [̂  — 2a{h),Sh + 2a(/î)], et
II(, la projection orthogonale sur Ff. On a alors le

THÉORÈME 1.2. — Supposons (H.l) et (H.2) vérifiées. Alors il
existe £Q > 0 tel que \/e G]0, £o[? ^ existe hç > 0 tei que pour /i €]0, /ie[ et
^=(^)7€Le([-2aW,2a(/l)])L ,

1) ii existe ((p^^)^çL) une base hilbertienne de Ff et C(h) > 0 tei que,
pour tout 7 € L,

(1) He^-^.) • ̂ (•)||^ + /.||e^-^-) • V^(.)||^ < C7(/i)

2) la matrice de (Pt)i = PtIIf dans cette base est

(2) H{t)=^(h)-^M(t)+Vb{t)

où
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(a) Vb(t) = ((^(^)^o,/3))(a,/3)eLxL Gst une matrice diagonale où b(t)
est analytique en t dans JD(0,2a(h)),

(b) t !—>• M(t) est une application à valeur matricielle analytique de
[DÇO^aÇh))]1' dans B^^L)) (au sens C-différentiable de [D(0,2a(^))]L

dansB^ÇL))),

(*) M.(0) est une matrice de convolution et est 0('——^(a,/?)),

(**) pour a e L, 9t,M(t) est ^(^^^(a^)),

(c) fjt(h) est un réel vérifiant ^[H) —>• 0 quand h —>• 0.

Remarques.

1) B^ÇL)) désigne l'espace des opérateurs bornés de ^(L) dans lui-
même.

2) /x(/i) + .M(O) est la matrice de convolution représentant P dans la
base de FQ^ ((^o^eL- Elle donne la première bande de spectre de P.

3) Une description plus précise de b est fournie par le lemme 3.1 et la
section 5 de [Kl].

4) Par (b), on obtient que, pour t e ([-2a(/i), 2a(/^)])L,
ci

(1.5) M(t) = M(Q) + V" ty / 9^M{ut)du,
^L ^

la somme étant convergente au sens fort dans B^ÇL)). On en déduit qu'il
existe CQ > 0 tel que, pour h assez petit,

(1.6) sup \\M(t)\\^^ <e-^.
tç([-2aW,2aÇh)}^

d(0 x)
De plus, si QO = mf ———i, alors, par l'hypothèse (H.l), ao > 0. Donc,

xçL\{0} \X\L
pour tout EQ > e > 0, il existe hç > 0 tel que pour h e]0, /^[, on a

(1.7) sup \ma p{t)\ < e-^^1^-^1^
te([-2a(/i),2a(/i)])^

et, il existe bo > 0 tel que

(1.8) sup \Qt,m^(t)\
te([-2a(^),2a(/i)])^

^ fe-^d^l^l^l^) si (a,/?) ^ (7,7)
- le-^ si (a,/?) =(7,7).



LOCALISATION POUR DES OPÉRATEURS DE SCHRÔDINGER ALÉATOIRES 271

La preuve de ce théorème fait l'objet de la partie A de l'appendice. Pour
ce qui concerne ce genre de réductions, on pourra consulter les travaux de
B. Heiffer et J. Sjôstrand, par exemple [HeSj] (pour le cas d'un nombre fini
de puits pour le potentiel que l'on veut étudier), et l'article de U. Carisson
[Ça] (dans le cas d'un nombre infini de puits).

B. Localisation d'Andersen pour une classe
de matrices aléatoires.

Considérons Z^ muni de la norme \x\ = sup \Xj\ si x = (^j)i^j^d-
l<,j<,d

r ^ iPour i > 0 et x e Z^, on note K^x) = ̂ z e Z^; \z - x\ < . L

Soit D un ensemble. Soit
U : D^ -^ Ma^) = {((m(a;,2/)))(^)çzd^d; m(x,y) ç C},

une application à valeurs matricielles satisfaisant à

(H'.l)

(a) pour tout t C ^zd, H(t) = ((^(^^,^)))(a;,y)ezdxzd est hermitienne,
c'est-à-dire, pour (x,y) e T01 x Z^, h(i\x,y) = h(t',y,x)

(b) il existe mo > 0 tel que, pour tout t ç D^ et tout {x, y) e Z^ x Z^
tel que x ^ y , on a

l^^l^e--0^.

Sous cette hypothèse (voir, par exemple, [KuSo]), l'opérateur H(t)^
défini par la matrice H(t) sur le domaine /(L) = {(p = (^(^))a;ezd 5
3R > 0 tel que ^p(x) = 0 si \x\ > -R}, est essentiellement auto-adjoint. On
note alors H{t\ son extension auto-adjointe sur ^(Z^) qui a pour domaine,
D{U(i))={^ E I^^^M^I^+oo}.

Xë^

Soit A C Z^, on définit H^t) comme U(t} restreint à ̂ (A) (^(A) est
canoniquement injecté dans ^(Z^) par l'inclusion A C Z^). Si AA est un
opérateur défini sur ^(A), on notera également par AA, son prolongement
par 0 à ^(Z^) (i.e AA|^) = AA et AA|^^ = 0). Soit e e D. On définit
l'application IlA,e par

nA,e : D^ -. D^

(1.9) t = (^OrreZd t-^ nA,e(^) == (^A,e(^)a;)a;eZd

^ TT /-i\ f ta; si .z* e A
OU nA,e(t).r = \ .^ e sinon.
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Pour (e, /) e D x D, on a

(1.10) nA,eOl lAJ=nA,e .

Pour A C A' C Z^, on définit

^A^e^-^AalA^))

(dans H^{t\ on a égalé à e les variables tx pour a; ^ A').

DÉFINITION 1.3. — Soient do > 0 eu ko > 0. On dit que H(t) vérifie
une propriété de découplage d'ordre (do, feo) si, pour tout e dans D et pour
tous A C A7, cubes finis de Z^ tels que A 7^ A7, on a,

(*) SUp ||^A^) - ̂ A,A/,eM||^2(Z^)) ^ ̂ -do ̂ A^A- 1^-<
tçD^

Remarquons que, s'il existe do > 0, ko > 0 et e e £>, tel que pour
tous A C A', cubes finis de Z^ vérifiant A ̂  A', on a (*), alors H(t) vérifie
une propriété de découplage d'ordre (do,2ko). En effet, pour / G D,

^A^J^-^A^,/^)),

et, par (1.10)

^A,A/,eM = ^A,A-,e(nAv(t)) = ^A(nA/,e(^)).

Donc

||^A(t) -^A,AV(^)|| < ||^A(t) -^A,A/,e(t)|| + ||^A,A',e(IlAv(t))

-^A(nA'j(t))||

< 2Â;oe~domfa;€A^^A/ ^"^l

ce qui est le résultat souhaité. Tenant compte de cela, dans la suite de
l'article, on se permettra d'omettre toute référence au point e auquel on
égale les paramètres tx pour x ^ A'. On notera alors T^A^e^) = "HA.A'W-

Pour E n'appartenant pas à o-ÇH^Çt)), le spectre de H^(t), on note
G^(E) la résolvante de T^A^) c'est-à-dire

G^E) = ((GA(^^)))(^)^ = ̂ (t) - E)-1

et si A = Z^, on la notera G(E) (on omet la dépendance en t pour alléger
les notations).

À l'instar de [FS] et [vDKl], on définit

DÉFINITION 1.4. — Soit (3 e]0,1[, E ç M, i > 0 et x e Z< A^x)
est dit {E^)-N.R (i.e non résonnant) si

\\G\^x}{E)\\^2^d^ < e .
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DÉFINITION 1.5. — Soit (3 e]0,1[, E e R, e e]0,1[, £ > 0 et x e Z<
A^(.r) est dit (£', m, /3, ̂ -régulier si

(a) A^x) est{E,(3)-N.R

(b) on a

^ |GA,(.)?;^î/)|e7nl^l<l.
f<l2/-^l<j

Supposons maintenant que les (t^xç^ sont des variables aléatoires
qui prennent leurs valeurs dans D.

DÉFINITION 1.6. — S'oient 770 > 0, po > 0, £Q > 0 et 1 c R. On dit
que H(t) satisfait dans 1 à une estimée de Weg-ner de type (770, po 5^0) -si,
pour tout 0 < e < eo, E e I , £ ^ 2 et x e Z^,

P({dist(^a(^(.)(^)) < e} < \A^° (^-Y°
\£Q/

(où P désigne la mesure de probabilité définie par les (tx)xç^d sur D^ et
|A^(a-)| désigne le cardinal de A^(x)).

On a alors le

THÉORÈME 1.7. — Soit mo > 0, do > 0, A;o > 0, 770 > 0, po > 0,
£o > 0, p > sup(4, d), (3 > 0 tel que /3p < inf(4, d), E ç]0, -[ et 1 C R.^

Soit H(t) vérifiant (H\l) pour Tno et une propriété de découplage
d'ordre (do^ko). Supposons que les (t^xç.^ sont des variables aléatoires
indépendantes telles que H(t) vérifie dans 1 une estimée de Weg-ner de
type (rîo,po,£o).

Alors il existe LQ > 0 (dépendant de mo, do, ko, 770, Po^o, P, ft, s ) tel
que si pour un £ > LQ, on a, \/(x, y) e Z^ x Z^ tels que x - y\ > £(1 + e),

P({V£1 e I , A^x) ou A^y) est (E,mo(l - e),(3,e) - régulier}) > 1 - £-P

alors, avec une probabilité 1, le spectre de H(t) dans 1 est purement
ponctuel; et si (p est un vecteur propre associé à E, valeur propre de 7i(t)
dans I , on a

^ iog|y(.r)|^
i i \'r\\x\—>oo \dJ\



274 FRÉDÉRIC KLOPP

-Remarques.

(1) L'expression "avec une probabilité 1" signifie "pour un ensemble
de configurations de "potentiels" (tx)x^d de probabilité l".

(2) Un examen attentif de la preuve de ce théorème montre que la
constante LQ jouit d'une certaine uniformité dans les paramètres rriQ et do.
Plus précisément, si a > 0 et b > 0, on peut choisir le même LQ pour tout
couple (mo, do) tel que mo >_ a et — < b.do

(3) On peut très certainement relaxer la condition d'indépendance
pour les variables aléatoires (ix)x^Ld comme cela a été fait dans [vDK2]
L'idée de la preuve de ce théorème est de reconstruire, pour nos matrices,
une analyse analogue à celle développée dans [vDKl]. Deux difficultés nou-
velles apparaissent. D'abord, les coefficients non nuls de la matrice que nous
considérons, décroissent exponentiellement mais ne sont plus réduits aux
seuls coefficients ayant pour indices des éléments de Z^ plus proches voi-
sins. Ceci nous oblige à modifier la définition de la régularité (définition 1.5)
ainsi que la technique utilisée pour démontrer la décroissance exponentielle
du noyau de Green pour nos matrices. La seconde difficulté provient du fait
que les coefficients de nos matrices sont des variables aléatoires non néces-
sairement indépendantes. Pour la surmonter, nous utilisons la propriété de
découplage (définition 1.3). Ceci est expliqué en détail dans les parties 2,
3, 4 et 5 de cet article.

C. Applications.

à) Une classe de laplacîens discrets.

Sur ^(Z^), considérons une matrice de convolution,

Ho = ((^-^(a^ez^z^

auto-adjointe dont les coefficients vérifient, si x ^ 0,

(1.11) \mx\ ̂ e-^^

pour un mo > 0. Soit ^(t) une matrice diagonale dont les coefficients sont
des variables aléatoires i.i.d admettant une densité de distribution commune
bornée notée g. Soit 6q = ——————' on définit Wt) = Ho + P(t).sup^|^)|
7ï(t) vérifie bien (H'.l) pour mo. De plus, HÇt) vérifie de façon évidente
des propriétés de découplage de n'importe quel ordre {do, ko). Par des
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arguments analogues à ceux développés dans le lemme VIII.1.8 et la
proposition VIII.4.11 de [CL] (voir aussi [We] et [FS]), on montre que H(t)
vérifie une estimée de Wegner de type ( 1,1, —— ).

Alors, en se servant des propositions (A.l.l) et (A.1.2) de [vDKl] et
du théorème 1.7, on obtient le

THÉORÈME 1.8. — Soit m ç]0,mo[.

(1) S'oit 1 C M. Il existe 6(m^ I ) > 0 tel que si 6g > 6{m, I ) alors, avec
probabilité 1,

(a) le spectre de H(t) dans 1 est purement ponctuel,

(b) si y est un vecteur propre de T~i{t) associé à E dans 1 alors

( \ T ^g 1^(^)1 ^(*) l i m s u p — — < —m.
i _ i - - -T

(2) II existe 0 < E(m^g) < oo tel que, avec probabilité 1,

(a) Je spectre de "H(t) dans ] — oo, —E(m^ g)} U [J^(m,^),+oo[ est
purement ponctuel,

(b) si (p est un vecteur propre de 1~i(t) associé à E dans 1 alors y?
vérifie (*).

Ce théorème étend à une classe plus générale de hamiltoniens, le
théorème de localisation pour "petites" énergies ou grands désordres
que Frôhlich, Spencer, Martinelli, Scoppola, von Dreyfus, Klein, .. . ont
démontré pour le laplacien discret usuel. Des résultats de ce type ont déjà
été obtenus par W.M. Wang (voir [Wa]) dans des cas particuliers en di-
mension 1. Tout récemment, le Professeur L. Pastur nous a signalé l'article
de V. Grinshpun [Gr] où est annoncée une preuve du théorème 1.8 (preuve
indépendante de la nôtre).

b) Le modèle semi-classique.

Revenons à l'opérateur Pi discuté dans la partie A. Soit g , une densité
de distribution de probabilité supportée dans [—1,1] telle qu'il existe CQ > 0
et po > 0 tels que pour 0 <, e <, CQ

/>+00 / £ \ Po
/ sup \g(u+v) - g{u)\du < ( — ) .

J-oo \v\<e ^£0/

Remarquons que si g vérifie cette propriété alors g est bornée.
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Supposons maintenant que les paramètres (^)^ sont des variables
aléatoires i.i.d admettant une densité de distribution commune notée g,,
définie par, pour u ç. R,

(L12) ^n)=——n(——\
a(h) \a(h)}

où à(h) vérifie

(L13) 0 < à(h) < a(K) et lim h\ogà(h) = 0
h—>0 v /

Les variables aléatoires (^)^ sont à valeurs dans [-a(h),a(h)}. On a
alors le

THÉORÈME 1.9. — Soient (t^L les variables aléatoires définies
ci-dessus et P, défini par (1.4) satisfaisant à (H.l) et (H.2). Alors, il existe
ho > 0 tel que pour h e]0, ho[, avec probabilité 1, on a

(a) Je spectre de P, dans [-2a(h) + z^ + 2a(h)} est purement
ponctuel,

(b) si (p est un vecteur propre de Pf associé à une valeur propre dans
[ih - 2a(h), Sh + 2a(h)] alors, il existe C(h) > 0 tel que, pour tout x ç Rd,
on a

\^x)\<C(K)e-^^\

où (x) =(l+x2)^.

Remarques.

(1) Notons que, par (1.3), a(P) H [̂  - 2a(/i), ̂  + 2a(h)] = [i^ ̂ ] et
que supsup |̂ | ̂  a(h), donc, pour tout t, on a

* 7

^(-Pt) H [ih - 2a(/i), 5/, + 2a(h)} ̂  0.

(2) En prenant les variables aléatoires (^)^ construites comme ci-
dessus, la limite h -^ 0 correspond à un désordre tendant vers l'infini. En
effet, par le théorème 1.2, la matrice M(t\ qui correspond dans ce problème
au laplacien, est de taille e-ï alors que les (^)^ sont bien réparties sur
un intervalle de taille a(/i); donc d'après (1.13), e^a(^), qui correspond au
désordre, tend vers +00 quand h tend vers 0.

(3) Nous voyons ici que nous pouvons obtenir de la localisation avec
des perturbations aléatoires exponentiellement petites, i.e à{h) de l'ordre
de e h pour 0 < 6 < 1. En fait, d'après les preuves des lemmes 1.10 et
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1.11, on voit que l'on aurait pu prendre à(h) de l'ordre de e~ï pour 6 assez
petit.

Preuve du théorème 1.9. — Fixons 0 < e < nniço?") dans le
théorème 1.2. Par ce même théorème, pour montrer le point (a), il suffit de
voir que le spectre de M.(t) +2^(1) est purement ponctuel. On va d'abord

renormaliser cet opérateur. Soit VQ = ——2——!—— (où ao? ^o et CQ sont
donnés par (1.6), (1.7) et (1.8)). Posons

(1.14) U(î} = M{î) + V(f) = e^ (M(t) + P^))

où
^=e^6(^),

P(t) est la matrice diagonale ayant pour éléments, les (?^)/yç^, et

(1.15) AÏ((^L) = e^ M{(b-\e-^î^L).

Dans la suite, nous identifierons L et Z^ en utilisant la base ('^j)i<j<d;
cette identification est une isométrie pour les normes | • IL et | • |. Nous
considérerons donc que désormais M.(î) +î>(t) agit sur ^(Z^).

On a alors le

LEMME 1.10. — II existe ho > 0 tel que, pour h e]0, ho[, on a,

a) MÇt) satisfait à (H'.l) avec mo = —) donc avec mo = — pour tout
rïi lîi

0 <hf < i/o,

b) M.(t} satisfait à une propriété de découplage d'ordre ( —, 2) donc

d^ordre ( ~ , ^ ) pour tout 0 < h' < î/o,

c) on a, pour tout t,

l|AÏ(t)||^2(^))<e-^,

d) les variables aléatoires (ta;)a;ezd son^ i ' i -d ,

e) 7^(1) = M(î}-\-V(t) vérifie une estimée de Wegner de type (2, po? 1)
sur.

Remarque. — La preuve de ce lemme fait l'objet de la partie B de
l'appendice. Fixons p > sup(4, d) et f3 > 0 tel que f3p < inf(4, d). En fixant
a = 1 et b == 1, la remarque 2) qui fait suite au théorème 1.7 nous dit
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qu'il existe ̂  > 0 et LQ > 0 tels que, pour tout 0 < h <, h' < h' si
il existe £ ^ Lo tel que, pour tout couple (x,y) dans Z^ x •L<1 vérifiant
\x-y\ > ̂ (1+eo), on a

P({W? e R, A,(;,) ou A,(y) est CE, 2^, /?, ̂ o) - régulier}) > 1 - ̂

alors, avec une probabilité 1, le spectre de H{î) est purement ponctuel- de
Plus, si y est un vecteur propre associé à E, valeur propre de Wt) dans R
on a ' ' '

(1.16) limsupl^gK^-^.
\x\—>-oo \x\ h

On montre le

LEMME 1.11. - Pour tout i > 1, H existe h, > 0 tel que, pour
H <=JU, hi\, on a, pour tout (x,y) e L x L tel que \x - y\ > ̂ (1 + sy),

P({weR, A,(x) ouA,(y) est (^2^,/?,,o) - régulier}) > 1-^

(la régularité étant définie pour la matrice 'H(t)).

Remarque. — La preuve de ce lemme fait l'objet de la partie C de
appendice. Alors en prenant ho = mî(h,,h^) pour h^ donné par le

lemme 1.11 et, LQ et h'o donnés ci-dessus, on obtient que pour h ç]0 ho\
avec une probabilité 1, le spectre de -H(t) dans R est purement ponctuel
donc, par construction de t, de H(f) et par le théorème 1.2, avec une
probabilité 1, le spectre de P( dans [-2a(A) + ̂ , ̂  + 2a(h)} est purement
ponctuel. Soit y est une fonction propre associée à E, une valeur propre
de Pt dans [-2a(h) + i^s^ + 2a(h)}. Notons (a-,)- ,̂ les composantes de
V dans la base (<p^eL. Par le théorème 1.2 et par (1.16), on sait qu'il
existe C > 0 tel que, pour tout ^ ç L, on a

(1-17) |a^| ^ Ce-^1^.

En utilisant alors, l'estimée (1) du théorème 1.2, on obtient qu'il existe h.
vérifiant ho ̂  h, > 0 (h, ne dépendant que de <•), | . |^ et de la distance
d Agmon) et tel que, pour h e]0, h'o[, il existe C(h) > 0 tel que l'on a,

(1.18) ||e^<-) . y(.)||^ + /»||V(e^<-> . y(.))^ ^ C(h).
Pour 0 < h < h' < h'o, comme y est solution de (P( - E)y = 0, on a

A(e^) . y,(a.)) = A(e^^)y(x) + Ve^ . Vy^)

+h-2(V + ̂  t^ - E)e'^<x>y(x),
'rSL
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donc, par (1.18), on a que A(e/Ha;) • (p(x)) C L^R^). De la même manière,
on obtient que, pour tout k e N, A^e^^ • (p(x)) e L2^). On sait
que, pour s > — , H8^^) s'injecte continûment dans (^(M^), l'ensemble^s
des fonctions continues qui tendent vers 0 à l'infini. On en conclut donc le
comportement annoncé pour y?.

2. PREUVE DU THEOREME 1.7

Dans cette partie nous donnerons trois lemmes qui rassemblés forment
la preuve du théorème 1.7. Ces lemmes, dans leur ensemble, sont les
pendants des lemmes 3.1, 4.1 et 4.2 de [vDKl].

Soit £ > 1 et x ç Z^. Pour k e N, on définit B^(.r), la couronne
kt , £centrée en a;, de rayon — et largeur . par

Zi Ll

B^x}={y^d•k^<\x-y\^k^}.

On définit aussi
r k£^

BW ={y€^ \x-y\ > y}.

Alors pour a > 1, si L = ̂ Q!, on a
r-1]-!

A^)= |j B^{X)\J{B^.^{X)Ç}AL(X))
k=0

où [x} est la partie entière de x.

DÉFINITION 2.1. — On dit que Bki(x) est une (£', m, (3 ,$-) -barrière
si, pour tout y e B^(x), A^(y) est (E, m, {3,e) -régulier.

On montre alors le

LEMME 2.2. — Soient mo > 0, ko > 0, do > 0, rjQ > 0, po > 0,
EQ > 0, p > sup(4,d), {3 > 0 tel que (3p < inf(4,d), e e]0,^[, 6 e]0,l[,

a e]l, ̂ [ et D impair tel que D > 2^+PQ^+P . Soit 1 C R.J 4 - p - 4.a
Soit H(t) vérifiant une propriété de découplage d'ordre (c?o,A;o).

Supposons que les (tx^x^ son^ ^es variables aléatoires indépendantes tel
que H(t) vérifie dans I , une estimée de Wegner de type (rfo^pQ^eo).
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Alors il existe £o > 0 (dépendant de mo, ko, do, rjo, po, eo, p, (3, e, 6, a,
D) tel que, pouri > £o, si on a, pour un m^ e]0, mo(l-e)], V(rr, y) e ̂ x^
tels que \x — y\ > t(l + £'),

P({\/E <E I , A^(a-) ou A^y) est (E,m^f3,e) - régulier}) > 1 - ̂

alors, si L = ̂ , on a, V(^, y) ç Z^ x Z^ tels que \x - y\ > L(\ + e\ on a

/ •VbeAz/Cr) ,

p

avec

/

<

\

^E e J, OU

/ \

ibid
pour y

\ )

\

>

)

A^(b) est (E,/3)-N.R
• A L (a;) est (£,/3)-N.R
•vi < f c < [r-1]-!,

A^(a;) est (£?,/3)-N.R
• parmi les B^{x} contenus dans

> i-L-y

ALOr),auplus8([^°]+l)D
do

ne sont pas des (£',?nL,/5,Ê')
\ -barrières

rriL = m^ — É~6 < mo(l — £).

fici P est la mesure de probabilité définie par les variables aléatoires
(^xç^')

Remarque. — Un examen attentif de la preuve montre que, si
b > 0, on peut prendre le même LQ pour toute paire mo et do telle que
—° < b. La nouveauté dans la démonstration de ce lemme par rapport
do

à celle des lemmes 4.1 et 4.2 de [vDKl] est le fait que, dans le cas que
nous traitons, tous les coefficients de la matrice H(t) sont des variables
aléatoires non nécessairement indépendantes. L'hypothèse essentielle pour
traiter cette difficulté dans notre cas, est la propriété de découplage. La
manière dont on s'en sert est la suivante : si ( x ^ y ) e Z^ x Z^ tels que
\x-y\ > ̂ (1+2^), alors A^i+^(.r)nA^i+^(2/) = 0, doncH^(x^A^^{x)(t)
et '^A^(î/),A^n+e)(?/)(^) sont indépendantes l'une de l'autre (i.e les coefficients
de l'une sont indépendants des coefficients de l'autre). Or, d'après la pro-
priété de découplage, l'erreur que l'on commet en remplaçant 'H^Çx)W P^
^A^(a;),A^i e)Çx)W est ^e t811!!6 e~Edo^ c'est-à-dire beaucoup plus petite que
e~^\ la distance au spectre prise en compte dans la propriété de {E,f3)-
non-résonance. On procède de façon analogue pour traiter la propriété de
(£', m^, /?, É:)-régularité.

On a le
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LEMME 2.3. — Soient mo > 0, rjo > 0, po > 0, eo > 0, p > sup(4, d),
f3 > 0 tel que (3p < inf(4,d), e e ]0.[, a e ] l , in f (^^) [ , 0 < ^ <

^ -r CL

inf(l — a/?, a — 1) et D, un entier fixé. Soit E € M.

Soit 7^(1) vérifiant (H\l) pour mo. Alors il existe i\ > 0 (dépendant
de mo, /3, e, 6, a, D^ teJ que, pour -^ >_ i\ et tout x G Zd, si pour un
mi e]0, mo(l — ^)], on a

a) V& e A^(a-), A^(6) est (E,(3)-N.R,

b) A^CZ;) est(E,(3)-N.R,

c ) \ / l ^ k < [£a~l] - 1, A^CZ-) est (E,f3)-N.R,

d) au plus D couronnes parmi les BjçeÇx) pour 1 < k < [^Qi-l] — 1 ne
sont pas des (E^m^^^e)-barrières, alors A^(.z*) est (E, m L ^ P ^ ) -régulier
avec

mL == rn(, - (mo + 1)£~6 < mo(l - ̂ ).

("La régularité est définie par rapport à la matrice H ( t ) ' )

Remarque. — Un examen attentif de la preuve montre que, si a > 0,
on peut prendre le même LQ pour tout mo > û. Dans la preuve des lemmes
4.1 et 4.2 de [vDKl], la propriété que, pour le laplacien discret usuel, seuls
les coefficients indexés par les plus proches voisins sont non nuls, est utilisée
de manière essentielle. Dans notre cas, cette propriété n'est plus vérifiée
mais on dispose de la décroissance exponentielle des coefficients de 'H(t)
lorsque l'on s'éloigne de la diagonale. On construit une nouvelle analyse
sur l'idée suivante : pour obtenir la décroissance du noyau de G^^ÇQ)(E),
on montre que, pour y e AL(O), plus grand est le nombre de (E,m^,(3,e)-
barrières qui séparent y de 0, plus le coefficient G^^çQ)(E',0^y) est petit.
Plus précisément, à chaque fois que y franchit une barrière en s'éloignant
de 0, GA^(O)(^Î O? y) décroît environ d'un facteur e'^2. Comme le nombre

de barrières que l'on a pu placer dans le cube est environ —, on obtient la
décroissance voulue.

En appliquant alternativement ces deux lemmes, par récurrence, il
résulte immédiatement le

LEMME 2.4. — Soient mo > 0, ko > 0, do > 0, 770 > 0, po > 0,
£o > 0, p > sup(4,d), f3 > 0 tei que (3p < inf(4,d), e e ] 0 . [ , a ez
]l,inf(^, ^)[ et 0 < 6 < inf(l - a(3, a - 1). Soit 1 C R.

~r Ci
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Soit H(t} vérifiant (H\l) pour mo et une propriété de découplage
(Tordre (do, ko). Supposons que les (^)a;ezd sont ^es variables aléatoires
indépendantes tel que H(t) vérifie dans 1 une estimée de Wegner de type
(^(hPO^o)-

Alors, il existe ^2 > 1 t^l Que si, pour un LQ > £^, on a, pour un
rriLo e]0,mo(l-e)[,V(^î/) e Z^ x Z^ tels que \x - y\ >Lo(l+e),

P({V^ e I, ÀLo(^) ou A^y) est (E.m^^^e) - régulier}) > 1 - L^

alors, si on définit la suite Lfç par Lje^ = L^, on a, pour k > 0 et pour
tout (x, y) ç Z^ x Z^ tels que \x - y\ > Lfe+i(l + s),

P({V£J e I,AL^,(X) ou Ai^(î/) est (£',mL^i,/?^) - rég-uher})

>!-%
avec

1^Lk+i = mLk ~ 2(m0 + l)Lk6 < mo(l - ̂ )-

(P est la mesure de probabilité définie par les variables aléatoires (t^xç^ - )

Remarque. — Les remarques qui font suite aux lemmes 2.2 et 2.3
sont encore valables pour le lemme 2.4.

Posons la

DÉFINITION 2.5. — Soit E ç R. On dit que E est une valeur
propre généralisée de "H(t) si il existe y?, un vecteur non nul de Cz ,
polynomialement borné (i.e il existe C > 0, rj > 0 tel que, \/z e Z^, |^(^) | <
C(l + W)) tel que

(7ï(t) - E)^p = 0.

A l'instar de [vDKl], nous avons alors le

P 1LEMME 2.6. — Soient p > sup(4,d), 1 < a < -, e € ] 0 . [ et
CL Zà

m e]0,mo(l — ^)]. Soient LQ > 1 et 1 C M. On définit la suite Ljç par
Lfc+i = L^ pour k > 0.

Soit "H(t) vérifiant (H\l) pour mo. Supposons que les (t^xç^ son^
des variables aléatoires indépendantes.

Supposons que, pour k >_ 0 et pour tout (rc, y) € Z^ x Z^ tels que
\x -y\ > Lfc(l ~{-e), on a

P({VE G J, KL^X) ou AL^V) est (E,m,/3^) - régulier}) > 1 - L~^



LOCALISATION POUR DES OPÉRATEURS DE SCHRÔDINGER ALÉATOIRES 283

(la régularité étant définie par rapport a la matrice H(t)).

Alors, avec une probabilité 1, si (p est une fonction propre généralisée
de H(t} associée à E dans J, on a

limsup^^-rna-g).
x—^-^-oo \X\

Remarques.

(1) La remarque qui fait suite au lemme 2.4 est encore valable pour
le lemme 2.6.

(2) L'expression "avec une probabilité 1" signifie "pour un ensemble
de configurations de "potentiels" (t^xç^ de probabilité l".

Démontrons le théorème 1.7 à partir des lemmes 2.4 et 2.6. Sup-
posons que pour £ > sup(^2?2) (^2 donné par le lemme 2.4), on a, pour
m^ e ]0,mo(l-£)[,V(^) eZ^ xZ^ tels que \x - y\ >£(l+e),

P{{\/E e J, A^(x) ou A^{y) est (E,m^(3,e) - régulier}) > 1 - r^.

Définissons la suite L^ par L^-^ = (L^ pour k > 0 et LQ = £. Posons

mooO?) = m, - 2(mo + 1) ̂ (^)-'.
A;>0

Alors pour un certain C indépendant de £ >, 2, on a

rriocW > me - 2(mo + l)Cr6.

Par hypothèse du théorème 1.7, mu = mo(l — e). Donc il existe Lo >
sup(^2) 2) tel que si £ > I/o, alors

mooW > ̂ oo = rno{l - e- £2).

Le lemme 2.4 nous dit alors que, pour k > 0 et pour tout (rr, y) e Z^ x Z^
tels que \x — y\ > L^(l + Ê-), on a

P({V^eJ, A^(a;) ou A^(î/) est (E.moo,/^) -régulier}) > l-(Lfc)-p.

On obtient par le lemme 2.6, qu'avec une probabilité 1, si y? est une fonction
propre généralisée de H(t) associée à E dans J, on a

(2.1) limsup logKrg)l < -moo(l - e) < mo(l - 2e).
x—>-+oo |«^|

Fixons une configuration de "potentiels" dans cet ensemble de mesure 1.
D'après [Si2] (voir aussi [Be] et [CL]), on sait que, comme l-CÇt) est auto-
adjoint et étant données les propriétés de décroissance vérifiées par les
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coefficients de H(t)^ presque toute énergie dans le spectre de H(t) est une
valeur propre généralisée de H(t) (le presque tout étant ici déterminé par
la mesure spectrale de H(t)). Donc, pour cette configuration de potentiel,
le spectre de T~L(t) dans 1 est purement ponctuel et si (p est une fonction
propre de H(t} associée à une énergie E dans 1 alors (p vérifie (2.1). Ceci
achève la démonstration du théorème 1.7. D

3. PREUVE DU LEMME 2.2

A. Preuve du lemme 2.2.

Soit 7ï(t) vérifiant (H'1) pour mo et une propriété de découplage
d'ordre (do,Â;o). Soient (t^xç^^ des variables aléatoires indépendantes
telles que H(t) vérifie dans 1 une estimée de Wegner de type (^o?Po^o)-
On a le

LEMME 3.1. — Soient e > 0, 0 < f3 < 6. Soit x e Z^. Pour £ > 1
suffisamment grand (dépendant de do, e, £Q, /3, 6),

P({dist(£;,a(^(,),A^,(,)(^))) < e-^})

= PA^Çx)({àlst(E,a{nA^A^6wW)) < e-^})

<|A^)r°(2^)"
\ £Q /

Remarque. — Les événements que nous considérons seront toujours
des événements sur les variables aléatoires (t^)^^d ou (tx)xçA pour A C Z^,
c'est-à-dire des ensembles des configurations de "potentiel". PA désigne la
probabilité de l'événement considéré par rapport aux variables aléatoires
(tx)xçA et P, la probabilité par rapport aux variables aléatoires (tx)xçzd-
Un événement Ev sur les variables aléatoires (tx)xçA peut toujours être
compris comme un événement sur les variables aléatoires (taOrc^ (en Pa-
nant le produit direct Ev x D^ ̂  D étant l'ensemble où les variables
aléatoires prennent leurs valeurs) et alors comme les (tx)xçzd sont indépen-
dantes, on a

P^Ev)=P(EvxD^ ̂

Preuve du lemme 3.1. — La propriété de découplage exponentiel
nous dit
(3.1) \\^Ae(x),A^^sÇx)W - ̂ iA^x)W\\C^W)

< koe'^'^^^w6^ la;-2/l < fcoe-^.
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Ainsi, on a l'inclusion

{dist(^,a(^(.),A,(,^(.)(^))) < e-^}

C {dist(^a(7^(^))).< e-^ +^6-^}.

Comme (3 < 6, si £ est assez grand, on a

{dist(^a(^(.),A,(,^(.)M))<e-^}c{dist(^,a(^(,)(t)))<2e-^}.

On conclut le lemme 3.1 en utilisant l'estimée de Wegner pour 1-i(t) et le
fait que les {ix^xçj^à- sont i.i.d. D

Soit t assez grand pour que le lemme 3.1 soit vérifié pour 0 < (3 <
6 < 1. Soit a > 1 et posons L = ^a. Soient (x,y) e Ie x Z^ tels que
\x — y\ > L(l-{- e). Définissons les événements suivants

/ .V&eA^),

ou

/ \

ibid
pour y

\ )

A^b) est (£;,/?)-N.R
•AL{X) est (£',/?)-N.R
• V K Â ; < [r-1]-!,

A^(a;) est (E,/î)-N.RQ(^ î / )=^VE6J
• parmi les Bk^(x) contenus

dans AL (x), au plus

8[[^°1 + 1\D ne sont pas

\ des {E^mL^fî^ ^-barrières /

/ .V^AL^), \ /

ou

\

ibid
pour

\

y
/

A^b) est (^)-N.R
-AL^X) est (^,/3)-N.RR^y)={^EçI
•VI <k< [£oc~l]-l,
\ A^(x) est (^-N.R/

et

/parmi les Bke{x) contenus dans A^Çx)^

R(x) = l VE e J, au plus 8([^°] + l)^

\ ne sont pas des (E, m^, /?, £)-barrières /

Alors
"Ç^ 2/) C' R, ̂  y) ̂  ̂ (.r) U0 7?(^),
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c'est-à-dire

(3.2) P^QÇx, y)) < P^R^x, y)) + P^Qr)) + P^RÇy)).

(Ici CEv désigne le complémentaire de Ev.)

a) Estimation de P^-Ri).

Notons
£(x) = {(£, z); z £ A^(a-)} U {(£, a;)} U {(^, a;); 1 ̂  A; ^ [r-1] - 1}.

On a, pour (, suffisamment grand,

(3.3) \£(x)\ ̂  CdL'1

où \£\ désigne le cardinal de £ et Cd ne dépend que de d.

Alors
{ /(\,a)€£(x)\

(3.4) CR^x,y)=^EçI, 3 et

[ \ ( \ ' , b ) ç £ ( y ) )
f^(a) \

tel que et ne sont pas (E, /3)-N.R

\^'W)

C \J Evl((\,a),(X',b))
£(x)x£(y)

où l'événement EvÏ.((X,a),(\',b)) est défini par

{ /dist(E,<rCHA^a)))<e~^ \

Evl((\, a), (\', b))= 3£€J, et

ydist^crC^A^i,)))^-^'3 )

(dist(E,<r(H^(a).A^^(»)^e~xl3+koe~doei \

C < 3^67, et

^dist(£;,<T(MA^(i>),A^^^,(b)))<e-(v)'3+fcoe-<i°^^ ^

Donc, comme pour (A, a) dans £(x) et (\',b) dans f(y), on a i <, \ < L
et f <: X' <: L, pour •C assez grand (dépendant de ky, dy et e), on a

Evl((\,a),(\',b))

C{dist(o-('^Ax(a),A^j,(a)),CT('^Av((>),Av+5<(b)))^4e-^}.
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Or, comme \x - y\ > L(l + e), on sait que, pour (A, a) e £(x) et
(A',&) e S{y), A;\+^(a) et AY+^(^) sont disjoints; ainsi les ensembles
de variables aléatoires dont dépendent ^AA(a),A;,,^(a) et ^A^/ (b) ,A^/^e^(b)5
sont disjoints. Comme les (ty^xç.^ sont supposées indépendantes, il s'ensuit
que
(3.5) P({dist(a(^A.(a),A^^(a))^(^A,,(b),A,,^,(b))) ^ 4e-^})

= EA,,+^(b)(PA^^(a)({dist(^(&),

^(^A^(a),A^^,(a))^(^A^(b),A^+^(b))) < 4e~^ }))

= EA,,^(Ô) ( ^ PA^^(a)({dist(^-(&),
l<J^|AY+^,(b)|

^(^A.(a),A^^(a)))<46-^}))

où les p,j(b) sont les valeurs propres de ^A^(b),A^+^(b) et ^A^+e^b)
désigne l'espérance suivant les variables aléatoires (tx)xçA^^e^b)-

Par le lemme 3.1, on obtient
P^lOÀ.o)^',^))

< P({dist(a(^A.(a),A^^(a))^(^A,,(b),A,,+^(b))) < 4e-^})

_/,/3

( / 8c \ ^°o \
^A,,̂ ) |Av^,(&)||A^^(a)r(-^) )

< (7^(l+^o)g-PO^

pour un G > 0 (ne dépendant que de £o? ^o? Pô et e).

De (3.3) et (3.4), on tire, pour un certain C > 0,
P^R^x.y)) < CL^^e-^'.

Ainsi, pour £ suffisamment grand, on a

P î̂ )) <.^.

b) Estimation de P^J?).

Dans cette section, on fixera le point courant x égal à 0 (ce qui ne
réduit en rien la généralité de la preuve étant donnée l'invariance par
translation des propriétés utilisées). Soit mL G ]0,mo(l - £)] que nous
fixerons plus loin. Par définition, on a

( /parmi les B^(0) contenus dans AL(O),

^(O) = 3E e J, au moins 8([—| + l)-D ne sont pas

\des (£',mL,/3, ̂ -barrières
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Soit 0 ̂  i^ 8([^] + l) - 1. On va réindexer les couronnes B^(0). On
définit

(3.6) B, = ̂ (0); fc = ,(8([^j + l)) et 0 5^ [r-1] - il

= U W
!<?<?.

où<ft=sup^; 8([^]+l)ç+^[^- l]-ll=|^|.

Pour q' < q ̂  q^ on a

(3.7) ^-^ï8(Ç]+l)(,+,)J-8([^l)(^.)j

^(S]^^

(ici \B^ - B^\ désigne la distance de B\ à B\. pour la norme | . |) donc si
x € B\ et a;' e B^,, 1/

|A^)-A<(.E/)|^(4fmo^+3^.
v L do -I /

Définissons l'événement '-R, par

c^. ̂  I^^ ç ^ /parmi les B\, au moins D \ 1
[ \ ne sont pas des (E, TO£, /?, £)-barrières / f '

On a / /

(3-8) ^(0)C (J (c^).

të[0,8([^]+l)-l]

Fixons î e k 8 (f^01+l)-il. On a
(3.9) L V L d o J / J

f /3(^,...,^)e<x...x^\^
^C (J / 3E € J, tel que, pour l^j<D, A^a-^. ) l

("....̂ ).[o,<^ ( ,̂̂  p^ (^m,,A.)-régulier ) }

Fixons ( a , ^ ) e [0,ç^ et ̂  = (^,..,^) e B^ x ... x ̂  .
On définit l'événement ^(.rj par

^(.ra) = {3E ç /,V1 ̂  j<, D, A,(x^ n'est pa^ (E^f3, ^-régulier}.
Alors

(3-10) -R^c U ^U U Q^
^-<3<D ^<J^k<D



LOCALISATION POUR DES OPÉRATEURS DE SCHRÔDINGER ALÉATOIRES 289

où, pour 1 <, j < D,

{ ( Ae(xa,) n'est pas \ )
Qj = 3E e I , VI < i < D, i + j, (E, m^ (3, ̂ -régulier ^

[et\\G^^{E)\\<e^ ) \
et, pour 1 < j ̂  k < D

Q}^ = {^E ç. J, A^(x^) et A^(^J ne sont pas (E,/?)-N.R}.

Par (3.7), pour j ̂  k,

|A,(^.) - A,(^)| ^ (4[^°] + 3)^ > (1 + e)£

donc, par ce qui a été vu en a),

(3.11) I^L) ^ CL^^^e-^0^
où la constante C est la même pour tous les Xa.

Fixons j e [1, D}. Soit G, une partition de [1, D] \ {j} en paires (elle
existe car D est impair et |G'| == D — 1). On a

/ A^(xak) et A^(a;Q^,) ne sont pas \ '
(£\ m^, /?, £)-régulier et

(3.12) Ç,C H . 3^7, ,.
{^}eG ll^(^)(^)||<e

^t||GA,(^,)(^)||^e^ ^

Pour A C A7 C Z^, on désignera par GA,A/(£'), la résolvante de HA^W à
l'énergie ^. On a alors le

LEMME DE DÉCOUPLAGE. — Soit C > 0 et 6 6]0,1[. Ji existe 4)
(dépendant de C, mo, do, ko, e, 6, (3) tel que pour £ > £o, on a, pour
m < mo(l - e) et m' = m + £~6 < mo, et pour tout x e Z^

a) siA^Çx) n'est pas (E, m, l3,e)-régulier et \\G^x)(E)\\ ̂  Ce^ alors

IIGA.(.),A^y^_^(.)?)ll<2G^
(4[-^]+4-2e)^

et
E I^U-^ ^(^(^.r.^le^l^l > 1,

^<\y-x\<^

b) et réciproquement, si

\\GA^).A^^_^)(E)\\ ̂  G^
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et

E I^^A^y^,.^^^;^^)!^'^' > 1
^|<l2/-^j °

alors A^x) n'est pas {E,m',/?, e) -régulier et \\G^^(E)\\ < 2Ce<

Ce lemme sera établi dans la partie 3.B. Servons-nous en pour estimer
^(Qk^)' Le point a) du lemme de découplage nous dit que

Q k ^ C ^ 3 E ç I ^ x ç { x ^ ^ x ^ } ,

II^(.),A^^^,_^(.)(^)|| < 2Ce^ et

E l^^^y^^^^^^^l^l^l > il
e^\y-x\<^ do )

= Qk,k1

avec m'^ = m^ +^-<$.

Si £ > 1 + e-\ par (3.7), pour k ̂  k ' , on a

(3.13) A(4[^]+4-2^(^J^A(4[^]+4-2^(^,,) = 0.

Ainsi, pour {A:, A/} + {j,j'}, les événements Qfc,fc, et Qj^ sont indépen-
dants donc

(3-14) P(Ç,) < n^/}^P(ç^).
En utilisant le point b) du lemme de découplage, on obtient

Qk,k' C {3E e J, A^(^J et A^(^,) ne sont pas (^,m^,/?, ̂ -réguliers}

avec m^ = mz, + 2£~6.

Choisissons alors m^ = m^-2£~6 c'est-à-dire m^ = me ; ainsi, comme
d'après (3.7), x^ et x^, sont assez éloignés l'un de l'autre, l'hypothèse
principale du lemme 2.2 nous dit que, pour tout {k, k ' } ç G,

P(Q^)^^
ainsi, par (3.14),

P^,)^-^.
Par (3.10) et (3.11),

(3.15) P^R^)) ̂  Df-'^ + CL^+^e-^ = f-'^AW
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OÙ

(3.16) A(£) = D + D2CLd^110^piD^Lle~po£(3.

En utilisant (3.9) et (3.8), on a,

(3.17)P(^(0)) ^ [^"^^L^AWr'^2 ^SL^A^r'^12

^ /8A(^)\i+2^_p^.ii

On choisit alors D tel que,

^^-^-^-pa ^ ^>2(1±^)±^
2 p — 4a

8A(^) 1
et i suffisamment grand pour que —-— < -.

En additionnant les estimées obtenues par (3.17) pour P^^rc)) et
P^J^î/)), avec l'estimée obtenue pour P^^Ri^,^)) dans la partie 1, on
obtient

PWx^y)) < L-^

ce qui achève la démonstration du lemme 2.2. D

B. Preuve du lemme de découplage.

Supposons vraies les hypothèses du a) du lemme de découplage. La
propriété de découplage nous dit que,

(3.18) ||^(.),A^^_^(.) - H^)\\ ̂  kae-^^3-2^

^ koe-"10^-^.

On a

(3.19) GAe(x),A^^_^(x)(E)

= GA^) (•E')(l + ̂ M^A^y^^W - H^ (x} ) GA, (x)(E)j .

Par hypothèse, ||G'A^(a;)(-E')|| < Ce^ donc, si i assez grand,

^M^^.^WW ^ \\G^E)\\(l+2Ck,e-m^-s^)

<2Ce^.
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De (3.19), on tire,

(3.20) GM.)^^_^W(E) - G^(E)

= G^)(E)(l + (ffA<(.),A^^_^(.) - H^))G^)(E)Y1

'(7ÎA<(a!)'A(41^1+4-2.)<(:c) - H^W)G^X}(E).

Ainsi, pour m' > m et i assez grand,

E I^M.U^^ (^(E; x, y)^-^
s^\y-x\<^ do

^ E ^^E-^y)^-^
e^\y-x\^

^ em'\v-x^koe-mo(ï-£)eC2e2i0

ej<l2/-œ|^|

^( E Î M^ Îe^-^"1'--"^
et<|y-a;l^j

- 2C'2À:o^em'^e-m°(^-£^e2^
^ g(m'-m)£J _ 2C'2^dg(m'-mo)^g-mo(l-£)^g2<(^

> e^'-7")6^! - 2C'2fco^e2^e-mo(l-£^)

. ̂ -> -L^7717-7'^!

Donc pour m' = m + ̂  si ^ est suffisamment grand,

E GA.(.),A^y^^^(.)(^^,) e^-l > Jeî^-6 > 1
^<\y-x\<^ do z

ce qui achève la preuve du point a) du lemme de découplage. La partie b)
du lemme se démontre de la même manière. D

4. Preuve du lemme 2.3.

On fixera x = 0. D'après l'hypothèse b) du lemme 2.3, on sait que
A^(0) est (^,/?)-N.R donc il nous suffit de voir que, si ê est assez grand,
alors,

E I^A^^O^Ie^l^l
^<\y\<^
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avec rriL = me - (1 + mo)£~6.

Notons

K = {k <E [1, [r-1] - 1]; B^(0) est une (E,me,f3, ̂ -barrière}.

De l'hypothèse d), on tire

1^1 > [r-^-D-2.

Ordonnons les éléments de K dans le sens croissant et notons les
(^j)i<j<\K\ ; donc la minoration sur \K\ nous dit que,

(4.1) | j - ^ |<D+2 .

Nous allons montrer le

LEMME 4.1. — Soit 0 < 6 < 1 - a(3. Il existe £o > 0 et Q > 1
(dépendants de mo, /?, e, 6, a, D) tels que si (, ^ £o, pour tout 1 <, j ^ \K\,
on a, pour tout y ç B^.^(O),

si y e ^.+1)^(0) alors VA; > kj + 1,

|^A,,(o)(^;0,2/)| < (WdL^0 e^^e-^

si y € B^(0) et ^ j<|2/- Afc,^(0)| < J alors V/c > kj + 1,

|GA,,(O)(^;O,Î/)| ̂  ̂ CdL^^e^^e-^-1-^^-^0^

si y ç B^(0) et \y - Afe^(0)| < e1- alors VA; > ̂  + 1,

\G^w(E'^y)\ < (20^^° e^^e-^-^
mo + 1 _c

avec mu — ————£ <m^< m^.

Preuve. — La base technique de ce lemme est une formule de résol-
vante analogue à celle utilisée par Frôhlich-Spencer [FS] ou von Dreyfus-
Klein [vDKl].

Pour A C Z^, on note,

ÔA^ = {y ç Z^; k < \y - A| < k + 1}.

On a
Z d \ A = IJôA^.

k>0
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Notons 7ï(t) = {{h{t\x^y))ij^^y\^d^d (dans la suite, on omettra la dépen-
dance en t qui ne joue pas de rôle dans cette démonstration). Pour
A c A' C Z^, on définit l'opérateur F^ ^ par

( 7x,y = h[t\ x,y) si x ç A
^A' = ((7a;,2/))(a;,2/)(EZ^xzd avec et y e QA^ H A'

^x,y = 0 • sinon

et ^r^ ^/ comme l'adjoint de F^ ^/.

Par définition,

(4.2) U^ = ^A + ^A,\A + ]^(lfA/ + T^A/).
fc>0

Soit E ç. R tel que E ^ cr('H\') U cr(T~L\) ; si Id désigne la matrice identité,
on a

(^V\A - ̂ IdA-\A)GA(^) = 0 = GA(^)(WA/\A - ̂ IdA'\A)

et, pour k > 0,
GA(^) t^^=o=^X^GA(^).

De (4.2), on déduit la formule de résolvante suivante,

(4.3) GA'(E) = GA{E) - ̂ GA^IA^A^),
k>0

soit encore, si G^{E\x^y) désigne le coefficient générique de la matrice
GA(^),

(4.4) GK'{E',x,y)=G^E',x,y)- ^ G^E',x,a)^bG^{E^y).^ i y ) ~ / ^ ^A\^^^j ïa.b^A'^ï ̂
fc>o
a€A

bçôA^.+nA'

On a le

LEMME 4.2. — Soit 0 < 6 < 1 - af3. Il existe Q > 1 et £o > 0
(dépendants de d, mo, /?, £, ^, a^ tel que, pour £ > £o et x € Afc^(O) tel que
Kt(x) est (E,m^^/3,£)-régulier, et pour y G A^(0), on a,

' e-^ siy^Ae(x)

\G^{E^y)\ < 2CÏe^ < e-^l^l si 2/ € A,(^) et \y - x\ ̂  ̂

^ - 1 1 ^e -SI |î/ — X\ < £ .
- ^

mo + 1 ._<ç
ou m^ > mp > m^ — ————€t 4
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Remarque. — Si y ^ A^(0) alors GA^(O)(^; x, y) = 0; donc l'énoncé
du lemme reste vrai.

Preuve. — D'après (4.4),

|GA^O)(^Î/)| ̂  |GA,(.)(^,2/)|+Si,

où
I;! = E I^A^^^^^^II^a^llGAfe^O)^;^^)!,

fe>0
a€A^(a;)

beaA^'-^aOnAfc^O)

ainsi, par (£',/3)-non résonance de A^(0),

(4.5) Si< E ( E (IG^^^^^Ie^l—l)
^0 \e^a-x\<^

bçQA^^Çx)

^-mi\a-x\ç-mo\a-b\^L(3 , y^ ^ ̂ -mo\a-b\ ̂ L0 ̂

~e^>_\a—x\ /

En outre, on sait que A^(rr) est régulier, que mi < mo(l — e), que pour
? n

£7. > \a - x\ et b ç 9A^(x), on a \b - a\ > (1 - e)- + k - 1, et,
M Zin P

que pour e- < \a — x\ < - et b e 9A^'+(:K), on a, |a — b\ >_ k etz z
m^|rr — a| + mo|a — &| > m^|rc — b\ + £mo|a — b\ ; par conséquent, (4.5)
devient

(4.6) Si < E ^^-rno((l-e)|+fc-l) ^_ ^-^(i+fc)^fcmo^

fe>o \
bçôA^^Çx)

< g-m^^ ̂ Q^^^d-l^^-mo(fc-l)^-(m,+^mo)fcV

A;>0 7

Pour d > 0, il existe Cd > 0 tel que pour tout A > 1 et B > 0 tels que
A • B > 2d, on a

(4.7) ^(A+^e-^ < Q(^), |AA(O)| ^ G.A^
A;>0

et IÔA^O)!^ 0(^+^+1^.
z

Ainsi, par (4.6), pour i assez grand, on obtient
o/^2

Si < —^e^^e^e^e'171^ < e"771^
£mo
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avec mi > m^ > me - m^~6. On achève la preuve du lemme 4.2 en
remarquant que si y ^ A^x) alors G^^(E',x,y) = 0 et, si y e A^x),
alors on majore \G^^{E; x, y)\ soit par régularité de Af(x) ou par (E, f3)-
non résonance. Q

Nous allons démontrer le lemme 4.1 par récurrence sur j.

Supposons j = 1. Soit y <E B^(0) et k' > k^ +1. Comme î/ ^ A^^(O),
la formule de résolvante (4.4) nous dit que

(4-8) |GA^(O)(^;O,Î/)|

^ E |GA^.(o)(^;0,a)||7^||GA^(o)(^;^2/)|.
fc>0aeAfe^(o)

b€9A^(0)nA^(0)

^

Si î/ - Afc^(0)| < e^ comme A^(0) est (^,/3)-N.R, on a

IGA^O^O^)!^

c'est-à-dire le résultat annoncé pour j = 1 dans ce cas.
£

Supposons maintenant e-^ < |î/-A^(0)|. Par l'hypothèse d), B^O)
n

est une (E, m^ /?, ̂ -barrière c'est-à-dire, pour 0 < k < - e t b ç 9A^^(0),
A^(6) est (E, m^/?, ̂ -régulier. Par (4.8), on a

(4-9) |GA^(O)(^;O,Î/)|

/J-l X
< Y. ^(Si(A;,a)+S2(Â;,a)+S3(Â;,a))+S4(a) ,

aeAfe^(O) \A;==0 /

OU

(4.10) Ei(A:,a) = ^ |GA.,.(o)(^;0,a)||7a,6||GA^(o)(^;&,î/)|,
bçôA^^O)

|b-!/l<e^

(4.11) S2(Â:,a) = ^ |GA.,.(o)(^;0,a)||7a,6||G^(o)(^^2/)|,
beaA^^o)
^>\b-y\>e^

(4.12) Ss^a) = ^ l^,(o)(^0,a)||7a,,||GA^(o)(^&^)|,
&€ÔA^^(0)

1&- ! /1>^
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et

(4.13) E4(a) = ^ |GA^,(o)(^0,a)||7a,6||C?A^(o)(^^î/)|.
^

be0A^(0)nA^(0)

Par le lemme 4.2, on a
(4.14) Si(^a) < 2(Q)2emoE/l(^a)
où

S^.a) = ^ |GA,^(o)(^;0,a)||7a,6|e^.
b69A^-^(0)

£^>\b-y\

Comme Afc^(O) est (^,/?)-N.R,

S'i^a) < e2^ ^ e-^0'6-0! < e2^ ^ e-mo|b-A^,(o)|

^^Ï^^ ^ î̂ 0)
e|>|b-!/l |b-î/|<ej

< g2^ V^ ^-^(|^-A^,(O)|-£J)

beaA^'-^(o)

|b-y|<e^

^en utilisant successivement a e A^(0) et |&-Afc^(0)| > |î/-Afc^(0)| -E-.
k f P

En remarquant que si k - \y\ + -— > e- alors <9A^(0) H A^(î/) = 0, on
2 1 2

,2L^/^^

obtient

(4.15) S^^a)^!^^,^^,^^^2^^^^^

.g-mo(|2/-Afe^(0)|-ei)^

Par le lemme 4.2, avec m^ donné par ce lemme, on écrit,
(4.16) ^{k, a) < 2(Cd)2erno^(k, a)
avec

^2(^0) = ^ IGA^^o^O.^l^le^^-6'
beaA^-^(o)

^>|b-!/|>ej

< \^ ^e-^o|a-b|gm,|2/-b|^

b69A^'^(0)

^|b-î/|^e^

£ £d'où, en remarquant que, si k — \y\ + A;i- > - alors
z ^

ôA^(0)n{eJ^|y-^|^J}=0,
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on obtient
(4.17) ^(k,a) ̂  l^i^i^We^Crfd + l)^-"^-0!"^.
En réappliquant le lemme 4.2, on a

Sa^a)^^)^"10 ^ \G^(O)(E; O.a)!^,^-"^
beSA^'+fO)

(4.18) ^i^i

$ 2(Q)36z'<^emoe-T"<îe-TOOfc(fcl-^ + A; + lY.
Enfin, comme Ake(0) est (£',/î)-N.R, on sait que

E4W ^ ̂ e^e-^^^-^^-^K^^Q^+^+l)^!)'"1

A;>0

c'est-à-dire, par (4.7),

(4.19) S4(ÂO < e^e-^^-^Cl^i + l^ + l)"

< Gle^^^+l)^^""^0^.
Par (4.18), on a

j-i
(4.20) ^ ^S3(fc,a)

aeAfe^(O) fc=0

< 20^' (L + 1)̂ ° ( ̂ (k + ̂ ^e-^^e-^^
fc>0

^(y^-n)2^-^
en utilisant (4.7) et le fait que L > £ > £o.

De même, par (4.15),
l-i

(4.21) ^ E^0)
aGAfe^(O) fe=0

<C]e2L/3(M)d(l+^)d-l^-mo(12/-Afcl^o)l-^-l)^ ^
< ç2g2£^/^\dgTOOg-mo(|3/-A*,^(0)|-e^)

et, par (4.17),
5-1

(4.22) ^ E^^'0)
aeAfc^(O) *;=0

^ C^^^ + lYik^e-"10^-^^-1)
\ Zi / ^

^ ^2gL/3^2d+lg-mog-mo|2/-Afe^(0)|
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En introduisant (4.21) et (4.22) dans (4.14) et (4.15), en additionnant ces
deux inégalités aux inégalités (4.19)-(4.20), puis en remplaçant le tout dans
(4.9), on obtient

|GA^(O)(^;O^)| < 2Cje2L0L2de^ t^^e-^

+Qe-^ (<^^)2de-m^+e-mo(ly-Afel^o)l-£^+e-L^Le-mol^-Afcl^o)').
\ -L/ / j

Ainsi pour i suffisamment grand (tel que v——2d~^ +e-L/3 (^+1)^"^"^ +lj
CdG~ ( —_— ) < _ ) , on a le résultat annoncé pour j =1.\ ij / 3

Supposons le résultat vrai pour 1 < j < p — 1. Soit y ç. B^(0) et
k' > kp + 1. Comme y ^ Afcp^(O), la formule de résolvante (4.4) nous dit

(4.23) |GA^(o)(^;0,2/)|

^ E IGA^(o)?;0,a)||7a,b||GA^(o)(^;&,2/)|
fe^o

"€Afep^(0)

b€0A^'^(0)nA^,^(0)

p-1

< E E I^A^W^O^^I^IIGA^^^&.^I
j=l fe>o

aGB^(0)nAfc^^(0)

^^y^
+ E IG'A^W^O.^I^IIGA^^^&.Î/)!.

k>0
°eAfc^<(o)

beeA^'+to)fcp<

Par hypothèse de récurrence, pour 1 <, j <,p—let a 6 5^(0) nAfe^^(O),
on a
(4.24)

' (2CdZdemoeL(');^e-m^
si a € ̂ .+î (0) n Afc,^(0)

î  ^n M/- (2Q£<^emoe•L<')2Je-m^(y-l-£)^+la-Afc.<(o)l)\G^(o)(E;0,a)\^ \ _ /

siej ^ |a-Afc^(0)| ^ j

(2Q£demoe^)2;''e-TO^O-l)^
siej^|a-A^(0)|.
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Pour a e A^(0) et 6 e <9A^(0), on a

|& - a| > \b - A^(0)| + |a - B^(0)| - 2

car <9A^(0) sépare a et &.

En outre |A^(0)-B^(0)| < p-j, ainsi, on obtient, pour 1 < j <
p-1, a ç ̂ .,(0) H A,,^(OÎ et & e ÔA^O),

|GA^(o)(^;0,a)||7a,6|

^-m,jj-mo|b-Afc^(0)|-mo|a-B^(0)|

siûeB^.^(0)nA,,^(0)

(e-^(0'-l-^)j+|a-Afe^(0)|)

< (2QLdem°e^)2^2m° . • e-0'^-^0)'-0--^^0)')

si^<|a-A^(0)|^

e-m^O'-l)j-^o|b-Afep€(0)|-mo(p-J-£)

i^>|a-A^(0)| .SI £-

En remarquant que |a-A^(0)|+|a-B^(0)| > p-j et que, comme
P - J > 1, on a (p - j - e)mo > m^ on obtient

(4.25) |GA^(o)(^;0,a)||7a,6

< e2mo(2CdLde'moeL/3)2je~'m£çp~l^e~mo}b~Akp€w{.

De plus pour a e Afc^(O) et b ç 9A^(0), on a

IGA^^^O.^I^I^e^e-^l0-6!

^ ^g-mo(|a-B^(0)|+|b-Afc^(0)|-2)

< e^e2771^"7710^"^^"'710!6"'^?^0^

puis, comme mo — m^ > emo et p > 2,

|GA^(o)(E;0,a)||7^| < (e^e^e-^^e-^^-1)^-^!6-^^0)!,

donc, si -^ assez grand pour que e^ e2rnoe~mo£^ < 1

(4.26) |GA.,(o)(^;0,û)||7a,6| < e-771^-1)^-^!6-^0)'.
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Alors par (4.23),
p-i

(4.27) |GA^(o)(^;0,2/)| ^ ^(2QLdemoeL/3)2^2moLde-m<^-l)^
j=i

Y ^ e——l^-A^WIlG^^^^^iy
\ fc^o /

beaA^(o)

Comme au rang 1 de la récurrence, on utilise le lemme 4.2 pour majorer
ce dernier terme, à savoir

E ^^""^^'IGA^W^^^I
^A^(O)

<2( y e-7710!6-^^0)!^^--771^27-6!
v bç9Aok^

^>\b-y\>e^

+ ^ e-^l^-^p^WIcle^
bçQA°.+(0)Kpt

^^>\b-y\

+ ^ e-^-^p^C^e-^}
bçaA.^fO) )kpi

^<\h-y\

donc

(4.28) ^ e-m°l!)-A^<(o)l|G^„(o)(Ê;&,y)|
^^(O)

^ 2(Q)3Lde-TOOfce-m^ + 2GJ(E'i(À:) + E^)),
où

(4.29) E/l(fc)= ^ e~mo\b-Akp^^eLI^

w^m
e^>\h-y\

^i^-i^Yi^^W^Q^—d^A^wi-j)
et

(4.30) E^fc) = ^ e-^^-^p^^'e-^l^-6!
beôA0'^)

fCp€

^>|6-î,|>e^

^^l.-l^+^I^^W^Q^e-^l^le-7710^-^^0)!.
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oToS""'' eD •'""'"̂  (4•29)-(4•30) •lan8 ̂  - dan. (4.27),

IOA"(»)(£;0"')|& (|̂ ï$ )̂̂ -̂>.
/Y^ , fc=l3/l-(fcp-e)^
\^C^e-^e-^ + ^ QL^e——d.-A.^WI-.f)

^=l2/|-(A;p+£)j

^^-(kp-lH

+ ^ C^e^e-^l^-A^^o))^
, , k=M-Çk^l)j >'

c est-a-dire,
IGA•'•(°)(£io•s)l-<(^^%l)^2m«^-m.<'-'.

.(C.^dg-m^^ç^d+i^^_^(^_^^^^_^^

+C'dZ,d+le£'^e-mt)l^-A^<(o)l)
soit encore,

(4-31) I^A^W^O^)) . (2C'ri£dem°eL'')-2Pem^P-l)i

< ( ( 2CJL2dg2mo _^^ ^

~ \^{2CdLdem»eL13Y-\)e mtî

^f^JW^W1"^^
V(2Grf£demoe£/^)2 - i^

(e——o(|3/-A^(0)|-^) ̂  e-mo|î/-A,^(0)|^

Donc si i assez grand pour que
f___W^___. 1 3C^2.,2^o

^ ^ W^o^ _ î  3 et (^^^^) ̂  j^

(4.32) |GA^(o)(^;0,y)| ̂  (2Cd£de"l°e•L<^)2Pe-m^P-l)!

.^e-'"H + je-^oly-A^wi ̂  lg-^(|^A^(o)|-^)\
3 /

Ceci nous donne le résultat escompté si \y - A^(0)| ̂  ̂ .
z

^ ̂ N'r A>''<(')l <: ̂ ' °° ""'"•' (4•27) et le fait i1" ̂ "o '•»'L -r^z^^r"00 aDnoncée- °» '̂  ?" ̂ .ee
D
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Du lemme 4.1, on tire immédiatement, que pour 0 < 6 < 1 — a/3, il
existe £o tel que si £ > £o, pour tout 1 < j < \K\, pour tout y e B^ ,iv(0)
et tout k > kj + 1
(4.33) |GA^(o)(^;0^)|<e-<^

où < = m^ - ̂ "-i-lr5 - 4mor1.

Pour en déduire un résultat sur GA^O)? nous allons à nouveau
nous servir de la formule de résolvante. Adoptons d'abord les conventions
suivantes A(^+I)^(O) = 0 et A(^^+^(O) = A^(0), alors

W
(4.34) A^(0) = |j (A(^^I),(O) \ A(^+I),(O)).

p=o
Pour p > 2 et y e A(^+I)^(O) \A(^+I)^(O), la formule de résolvante nous
dit
(4.35) |GA^(O)(^;O^)|

< {E E (IGA^^W^O.^Ie-010-^-^0^)}
j=0 aeA(fe^^+i)^(0)\A(fe^i)^(0)

.gmorV^ y^ e-^olb-A^+D^O)!^^

^ObeôA^.^(o)nA^(o)

Le second facteur est majoré comme suit,
\^ \^ e-^o|b-A(fcp+i),(o)|^
fc>o beôA^^,(o)nAz.(o)

< ̂  Cd(Çkp + 1)^ + 1 + ÂO^e-^e^ < Cje^^.
fc>0

Pour majorer le premier facteur de membre de droite de l'inégalité
(4.35), on remarque que, si a ç A(^+I)^(O) \ A(^.+I)^(O), alors on

R
a ^ ~ ^p+i)/0)! ^ (P-J-1)^ et q^ Pour a e A(^+I)^(O), on a
IGA^ ^^^(o)(£';0,a)| < e^ ; ainsi par (4.33), on obtient

(4.36) |GA.(O)(^;O^)| < e^e^CjL^e^e-^-^

p-i \
+^CdLde~mf^^e~rnoçp~j~l^

j=i /
<^mog2L^jg-m^(p-l)^
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Donc, pour 0 < 6 < 1 - af3, i assez grand, pour 2 ^ p ^ \K\ et
y € A(fc,,.n+i)<;(0) \ A(^+I)^(O), on a

(4.37) |GA.(o)(^;0,y)|^e-<(P-1)^

avecm^ = m.-'î^r^-Gmor1. Orsiy ç A(^I),(O)\A(^),(O),
on a

(^P^ < ,., < (^i+l)^
2 - l^ l - 2

c'est-à-dire, par (4.2)

a.sD-ssy-iïîM+sc
soit encore pour e— < \y\ <, —

Zi Zt

8D+5^(p - l ) | 8D_
e^-1 - \y\ - '^-r

Donc par (4.37), on a, pour 0 < 6 < inf(l - a/3, a - 1), il existe £o tel que
s i ^ ^ o e t ^ < H ^ J ,

(4.38) IGA^o^O.^l^e-^'H

avec m^ = m^ - (. + mo)£~6.

Vérifions maintenant le critère de (E, m^ /?, £)-régularité. Choisissons
rriL = m"^ - _ ê ~ 6 . On az

^ IGA^o^O.^je^l^l < ^ e-^-^W < C^e-^-6,
^<l2/l<^ ^<l2/l^^

ainsi, comme a > 1 > 6, si -^ est suffisamment grand,

^ IGA^o^O.^le771^' < ^ e-^'-^)^' < 1.
^<|y|<^ ^<\y\<%

Ceci achève la preuve du lemme 2.3. Q

5. PREUVE DU LEMME 2.5

L'idée directrice de cette démonstration est la même que celle de la
démonstration du lemme 3.1 de [vDKl]. Par contre, la technique utilisée
par von Dreyfus et Klein ne peut être employée dans notre cas.
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Soit / > e > 1 + e que nous choisirons ultérieurement. Posons pour
XQ e Z^ et n > 0,

An^\(XQ) = A2/Ln+l(«z;o) \ ^2eLn(xo)

oùÀ^^eZ^; \y-x\<1^.

On définit ^(a-o), l'événement,

En(xo) = ̂  e J et x ç An^(xo);

{ L n ' } [ ne sont pas (i^m./^^-réguliers^.
^L^Q) ) >

Par l'hypothèse du lemme 2.5,

p/in /_ \ \ ^ (^J^n+l) /c)f\dT-(p-ad)
^{^n(Xo)) S ———Yp——— < [2f) L^ ) ,

-L'n

comme on a supposé p — ad > 0, on a

^P(^(a;o))<+oo.
n>0

Le lemme de Borel-Cantelli nous dit alors

P({il existe une infinité de n pour lequel En(xo) a lieu}) = 0,

soit encore

P({il existe XQ e Z^ tel que En(xo} a lieu pour une infinité de n }) = 0.

Notons alors î^o? l'événement,

f^o = {V^o ^ Z^î En{xo) n'a lieu que pour un nombre fini de n},

on a P(^o) = 1.

Soit (ty^xç.^ ^ ^o? une configuration de "potentiels" et E ç. J,
une valeur propre généralisée de H{t) associée à (p ^- 0, vecteur propre
généralisé. Soit XQ € Z^ tel que ^p(xo) ^ 0. Supposons que A^(a;o) est
régulier. Alors en multipliant (4.2) à gauche par GA^ (a;o)(-E), on obtient

GAL^{xo)(E)(H(t) -E) = IdA^(^) +^^AL,^o)(JE;)^i^(a;o),Zd

fe>0

(on a pris A' = Z^ dans (4.2)).

En appliquant cette identité à y?, cela donne

(5.1) |^o)| < ^ |GA^(.o)(^^o,a)||7a,6||^)|.
fc>0

beaA^'+(a:o)
a€ALT^,(a;o)
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Comme A^(xo) est (E, m, /?, ̂ -régulier (avec m < mo) et que y est
polynomialement bornée, on a

(5.2) |^o)|< ^ [ ^ (|GA^(.o)?;^o^)|emlû-a;°l)

.ca^^^^———'^

g-m|a-a;o|g-mo|a-b|ç^ _^_ ̂ ^

+ ^ 6^6-^-^(1+|&|)7^
£L^>\a-xo\ )£L^>\a-xo\

^(l+lL^+^e-^.
Comme \(p(xo)\ > 0, il existe ni > 0 tel que, pour n > m, A^(;ro) n'est
pas régulier; comme (t^)^d ç. ^o, il existe n^ > 0 tel que si n > 7^2,
(^)o;ez^ ^ ^n(^o) ; ainsi, si n >: sup(ni, 723), on sait que AL, (x) est régulier
pour tout x dans A^+i(a;o). On montre alors le

LEMME 5.1. — II existe no > sup(ni,n2) tel que, pour n > no et
pour j entier et 1 < j < f(L^-1 - 1), on a, pour x G A^^-jL^xo) \
A2eLn+jLn(.î'o) C An-^l(Xo),

|^(^)|<(2eme2^^+le~mJ^-minf(^^-A(2e+^^(^)|Ja;-B^^

Remarque. — Au rang n, on ne sait rien au sujet de la résolvante
^Ai^ (a;) (E) pour x hors de A^+i(.ro). Le lemme nous dit que plus on
s'éloigne de cette zone (i.e j croît), mieux on connaît le comportement de la
résolvante, et par conséquent, par (5.1), mieux on contrôle la décroissance
de ^p.

Preuve. — La preuve de ce lemme sera faite par récurrence sur j.
Pour j = 0, on se sert simplement du fait que A^(x) est (E,m,(3,e)-
régulier et de (5.2) pour n suffisamment grand. Supposons la propriété
vraie du rang 0 au rang p - 1. Soit x e ^fL^-pL^x^) \ A^L^pL^xo).
On a

(5-3) 1^)1 < ^ S(&)K&)|
fc>0

be^A^'+(a;)

avec, comme A^(x) est (£', m, /3, ̂ -régulier (avec m < mo),
(5.4) S(6)= ^ |GA^)(i^,a)||7a,6|

aeAz^(aQ

< Cd(l + I^D^e-771'6-^! < e^e-^-^
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pour n assez grand.

Or, pour be QA^Çx),
I^+k<\b-x\<I^+k+l

2i 2i
donc

{x - ̂ ol - — - k - 1 < \b - XQ\ < \x - XQ\ + — + k + 1,
2 &

ce qui nous donne,

-^-Â:-l<|6-^|-(|^-A2eL.+pLj^)|+(e+|)L,)<^+Â;+l.

On en déduit
QKkL^X) c A2(|;r-A2ei^+pL^o)|+fc+l)+(2e+p+l)Lj^o)

\A2(|a;-A2eL^+pI/n(^o)|-fe-l)+(2e+p-l)Ln( l^o).

De même,

^L, W CA2/L,+l-(p-l)L,+2(fe+l)-2|rc-B^^^_p^^o)|(lz;o)n+l-^-i;^^

\A |(^0).^^-p^(-o)|V-2/L^+i-(p+l)Ln-2(A;+l)-2|a;-B^-^

Soient maintenant .r e A2/Ln+i-(p+i)L,(^o) \ A2eL,+(p+i)i/,(^o) et

À:, un entier tel que j— — 1 < k < Çj + l)—7- — 1 (pour 0 < j < p — 1).
2l Zi

D'après nos calculs précédents,
9A^(X) C A2yL.+i-(p-j-l)Lj^o) \ A(2e+p-j-l)Lja'o).

En outre, pour b ç. OA^Çx)^ par l'hypothèse de récurrence,

(5.5) |(/^)| < (2emeL^)p-Je-m(p-J-l)^L

p-^

Si b C A2/L,+i-(p-j)L,(^o) \ A(2e+p-^)L,(^o)

^—m|b—A(2e+p-j-l)Ln(^o)|

Si & ç A(2e+p-^-)L^(^o)

^———l^-^L^.-Cp-.-DLj^)!

^^^^-(p-^L.^o).

En reportant cela dans (5.4) et (5.3), on obtient
P-lO'+l)-^--!

(5.6) |^)|^^ ^ ^ 2e2L^-mlb-a;l|^)|
J=0 fc^^._i bçôA^(a;)

+ E E 2A-mlb--W)|.
^^p-^-ibeôA^^)
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En outre, pour 0 ̂  j < p-1, j^ -l < fc < 0+1)^ -1 et & e 9A^),
on a 2 n

|̂  - b\ + |& - A(2e+p-,-l)L^())| > 0 + 2)^ - 2

et

k - b\ + |6 - B^_^._^(^)| > (, + 2)^ - 2.

Ainsi, l'inégalité (5.6) devient
p-i

1^)1 < ̂ (^"^^"^'^(^na + 2))^
J=0

•L^e~m(p-J-l)^î-e-m(^+2)I?e-m(0'+2)-^-2)

+ E e-^^e^C^+kr^e-^
k^P1^--!

<. e-^^fcJL^e^ ̂ ^^^"^e^+G2^2^^)^^
v 2eme2z/n-l d n 7

donc, si n suffisamment grand pour que c'^(T7+d) < ~- on a
2eme2z'n-l 2'

1^(^)1 < (2eme2^)P+2e-m(P+l)^2-,

ce qui est le résultat annoncé si xeA^^-^i)^ (^o)\A2eL.+(p+i)L. (^o).

L'estimation (5.5) reste valide pour

x ^ ̂ eLn+^+l)^^) \ A2eL^+pL^(^o)

ou
^ ^ A2/L,+l-pL,(^o) \ A2/L^l-(p4-l)L,(^o).

Pour évaluer (5.6), on se sert de

\X - b\ + \b - A(2e+p-,-l)Lj^o)| > 0 + 1)^ + |.T - A(2e+p)L,^o)| - 2,

et

|^-6|+|6-B^^_^_^(^)| > 0-+i)^+|^_^^_^(^)|_2,

et on achève ainsi la preuve du lemme 5.1. n

Pour déduire de ce lemme la décroissance voulue sur ^, on va
construire Bn C A^+i tel que la réunion des Bn, pour n assez grand,
recouvre un voisinage de l'infini et que sur chaque B^ le lemme 5.1 nous
donne une estimation précise sur la taille y?.
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Posons
, ^ 21og2+2I^+2m / e\m =m-2 ̂  —————————— ^ m ( l - , j

r^no Ln \ ^

pour no suffisamment grand (dépendant de e).

Pour n > no et pour j entier tel que 1 < j < f(L^~1 — 1), par le
lemme 5.1, on a, pour x ç A(2e+j+i)Lj^o) \ A(2e+j)Ln(^o),

(5.7) |̂ )| ̂ e-^^.

En outre, si x e A(2e+j+i)L,(^o) \ A(2e+j)L,(^o), alors
2e , , 2 2e+1

1 + — < \x - XQ —— < 1 + ——.
3 jLn J

Ainsi, il existe C > 1 tel que si C < j < f(L^~1 - 1) et x ç
A(2e+J•+l)Ln(•ro) \ A(2e+j)L^(^o)

1-|<^-^0|-1.

Par conséquent et par (5.7), pour

(2e+C)^^-^/£fl+(2e+l-/)^,

on a

(5.8) K;r)| < e-^^-DI^-^l < e-^(i-^-^o| ^

II suffit alors de choisir / ^ 2e + C + 1 et no tel que L^1 ^ / - 2e - 1,
pour constater que

A= (J [xç^; (2e+C7)^^|^-^|^/L^ i+(2e+l-/)^}
n>no

^{ . r eZ^ |.r-^o|>(2e+C)1^}

et que pour tout x dans A, on a (5.8) ce qui achève la preuve du lemme 2.5.

6. APPENDICE

A. Preuve du théorème 1.2.

La preuve du théorème 1.2 suit celle du théorème 1.3 de [Kl]. On
n'indiquera que les modifications à apporter à celle-ci. On définit

(A.I) p^=p+t/y^.
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Le lemme 3.1 de [Kl] s'applique à Pf^ uniformément en 7. De plus, on
montre que la proposition 3.2 a lieu pour Pi et P^ (uniformément en
7). Pour z tel que d(z, [%/i,s/J) = 2a(h) et t € [DÇO^aÇh))]1'^ on sait que
t ̂  (z - Pt)~1 est analytique en t (i.e C-différentiable de [D^^aÇh))^
dans B^ÇL))) (uniformément en z). Ceci est donc encore vrai pour
l'application 11—^ IIf. En définissant alors, à l'instar de [Kl],

^ = ||ntno^||n,no^
et Vf, la matrice de Gram des ̂ ^, on montre que (voir lemme 4.2 de [Kl])

(A.2) 9^=0(1^.^(3)^

que ^ >-^ Vt est analytique en ^ et, en utilisant le lemme de Schur, que

(A.3) Vt=I+Kt
avec

(A.4) sup H^ll <e-À
tetD^a^))]1'

pour un certain C > 0.

On définit ((pt^)^çL = (^t^)^çL)(yt)~2 '•> o>n montre que c'est une
base hilbertienne de Ft (voir la proposition 4.1 de [Kl]). Le point 1) du
théorème 1.2 est ainsi une conséquence de (5.1) de [Ça], et, de (4.28) et
de la proposition 3.2 de [K]. Pour prouver le reste du théorème 1.2, on
remarque que la matrice de Pf dans la base (^1,7)761/5 notée T^(^), est
analytique en t dans [Dtft^aÇh))}1'. On définit Vb(t) comme la matrice
diagonale ayant pour éléments la suite (/^(t^) — ^(/i))/yçL où /-t(^y) est la
première valeur propre de Pf^ et fi(h) est définie par (H.3) de [Kl] (le point
2) c) en découle immédiatement). L'application 11—^ 'Db(t) est analytique en
t; par conséquent , il en est de même pour t ̂  M(f) = 1~t(t) — ^(h)—T>b(t).

On suit la démarche de la section 5 de [Kl], pour obtenir que

(A.5) 9t,H{t) =^^)+o(^^(a,/3)),

ce qui permet de conclure les estimées b). D

B. Preuve du lemme 1.10.

Les points a) et c) du lemme sont des conséquences immédiates du
théorème 1.2 et de la définition de VQ. Le point d) découle de la définition
des (tx)^ç^d et du fait que les (^)^ç^ ont été choisies i.i.d.
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La propriété de découplage pour M.(t} est une conséquence des
estimées b) **) du théorème 1.2 données pour Qt^-^W. Soient A C A' C Z^
et A ^ A'. Par (1.5), on a

ri
(A.6) MA,A',o(t) - MAW =^tx 9^MA(uHA'(t))du.

x^A' Jo

Or, par le lemme de Schur et l'estimée (1.8), pour x ^ A et pour tout t,

\\9t^MA{t)\\ ^supfe-^-^) • (Ve-^ l^ l ) ^Ce-2^'^^-^
^ A v / \çA /

pour un certain C > 0 uniforme pour h assez petit.

Ainsi, par (A.6), pour h assez petit,

sup ||.MA,A',O(^) - .MA(^)|| < e-^e-ï "^CA^A/ \^-y\,
t

Par définition,

sup ||AÏA,A/,O(?) - MA(Î)\\ = e^ sup ||A^A,A/,O(^) - MAW\\
ï t

< e'^^^^'y^ ^"^

qui donne l'estimée recherchée si on tient compte de la remarque qui suit
la définition 1.3.

Il nous reste à montrer que H(t) vérifie une estimée de Wegner de
type (2 ,p0î l ) - D'après (1.15), on a,

^ ^••^t)=.(i^^a••A<((t-l(e-ît)))•
Par l'étude faite dans la section 3 de [Kl], on sait qu'il existe C > 0 tel que,
pour h assez petit et u e [—2a(/i),2a(/i)], on a — < b'(u) < C. Donc, par0
(A.7) et (1.8), pour h assez petit, les coefficients de 9^A4(t) vérifient

i^ ~ /.-M ^ ( e-^^-v^^-^ si ( y , z ) + (x,x)sup \9^my^(t < i _^ • ( \ ( \î [ e h si { y , z ) = (x,x).

On en déduit que, pour h assez petit et tout A cube fini de Z^,

IlE^A^II^e-^,
xç.A

donc, pour h assez petit,

(A.8) ^ Q,H^î} = MA + Y, 9^MA(t) > J IdA .
xçA xëA
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Notons (^x(t))xçA^ les valeurs propres de H^{î). Soit 0 < e < 1. On définit
le vecteur ÇA = (é:^A(3;))a;ezd °ù ^A es^ l8' fonction caractéristique de A. Par
le principe du Min-Max et par (A.8), on a, pour x G A
(A.9) /^(t) + ̂ e <, ^{Î+CA) et ^(t) -^>. ^ x ( î - £ A ) '
Soit E e R. Notons N(E,î) = |{:K € A; /^(t) ^ ^}|. Alors, par (A.9),
(A.10) N(E + £, t) - NÇE - e, î) < N(E, î - 2^) - N{E, î^ 2^).
D'après Wegner [We] (voir aussi [FS]), on a
(A.ll) P({d(E^(iÎA(î)))<£}) < [(N(E^t)-N(E-£^î))dP(î)

< [(N(E,t-2£A)-N(Ej+2eA))dP(t)

où dP(t) désigne la mesure de probabilité engendrée par les variables
aléatoires (^aîez^ Comme les variables aléatoires t admettent une densité
commune, les variables aléatoires î en admettent aussi une, notée ̂ , que
l'on calcule,

(A.12) g^u) = g(h(u))f^u) où f^u) = b 1^1^

(le fait que b est inversible dans l'intervalle considéré, est prouvé dans la
section 5 de [Kl]).

Par (A.ll),

P({d(E^{HA(t)))<e})< I ( ( (N{E^-2eA)-N(E^+2eA))
JRZ^A ^JRA

' H 9h(ta;)dÎA j n gh(îx)dî^A'
xçA ) xç^A

Or

{ N{E, î - 2eA) 17 9h(t^dtA = l N(E^ t) TT g^ + 2e)dt^
J^ XCA JRA ^A

ainsi

P{{d(E^(nA(t)))<e})< I ( ( N(Ej)(]^[g^+2e)
JRZ^A^RA \^\

-n^^-2^)^) n sh^dt^A
xçA / .2;eZd\A

^i/. ( l l^^^+2 £)JR^\J^ ^\
- 11 9h{îx - ̂ )\dÎA ] n 9h{îx}dl^\^

xçA ) rceZ^A
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comme N(E,t) ^ |A|.

On en déduit, en écrivant A = {xj; 1 < j < |A|} et en intégrant par
rapport aux variables (t^xç^^A^

P({d(E,a(7ÏA(ï))) < e}) < |A| / | [J g^ +2^-1] g^ - 2e)\dî^
JRA xçA xçA<^ L E n ^(^+2£) n

1^J'<|A| l^k<j J<k<\A\

• gh(î^ - 2e)\gh(t^ + 2^) - ̂ (^. - 2£)|d?A,

donc

(A.13) P({d(E^(H^t)))<e}) < |A|2 ( \g^u+ 2e) - g^u - 2e)\du.
JR

On a

/ \gh{u + 2^) - gn{u - 2e)\du
JR

= f\g(W(u)+^e))-g(u)\du
JR

c'est-à-dire, par les hypothèses faites sur g ,

^ sup / |^(4-l(^)+4t£)|^
^ / uçfhÇ[-àÇh-),àW})Jo_________________y0

~ ^ £o )
donc par ce que l'on sait sur b (voir les sections 3 et 5 de [Kl]),
pour un certain C > 0,

^ /4Ge-^y°^
V eoà(h) 1

soit encore, si /i assez petit,

(A.14) / \gn{u + 2e) - gn(u - 2e)\du < e^.
JR

Donc, par (A.13) et (A.14), pour h assez petit,

P({d(E,<j(7ÎA(î)))^£})^\^0

ce qui achève la preuve de l'estimée de Wegner et donc du lemme 1.10. D
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C. Preuve du lemme 1.11.

Soit i > 0 et (x, y ) ç Z d x ̂  tels que \x - y\ > £(1 + e). Soit £(h),
l'événement défini par

£{h} = f^E ç I; Ae(x) et A^(y) ne sont pas (^,2^,/3,£) - régulier}

c^e^fll^^ll^-^-^l
t v||GA<(,)(£)||^e-^r'vJ

Or ||AÏ(*)11 < 1 donc

f(/i) C ^ 3E ç Z; 3(a, 6) e A^(a-) x A^(y)

(\îa-E\^l+e^-ttd\^
tels que 1 1 l

V I ^ - ^ l ^ l + e ^ ^ / J

C {3(a, 6) e Ae(x) x A^y) tels que }îa - 4| ̂  2 + 26^^}.

En utilisant les estimées sur b données par la section 3 de [Kl], la définition
de î et en choisissant he > 0 tel que IVQ - 3ht > VQ, on obtient, pour
hç}0,he[,

£(h) C {3(a, b) e Ae(x) x Af(y) tels que \ta - 4| ̂  Ce~^ (1 + (.d)}
pour un certain C > 0 (indépendant de h).

On calcule
(A. 15)

/*+oo -. . /•<+C'e-2^(l+^d) .

^^^^-I'L (̂ 'iî'L.-»,̂  m9^^
^ce'^f),

comme g est bornée.

Ainsi par les hypothèses faites sur a(/i), il est immédiat qu'il existe
h(, > 0 tel que, pour h e]0, /^], on a

P(^W) ^ ̂ -p

ce qui démontre le lemme 1.11. Q
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