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LOCALISATION POUR DES OPERATEURS
DE SCHRODINGER ALEATOIRES
DANS L*(R%) : UN MODELE SEMI-CLASSIQUE

par Frédéric KLOPP

0. INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions le spectre d’opérateurs de Schrédinger,
agissant sur L2(R?), de la forme,

(0.1) P =-R*A+V + ) t,6V,,

YEL
ol V est une fonction C*® et L-périodique (L est un réseau de R?),
6Vy(z) = 6V (xz — ~y) our 6V est fonction positive C supportée dans un
voisinage compact de 0, et t = (t,),er est une famille de parametres réels.

Comme il est difficile d’étudier le spectre de P; analytiquement en
fonctions des parametres (t,),cr, nous utiliserons ’approximation classi-
que qui consiste & supposer que les (t,) ez forment une famille de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d) et & étudier les
propriétés du spectre de P; qui sont vraies pour presque tout t.

Les opérateurs de Schrodinger aléatoires, autant dans le cas discret
que continu, ont fait 'objet de nombreuses études et de traités généraux
(voir par exemple les livres de L. Pastur et A. Figotin [PFi], ou de
R. Carmona et J. Lacroix [CL]). Etant données les propriétés d’ergodicité
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de P, on sait qu’il existe un ensemble fermé, ¥, tel que, si o(P;) désigne le
spectre de P, alors, pour presque tout ¢, ¥ = o(P;) (par exemple [P], [PFi],
[CL] ou [KuSo]). De méme, il existe des ensembles X,,, X, et Ty, tels
que, si opp(FP;), 0ac(P:) et osc(P;) désignent respectivement les spectres
purement ponctuel, absolument continu et singulier continu de P; alors,
pour presque tout t, Xpp = 0pp(P;), Lac = Oac(Pt) €t Lse = 05c(F;).

Dans cette étude, nous nous intéresserons plus particulierement a la
propriété de localisation pour P;. Nous dirons que I'opérateur aléatoire P,
est localisé pour un intervalle d’énergie I si .. NI =0, ;. NI = 0
et X NI # 0. On dira que 'opérateur aléatoire P; est exponentiellement
localisé pour cet intervalle d’énergie I, si de plus, toute fonction propre de
P, associée a une valeur propre dans I est exponentiellement décroissante
a l'infini.

La localisation des opérateurs de Schrodinger aléatoires a surtout été
étudiée, pour le cas continu, en dimension 1 (voir, par exemple, les travaux
de Ya. Gol’dsheid, S. Molchanov et L. Pastur [GMP], S. Kotani et B. Simon
[KoSi] et R. Carmona [C]), et, dans le cas discret, en dimension quelconque,
pour le modele de tight binding d’Anderson (voir, par exemple, les travaux
de J. Frohlich, T. Spencer, F. Martinelli et E. Scoppola [FS], [MS1], [MS2],
[FMSS] et de H. von Dreyfus et A. Klein [vDK1], [vDK2]).

Dans le cas continu, en dimension plus grande que 1, il y a beaucoup
moins de résultats de localisation. H. Holden et F. Martinelli dans [HM]
ont prouvé Pabsence de diffusion puis S. Kotani et B. Simon dans [KoSi]
ont prouvé la localisation exponentielle, pour des basses énergies, pour le
modele suivant sur L?(R?),

P(t)=-A+ ) tyxy
yeZ2
oll X est la fonction caractéristique du cube de coté 1 centré en v et (¢,),eL
est une famille de variables aléatoires i.i.d.

J. M. Combes et P. D. Hislop se sont intéressés a ’absence de diffusion
pour des modeles d’opérateurs de Schrédinger aléatoires sur L2(R?) (voir
les résultats annoncés dans [CoHis]).

Si on annule les perturbations dans notre modele, Py est un opérateur
de Schrédinger a potentiel périodique; on sait donc que son spectre est
purement absolument continu constitué de bandes. Nous allons étudier le
spectre de P; au voisinage de la premiére bande du spectre de Py. Cette
étude se découpe en trois parties : une partie semi-classique, une partie
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que nous dirons “aléatoire” et une derniére partie ou nous appliquerons les
résultats de la partie “aléatoire” au modele semi-classique.

Dans la partie semi-classique, en reprenant sans les détailler les
techniques utilisées dans [Kl], nous établissons l'existence d’une équivalence
unitaire entre P, restreint & un intervalle d’énergie convenablement choisi,
et une matrice infinie agissant sur ¢2(L), dont les coefficients sont des
fonctions de t qui peuvent étre déterminées avec une suffisamment grande
précision. Ceci fait ’objet du théoreme 1.2.

Dans la partie “aléatoire”, en étendant les travaux de [FS] et [vDK1],
nous établissons notre théoréme principal (théoréme 1.7), un théoréme de
localisation pour des matrices aléatoires infinies agissant sur ¢2(Z%) qui
satisfont & une propriété de découplage (cf. définition 1.3), & une estimée
de Wegner (cf. définition 1.6) et dont les coefficients, supposés fonctions
de variables aléatoires indépendantes, décroissent exponentiellement quand
on s’éloigne de la diagonale (cf. hypothése (H’.1)). Dans notre cas, les
coefficients de la matrice, qui sont les variables aléatoires habituellement
considérées dans le cas discret, ne sont pas supposés indépendants; nous
admettons également du désordre hors de la diagonale (i.e les coefficients
non diagonaux de la matrice que nous étudions, sont des variables aléatoires
non nécessairement constantes).

Dans la derniére partie, nous appliquons d’abord ce résultat pour
établir un théoreme de localisation, pour de grands désordres ou de grandes
énergies, pour des analogues a longue portée du modele d’Anderson discret
(théoréme 1.8).

Enfin, nous prouvons que, modulo une renormalisation convenable,
la matrice obtenue par équivalence unitaire dans la partie semi-classique,
satisfait aux conditions requises a I’application du théoréme principal de la
partie “aléatoire”. Ainsi, pour notre modele semi-classique, nous montrons
que, si les (t,)yer sont des variables aléatoires i.i.d bien distribuées dans un
voisinage de 0, pour h assez petit, avec une probabilité 1, le spectre de P,
dans un voisinage de la premiere bande de spectre de Py, est purement
ponctuel; de plus, si ¢ est une fonction propre associée a une valeur
propre de P, dans cet intervalle, alors ¢ est une fonction exponentiellement
décroissante & l'infini. Ce résultat fait I'objet du théoréme 1.9.

Le contenu de ce papier est agencé de la fagon suivante : dans
la partie 1, nous définissons les objets de notre étude, et donnons les
principaux résultats; dans la partie 2, nous énongons trois lemmes et, a
partir de ceux-ci, prouvons le théoréme principal de la partie “aléatoire”;
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la preuve de ces lemmes fait ’'objet des parties 3, 4 et 5; enfin, dans un
appendice, la partie 6, nous avons rassemblés les preuves des résultats semi-
classiques, ainsi que celles des lemmes dont nous nous servons pour prouver
la localisation pour notre modele semi-classique.

Remerciements. — Une partie de ce travail a été effectuée a I’Univer-
sité de Saint-Pétersbourg. L’auteur tient a remercier V. Buslaev et A. Fedo-
tov pour leur accueil. Il remercie également les organisateurs du programme
“Spectral Problems in Mathematical Physics”, B. Helffer, A. Jensen et J.
Sjostrand pour leur invitation a linstitut Mittag-Leffler.

1. DEFINITIONS ET RESULTATS

A. Modéle semi-classique.

d
Soit L = @ Zu,, un réseau de R? ot (uj)1<j<q est une base de R%.
i=1 ==

Pourz e R? et z = Zd: zjuj, on définit |z|, = sup |z;|.
i=1 1<j<d
On considére 1'opérateur de Schrodinger suivant agissant sur L?(R%)
(1.1) P=-h’A+V
ou V est un potentiel satisfaisant a

(H.1) V est L-périodique, V € C®(R%), V > 0, V-}({0}) = L et
HessV (0) est défini positif.

Soit d la distance d’Agmon définie par V c’est-a-dire la distance
donnée par la métrique V(z)dz. Soit Sy = ean\f{ 0 d(a, 8). On sait que
o(P), le spectre de P est constitué de bandes de spectre purement absolu-
ment continu. Par [Sil] (voir aussi [O] et [K1]), on sait que sous ’hypothese
(H.1), la premiére bande du spectre de P est de longueur f(h) vérifiant
(1.2) limsup hlog f(h) = —So.

h—0
Notons [in, sp] la premiere bande de o(P). Par [O] (voir aussi [Kl]), on sait
que, pour h assez petit, il existe a(h) > 0 tel que
{ |a(h)| + h|log(a(h))| — 0 quand h — 0
a(P) N ([én, sn] + [—8a(h), 8a(h)]) = [in, Su)-
Soit 6V une fonction a support compact satisfaisant a

(1.3)
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(H2) 6V >0, 6V(0) = [|6V]w = 1, 6V € CP(RY) et 6V est bien
supportée au voisinage de 0 (pour un énoncé plus précis, voir [KI]).

Soit (ty)yerL, une famille bornée de réels. On s’intéresse & I'opérateur

(1.4) Pi=P+ ) t,0V,

~yEL
ot 8V, (z) = 6V (x — 7). On prend (t,)rer € [—2a(h),2a(h)]L et on veut
étudier le spectre de P, dans l'intervalle [ip,ss] + [—2a(h),2a(h)]. Pour
cela, on proceéde comme dans [KI|; on restreint P; & l'intervalle d’énergie
[ih, sn]+ [—2a(h), 2a(h)], on trouve une base convenable pour y représenter
cet opérateur puis on calcule la matrice de P; dans cette base.

Soit ((Sa,8))(a,8)cLx L, une collection de nombres positifs.
DEFINITION 1.1. — Soit M = ((mq,8))(a,8)cLx L, Une matrice. On
dit que M est O(sq,8) si
V(a,B) € LX L, |mqp)| < e %",

On définit, pour (a,3,7) € L X L x L

d(supp(6V5), @) + d(supp(6V,), B)  si (a, B) # (7,7)
dy(a, B) = Qir;fo(d(supp(ﬁ%),a)) si (o, 8) = (7,7)

° d(c, 6) sia#p
do(e, B) = {2 iI;fO(d(a, 0)) =28, si (a,8)=(0,0).

Soit F, I'espace spectral associé & P; et [in, — 2a(h), sp + 2a(h)], et
I1;, la projection orthogonale sur F;. On a alors le

THEOREME 1.2. — Supposons (H.1) et (H.2) vérifiées. Alors il
existe €g > 0 tel que Ve €]0,¢¢], il existe h, > 0 tel que pour h €]0, he| et
t = (ty)yer € ([~2a(h),2a(h)))",

1) il existe (¢~,t)yeL, une base hilbertienne de F; et C(h) > 0 tel que,
pour tout y € L,

(1) [0 ()] o + Bl ST - V()]0 < OB

2) la matrice de (Pt)l . = PiIl; dans cette base est

(2) H(t) = u(h) + M(t) + Do(t)

ou
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(a) Dp(t) = ((b(ta)da,s))(a,8)eLxL €St une matrice diagonale ou b(t)
est analytique en t dans D(0,2a(h)),

(b) t — M(t) est une application & valeur matricielle analytique de
[D(0,2a(h))]* dans B(¢%(L)) (au sens C-différentiable de [D(0,2a(h))]*
dans B(£2(L))),

(1 ;; E) dO(av ﬂ))v

*) M(0) est une matrice de convolution et est (9(

(1-¢)
—d (0, )),

(c) w(h) est un réel vérifiant u(h) — 0 quand h — 0.

(**)  pour a € L, 8, M(t) est (’)(

Remarques.

1) B(¢%(L)) désigne I'espace des opérateurs bornés de ¢2(L) dans lui-
méme.

2) u(h) + M(0) est la matrice de convolution représentant P dans la
base de Fy, (¢4,0)ver- Elle donne la premiére bande de spectre de P.

3) Une description plus précise de b est fournie par le lemme 3.1 et la
section 5 de [KI].

4) Par (b), on obtient que, pour t € ([—2a(h), 2a(h)])*,

(L5) M(t) = M) + 3¢, /0 90 M(ut)du,

vEL
la somme étant convergente au sens fort dans B(¢2(L)). On en déduit qu'il
existe ¢y > 0 tel que, pour h assez petit,

(1.6) sup “M(t)”g(p(m) < 6_%.
te([—2a(h),2a(h)]) L

o d(0,x)
zel\{0} |z|L
pour tout g > € > 0, il existe he > 0 tel que pour h €]0, ke[, on a

De plus, si ag = , alors, par ’hypothese (H.1), ag > 0. Donc,

(1.7) sup |ma,p(t)| < e " G2 la—ple
te([~2a(h),2a(h)])E

et, il existe by > 0 tel que

(1.8) sup 102, ma 5 (2)]
te((-2a(h).2a(m))*

- {e_‘ﬂ%’—_s)(]a—"/]z,-i-l’y—ﬁh) si (a, ,8) 7é (’Yv 7)
< e_%? si (a,0) =(7,7)-



LOCALISATION POUR DES OPERATEURS DE SCHRODINGER ALEATOIRES 271

La preuve de ce théoreme fait ’objet de la partie A de ’appendice. Pour
ce qui concerne ce genre de réductions, on pourra consulter les travaux de
B. Helffer et J. Sjostrand, par exemple [HeSj] (pour le cas d’un nombre fini
de puits pour le potentiel que I'on veut étudier), et article de U. Carlsson
[Ca] (dans le cas d’un nombre infini de puits).

B. Localisation d’Anderson pour une classe
de matrices aléatoires.

Considérons Z? muni de la norme |z| = sup |z;|si z = (z;)1<j<a-
1<j<d

14
Pour £ > 0 et = € Z%, on note A¢(z) = {z €Z%|z—z| < 5}.

Soit D un ensemble. Soit
d
H : D — Mat(Z?) = {(m(,9))) @y)ezexze; m(z,y) € C},
une application & valeurs matricielles satisfaisant a
(H.1)
(a) pour tout t € D%, H(t) = ((h(t;2,Y)))(z,y)czdxz¢ €st hermitienne,
c’est-a-dire, pour (x,y) € Z? x Z¢, h(t;z,y) = h(t;y,z)
(b) il existe mo > 0 tel que, pour tout t € D~ et tout (z,y) € Z¢ x Z¢
tel que x #y ,ona
LCERY B

Sous cette hypothése (voir, par exemple, [KuSo]), Popérateur H(t),
défini par la matrice H(t) sur le domaine f(L) = {¢ = (¢(2))zez¢;
3R > 0 tel que ¢(z) = 0si |z| > R}, est essentiellement auto-adjoint. On
note alors H(t), son extension auto-adjointe sur ¢2(Z?) qui a pour domaine,

D(H() ={p; X |h(t;z,2)p(z)|* < +oo}.

z€eZd

Soit A C Z¢, on définit H (t) comme H(t) restreint & £2(A) (£2(A) est
canoniquement injecté dans ¢2(Z%) par linclusion A C Z4). Si Ap est un
opérateur défini sur £2(A), on notera également par A, son prolongement
par 0 & £2(Z7) (i.e Ap),,,, = An et Ay, , . = 0). Soit e € D. On définit
I’application Il . par

. : D* — D%

(1.9) t = (ta)reze — Mae(t) = (ae(t)s)seze
ol Ty o (t)s = ts s% zeA
e sinon.
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Pour (e, f) € D x D, on a
(1.10) Mpe oMy s =Tlae.
Pour A C A’ C Z¢, on définit

Ha,ne(t) = Ha(Tar e (1))

(dans Ha(t), on a égalé a e les variables t, pour z € A’).

DEFINITION 1.3. — Soient dy > 0 et ko > 0. On dit que H(t) vérifie
une propriété de découplage d’ordre (do, ko) si, pour tout e dans D et pour
tous A C A’, cubes finis de Z? tels que A # A’, on a,

(*) sup “HA(t) - HAyAl,e(t)“B([2(Zd)) < k‘oe—d" infoeq, ygar l2—yl
teDz¢

Remarquons que, s’il existe dy > 0, kg > 0 et e € D, tel que pour
tous A C A/, cubes finis de Z? vérifiant A # A’, on a (), alors H(t) vérifie
une propriété de découplage d’ordre (dy, 2ko). En effet, pour f € D,

Haar,f(t) = Ha(Ilar £ (8)),
et, par (1.10)
Han,e(t) = Haare(MIa 5 () = Ha(Ilare(2))-
Donc
IHA®) = Haa, s Ol < IHA®) = Haare (O + [Haar e (a4 (2))
— Ha(Mar, s (1))l
< 2kge % infoenvgnr 12l

ce qui est le résultat souhaité. Tenant compte de cela, dans la suite de
Particle, on se permettra d’omettre toute référence au point e auquel on
égale les parameétres ¢, pour z ¢ A’. On notera alors Ha as (t) = Ha,a/(2).

Pour E n’appartenant pas & o(Ha(t)), le spectre de Ha(t), on note
GA(F) la résolvante de Ha(t) c’est-a-dire

GA(E) = ((GA(E;x’y)))(z,y)eAz = (HA(t) - E)—l

et si A = Z%, on la notera G(E) (on omet la dépendance en t pour alléger
les notations).

A Vinstar de [FS] et [vDK1], on définit

DEFINITION 1.4. — Soit B3 €]0,1[, E € R, £ > 0 et z € Z%. Ay(2)
est dit (E,3)-N.R (i.e non résonnant) si

€]
G Aoy (B)lBezzay) < € .



LOCALISATION POUR DES OPERATEURS DE SCHRODINGER ALEATOIRES 273

DEFINITION 1.5. — Soit 8 €]0,1[, E€ R, e €]0,1[,£> 0 et z € Z4.
A¢(z) est dit (E,m,(,¢e)-régulier si
(a) A¢(z) est (E,B)-N.R
(b) on a
Y. CrwBEzy)le™ T < 1.

F<ly—z|<%

Supposons maintenant que les (t;)cz¢ sont des variables aléatoires
qui prennent leurs valeurs dans D.

DEFINITION 1.6. — Soient ng > 0, pg > 0, g9 > 0 et I C R. On dit
que H(t) satisfait dans I & une estimée de Wegner de type (1o, po,€o) Si,
pour tout 0 < e <eg, E€I, £>2etzeZ

. €
P({dist(B, 0(Ha,(1)) < €} < [Ae(a)™ ()

Po

(o1 P désigne la mesure de probabilité définie par les (t5)zeze sur D% et
|A¢(x)| désigne le cardinal de A¢(z)).

On a alors le

THEOREME 1.7. — Soit mg > 0, dg > 0, kg > 0, no > 0, po > 0,
€0 > 0, p > sup(4,d), B > 0 tel que Bp < inf(4, d), € €]0, 5[ et I CR.

Soit ‘H(t) vérifiant (H’.1) pour mg et une propriété de découplage
d’ordre (dg, ko). Supposons que les (t;),ecze sont des variables aléatoires
indépendantes telles que H(t) vérifie dans I une estimée de Wegner de
type (o, po, €o)-

Alors il existe Ly > 0 (dépendant de my, do, ko, 1o, po, €0, D, B, €) tel
que si pour un £ > Lg, on a, ¥(z,y) € Z x Z2 tels que |z — y| > £(1 +¢),

P({VE € I, Ay(x) ou Ay(y) est (E,mo(1 —€), B,€) — régulier}) > 1 —£7P

alors, avec une probabilité 1, le spectre de H(t) dans I est purement
ponctuel; et si p est un vecteur propre associé & E, valeur propre de H(t)
dans I, on a
lo T
Jim sup g ()|

< —mo(l - 26).
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Remarques.

(1) L’expression “avec une probabilité 1” signifie “pour un ensemble
de configurations de “potentiels” (t;)gcze de probabilité 1.

(2) Un examen attentif de la preuve de ce théoréme montre que la
constante Lo jouit d’une certaine uniformité dans les parametres myg et dp.
Plus précisément, si a > 0 et b > 0, on peut choisir le méme Ly pour tout

couple (myg, do) tel que my > a et ? <b.
0

(3) On peut trés certainement relaxer la condition d’indépendance
pour les variables aléatoires (t;)zcze comme cela a été fait dans [vDK2]
L’idée de la preuve de ce théoréme est de reconstruire, pour nos matrices,
une analyse analogue & celle développée dans [vDK1]. Deux difficultés nou-
velles apparaissent. D’abord, les coefficients non nuls de la matrice que nous
considérons, décroissent exponentiellement mais ne sont plus réduits aux
seuls coefficients ayant pour indices des éléments de Z¢ plus proches voi-
sins. Ceci nous oblige & modifier la définition de la régularité (définition 1.5)
ainsi que la technique utilisée pour démontrer la décroissance exponentielle
du noyau de Green pour nos matrices. La seconde difficulté provient du fait
que les coeflicients de nos matrices sont des variables aléatoires non néces-
sairement indépendantes. Pour la surmonter, nous utilisons la propriété de
découplage (définition 1.3). Ceci est expliqué en détail dans les parties 2,
3, 4 et 5 de cet article.

C. Applications.

a) Une classe de laplaciens discrets.
Sur ¢2(Z%), considérons une matrice de convolution,
Ho = (Ma—y)) (z,y) ez x 24>
auto-adjointe dont les coefficients vérifient, si z # 0,
(1.11) Ima| < e~mole

pour un mg > 0. Soit D(t) une matrice diagonale dont les coefficients sont
des variables aléatoires i.i.d admettant une densité de distribution commune

—————— . On définit H(t) = Ho + D(t).
S [9@)] (t) = Ho +D(1)

H(t) vérifie bien (H.1) pour mg. De plus, H(t) vérifie de facon évidente
des propriétés de découplage de n’importe quel ordre (do, ko). Par des

bornée notée g. Soit 6, =
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arguments analogues & ceux développés dans le lemme VIIL.1.8 et la
proposition VIII.4.11 de [CL] (voir aussi [We] et [F'S]), on montre que H(t)

vérifie une estimée de Wegner de type (1, 1, %)
9

Alors, en se servant des propositions (A.1.1) et (A.1.2) de [vDK1] et
du théoreme 1.7, on obtient le

THEOREME 1.8. —  Soit m €]0,mq.

(1) Soit I C R. Il existe §(m, I) > 0 tel que si 64 > §(m, I) alors, avec
probabilité 1,

(a) Ie spectre de H(t) dans I est purement ponctuel,

(b) si ¢ est un vecteur propre de H(t) associé 4 E dans I alors

(%) lim sup lo

(2) 1l existe 0 < E(m, g) < oo tel que, avec probabilité 1,

(a) le spectre de H(t) dans | — co,—E(m,g)] U [E(m,g),+oo[ est
purement ponctuel,

(b) si ¢ est un vecteur propre de H(t) associé & E dans I alors ¢
vérifie ().

Ce théoreme étend a une classe plus générale de hamiltoniens, le
théoreme de localisation pour “petites” énergies ou grands désordres
que Frohlich, Spencer, Martinelli, Scoppola, von Dreyfus, Klein, ...ont
démontré pour le laplacien discret usuel. Des résultats de ce type ont déja
été obtenus par W.M. Wang (voir [Wa]) dans des cas particuliers en di-
mension 1. Tout récemment, le Professeur L. Pastur nous a signalé I’article
de V. Grinshpun [Gr] ol est annoncée une preuve du théoréme 1.8 (preuve
indépendante de la notre).

b) Le modéle semi-classique.

Revenons & 'opérateur P; discuté dans la partie A. Soit g, une densité
de distribution de probabilité supportée dans [—1, 1] telle qu’il existe eg > 0
et po > 0 tels que pour 0 < e < ¢gg

/+oo sup |g(u + v) — g(u)|du < (é)po-

—oo |v|<e

Remarquons que si g vérifie cette propriété alors g est bornée.
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Supposons maintenant que les parametres (t,)ycz sont des variables
aléatoires i.i.d admettant une densité de distribution commune notée gy,
définie par, pour u € R,

(1.12) on() = z50(5775)

ou a(h) vérifie
(1.13) 0 < a(h) < a(h) et ’llin%)hlog a(h) = 0.

Les variables aléatoires (t,),cr sont & valeurs dans [—a(h),a(h)]. On a
alors le

THEOREME 1.9. — Soient (ty)yer les variables aléatoires définies
ci-dessus et P, défini par (1.4) satisfaisant & (H.1) et (H.2). Alors, il existe
ho > 0 tel que pour h €]0, ho[, avec probabilité 1, on a

(a) le spectre de P; dans [—2a(h) + in,sn + 2a(h)] est purement
ponctuel,

(b) si ¢ est un vecteur propre de P, associé 4 une valeur propre dans
[in — 2a(h), s, + 2a(h)] alors, il existe C(h) > 0 tel que, pour tout z € R,
on a
lp(@)] < Clhye™#),

oi (z) = (1+22)3.

Remarques.

(1) Notons que, par (1.3), o(P) N [ip — 2a(h), sn + 2a(h)] = [in, sn] et
que supsup |t,| < a(h), donc, pour tout ¢, on a
t v

a(P) N [in, — 2a(h), sn + 2a(h)] # 0.

(2) En prenant les variables aléatoires (t.,),cr construites comme ci-
dessus, la limite h — 0 correspond & un désordre tendant vers 'infini. En
effet, par le théoreme 1.2, la matrice M(t), qui correspond dans ce probleme
au laplacien, est de taille e~ % alors que les (ty)ver sont bien réparties sur
un intervalle de taille a(h); donc d’apres (1.13), e%a(h), qui correspond au
désordre, tend vers +oo quand h tend vers 0.

(3) Nous voyons ici que nous pouvons obtenir de la localisation avec

des perturbations aléatoires exponentiellement petites, i.e a(h) de 'ordre
)

de e pour 0 < § < 1. En fait, d’apres les preuves des lemmes 1.10 et
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1.11, on voit que ’on aurait pu prendre a(h) de 'ordre de e pour 6 assez
petit.

1
Preuve du théoreme 1.9. — Fixons 0 < £ < inf (Eo,—) dans le

théoréme 1.2. Par ce méme théoréme, pour montrer le point (a), il suffit de

voir que le spectre de M(t) + Dy(t) est purement ponctuel. On va d’abord

. , . lnf( %ﬂa bOa C())
renormaliser cet opérateur. Soit vy = ——=——

donnés par (1.6), (1.7) et (1.8)). Posons
(1.14) H(E) = M) + D(E) = e* (M(t) + Dy(t))

ou

(ol ag, by et co sont

E’Y = eLth(t‘Y)v

D(%) est la matrice diagonale ayant pour éléments, les (£,)ycr, €t

'vITre 7Y 1, v

(1.15) M((Ey)yer) = e M((b7 (e ™ &))yeL)-

Dans la suite, nous identifierons L et Z¢ en utilisant la base (u;)i<j<d;
cette identification est une isométrie pour les normes |- |L et | - |. Nous

considérerons donc que désormais M(£) + D(f) agit sur ¢2(Z%).

On a alors le

LEMME 1.10. — Il existe hg > 0 tel que, pour h €]0, ho[, on a,
. ’
a) M(t) satisfait & (H’.1) avec mg = %0 donc avec my = - pour tout
0<h < 1o,

b) M (t) satisfait & une propriété de découplage d’ordre (%, 2) donc
/

d’ordre (%,2) pour tout 0 < b’ < 1y,

¢) on a, pour tout t,
-

IM@) | sez@ay < e *,

d) les variables aléatoires (t;)qycz¢ sont i.i.d,

e) H() = M (t)+D(t) vérifie une estimée de Wegner de type (2, po, 1)
sur R.

Remarque. — La preuve de ce lemme fait I'objet de la partie B de
l’appendice. Fixons p > sup(4,d) et 8 > 0 tel que Bp < inf(4,d). En fixant
a =1et b =1, la remarque 2) qui fait suite au théoréme 1.7 nous dit
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qu’il existe hy > 0 et Lo > 0 tels que, pour tout 0 < h < A’ < Ay, si
il existe £ > Lgo tel que, pour tout couple (z,y) dans Z?¢ x Z¢ vérifiant
|z —y| > £4(1 +eg),0ona

P({VE € R, Ag(z) ou Ag(y) est (E,2%/,,6, eo) - régulier}) >1-¢P

alors, avec une probabilité 1, le spectre de ﬁ(f) est purement ponctuel; de
plus, si ¢ est un vecteur propre associé & E, valeur propre de H(f) dans R,
on a

. log|p(z)] _ A
1.16 limsup ——— < ——.
( ) |z|—o00 ‘.’L’l h

On montre le

LEMME 1.11. — Pour tout £ > 1, il existe hy > 0 tel que, pour
h €]0, he¢], on a, pour tout (z,y) € L x L tel que |z — y| > £(1 + &),

P({VE € R, Ae(x) ou Ae(y) est (E 2%, 8, 60) - régulier}) >1-077

(la régularité étant définie pour la matrice H(f)).

Remarque. — La preuve de ce lemme fait I'objet de la partie C de
I’appendice. Alors en prenant hy = inf(hg,hr,) pour hr, donné par le
lemme 1.11 et, Lo et hy donnés ci-dessus, on obtient que pour h €]0, ko,
avec une probabilité 1, le spectre de ﬁ(f) dans R est purement ponctuel
donc, par construction de , de ﬁ(f) et par le théoreme 1.2, avec une
probabilité 1, le spectre de P; dans [—2a(h) + ip, sp + 2a(h)] est purement
ponctuel. Soit ¢ est une fonction propre associée a E, une valeur propre
de P, dans [—2a(h) + i, sp + 2a(h)]. Notons (a)eL, les composantes de
¢ dans la base (¢,,:)yer. Par le théoréeme 1.2 et par (1.16), on sait qu'il
existe C > 0 tel que, pour tout v € L, on a

(1.17) la,| < Ce= R,
En utilisant alors, Pestimée (1) du théoréme 1.2, on obtient qu'il existe hy
vérifiant hg > h{ > 0 (hy ne dépendant que de (-), |- |1 et de la distance
d’Agmon) et tel que, pour h €]0, hy|, il existe C'(h) > 0 tel que 'on a,

h! h!
(1.18) le™ - o()llzz +RIV(E™ - ()22 < C(h).
Pour 0 < h < b’ < h{, comme ¢ est solution de (P; — E)p =0, on a
AEF @ - (@) = Ak @)p(a) + VeF 2. Vo(a)

+h72(V + Z t, 6V, — E)ehT/(x)ga(:r:),
vEL
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donc, par (1.18), on a que A(eth(’”) -p(x)) € L2(R%). De la méme maniére,
on obtient que, pour tout k € N, A’“(ehT/“”> - p(x)) € L*(RY). On sait
que, pour s > g, H*(R?) s’injecte continiiment dans Co(R?), ’ensemble
des fonctions continues qui tendent vers 0 & ’infini. On en conclut donc le
comportement annoncé pour .

2. PREUVE DU THEOREME 1.7

Dans cette partie nous donnerons trois lemmes qui rassemblés forment
la preuve du théoreme 1.7. Ces lemmes, dans leur ensemble, sont les
pendants des lemmes 3.1, 4.1 et 4.2 de [vDK1].

Soit £ > 1 et x € Z%. Pour k € N, on définit Bye(z), la couronne

, k¢ l
centrée en z, de rayon ) et largeur o par

ke k+ 1)
Bke(w)={y€Zd;7<|w—yls( 5 ) }

On définit aussi
k¢
+ — d. |,
Bkl(z)—{yeZ e —y| > 5 }
Alors pour a > 1,si L =¢%, on a

(=11

Av@)= |J  Bre@) JBaoryp(@) () AL(2))

k=0

ol [z] est la partie entiére de z.

DEFINITION 2.1. — On dit que By(z) est une (E, m, §,€)-barriére
si, pour tout y € Be(z), Ae(y) est (E,m, B, e)-régulier.

On montre alors le

LEMME 2.2. — Soient mg > 0, kg > 0, dy > 0, no >1 0, po > 0,
go > 0, p > sup(4,d), B > 0 tel que Bp < inf(4,d), ¢ 6]0,5[, 6 €]0,1],
a e]l,g[ et D impair tel que D > 2—(1—;%%—2. Soit I C R.

Soit ‘H(t) vérifiant une propriété de découplage d’ordre (do, ko).
Supposons que les (t;)cze sont des variables aléatoires indépendantes tel
que H(t) vérifie dans I, une estimée de Wegner de type (1o, po,€0)-



280 FREDERIC KLOPP

Alors il existe £y > 0 (dépendant de my, ko, do, N0, po, €0, P, 3, €, 6,
D) tel que, pour £ > £y, si on a, pour un my €]0, mo(1—¢)], ¥(z,y) € Z¢xZ4¢
tels que |z —y| > £(1 +¢),

P{VE € I, Ay(x) ou Ay(y) est (E,my, B,€) — régulier}) >1—£7P
alors, si L = £, on a, ¥(z,y) € Z¢ x Z4 tels que |z — y| > L(1 +¢), on a

( -Vb € AL(Q:), )

Ag(b) est (E,B)-N.R
-Ap(z) est (E,B)-N.R
VI<k< [l —1,
P|{vEcI | Are(2)est (B B)-NR ou | b | z1-L
- parmi les Bgy(z) contenus dans pour y

AL (z),au plus 8([?] +1)D
0

ne sont pas des (E,mp, 3,¢)

L -barriéres )
avec
mp=mg—£%< mo(1 — €).

(Ici P est la mesure de probabilité définie par les variables aléatoires
(tz)ZGZd )

Remarque. — Un examen attentif de la preuve montre que, si
b > 0, on peut prendre le méme Ly pour toute paire mg et dy telle que
7%) < b. La nouveauté dans la démonstration de ce lemme par rapport
3 celle des lemmes 4.1 et 4.2 de [vDK1] est le fait que, dans le cas que
nous traitons, tous les coefficients de la matrice H(t) sont des variables
aléatoires non nécessairement indépendantes. L’hypothese essentielle pour
traiter cette difficulté dans notre cas, est la propriété de découplage. La
maniére dont on s’en sert est la suivante : si (z,y) € Z¢ x Z2 tels que
|z—y| > £(142¢), alors Ag(116)(2)NAs14¢)(y) = 0, done Ha,(2), Ay 40 () (B)
et HA,(y),Avr4e (v) (t) SODE indépendantes I'une de I'autre (i.e les coefficients
de I'une sont indépendants des coefficients de 'autre). Or, d’apres la pro-
priété de découplage, I'erreur que 'on commet en remplagant Hy,(5)(t) par
HAo (@) Avrse) () (t) est de taille e—edos , c’est-a-dire beaucoup plus petite que
e“"’ﬁ, la distance au spectre prise en compte dans la propriété de (E, 3)-
non-résonance. On procede de fagon analogue pour traiter la propriété de
(E,my, 3, €)-régularité.

On ale
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LEMME 2.3. — Soient mg > 0,79 > 0, po > 0, €0 > 0, p > sup(4, d),
1
B > 0 tel que Bp < inf(4,d), € € ]0,5[, a € ]l,inf(g,S)[, 0 <6<
inf(1 — af,a — 1) et D, un entier fixé. Soit E € R.

Soit H(t) vérifiant (H’.1) pour mg. Alors il existe £1 > 0 (dépendant
de myg, B, €, 6, a, D) tel que, pour £ > ¢y et tout x € Z%, si pour un
myg €]0,mo(l —€)], on a

a) Vb € AL(z), Ae(b) est (E,B)-N.R,
b) AL(z) est (E,()-N.R,
¢) V1 <k < [(271] — 1, Age(z) est (E, B)-N.R,

d) au plus D couronnes parmi les Byy(x) pour 1 < k < [(*~1] — 1 ne
sont pas des (E,my,8,¢)-barriéres, alors Ar(x) est (E,mr,(,¢)-régulier
avec

mr =mg — (Mo + 1)€_6 <mp(l—e).

(La régularité est définie par rapport a la matrice H(t).)

Remarque. — Un examen attentif de la preuve montre que, si a > 0,
on peut prendre le méme Ly pour tout mg > a. Dans la preuve des lemmes
4.1 et 4.2 de [vDK1], la propriété que, pour le laplacien discret usuel, seuls
les coefficients indexés par les plus proches voisins sont non nuls, est utilisée
de maniere essentielle. Dans notre cas, cette propriété n’est plus vérifiée
mais on dispose de la décroissance exponentielle des coefficients de H(t)
lorsque 'on s’éloigne de la diagonale. On construit une nouvelle analyse
sur I'idée suivante : pour obtenir la décroissance du noyau de Gy, (o) (E),
on montre que, pour y € Ar(0), plus grand est le nombre de (E,my, 3, €)-
barriéres qui séparent y de 0, plus le coefficient G, )(E;0,y) est petit.
Plus précisément, a chaque fois que y franchit une barriere en s’éloignant
de 0, G, (0)(E;0,y) décroit environ d’un facteur e~ %. Comme le nombre

N . L .
de barriéres que P’on a pu placer dans le cube est environ 7 on obtient la
décroissance voulue.

En appliquant alternativement ces deux lemmes, par récurrence, il
résulte immédiatement le

LEMME 2.4. — Soient mg > 0, kg > 0, dp > 0, 79 > 0, po > 0,
€0 > 0, p > sup(4,d), B > 0 tel que Bp < inf(4,d), € 6]0,5[, a €
]1,inf(§, g)[ et 0 < § < inf(1 — aB,a — 1). Soit I C R.
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Soit ‘H(t) vérifiant (H’.1) pour mq et une propriété de découplage
d’ordre (do, ko). Supposons que les (t;),cze sont des variables aléatoires
indépendantes tel que H(t) vérifie dans I une estimée de Wegner de type

(10, po, €0)-
Alors, il existe 3 > 1 tel que si, pour un Ly > {5, on a, pour un
mr, €)0,mo(1 —¢)|, V(z,y) € Z¢ x Z? tels que |x — y| > Lo(1 +€),
P({VE € I, AL,(z) ou AL, (y) est (E,mr,, 3,¢) — régulier}) > 1 — Ly?
alors, si on définit la suite Ly par Lxy1 = Lf, on a, pour k > 0 et pour
tout (z,y) € Z x Z2 tels que |z — y| > Liy1(1 +¢),

P({VE € I,AL,,,(z) ou A, (y) est (E,myr,,,,0,¢c) — régulier})
>1- Lt
avec
MLy, =mr, —2(mo +1)Li® < mo(1 —e).

(P est la mesure de probabilité définie par les variables aléatoires (t;)yczd.)

Remarque. — Les remarques qui font suite aux lemmes 2.2 et 2.3
sont encore valables pour le lemme 2.4.

Posons la

DEFINITION 2.5. — Soit E € R. On dit que E est une valeur
propre généralisée de H(t) si il existe ¢, un vecteur non nul de (CZd,
polynomialement borné (i.e il existe C > 0, > 0 tel que, Vz € Z¢, |p(z)| <
C(1+ |2|)")) tel que

(H(t) — E)p =0.

A Tl'instar de [vDK1], nous avons alors le

1
LEMME 2.6. — Soient p > sup(4,d), 1 < a < g, € 6]0,5[ et

m €]0,mo(1l — €)]. Soient Ly > 1 et I C R. On définit la suite Ly par
Li+1 = L§ pour k > 0.
Soit H(t) vérifiant (H’.1) pour mg. Supposons que les (t;)ycza sont
des variables aléatoires indépendantes.
Supposons que, pour k > 0 et pour tout (z,y) € Z¢ x Z¢ tels que
|z —y| > Lg(l1+¢€), on a
P{VE €I, Ar,(z) ou AL, (y) est (E,m, B,¢) — régulier}) > 1 — L, *
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(la régularité étant définie par rapport a la matrice H(t)).

Alors, avec une probabilité 1, si ¢ est une fonction propre généralisée
de H(t) associée & E dans I, on a

1
i oup E @)

< —-m(l-—c¢).
T—+00 |.’1:| - ( )

Remarques.

(1) La remarque qui fait suite au lemme 2.4 est encore valable pour
le lemme 2.6.

(2) L’expression “avec une probabilité 1” signifie “pour un ensemble
de configurations de “potentiels” (t;),cz¢ de probabilité 1”.

Démontrons le théoreme 1.7 & partir des lemmes 2.4 et 2.6. Sup-
posons que pour £ > sup({z,2) (¢ donné par le lemme 2.4), on a, pour
me € 10,mo(1 —€)[, V(z,y) € Z¢ x Z% tels que |z — y| > £(1 +¢),

P{VE € I, Ay(z) ou A¢(y) est (E,my, B,€) — régulier}) > 1 —£7P.
Définissons la suite L, par L;,, = (L;)® pour k > 0 et Ly = £. Posons
Moo (€) = me —2(mo +1) Y J(L4) ™"
k>0

Alors pour un certain C indépendant de £ > 2, on a

Moo (£) > my — 2(mo + 1)CL7°.
Par hypotheése du théoréme 1.7, my; = mg(1 — €). Donc il existe Ly >
sup(4s,2) tel que si £ > Ly, alors

Moo (£) > Moo =mp(l — e — €2).
Le lemme 2.4 nous dit alors que, pour k > 0 et pour tout (z,y) € Z* x Z¢
tels que |z —y| > L (1+¢), on a

P({VEel, Ay (z) ou Ar; (y) est (E, Mmoo, B,€)-régulier}) > 1—(L;) 7"

On obtient par le lemme 2.6, qu’avec une probabilité 1, si ¢ est une fonction
propre généralisée de H(t) associée & E dans I, on a

(2.1) Jim sup 2&1£@)

< —meo(l —€) < mp(1l — 2¢).
z—+00 ||

Fixons une configuration de “potentiels” dans cet ensemble de mesure 1.
D’apres [Si2] (voir aussi [Be] et [CL]), on sait que, comme H(t) est auto-
adjoint et étant données les propriétés de décroissance vérifiées par les
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coefficients de H(t), presque toute énergie dans le spectre de H(t) est une
valeur propre généralisée de H(t) (le presque tout étant ici déterminé par
la mesure spectrale de H(t)). Donc, pour cette configuration de potentiel,
le spectre de H(t) dans I est purement ponctuel et si ¢ est une fonction
propre de H(t) associée & une énergie E dans I alors ¢ vérifie (2.1). Ceci
acheve la démonstration du théoreme 1.7. O

3. PREUVE DU LEMME 2.2
A. Preuve du lemme 2.2.

Soit H(t) vérifiant (H’1) pour mg et une propriété de découplage
d’ordre (do, ko). Soient (t;)scze, des variables aléatoires indépendantes
telles que H(t) vérifie dans I une estimée de Wegner de type (1o, po,€o)-
On ale

LEMME 3.1. — Soient ¢ > 0, 0 < 8 < 8. Soit x € Z*. Pour £ > 1
suffisamment grand (dépendant de dy, €, €, 3, 6),

. _pB
P({dist(E,0(Ha, (@), s () (1)) S €74}
. o8
=P, s ) {dist(B, 0 (Ha, @) A, s (@) S €7}

Qe“eﬁ )Pﬂ

< IAe@) ™ (

Remarque. — Les événements que nous considérons seront toujours
des événements sur les variables aléatoires (t;),ecz4 0u (tz)zen pour A C Z9,
c’est-a-dire des ensembles des configurations de “potentiel”. P, désigne la
probabilité de I’événement considéré par rapport aux variaples aléatoires
(tz)zea et P, la probabilité par rapport aux variables aléatoires (t;)gcza4-
Un événement Ewv sur les variables aléatoires (t;)zea peut toujours étre
compris comme un événement sur les variables aléatoires (¢;)ycza (en pre-
nant le produit direct Ev X DZd\A, D étant l’ensemble ou les variables
aléatoires prennent leurs valeurs) et alors comme les (t;) ¢z« sont indépen-

dantes, on a "
Pa(Ev) = P(Ev x D2\,

Preuve du lemme 3.1. — La propriété de découplage exponentiel
nous dit

B1) NHA(2),A,, .08 @) ) = Hay@) Ol ce2(29))

—dp inf — 25
< ke oinfaen,(a)beh,, s () |z—yl < ko~ e
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Ainsi, on a 'inclusion
{dist(E, 0(Ha,(z), 040 (2) (1)) < €}
C {dist(E, 0(Ha, ) (1), < e + koe~ %%},
Comme f < 6, si £ est assez grand, on a
{dist(B, 0 (HA, (2) Aoy 4oy () (D)) <€ YC{diSH(E, 0 (Ha, ) (1)) <27},

On conclut le lemme 3.1 en utilisant 1’estimée de Wegner pour H(t) et le
fait que les (t;)geze sont i.i.d. O

Soit £ assez grand pour que le lemme 3.1 soit vérifié pour 0 < 8 <
6 < 1. Soit @ > 1 et posons L = ¢. Soient (z,y) € Z¢ x Z? tels que
|z —y| > L(1 + €). Définissons les événements suivants
( Vb € AL(z), )
Ag(b) est (E,B)-N.R
-Ar(x) est (E,B)-N.R
V1<k <[ -1,
Q,y) ={VE €, Are(z) est (E, B)-NR ou | P4V
- parmi les By(z) contenus poury

dans Ap(z),au plus

8([13—;] + l)D ne sont pas

L des (E,mp, (3, €)-barriéres J
-Vb e AL(JI),
Ag(b) est (E, B)-N.R bid
Ri(z,y) =VE €I, | -ApL(z) est (E,5)-NR | ou ,
V1I<k<[* -1, potry
Ake(z) est (E,B)-N.R

et
parmi les Bye(z) contenus dans AL (x),
mo
R(z) ={VE €I, | au plus 8([£] + l)D
ne sont pas des (E, mg, 3, ¢)-barriéres
Alors

CQ(x, y) ce Rl (:17, y) ue R(ZI)) ue R(y)a
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c’est-a-dire
(3.2) P(°Q(z,y)) < P(“Ri(z,y)) + P(°R(z)) + P(“R(y)).

(Ici ¢Ev désigne le complémentaire de Fv.)
a) Estimation de P(°Ry).
Notons

E@@) ={(6,2); z € AL(@)}U{(L, &)} U{(kt,2); 1<k <[] -1}

On a, pour £ suffisamment grand,

(3.3) E(2)] < CyL?
ol |€] désigne le cardinal de £ et Cy ne dépend que de d.
Alors
(A a) € E(x)
(3.4) °Ri(z,y)=<3JE €I, 3 et
(N,b) € £(y)
Ax(a)
tel que | et ne sont pas (E, 3)-N.R
Ax(b)
c U Evi((na),(X,b)
E(z)xE(y)

ou I'événement Evl((\,a),(N,d)) est défini par
( dist(E,a(HAA(u)))ge_xﬁ

Evl((\ a),(V,b))=<3E€l, | et

dist(E, o(Ha,, )<~ ¥’
diSt(E7U(HA)‘(G),A)\‘F%l(a)))Se_)‘ﬁ +hoed0ck

CK3IE€l, | et

. — (2B —dpect
{ dlSt(E,O‘(HA)\,(b),A,\,+%Z(b)))§e (W) 4 gge—docg

Donc, comme pour (A, a) dans £(x) et (N,b) dans E(y),onal <AL L
et £ < X < L, pour ¢ assez grand (dépendant de ko, dp et €), on a

Ev1((Aa), (X,b))
. iy
C {dISt(U(HAA(a),Ax+ie(a))’U(HAx/(b),Ay_‘,ie(b)))S‘le £ }.
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Or, comme |z — y| > L(1 + €), on sait que, pour (\,a) € &(z) et
(N,b) € E(y), Axtge(a) et Ay ycp(b) sont disjoints; ainsi les ensembles
de variables aléatoires dont dépendent Ha, (4),a, +5e(@) et Ha,,(b),Ay +5e(®)
sont disjoints. Comme les (t;) ez« sont supposées indépendantes, il s’ensuit
que

s e
(3:5)  P({dist(0(Hax(a)Ansge(@)s T(HAL 0).Av 4 500))) < de “h
= EAA'+§£(b) (PA)\+i-£(a) ({diSt(/‘l‘j (b)’

_yB
T(HAx(@)Ars5(0))s T(HAL B A4 500)) < 4675 )
5 §

= ]EA,‘,+iz(b)( > Papge(@({dist(u;(0),
ISjSIA)\’+i£(b)|

4P
U(HA,\(a),A,\_‘_il(a))) < et }))
ou les p;(b) sont les valeurs propres de HAA'(b):AA'+§e(b) et ]EAA’+ie(b)
désigne 'espérance suivant les variables aléatoires (tz)ze Avige(®):

Par le lemme 3.1, on obtient
P(Ev1((A,a), (X, ))))

. 8
< P({dISt(a(HAA(a)»AA+§e(a))’O-(HAA'(b)yAx.q.ig(b))) <de ¢ })

8e=" \ ro
S]EAA'+§1(b) (IA)\I+%[(b)HA/\+%f(a)‘no( €0 ) )

< O L4(1+n0) g=pot?
pour un C > 0 (ne dépendant que de €q, 7o, po €t €).

De (3.3) et (3.4), on tire, pour un certain C > 0,
P(°Ri(z,y)) < OLIG+M)e=pol’,
Ainsi, pour ¢ suffissamment grand, on a

P(Ry(z,9)) < =

2LP
b) Estimation de P(°R).

Dans cette section, on fixera le point courant x égal & 0 (ce qui ne
réduit en rien la généralité de la preuve étant donnée l'invariance par
translation des propriétés utilisées). Soit my € ]0,mo(1 — €)] que nous
fixerons plus loin. Par définition, on a

parmi les Byy(0) contenus dans Ar(0),
. mo
°R(0) = ¢ dE € I, | au moins 8([d—0
des (E,mp, 3, ¢)-barriéres

] + 1>D ne sont pas
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Soit 0 <17 < 8([ P ] + 1) — 1. On va réindexer les couronnes By,(0). On
0
définit
mo

(3.6) Bi= {Bke(o); k Ei(B([dO] +1)) et 0< k< [eo1] - 1}
= U 83

1<q<gq:
oll g; = sup {q; 8([?] + 1)q+i <[ - 1} = |B;|.
0
Pour ¢’ < ¢<g;,ona

00 15y 52 8( (2] 0§ -8(22] + )+

- 4([22] )

(ici | By — B}| désigne la distance de B} & B}, pour la norme |- |) donc si
z € B} et 2’ € By,

IAe(z) — Ae(z)] > (4[%‘1] +3)e.

Définissons 1’événement °R; par

parmi les Bé, au moins D
‘Ri=<3AE €I, .
ne sont pas des (E, mr, §,¢)-barriéres

On a
(3.8) “R(0) C U (cRi).
ie[o,s([%‘g] +1)—1]

Fixons i € [0 8([d ]+1) ].Ona
(3.9) °

HZay,- - Tap) € By, X ... X Bl
°‘R;C U JE € I, ] tel que, pour 1<j<D, Ag(za;)
(e1,...,2p)€[0,4:]° n’est pas (E,mr, §,¢€)-régulier
Fixons (ai,...,ap) € [0,¢)° et 24 = (Tay,--.,%ap) € By, X ... X B},
On définit I’événement “R(z4,) par
‘R(zq) = {3E € I,V1 < j < D, Ay(zq;) n'est pas (E,myg, B, €)-régulier}.
Alors

(3.10) ‘Rza)c |J QU U Qi

1<j<D 1<j#k<D
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ol, pour 1 < j <D,

A¢(zq,;) n’est pas
Qj=43EcI, V1<i<D,i#j, | (E,mr,B,¢)régulier

et |Ga,(on (Bl <

et,pour 1<j#k<D

;,k ={3E €I, Ay(z,;) et A¢(xq,) ne sont pas (E,[)-N.R}.
Par (3.7), pour j # k,
Ae(Za,) — Ae(Tap)| > (4[%’] +3)€> (1+e)t

donc, par ce qui a été vu en a),

(3.11) P(Q} ;) < CLAG+M)g=pot”

ol la constante C est la méme pour tous les z,,.

Fixons j € [1, D]. Soit G, une partition de [1, D]\ {j} en paires (elle
existe car D est impair et |G| = D —1). On a

Ae(zq,) et A¢(zq,,) ne sont pas
(E,mr, B, €)-régulier et
B
1GAu@a,) (BE)]| < €
s
et Go(ea, ) (B < ¢

(312) Q;c () {3Ee€l,
{kk'}eG

Pour A C A’ C Z¢, on désignera par G a/(E), la résolvante de Ha a(t) &
I’énergie E. On a alors le

LEMME DE DECOUPLAGE. — Soit C > 0 et é§ €]0,1[. II existe £y
(dépendant de C, my, dy, ko, €, 8, B) tel que pour £ > £y, on a, pour
m < mo(l —€) et m' =m +£~% < my, et pour tout x € Z¢

a) si A¢(x) n’est pas (E,m, (3, €)-régulier et |G, ) (E)|| < Ce®’ alors

o8
”GAe(z),A(4[%:§]+4_2e)e(:t)(E)“ <2Ce

et
§ . m'|y—z|
IGAe(m)‘AM[mO H_4_25)5(3,;)(E, x, y)]e > 1,

e§<ly—x|<§

b) et réciproquement, si

8

1CAce) A 5811020 B < Ce
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et
E G . ly—=|
| A‘(x)‘A(«t[TQmO l+4—2s)e(z)(E’$7y)|emy f>1

es<|ly—=|<{
alors A¢(x) n’est pas (E,m’, §,¢)-régulier et ||Gp,)(E)| < 2Ce"’ .

Ce lemme sera établi dans la partie 3.B. Servons-nous en pour estimer
P(Qk,k). Le point a) du lemme de découplage nous dit que

Qk,k' C {HE el,Vz e {wak’wak’}’

o8
||GAe(z),A“[%,_]H_ZE)[(x)(E)ll < 2Ce" et

Z |GAe(w)’A(4[%§l+4—zs)e(z) (E;z,y)le™ lv=el > 1 }

es<|ly—=z|<%
= Qk,k’
! e—&
avec my, =myg + £7°.

Si¢>1+¢7!, par (3.7), pour k # k’, on a
(3.13) A(4{5§'§]+4—2s)e($ak) nA(4[%‘g]+4-ze)e($ak/) =0.

Ainsi, pour {k,k'} # {j,j'}, les événements ék,k/ et éj,j/ sont indépen-
dants donc

(3.14) P(Q;) < M,kyecP(@kk)-

En utilisant le point b) du lemme de découplage, on obtient

Qk,k/ C{3E €1, My(zs,) et Ag(zq,,) ne sont pas (E,mf,3,e)-réguliers}
avec m/f =my, +2¢7%.

Choisissons alors my, = my—20~9 c’est-a-dire m/] = my; ainsi, comme
d’apres (3.7), Tq, et zo,, sont assez éloignés I'un de 'autre, I’hypotheése
principale du lemme 2.2 nous dit que, pour tout {k,k'} € G,

P(Qup) <77
ainsi, par (3.14),

p(D—-1)

P(Qj) <77 .

Par (3.10) et (3.11),

(3.15)  P(°R(za)) < DE~25F 4 OLAG+m0)g=rot® — =257 4p)
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ou
p(D-1) __ 4B
(3.16) A(f) = D + D?CLAGHI+ 57— g=pot”,

En utilisant (3.9) et (3.8), on a,

(317)P(°R(0)) < (““‘3* 1) LA < 8120 A~ 25

14

On choisit alors D tel que,

< (SA(é)) gi+2aD— 2B

D-1 2(1
2 p—4da
Al 1
et ¢ suffisamment grand pour que §# < 1

291

En additionnant les estimées obtenues par (3.17) pour P(°R(z)) et
P(°R(y)), avec 'estimée obtenue pour P(°R;(z,y)) dans la partie 1, on

obtient
P(°Q(z,y)) < L7,

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.2.

B. Preuve du lemme de découplage.

Supposons vraies les hypothéses du a) du lemme de découplage. La

propriété de découplage nous dit que,
—do(4[52]+3-2¢) £
(3.18) ”HAg(z),A(4[%]+4_2E)l(z) — Hp ()|l < koe™®0Wlas1+3-29)3
< koe—mo(%—s)e.
On a

(3.19) GAg(x),A(4[%]+4_2s)l(m)(E)

—1
= Gy @) (E) (1 + (HAe(z),A(4[%§]+4_ZE)e(m) - HAz(m))GAz(x)(E)) :

Par hypothese, |G, ) (E)| < ce?’ donc, si £ assez grand,

|| GAE (z)iA(4[7?"éZ]+4~2s)l

< ZCeeﬁ.

—mo(3—e)e B
@B < G, (B)]| (1 + 2Ckoe e —9tet”)
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De (3.19), on tire,
(320) GAe(m),A(4[%]+4_25)l(fE) (E) - GA[(I) (E)

-1
= G, (2)(E) (1 + (HAe(a:),A(4[7_;z_3]+4_25)t(z) - HAg(x))GAe(x)(E))

'(HAe(n,A“[%]H_we(z) - HAe(x))GAe(w)(E)'

Ainsi, pour m’ > m et £ assez grand,

. 'y—z|
Z |GA[(7,),A(4(%1§1+4_25)£($)(E,$,y)|6m o

ef<ly—z|<{

> Y Gaw Bz y)le™ v
ef<|ly—=z|<%
_ Z em'|y—z|2koe—mo(%—5)[012628ﬁ

ef<ly—sl<}

—z ’_ 2
= ( |G a, (@) (B 2, )™ l)e<m m)es
ef<ly-z|<4
— 202kgtde™ 5 e=mo(5-e)¢ 2"
> C(m’_m)E% — 2C2koede(m’_mo)%e—mo(l—-g)ge%ﬁ

> e(m’—m)s% (1- 202k0£d62€ﬁe—m0(1—e)l)
1

> _e(m’—m)e% )

Donc pour m’ = m + £7%, si £ est suffisamment grand,
p

. m'|y—z )
Z ’GAl(w)vA(‘x[%&lH—zs)e(z)(E’z?y) em vl > et >1
ef<ly-=|<4 °

ce qui achéve la preuve du point a) du lemme de découplage. La partie b)
du lemme se démontre de la méme maniére. O

4. Preuve du lemme 2.3.

On fixera £ = 0. D’aprés ’hypothese b) du lemme 2.3, on sait que
AL(0) est (E,B)-N.R donc il nous suffit de voir que, si £ est assez grand,
alors,

S Cap (B Oyl <1

eZ<lyI<%
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avec my, =myp — (1 4+mg)e~%.
Notons
K = {k € [1,[*7 "] — 1]; Bxe(0) est une (E,my, 3,¢)-barriere}.
De I’hypotheése d), on tire
K| 2 [ - D—2.

Ordonnons les éléments de K dans le sens croissant et notons les
(kj)1<j<|k|; donc la minoration sur |K| nous dit que,

(4.1) |7 — kil <D +2.
Nous allons montrer le
LEMME 4.1. — Soit 0 < § < 1 — af. Il existe {5 > 0 et Cg > 1

(dépendants de my, B, €, 8, ., D) tels que si £ > £y, pour tout 1 < j < |K]|,
on a, pour tout y € B,‘:j 2(0),

siye Bajﬂ)l(o) alors Vk > k; + 1,
Chue() (B3 0,9)| < (2CaLemoe™ )W e=miss
o ¢ ¢
siy e Bkje(O) et £5 < |y — A,e(0)] < 3 alors Vk > k; + 1,
(G0 (B50,9)| < (2CaLtemoel’ el (=101 +u=Ase )
siy € By ,(0) et |y — Ak,e(0)] < eg alors Vk > kj + 1,

Gare(0)(E;0,9)| < (2C4Llem0 e’ )2 emmai- V4
mo + 1

avec my — 7% <mf) < my.

Preuve. — La base technique de ce lemme est une formule de résol-
vante analogue & celle utilisée par Frohlich-Spencer [FS] ou von Dreyfus-
Klein [vDK1].

Pour A C Z%, on note,
NPt ={yeZ k<|y— A <k+1}.

On a
Z4\ A= [ oAbt

k>0
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Notons H(t) = ((h(t;2,Y))(s,y)cz¢xz¢ (dans la suite, on omettra la dépen-
dance en t qui ne joue pas de rdle dans cette démonstration). Pour
A C A’ C Z4 on définit Popérateur I'% ,, par

Yoy = h(t;z,y) sizeA
FR,A, = ((Ye,9)) (z,y)czd x 22 BVeC et y € OABT N A

Yo,y =0 * sinon

et ‘T’ 5, comme Padjoint de TX ;..
Par définition,
(4.2) HA' = HA + HA’\A + Z(FXvA, + tFIk{,A/).
k>0
Soit E € R tel que E & o(Has) Uo(Ha); si Id désigne la matrice identité,
on a
(Hana — EIdana)GA(E) = 0 = GA(E)(Hana — E1dana)
et, pour k£ > 0,
GA(E)'TK pr = 0=T% , Ga(E).
De (4.2), on déduit la formule de résolvante suivante,
(4.3) Ga/(E) = GA(E) = Y GA(E)'Tk oG/ (E),
k>0

soit encore, si GA(F;x,y) désigne le coefficient générique de la matrice

GA(E)a
(44) Gu(B;z,y) =GA(E;z,9)— Y, Ga(E;z,a)72,Gn (E;b,y).

k>0
a€EA
bedAk,+nA’

On ale

LEMME 4.2. — Soit 0 < 6§ < 1 —af. Il existe Cq > 1 et {5 > 0
(dépendants de d, mg, B3, €, 6, a) tel que, pour £ > £y et x € Age(0) tel que
A¢(z) est (E,my, (3,¢)-régulier, et pour y € Ake(0), on a,

et siy ¢ Ao(x) ,

—myly—z| g — -

G rveo) (B3 2,)| < 2C3eme €7 sy € Ae(z) et ly — 2] 2 &3
8

e si | z|<e€
Y 2

e,

. mo + 1
oungmQng——oT—
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Remarque. — Siy ¢ Age(0) alors Ga,,(0)(E; x,y) = 0; donc 'énoncé
du lemme reste vrai.

Preuve. — D’apres (4.4),

|G Ae(0) (B3 7,9)| < |GAy@) (E; 2, 9)| + X1,
ou
2 Z |GA1(I)(E;"L" a’)”’Ya,bHGAke(O)(E; bay)lv

k>0
a€Ay(x)

k,
b€dAN T (2)N Ak, (0)

ainsi, par (E, §)-non résonance de Ag.(0),

(45) < Z ( Z (|GA£(Z)(E,x,a)lem£|a—z|)

k>0
eyt (2)

— — — - B B _ _ B
e mela :cle mola bIeL + § : el e mola bleL )

e4>la—a|

e4<la—z|<§

En outre, on sait que Ay(x) est régulier, que my < mo(1l — €), que pour

¢ 12
€3 > la—zl et b € 3A§’+(x), onalb—a|l > (1—6)-2—+k—1, et,

4 4
que pour £ <le—2z| < 3 et b € 6Af’+(x), on a, l[a—b > k et
melx — al + mola — b] > mye|x — b| + emgla — b|; par conséquent, (4.5)
devient

B B _ L _ _ N _ 8
(4.6) ¥ < E (e‘Z eL? e=mo((1=€)§+k—1) 4 o—me(5+k)o—ekmo oL
k>0
beorft (z)

Lt LB { 1, 08 _ _ _
<e meéeL ch(k+§+1)d l(eé e mo(k 1)_|_e (mz+emg)k)‘
k>0

Pour d > 0, il existe Cy > 0 tel que pour tout A > 1 et B > 0 tels que
A-B>2d,ona

Ad
@7 S(A+k)e B < cd(f), |A4(0)] < gAY

k>0
et |0A%T(0)] < Cd(g +k+1)%
Ainsi, par (4.6), pour ¢ assez grand, on obtient

2
¥ < —2&6”°€del‘ﬁeeﬁe"mf% < e Med
EMyg -
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avec mg > my > my — mol—®. On achéve la preuve du lemme 4.2 en
remarquant que si y & Ag(x) alors Gy, (q)(E;z,y) = 0 et, si y € Ag(z),
alors on majore |Gy, (s)(E;,y)| soit par régularité de A¢(x) ou par (E, §)-
non résonance. o

Nous allons démontrer le lemme 4.1 par récurrence sur j.

Supposons j = 1. Soit y € By ,(0) et k' > k;+1. Comme y & A, ¢(0),
la formule de résolvante (4.4) nous dit que
(4.8)  |Ga,,0(E;0,9)]
< Z |G Ak, e(0) (E50,0)[[Va,5/|G A, 0) (B b, 9)-

k>0
a€Ag,¢(0)

k,+
bEOALE (0NN, (0)

Si |y — Ak, e(0)] < sg, comme Ay (0) est (E, 3)-N.R, on a

B
IGA,,0)(E;0,9) < €F

c’est-a-dire le résultat annoncé pour j = 1 dans ce cas.
L
Supposons maintenant €3 < |y—Ag,£(0)]. Par ’hypothese d), Bi,¢(0)

14
est une (E,my, §8,¢)-barriére c’est-a-dire, pour 0 < k < 3 et be 6Aﬁ;’; (0),
Ag(b) est (E, my, B,¢)-régulier. Par (4.8), on a
(4.9)  |Ga,.,0)(E50,9)]

£

< Z (22(21 (k,a)+X2(k,a)+23(k, a))+24(a)> ,

aEAkle (0) k=0
ol

(4100 Sik,a)= Y |Ga.(E;0,0)|17apl|Ghse(o) (E; b y)l,

k,+
bEOAT (0)

lb—y|<5§-

@11)  Tak,a)= D [Oae)(E;0,0)|17abl|Gas0)(E; b9,

k,+
beBAkll(O)
§2lb-yl2c§

(4'12) 23(/6,(1) = Z |GAklz(0)(E; 0, a)lh’a,b“GAke(O)(E; b, y),,

k,+
beBAkle(O)
l—yl>%
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et

(4.13)  E4(a) = > |Gk, (0) (B30, 0)|[7a,bl |G Ae0) (B3 0, 9)-
k>4

beaAZ'lJ;(O)nAke(o)
Par le lemme 4.2, on a
(4.14) %1(k,a) < 2(Cyq)2e™ % (k,a)
ol
Sika)= Y. |Gauu)(B;0,0)|aple”.

k,+
bGBAkle(O)
cg>lb—yl

Comme A, ((0) est (E, 8)-N.R,
Ell(k, a) < e2LB Z e—>m0|b—a| < 62LB Z e—molb—Akll(O)'

k,+ k,+
bEBAkle(O) beBAkll(O)
e§>|b-vl lb-yl<e$
< 62LB 2 e~mo(ly—Ak,¢(0)|—¢%)
k,+
bGBAkll(O)
Ib—yl<e

1
en utilisant successivement a € Ag,¢(0) et |b— Ag,2(0)| > |y — Ax,2(0)] bt

En remarquant que si ’k —|y| + %’ > eg alors 3A’,§flf (0) N Ace(y) =0, on
obtient

/ 2LP ¢ d
(415) Bk a)<li . ne gy (R Caleg+1)

2
e~ mo(ly—Ax, £(0)|-€%)
Par le lemme 4.2, avec mj donné par ce lemme, on écrit,
(4.16) Yo(k,a) < 2(Cq)2e™ Ty (k, a)
avec

Z:/2(]":’ a) = Z IGAkll(O) (E; 0, a)”'}'a,blem“y_b‘

k,+
bEDALT (0)

£>1b-y|>ef

6 _ _ oy
< E: eL” g—mola—blmely bl,
beaA’;*l*l’(O)
£>10-yi2cf

£ l
d’ol1, en remarquant que, si ‘k —ly| + k1§‘ > 3 alors

¢ L
k,+ — — -\ =
6Akll(0)ﬂ{e2 <ly—z| < 2} 0,
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on obtient
L? ¢ d —myly—al|mok
(417)  pk,a) Sy mecgy(Re Cd(§ +1) emmél-atmok,
En réappliquant le lemme 4.2, on a
Ss(k,a) <2Ca)’€™ D0 [Ghp(o)(E:0,0)|raple” ™

k,+
beaAkle(o)

(4.18) <oyl

, d
< 2(Cd)36LBem°e—mf%e‘m°k (’“15 +k+ 1) .
Enfin, comme Ag(0) est (E, 3)-N.R, on sait que

_ £ _ a—B7t ¢ d—1
Ea(k) < 3 27Tt O C (e (hy 41) 5 +1)
k>0
c’est-a-dire, par (4.7),
Y/ d
(4.19) Sa(k) < €2 e=mo5-1) 2 ((k1 +1)5+ 1)

< Cgezl’ﬁ (L+ l)dem%_m‘)%.
Par (4.18), on a

£
5—1

4200 > S Ss(k,a)

aeAklg(O) k=0

< QCgeLE(L +1)%e™eo ( Z(k + L)de_m"k) e~ ™es
k>0
< 2CgeLB(L + l)2de_m2%
en utilisant (4.7) et le fait que L > £ > 4.

De méme, par (4.15),

4
£-1

(21) Y > ¥i(ka)

a€Ag,¢(0) k=0
< 0362L5(k1é)d(1 + gg)d—lge—mo(ly—Aklg(OH—s%—l)

< C’gezl’ﬁ (Lf)dem°e”m"(ly_A’”e(O)l_e%),
et, par (4.17),

£
£-1

(4.22) Yo D Bh(k,a)

a€Ak,£(0) k=0
o 188 d al —mo(|ly—Axr,2(0)|-1)
< Ciet (5 +1) (hut)'5e ‘

B _ _ _
5036" [,2d+1g—mo g—moly—Ak; 2(0)]
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En introduisant (4.21) et (4.22) dans (4.14) et (4.15), en additionnant ces
deux inégalités aux inégalités (4.19)-(4.20), puis en remplacant le tout dans
(4.9), on obtient

(L+1)¢
I2d °©

£
—mo%

8
|GAk'l(0)(E; Ovy)l < 20362L L2demo (

+Cge L’ (_Iil)Zde_m,l%+e_m0(|y_Ak1£(o)|_E%)+6_LBLe_moly_Akle(O)l)_

L
L+1)
Ainsi pour ¢ suffisamment grand (tel que ‘(L+*2¢1)+6_LB (L+1)g~ 4D 4
L+1\2d 2
C’de‘l’ﬁ (-I—) ‘ < g), on a le résultat annoncé pour j = 1.

Supposons le résultat vrai pour 1 < 7 < p— 1. Soit y € B,:;Z(O) et
k' > ky + 1. Comme y & A,¢(0), la formule de résolvante (4.4) nous dit

(4.23)  |Ga,,,0)(E;0,9)]
< Z |G Ak, e(0)(E50,0)||Ya bl |G Ay (0) (B3 b, 9)]

k>0
OGAkpe 0)

k,+
bGGAkpl (0)NA14(0)

p—1
<M > |G Ak, 0) (E; 0,0)[[7a,8l|G a0 0) (B3 b, 9)]
i=1

k>0
+
aEBkje(O)nAkj+1£(0)

k,+
bGBAkPe(O)

+ D 1GA)(E;0,0)|a,bllGay (0) (E; b, y)-

k>0
a€Ag,2(0)

k,+
bGBAkPe (0)

Par hypothése de récurrence, pour 1 < j<p—1leta€ B,:;Z(O) NAk;,12(0),
on a
(4.24)
( (2C4L%™ e’ e e~mei3
siae€ B(J;cj+1)e(0) N Ak, ,(0)

IGA,.(0)(E;0,0)| < (2C4Lemoel’ )2 g~ me(U=1=8) fHla—Au;e(O)])

Akpe(0) YUy >~ )
» si s% < a — Ag,e(0)] < %

(2CaLlemoe” gm0

L si e% > |a — Ag;e(0)].
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Pour a € Ag,¢(0) et b € 3A’,z:e' (0), on a
|b—al = [b— A,e(0)] + |a — By ,(0)] —2
car 8A2:,7 (0) sépare a et b.

En outre IAkjg(O)—B,z'pe(O)| < p—j, ainsi, on obtient, pour 1 < j <
p—1, a € Bf,(0) N Ay, ,¢(0) et b € DAL (0),

'GAkpz(O)(E; 0, a)lha,bl
(o~ ed§—molb=Ar,e(0)|=mola—B; ,(0)]
sia€ B&j+1)g(0) n Akng(O)

(e—mé((j—l—f)%+|a—1\kje(0)l)
_e-molb—AkPe(U)!—WOIG—B?;,,(O)I)

¢

2

e—™e(i—1)§ —mo|b—Ak,e(0)|—mo(p—j—e)

< (2Cdeem°eLﬁ )2 e2mo ¢

{
si 6—2- < |a—Akje(0)| <

L si eg > |a — Ag;¢(0)].
En remarquant que |a— A, ¢(0)|+ |a—B,‘:pe(0)| > p—j et que, comme
p—j=>1,0na(p—j—e)mg > mj, on obtient

(4'25) |GAk,,e(0) (E; 0, a)”')’a,b'

< ¢?mo (2Cdeemo 6L5)2je—m2(p—1)ée—molb—Akp[(O)L
De plus pour a € Ak, ¢(0) et b € 8A2;}7(0), ona

B _ —
1Girs, 0 (B3 0,0)| 0] < €2 emmolo—t!

oL? g~molla=Byl,(0)1+]b—Ak,e(0)|-2)

IN

eLB e2mo g—mo(p—1) % e~ molb—Ak,e(0)] ,

IN

puis, comme mgy — mj > emg et p > 2,
. LP 2mo ,—moek\ ,—my(p—1)& ,—mo|b—Ak,¢(0
|GAkpl(0)(E,0’a)||%,b| < (el e?moemmoss)e my(p—1)§ g—molb—Ag,e( )I,
. s el
donc, si £ assez grand pour que eX” e2moe=m0o3 < 1

(4.26) IGAkpl(o) (E;0,a)| |')’a,b| < e—mZ(P—l)%e—molb—l\k,,e(o)l_
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Alors par (4.23),
p—1

(4.27)  |Ga,,,0)(E;0,y)| < Z(zchdemOeL")QJ‘emo Lde—me(p-1%.
j=1

) ( Z e—mo|b—Akp£(0)| |GAk/¢(0)(E; b» y)') :

k>0
0,+
beaAkPl(o)

Comme au rang 1 de la récurrence, on utilise le lemme 4.2 pour majorer
ce dernier terme, a savoir

Z e_m0|b—Ak”e(0)||G/\kle(0) (E, b, y)I

bEBAL,(0)
52( > e~ molb=Aipe(0) 02 =mily—bl
beeA%:l(o)
§21b-yi2ef
+ Z e~molb—Ripe (0l 02 L°
bEBAg’:;(O)
£%>|b—y|
+ Z e-mo|b—Ak,,e(0)|Cge—m2%)
bea/\g;‘;(o)
£<ib—y|
donc
(4.28) Y el OlGy ) (Bsb,y)l
bedAy % (0)
< 2(Ca)*Lemke™eE + 2CF(T) () + Ty(k)),
ou
429) Tik)= Y e molt-Ane©lel?
besA:;*;(O)
e£>1b—y|
8 - - et
S et <egy (R)e™ CaLe™mey Brepe(0)]—e3)
et
(4.30) 5(k) = Z e~ M0lb—Ak,e(0)| o —mely—bl
bEBA:;;;(O)
£21-yi2ef

LR d_—mely—al ,—mo|y—Ak, £(0)]
= l{lk—|y|+5gi‘§%}(k)e CyL%™™ e~ Mo kp ‘
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Par conséquent, en remplacant (4.29)-(4.30) dans (4.28) puis dans (4.27),
on obtient
(2C4L4emoel?y2P —
; <
|GA,C/£(0) (E1 O) y)l — ( (2Cdeem06Lﬁ)2 -1
k=ly|—(kp—e)§
.(ZCdee—moke—m;-g " Z Oy L4l e~ molly—Arye(0)—<$)
k20 k=ly|-(kp+e) 5
k=|yl—-(kp-1)%
+ Z CdeeLﬁe“mOIy"Akpl(O)l),
k=ly|“(kp+1)§

)2C3e2me Lde—mile=14

c’est-a-dire,
(2C Ldemoel”)2P—1
(2C Ldemoel?)2 1

(C3L4e ™25 + Oy L4t el’ emmoly=Arpe(0)i =€)

|G A, (0) (B O,y)ls(

)2C3e2mo Ldemmir—}

s _ -
+Cd[d+18L e moly Akpg((])])’
soit encore,

(4.31)  |Ga,,,0)(E;0,y)| - (2C4L4em0el”)2Pme(p-13

- (( 2C4 [2d¢?mo )e—méé

(2C4Ldemoel?)2 — 1
( 2C3L2de2mo )
(2C4Ldemoel?)2 — 1

(e—mo(ly—Akpe(O)l—E%) + e—mo|y~Ak,,e(0)|)>.

Donc si £ assez grand pour que
( CyL%de?mo ) 1 " ( 3C4L2de2mo ) <1
(2C4Ldemoel?)2 1) — 3 (2C Ldemoel?)2 — 1/ = 3’

on a
(4.32) |Ga,,0)(E;0,y)| < (2C4Liem™el”)2Pe=mep—D3

1 e 1 1
.(ge—me% + ge—moly—f\k,,e(o)l i ge—mo(ny-Ak,,e(on—eé)),

14
Ceci nous donne le résultat escompté si |y — Ag,¢(0)| > €5

£
Si |y — Ak,e(0)] < €5, on utilise (4.27) et le fait que Ag,(0) est
(E, B)-N.R pour obtenir la majoration annoncée. On achéve par récurrence
la démonstration du lemme 4.1. O
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Du lemme 4.1, on tire immédiatement, que pour 0 < § < 1 — af, il
existe £ tel que si £ > £y, pour tout 1 < j < |K|, pour tout y € B(“;J,H)[(O)
et tout k > k; +1

(4.33) G (0)(E;0,y)] < e ™18

Pour en déduire un résultat sur G Az(0)> nous allons & nouveau
nous servir de la formule de résolvante. Adoptons d’abord les conventions
suivantes A(ko+1)¢(0) = 0 et Ak, ,,+1)¢(0) = AL(0), alors

|K|
(4.34) AL(0) = U (Akps1+1)¢(0) \ Ak, +1)(0)).
p=0
Pourp > 2 ety € Awk,,,+1)¢(0) \ A(x,+1)¢(0), la formule de résolvante nous
dit
(4.35) |GAL(0)(E50,9)

<{X 2 (1G Ay 110 (O) (50, ) ™1 By Oy}

J=0a€A ;1 +1)e(0)\A(k;+1)e(0)

_emo{ 3 ) e=m0lb—Agk, +1)¢(0)] ,L7 }

k20bedn it 1) (0)NAL(0)

Le second facteur est majoré comme suit,

Z z e*molb—A(kp+1)e(0)|eLB

> k,+
k20 beanfst, |, (0NAL(O)

1
<Y Cal(kp+1)5 +1+ k)d—le~mokel? < 2L L4,
k>0
Pour majorer le premier facteur de membre de droite de l'inégalité
(4.35), on remarque que, si a € A, ,4+1)e(0) \ Ax;41)e(0), alors on

N
a la — B&,,H)Z(O)I > (p—]—l)ﬁ, et que pour a € A 4+1)¢(0), on a
lGA(kp+1)£(O)(E; 0,a)| < el”; ainsi par (4.33), on obtient

(436) |GAL (0) (E7 0, y)l <em eLﬁ Cng (eLB e_mO(P—l)%

p—1
+ E Cdee—mleée—mo(P“j’l)é)
=1

< 2em°eZLBCge_m/L(”_l)é.
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Donc, pour 0 < 6 < 1 — af, ¢ assez grand, pour 2 < p < |K]| et
Y € Ak,y14+1)2(0) \ Ak, +1)¢(0), on a

(4.37) |GaL(0)(E;0,)] < emile—D%
mog+1 _ _ .
avec mj = my— 02 70 —6mol™". Orsiy € Agk,,,+1)e(0)\ Ak, +1)2(0),
on a
(ko )€ 1 _ (hpr + 1
2 - - 2
c’est-a-dire, par (4.2)
2 2
%%—8D—55p—1§%%+8D
_ L L
soit encore pour e < ly| < 3
8D+5 _ (p—1)% 8D
1— < <1 )
bt ST ST e

Donc par (4.37), on a, pour 0 < § < inf(1 — afB,a — 1), il existe £y tel que
il>lbete=<|y <=
Sie2foeten <<y,

"

(4.38) |GAL(0)(E;0,y)| < emmil¥l
avec my' =my — (% +mg)e~%.

Vérifions maintenant le critére de (E, mr, B, €)-régularité. Choisissons
1

mg =mj — 58‘6. Ona

Z IGAL(0)(E;0, y)lemtlvl < Z e~ (mE'—mu)lvl < 0, 1450
ek<lyi<¥ ek<hi<)
ainsi, comme a > 1 > §, si £ est suffisamment grand,
Z |GaL(0)(E;0,y)|em ¥l < Z e~ (m'—mulyl < 1,
e¥<lyI<¥ e¥<lI<F

Ceci achéve la preuve du lemme 2.3. o

5. PREUVE DU LEMME 2.5

L’idée directrice de cette démonstration est la méme que celle de la
démonstration du lemme 3.1 de [vDK1]. Par contre, la technique utilisée
par von Dreyfus et Klein ne peut étre employée dans notre cas.
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Soit f > e > 1+ € que nous choisirons ultérieurement. Posons pour
o € Z% et n >0,

An41(0) = AasL,4, (@0) \ Aser, (20)
~ L
. _ d. |y — =
ou Ar(z) = {yeZ s ly—z| < 2}.
On définit E,(zo), 'événement,
E,(z9) = {HE e€letze Apyi(o);

{ 22: gz,)et } ne sont pas (E,m, S, 5)-réguliers}.

Par ’hypothese du lemme 2.5,
P, ao) < Hen)” < (oppepo-co,
comme on a supposé p — ad > 0, on a
> P(En(z0)) < +o0.
n>0
Le lemme de Borel-Cantelli nous dit alors
P({il existe une infinité de n pour lequel E,(zo) a lieu}) =0,
soit encore
P({il existe z¢ € Z tel que E,(zo) a lieu pour une infinité de n }) = 0.
Notons alors Qg, I’événement,
Qo = {Vzo € Z%, E,(z0) n’a lieu que pour un nombre fini de n},
on a P(Qp) = 1.
Soit (tz)zeze € o, une configuration de “potentiels” et E € I,
une valeur propre généralisée de H(t) associée & ¢ # 0, vecteur propre

généralisé. Soit zop € Z? tel que ¢(xg) # 0. Supposons que Az, (zo) est
régulier. Alors en multipliant (4.2) & gauche par Gy, _(z,)(E), on obtient

GALn (zo0) (E)(H(t) - E) = IdALn (z0) T Z GAL'n (zo) (E)FXL,, (z0),2¢
k>0
(on a pris A’ = Z4 dans (4.2)).
En appliquant cette identité a ¢, cela donne

(1) @)<Y [Gas, o) (E;w0,a)laslle(d)]-

k>0

bean® t (zq)
Ln

a€A  (z0)
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Comme Ap,(z0) est (E,m,[,¢)-régulier (avec m < mg) et que ¢ est
polynomialement bornée, on a

(5.2) [p(zo)| < Z ( Z (|GAL"(m0)(E§l‘o,a)lemla_zo')

Ln<ja—zo|<ip
e—m|a—wo|e—m0|a—blc(1 + |b‘)n

+ > ebﬁe—mola-blc'(1+|b|)">

e%'l>[a—zo|
< C(1+ |Ln|)7+2debnem 4,
Comme |p(zg)| > 0, il existe n; > 0 tel que, pour n > ny, Ar, (zo) n'est
pas régulier; comme (tg)zcze € o, il existe ny > 0 tel que si n > ng,

(tz)zezd & En(zo); ainsi, si n > sup(ni,n2), on sait que Ay, () est régulier
pour tout x dans A,+1(xo). On montre alors le

LEMME 5.1. — II existe ng > sup(ni,ns) tel que, pour n > ng et
pour j entier et 1 < j < f(L&~! — 1), on a, pour z € Aofr, . i—jn. (zo) \
AzerntjL.(%0) C Anta(zo),

()| <(2e™e2E )j+1e—mj£2"“—minf(%"‘v‘x—A(zeH)Ln (@o)ll2=Byz, , —se, (@)

n

Remarque. — Au rang n, on ne sait rien au sujet de la résolvante
GA,, (z)(E) pour z hors de A,i1(zo). Le lemme nous dit que plus on
s’éloigne de cette zone (i.e j croit), mieux on connait le comportement de la
résolvante, et par conséquent, par (5.1), mieux on contrdle la décroissance
de .

Preuve. — La preuve de ce lemme sera faite par récurrence sur j.
Pour j = 0, on se sert simplement du fait que AL (z) est (E,m,[,¢)-
régulier et de (5.2) pour n suffisamment grand. Supposons la propriété
vraie du rang 0 au rang p — 1. Soit = € Aa¢r, ., —pL,(To) \ KZeLn+an (zo0)-
On a
(5.3) le@)| < Y E®)e®)

k>0
k,+
beoAT ¥ (=)

avec, comme Ay, (z) est (E,m, (,¢)-régulier (avec m < my),
(64 SO= Y |Gr,@(E:w )l
a€Ar, (z)

< Ca(l + |Ln|)deLﬁe-m|b-z| < e2Lﬁe—m|b—x|,
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pour n assez grand.

Or, pour b € BAi’j(x),

%’1+k§[b—x|§%+k+1

donc
L, L,
|x—x0|—?—k—1 <|b—mo| < |x—xo|+7+k+1,
ce qui nous donne,

In ) 1< A P\Ly<Znipiq
~ k=1 < b=g0| = (|~ AgeL, s, (20)| + (€45 ) Ln) S S +E+1.
On en déduit
OATT () C Aa(jo—Agery 4 pin (@o) l+h41)+(2e+p+1) Lo (T0)

\A2(jo—Azer 5L (@0)|—k—1)+(2e+p—1) L. (Z0)-
De méme,

k,
OATT(2) C Agsr (o) Lota(ki)—2la—B7 (w0)] (%0)

2fLp41-pPLn

\Aszn+1—(p+1)Ln—2(k+1)—2|a:—B;'an+l_an(zo)l (o).

Soient maintenant € Agfr,, ., —(p+1)L, (T0) \ X2eLn+(p+l) L, (zo) et
k, un entier tel quej%E —-1<k< (j+1)%—1 (pour 0 < j <p-1).
D’apres nos calculs précédents,
OALT (2) C AafLpss—(p-s-1)Ln (@0) \ A@erp—j—1)L. (20).
En outre, pour b € aA’;’j (z), par ’hypothese de récurrence,
(5:5)  lp(b) < (2emen)r im0

( _min
e "2

sibe Aszn+1—(p—j)Ln (o) \ A(2e+P—j)Ln (o)
e—mlb—A(2e+p—j—1)Ln (zo)l
sibe A(2e+p—j)Ln($o)

+
e""'b"BsznH-(p—j—l)Ln (o)l

50 € Byj1, 41— (p-s)Ln (%0)-
En reportant cela dans (5.4) et (5.3), on obtient
p—1G+1) 5 -1

56)  le@ <> > ST 2ePLnemmibalipp))

3=0 k=jEp -1 beoA}* ()

+ ) 3 2etlremmibzlpp)).

k>pip —1bedAl T (z)
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L
En outre, pour 0 < j Sp—l,jT"—l <k< (j+1)£2'—‘—1 etbe BAIZ’:(m),
on a

. L,
|z — 8] + [b — A2etp—j—1)L, (Zo)| > (5 + 2)—2— -2
et L
|$ _bl + Ib Bszn+1 —(p—j—1)Ln (xO)l 2> (J+2)7 -2
Ainsi, I'inégalité (5.6) devient
lo(2)] < Z(w 2LnyP =TGR (L (j + 2))7+

j=0
. Lpe~™P=i= D5 o—m((+2) B o~m((i+2) 5 ~2)

+ Z —m(p+1)_n LﬁCd(p7+k)n+d —mk
kZp%ﬂ 1

< —m(P+1)—"‘(02 [2(7+) g2m (2eme?LR)P—1 4R 4 OB L2 oL )

2eme2Lh 1
c2?2(n+d) 1
dong, si n suffisamment grand pour que —"—HT—Z < > on a
2e™me

lp(@)] < (2eme?lh)Pr2emmPHD
ce qui est le résultat annoncé si t€Agsr,. , —(p+1)L,, (.’L’o)\KzeLn+(p+1)L" (z0)-
L’estimation (5.5) reste valide pour
T € AzeL,+(p+1)Ln (T0) \ A2eL,+pL, (T0)
ou
T € Azfrniy—pLa (%0) \ A2fL, ,,—(p+1)L. (Z0)-

Pour évaluer (5.6), on se sert de
. L
|z — b+ [b— Aetp-j-1)L.(T0)| = (G + 1)7” + @ = Azesp)L, (T0)| — 2,
et

. L,
|z—b|+[b— Bszn+1 —(p—ij— 1)Ln($0)lz(.7+1) = +[b— Bsz +1-pLn (zo)|—2,

et on acheve ainsi la preuve du lemme 5.1. a

Pour déduire de ce lemme la décroissance voulue sur ¢, on va
construire B, C A,41 tel que la réunion des By, pour n assez grand,
recouvre un voisinage de 'infini et que sur chaque B,,, le lemme 5.1 nous
donne une estimation précise sur la taille .
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Posons

= m— 2 Z 210g2+L2L£+2m2m(1_5)

n>ng
pour ng suffisamment grand (dépendant de €).

Pour n > ng et pour j entier tel que 1 < j < F(L&™1 — 1), par le
lemme 5.1, on a, pour = € A(zej+1)L, (T0) \ A(2etj)L.. (Z0),

(5.7) lp(z)| < eI
En outre, si z € A(ge4j4+1)L, (To) \ K(2e+j)Ln (o), alors

2 2 2 1
1+—.eS|w—xo|.— <1+ et
J JLn — J

Ainsi, il existe C_ > 1 tel que si C < j < f(Lp7' = 1) et ¢ €
A2etjt1)L, (o) \ A@ets)L, (Zo)

j Ly,
1——<]2 |z — zo| !

5 S
Par conséquent et par (5.7), pour

L, L, L,
(2e+C)7 <lz—=zo| < f 2+1 +(2e+1—f)7,
on a
(5.8) |<p(:17)| < e—m'(l_%)h:—xol < e—m(l—s)|z—zo|.

11 suffit alors de choisir f > 2e + C + 1 et ng tel que Lgo‘l >f—-2e—1,
pour constater que

L L L
= d. _n — n+tl _ ="
A—||{z€Z,(2e+C)2 <lt—=zo| L f 5 +(2e+1 f)2}

n>ng
L
= {z € 7% |x —xzo| > (2e+C)%}

et que pour tout = dans A, on a (5.8) ce qui acheve la preuve du lemme 2.5.

6. APPENDICE

A. Preuve du théoréme 1.2.

La preuve du théoréme 1.2 suit celle du théoréme 1.3 de [KI]. On
n’indiquera que les modifications & apporter a celle-ci. On définit

(A1) P =P +1,6V,.
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Le lemme 3.1 de [Kl] s’applique & P;, uniformément en ~. De plus, on
montre que la proposition 3.2 a lieu pour P; et P, (uniformément en
7). Pour z tel que d(z, [in,sn]) = 2a(h) et t € [D(0,2a(h))]¥, on sait que
t — (z — P,)7! est analytique en t (i.e C-différentiable de [D(0,2a(h))]*
dans B(¢*(L))) (uniformément en z). Ceci est donc encore vrai pour
Papplication ¢ — II;. En définissant alors, & l'instar de [Kl],

,l'bt Y T ”HtHO(p'y”HtH()(p,y

et V;, la matrice de Gram des 1 ,, on montre que (voir lemme 4.2 de [KI])

(A.2) BV, = O(—lg—sd7(a, 9),

que t — V; est analytique en t et, en utilisant le lemme de Schur, que
(A.3) Vi=I+K;

avec

(A4) sup I < e~ Tn

te[D(0,2a(h))] L
pour un certain C' > 0.

On définit (s )yer = (wt,7)76L)(Vt)‘%; on montre que c’est une
base hilbertienne de F; (voir la proposition 4.1 de [Kl]). Le point 1) du
théoréme 1.2 est ainsi une conséquence de (5.1) de [Cal, et, de (4.28) et
de la proposition 3.2 de [K]. Pour prouver le reste du théoréme 1.2, on
remarque que la matrice de P; dans la base (¢:-)yer, notée H(t), est
analytique en ¢ dans [D(0,2a(h))]F. On définit Dy(t) comme la matrice
diagonale ayant pour éléments la suite (u(ty) — u(h))yer ot p(t,) est la
premiere valeur propre de P; ., et pu(h) est définie par (H.3) de [KI] (le point
2) ¢) en découle immédiatement). L’application ¢t — Dy (t) est analytique en
t; par conséquent , il en est de méme pour ¢t — M(t) = H(t) — p(h) — Dy(2).

On suit la démarche de la section 5 de [Kl] pour obtenir que
(A.5) By, H(t) = By, ulty) + o( h dy(a, ﬂ))

ce qui permet de conclure les estimées b). a

B. Preuve du lemme 1.10.

Les points a) et ¢) du lemme sont des conséquences immédiates du
théoréme 1.2 et de la définition de vy. Le point d) découle de la définition
des (t5)geze et du fait que les (t,),er ont été choisies i.i.d.
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La propriété de découplage pour M (t) est une conséquence des
estimées b) **) du théoréme 1.2 données pour 9;, M(t). Soient A C A’ C Z¢
et A #A'. Par (1.5), on a

1
(A8 Mawalt) = Ma() = 3 to [ 0 Ma(ullu(®)du
7% 0
Or, par le lemme de Schur et I’estimée (1.8), pour = &€ A et pour tout ,

10, Ma(®)]| < sup (e~ Flesl) . (37 e=Rlesl) < Cem25 intven o]
yeEA

zZEA
pour un certain C' > 0 uniforme pour h assez petit.
Ainsi, par (A.6), pour h assez petit,

sup [Ma,ar0(t) — Ma(t)|| < e” e F infecaven l2=ul,
t

Par définition,
sup [Maa0() — Ma(®)] = e* sup [ Ma,ar,0(t) = Ma(t)]
t
< e—l’;{l infoep ygar 2=yl

qui donne ’estimée recherchée si on tient compte de la remarque qui suit
la définition 1.3.

Il nous reste & montrer que H(f) vérifie une estimée de Wegner de
type (2, po,1). D’apres (1.15), on a,

1
v(v-1(e R )
Par I’étude faite dans la section 3 de [Kl], on sait qu’il existe C' > 0 tel que,
pour h assez petit et u € [—2a(h),2a(h)], on a é— < ¥ (u) < C. Donc, par

(A.7) 8 M(#) =

9 M((b7} (e #D)).

(A.7) et (1.8), pour h assez petit, les coefficients de 8;3;.//\/7 (t) vérifient
e Flemlitle—sln) i (y,2) # (¢,0)
_x .
e si (y,2) = (z,2).
On en déduit que, pour h assez petit et tout A cube fini de Z<,
1D 05, Ma®)ll < e,

z€EA

sup |0y, 7y, (B)] < {
t

donc, pour h assez petit,

~ . —~ 1
(A.8) > 0 Ha()) =1dp+ ) 05 Ma(f) > 51da.

TEA €A
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Notons (z(£))zen, les valeurs propres de Hy (£). Soit 0 < & < 1. On définit
le vecteur ep = (€6A(x))eze OU b4 est la fonction caractéristique de A. Par
le principe du Min-Max et par (A.8), on a, pour z € A

-~ 1 ~ - 1 -
(A9 ald)+ 56 < paliten) eb prald) — 56 > palf— ).
Soit E € R. Notons N(E,t) = |[{z € A; p(t) < E}|. Alors, par (A.9),
(A.10) N(E+¢,t) — N(E —¢,t) < N(E,f—2ep) — N(E, T+ 2e,).
D’apres Wegner [We] (voir aussi [FS]), on a

(A.11) P({d(E, o(Ha(D)))<e}) < / (N(E-+e, )~ N(E—e,))dP(7)

< /(N(E,f—25A)—N(E,f+2EA))dP(f)
oit dP(f) désigne la mesure de probabilité engendrée par les variables
aléatoires (f;),cz¢. Comme les variables aléatoires ¢t admettent une densité
commune, les variables aléatoires ¢ en admettent aussi une, notée g, que
I’on calcule,
b1 (e~ Fu)

(A.12) Gn(w) = g(fr(u)) fr(u) ot fa(u) = )

(le fait que b est inversible dans l'intervalle considéré, est prouvé dans la
section 5 de [KI]).

Par (A.11),
PUA(E o(F@) <D< [ ( [ V(B E=2e0) = N(B, T+ 260)

A

'Hﬁh(fz)de) I 8n(te)dizaa.

TEA T€ZI\A
Or
N(B,t—2en) [] gn(fz)dia _/ N(E,1) [ gn(E= + 2¢)dia,
RA T€EA z€A
ainsi
PUd(E,o(Fa®) <) < [ N(E.B( ] anes +2)
RZA\A RA zeA
— H gh t - 25 )th> H gh )dtzd\A
z€EA z€ZA\A
<|A ty + 2¢)
< IA] de\A</ JICTEES

- I 6t - 2s)|d£A> I 9nE)dtzaa,

zeA T€ZA\A
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comme N(E,t) < |A|.

On en déduit, en écrivant A = {z;; 1 < j < |A|} et en intégrant par
rapport aux variables (tz)zcza\A»

PUA(E o (Fa®) < &) < N [ 1 T] -+ 22) = [T i — 22) i

T€EA zeA
<[ Y I w20 ]
R 1<i<IA| 1<k<] i<k<IA|

: gh(fzk - 25)|gh(t~zj + 2¢) - gh(fa:j — 2¢)|dta,
donc
(A13) P({d(E,o(Fi(®)) < e}) < AP /R G (u + 2¢) — Gn(u — 26)|du.
On a

/R G (u -+ 26) — G (u — 26)|du

- /R 9 (Fi () + 4e)) — g(uw)du

c’est-a-dire, par les hypotheses faites sur g,

1
4e sup /0 |f,'L(fh_1(u) + 4te)|dt e

< ( u€ fr([=a(h),a(h)])

€0
donc par ce que ’on sait sur b (voir les sections 3 et 5 de [Kl]),
pour un certain C > 0,
< (4Ce‘ * )Poepo
Eod(h) ’

soit encore, si h assez petit,

(A.14) /R |gr(u + 2¢) — gr(u — 2¢)|du < eP°.

Donc, par (A.13) et (A.14), pour h assez petit,
P({d(B,0(Ha(F))) < €}) < |APe

ce qui acheve la preuve de I'estimée de Wegner et donc du lemme 1.10. O
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C. Preuve du lemme 1.11.
Soit £ > 0 et (z,y) € Z¢ x Z% tels que |z — y| > £(1 + €). Soit E(h),
I’événement défini par
h
E(h) = {EIE € I; Ay(z) et Ay(y) ne sont pas (E,?%,ﬂ, 5) - régulier}
3h
G aue) (B) 2 e 7 e
C{E!EGI;( (Bl :

h
G Ay () 2 e b0

w

Or ||M(®)|| < 1 donc

E(h) C {EE € I; 3(a,b) € Ag(z) % Ae(y)

o — E| <1+ emttpd
tels que

[ty — E| <1+ T g

;o _z g pd
C {3(a,b) € Ag(z) x Ag(y) tels que [t, — tp] < 2+ 2e7ZR 4%},
En utilisant les estimées sur b données par la section 3 de [Kl], la définition
de £ et en choisissant hy > 0 tel que 2v9 — 3hy > 1o, on obtient, pour
h G]O, hg[,
E(h) C {3(a,b) € Ag(z) x Ag(y) tels que |ta — ty| < Ce 7 (1 + £4)}
pour un certain C' > 0 (indépendant de h).

On calcule
(A.15)

+oo t+Ce” 3k (146%)
pem) < [ (et [ (s
t

. GO T oty 500G

v

— 3k
24 € d
<207 —&(h) (1+4¢£%),

comme ¢ est bornée.

Ainsi par les hypothéses faites sur a(h), il est immédiat qu’il existe
he > 0 tel que, pour h €]0, k], on a

P(E(h)) <7

ce qui démontre le lemme 1.11. a
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