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PSEUDOGROUPES COMPLEXES QUASI
PARALLÉLISÉS DE DIMENSION UN

par
Vincent CAVALIER

0. Introduction et notations.

La structure des feuilletages transversalement parallélisables est
bien connue grâce aux travaux de L. Conlon, E. Fedida et P. Molino
(voir [Coni], [Fe] [Moll], [Mol2], [Mol3], [Mol4]). P. Molino en particulier
a montré le lien existant entre cette structure et celle des feuilletages
riemanniens introduits par Reinhardt (cf. [Rei]). De leur côté A. Haefliger
et E. Salem, par des techniques de pseudogroupes sensiblement différentes,
ont complété l'étude des feuilletages riemanniens (cf. [Hael], [Hae2], [Hae3]
[HaeSal]). Il était donc naturel d'affaiblir les hypothèses de régularité de la
structure transverse en lui permettant de présenter des singularités. Dans
ce travail nous étudions les pseudogroupes de transformations holomorphes
de génération compacte au sens de A. Haefliger qui laissent invariant un
champ de vecteurs méromorphe, en dimension complexe 1 ; c'est notamment
le cas des pseudogroupes d'holonomie des feuilletages transversalement
holomorphes munis d'un champ feuilleté méromorphe sur des variétés
compactes.

DÉFINITION 0.1. — Un pseudogroupe T~i de transformations d'une
variété T — noté (7-^, T) — est une famille de difféomorphismes locaux de T
qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si h et h' sont deux éléments de H leur composé (partout où cela a
un sens) appartient à H ; de même h~1 et Pidentité appartiennent à H.

(ii) La restriction d'un élément de 7i à un ouvert de T appartient a 7i.

Mots-clés : Pseudogroupes complexes - Génération compacte - Parallélisme invariant.
Classification A.M.S. : 58H05.
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(iii) Si h est un difféomorphisme d'un ouvert U de T sur un ouvert V et
si h coïncide avec un élément de H au voisinage de chaque point x de U,
alors h appartient à H.

La source d'un élément h de 7Y est l'ouvert de T sur lequel h est défini ;
son but est l'image de la source. L'orbite d'un point x de T (notée [x]) est
l'ensemble des points de y tels qu'il existe h ç. "H avec h(x) = y . Le groupe
de stabilité d'un point x de T (noté Six) est l'ensemble des germes en x
d'éléments de "H tels que h(x) = x.

Si M est une variété pourvue d'un feuilletage T', et si T est une
sous-variété transverse en tout point à T rencontrant toutes les feuilles
de F (on dit alors que T est une transversale au feuilletage), on définit
par glissement le long des feuilles de F (cf. [Hae2]) un pseudogroupe
d'holonomie transverse du feuilletage.

DÉFINITION 0.2. — Une équivalence de deux pseudogroupes (7<i,Ti)
et (7^25^2) est une famille ((^)^çj de difféomorphismes locaux de T^i
dans 7^2 stable par composition avec les éléments de TYi et 7^2 et telle que
les (p^~1 o (pj (resp. les (pi o ^ • 1 ) engendrent H\ (resp. 7-^2).

Si îi et Ï2 sont des transversales d'un même feuilletage, les
pseudogroupes d'holonomie (7^i,Ti) et (7^2 5^2) correspondants sont équi-
valents.

DÉFINITION 0.3. — Un pseudogroupe (H^T) est de génération
compacte si :

(i) il existe un ouvert U relativement compact dans T qui rencontre
toutes les orbites de "H ;

(ii) le pseudogroupe T~i restreint à U (qui est équivalent à (7<,T)) est
engendré par un nombre fini d'éléments que l'on peut prolonger en des
éléments de "H sur les adhérences de leurs sources.

La propriété de génération compacte est stable par équivalence de
pseudogroupes. Les pseudogroupes d'holonomie des feuilletages sur des
variétés compactes sont de génération compacte. Il est à noter que si (7^, T)
est de génération compacte, la propriété (ii) est vraie pour tout ouvert U
relativement compact de T rencontrant toutes les orbites. On peut par
exemple formuler le théorème de stabilité de Reeb de la façon suivante.

THÉORÈME 0.4. — Soient (7^,T) un pseudogroupe de génération
compacte^ x un point de T dont l'orbite est discrète et le groupe de
stabilité imi; ii existe un voisinage de [x] (dans l'espace des orbites)
isomorphe au quotient d'un disque par un groupe fini isomorphe au groupe
de stabilité de x.
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DÉFINITION 0.5. — Un H chemin dans (H, T) est la donnée d'une
famille de chemins (C^ç{^_^, paramétrés par [0, l], tracés dans T et des
éléments (/^)^{^,.^__i} de U tels que /^(C^(l)) = C,4-i(0).

On peut définir le groupe fondamental 7Ti(7^) de (H, T) comme groupe
d'homotopie des H lacets dans {H, F). Si (H,T) est équivalent à l'action
quasi-analytique d'un groupe G sur une variété simplement connexe, 7Ti(7^)
est isomorphe à G (voir [HaeSal]).

DÉFINITION 0.6. — Un pseudogroupe quasi parallélisé (H, T, Z) est
la donnée d'une variété T analytique complexe de dimension 1, d'un
pseudogroupe connexe 7Y de transformations holomorphes locales de T, et
d'un champ méromorphe Z sur T invariant par H.

Si Z admet un zéro ou un pôle en un point z de T, alors Z possède
un zéro ou un pôle en tout point de [z\. Appelons F' la variété T privée
des zéros et des pôles de Z, et H' la restriction de H à T'. Nous dirons que
(7Y', T\ Z) est la partie régulière de (H, T, Z).

DÉFINITION 0.7. — Une équivalence de (7ii, Ti, Zi) et (H^.T^, Z-^) est
une équivalence de (T^i, Ti) et (7^ T^) qui échange Zi et Z^.

Le plan de l'article. — L'objet de ce travail est de classifier à
équivalence près les pseudogroupes (T^T, Z) de génération compacte.

Dans le paragraphe 1, on définit le groupe à un paramètre d'un
champ de vecteurs H invariant complet (qui est une action de R ou C sur
l'espace des orbites de H). On montre qu'un pseudogroupe pourvu d'un
parallélisme de Lie invariant complet est équivalent à une action de groupe
(Théorème 1.6). Dans le paragraphe 2, on étudie la dynamique locale d'un
champ méromorphe au voisinage d'une singularité. Dans le paragraphe 3,
on remarque que si Z admet un pôle, (H, r, Z) est une orbifold^ c'est-à-dire
un pseudogroupe dont l'espace des orbites est localement quotient d'un
disque par un groupe fini, on peut classifier ces orbifoids (Théorème 3.2).
Cela nous conduit à l'étude du cas où Z est holomorphe; dans ce
cas (H^T.Z) est un pseudogroupe normal (Définition 4.1). On classifie
les pseudogroupes normaux (Théorème 4.2). Dans le paragraphe 4,
on détermine les pseudogroupes normaux de génération compacte et
l'on obtient la classification voulue (Théorème 4.11). Dans le paragraphe 5,
on donne des exemples de feuilletages sur des variétés compactes dont le
pseudogroupe d'holonomie est du type (H^ r, Z).
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1. Champs de vecteurs invariants complets. Pseudogroupes
pouvus d'un parallélisme de Lie invariant complet.

Ici ('K,T) désigne un pseudogroupe connexe, éventuellement analy-
tique complexe, et Z un champ de vecteurs sur T invariant par H, éven-
tuellement holomorphe. On appelle (pt le groupe local à un paramètre de Z.

Groupe a un paramètre d'un champ de vecteurs H invariant.
DÉFINITION 1.1. — Une suite pour Z en un point x de paramètre t

(t e R ou C) est la donnée de n scalaires t i , . . . , tn et de (n — 1) éléments
/ i l , . . . ,/in-i de7Y, tels que t i+^2+- • -+^n = t et(^°^7i-io^-i°' • '^ti
est une transformation locale de T définie au voisinage de x.

DÉFINITION 1.2. — Le champ Z est dit complet s'il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) Pour tout x de T et tout scalaire t, il existe une suite pour Z en x
de paramètre t.

(n) Si x et x ' sont deux points de la même orbite et si y?^ o hn-i o • • • o <^
(resp. ( p t ' , ° ̂ n/-i ° • • • ° y^) •son^ des suites pour Z en x et x ' de même
paramètre t, alors (p^ o hn-i o • • • o (p^ (x) et <^, o h^_^ o • ' ' o ̂  (x1) sont
dans la même orbite.

La donnée sur T d'un champ Z, T^-invariant complet permet de définir
sur l'espace des orbites de 7ï une action du corps des scalaires que nous
appellerons le groupe à un paramètre de Z et que nous noterons (pf On
remarque aisément que la notion de complétude d'un champ H invariant
est stable par équivalence de pseudogroupes.

PROPOSITION 1.3. — Soient (7ï,T) un pseudogroupe de génération
compacte et Z un champ de vecteurs H invariant ; alors Z est complet.

Preuve. — Soit U un ouvert relativement compact de T rencontrant
toutes les orbites de "H. La restriction de 'H à U est engendrée par un système
fini 71... 7n de générateurs que l'on peut prolonger sur les adhérences de
leurs sources en des éléments 7i.. • 7yi de H. Soit (pt le groupe à un
paramètre local de Z. Par compacité de U, il existe un réel strictement
positifs tel que (/^(.r) est défini pour tout x de U et tout t (avec \t\ < e). On
peut en outre, quitte à diminuer e, supposer que pour tout x de U et tout t
(avec \t\ < e) on a : si x appartient à la souce de 7^, alors ^pt(x) appartient
à la source de 7^ ; cela implique les relations de commutation

<^(7z(^)) =7z(^(^)).



PSEUDOGROUPES COMPLEXES QUASI PARALLÉLISABLES 1543

Prouvons alors (i). Soit t un paramètre (réel ou complexe) ; il existe
un entier p tel que \t/p\ < e. Pour tout x de £/, on peut définir ^/p(a;);
on «ramène» (pt/pW à.a.ns U par un élément de 7^, et on itère p fois le
procédé, ce qui définit une suite pour Z en x de paramètre t.

Prouvons maintenant (ii). Appelons longueur d'une suite pour Z en x,
(^ o h-t o • • • o hn-i o <^, le réel positif |^i| + • • • 4- |^n|- Si deux suites
pour Z en x et x ' (avec [x\ = [x ' ] ) ont le même paramètre et des longueurs
inférieures à £, l'affirmation (ii) est vraie pour ces deux suites en vertu des
relations de commutation : on peut en effet écrire localement les éléments
du pseudogroupe comme de mots en les 7^ et commuter.

Si (pu ° ̂ i -"^trt e^ ^ri o A;i o • • • o (p^ sont deux suites pour Z enx et x ' ,
(avec [x] = [a/]), de même paramètre t, on peut, en composant une famille
finie de suites de longueurs inférieure à £, montrer que (pu ° h\ o - - - o y?^ (x)
et ^pri o fci o • • • o (p^ (x ' ) sont dans la même orbite. D

Remarque 1.4. — A une suite pour Z en x, on peut associer un
7^-chemin de la façon suivante : à i G {1 , . . . ,n} on associe le chemin Ci
tracé dans T défini par

Ci(ï) = ̂ prti ° ^-1 ° • • • ° ̂ i (x) ;

on a alors hi oci(l) = 0^+1(0). Les Ci et les hi définissent alors un 7i chemin.
Plus généralement, si Z i , . . . , Z p sont des champs "H invariants

complets, on peut obtenir des Ji chemins reliant x à un point de l'orbite
(^ o - ' ' o (p^ ( [x] ) en composant des "H chemins obtenus à partir des suites
pour les Zi.

Pseudogroupes pourvus cTim parallélisme de Lie invariant complet.
On suppose ici qu'il existe sur le pseudogroupe connexe (7^,T) une

algèbre de Lie A de champ de vecteurs "H invariants complets ; on suppose
en outre que A est un parallélisme de T. Soit G le groupe de Lie simplement
connexe dont l'algèbre de Lie des champs invariants à gauche est A. Tout
point x de T admet un voisinage Ux sur lequel est définie une structure
locale de groupe de Lie modelée sur celle de G, c'est-à-dire qu'il existe
un difféomorphisme î^x de Ux sur un voisinage de l'identité de G tel
que "ipxW = 1, et l'application tangente à ̂  est l'isomorphisme naturel
de A sur l'algèbre des champs invariants à gauche sur G.

LEMME 1.5. — Soit / un difféomorphisme d'un ouvert connexe U de T
sur un ouvert de T tel que f^(X) = X pour tout X de A. S^îl existe un
point x tel que x et f(x) sont dans la même orbite^ alors f appartient à 7Y.
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Preuve. — On peut relier un point y de U à a- par un chemin constitué
de morceaux de trajectoires de champs X^...Xn ç A; il vient alors

[y] = ̂  o ... o ̂  {[x]) et [/Q/)] = ̂  o ... o ̂  ([fÇx)}) = [^]

car / commute avec les ̂  et [f(x)} = [y]. Comme / coïncide au voisinage
de y avec un élément de U, on en déduit que / appartient à U. n

Dans la suite, si X est un élément de A, nous conviendrons de noter X
le champ invariant à gauche sur G correspondant.

THÉORÈME 1.6. — Si (H,T) est connexe et pourvu d'un parallélisme
de Lie invariant complet A, alors (H,T} est équivalent à Faction par
translations à gauche d'un sous-groupe H de G sur G. L'équivalence envoie
tout X de A sur X.

Démonstration. — Choisissons un point base XQ de T. Pour tout x
de T, il existe Xi , . . . , Xn dans A et des scalaires ^ i , . . . , tn tels que :

^\ °---°^(M) =[x].
On définit un difféomorphisme local d'un voisinage de a; de F dans G par

0 = Lexpt^Xn o • • • oexp^iXi o ̂

où La désigne la translation à gauche par a.

Par construction, on a 0^(X) = X pour tout X de A.

Montrons que la famille 9 constituée des 6 ainsi définis est une
équivalence. Cette famille est stable par composition avec les éléments
de H. Appelons Q^ le sous-ensemble de Q constitué des éléments dont la
source contient x. Si 6>i et 6^ sont dans 6^ l'application 6>i o 0^1 coïncide
au voisinage de O^x) avec la translation à gauche La où a = 0^(x) • Ô^Çx).
Soit Hy, le sous-ensemble de G constitué de tous les Oi{x) • O"1^) où ^ et
Oj parcourent 9^ ; alors H^ est un sous-groupe de G car H^ est l'ensemble
des exp^Xi,. . . ,exptnXn tels que ̂  o • • . o (p^{[x]) = [x], donc il est
stable par composition et passage à l'inverse. En fait, H^ ne dépend pas du
point x : en effet, soient (9i et 6^ des éléments de 9^ et y un point de T;
on peut trouver des Xi dans A et des ^ tels que [y] = ̂  o • . • o ̂  ([x]).
Posons c = exp t^X^ o . . . o exp t^Xn. On a :

( 6\ = Lai o ̂  02 = Las o ̂  avec aiû^"1 ç 7^,

/^l = Lai oLcoi^y et /^ = ^02 oLco^y appartiennent à Oy.
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Donc ûiûÇ1 appartient à H y et Hy est inclus dans H^. Par symétrie des
rôles joués par x et y^ les sous-ensembles H^ et ̂  sont égaux.

Notons H le groupe Hx et (H.G) le pseudogroupe engendré sur G
par les translations à gauche de H ; les 6i o 0~1 engendrent sur G le
pseudogroupe (H.G).

Reste à montrer que les ^-1 o Oj engendrent H sur T. Les ^-1 o Oj
engendrent sur T un pseudogroupe qui laisse invariante A et qui contient H.
Soient a un Ji chemin dans T et c un chemin dans G; nous dirons que a
est un relèvement de c si, pour tout t de [0, l], il existe un élément 0 de 9
tel que 6 o a et c coïncident au voisinage de t.

Si o-i et 0-2 sont des relèvements de c et si [o-i(O)] = [^2(0)], alors pour
tout t, on a [o-i(t)] = [0-2 (^)], car l'ensemble des t de [0,1] pour lesquels
l'égalité est vraie est ouvert et fermé en vertu du lemme 1.5.

Soient maintenant deux points x et y de T et Q\ et 0^ des éléments
de 9 tels que 0\{x) = ff^y)- On a :

{ (9i = LexptiXi ' " e x p t p X p O ^ ,

6>2 = Lexptp+iXp+i • • • exp^p+gXp+g o ̂ y.
Désignons par o-i et 0-2 les 7^ chemins définis comme dans la

remarque 1.4 par :

(p1 o . . . o c^ et ^p+l o ... o ̂ p+<?.TÎI r-tp ^tp+i 7-tp_)_g •

Les chemins ci et C2 sur G sont définis par :

exp ̂ 1X1 o • • • o exp tpXp et exp tp^Xp^ o • • . o exp tp^qXp^q.
Les chemins ai et (72 sont des relèvements de ci et 02. Comme c\ et C2
ont les mêmes extrémités (1 et 6\{x} = 0^{y)), ils sont homotopes; nous
allons relever cette homotopie : soit c un chemin dans G voisin de c\ ayant
les mêmes extrémités ; par compacité de [0,1] il existe une famille finie
i\,... ,tn de points de [0,1] telle que c(t) est tracé dans U^ai^^ai^))

i
et o-i (t) est tracé dans U^o-i^)- On peut alors relever c dans U^i(tz) en

i i
un H chemin a. Il est clair alors que o-(l) et ai(l) coïncident. A l'aide d'un
nombre fini de petites déformations, on peut construire un relèvement 0-2
de C2 qui vérifie les propriétés suivantes :

r<T2(l)=<Tl(l),

[ (72(0) =(72(0) = (71 (0)=a;o.

On a alors [^(l)] = [02(1)] = [o'i(l)] et par conséquent 0f1 o 0-z vérifie les
conditions du lemme 1.5 et appartient à Ji. D
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Soit (H, T, Z) un pseudogroupe quasi parallélisé où Z est sans
singularité. L'algèbre engendrée par Z est alors un parallélisme de Lie
invariant complet de (7^,T). Appelons uj la forme holomorphe sur T duale
de Z (i.e. ci;(Z) = 1). Les 7^-périodes de uj sont les intégrales de uj sur les
7-^-lacets. Le théorème 11.6 a pour corollaire :

COROLLAIRE 1.7. — (^~iiT) est équivalent au pseudogroupe engendré
sur C par les translations par les H périodes de uj. ^équivalence échange
les champs Z sur T et Q / Q z sur C.

2. La dynamique d'un champ de vecteurs méromorphe
au voisinage d'une singularité.

Le problème étant local, on supposera dans ce paragraphe que le
champ méromorphe Z admet une singularité en le point 0 de C.

Si Z admet une singularité, on sait [Mar] qu'il admet l'une des formes
normales suivantes :

1 fï
• si 0 est un pôle, on a : Z = —^ —5

Z (JZ

• si 0 est un zéro de Z, on a :

r7 z 9 ( - A——— ——\Z = - — (zéro non dégénère),r ôz
^n g

Z = ———n^T^"' n>_2 (zéro dégénéré),
-L ~i T Z (JZ

où r désigne le résidu de la forme méromorphe uj duale de Z (Le. o;(Z) = 1).

Appelons Difï(Z,0) le groupe des germes en 0 de transformations
holomorphes qui laissent invariant le champ Z.

• Si Z a un pôle d'ordre n, Diff(Z,0) est égal au groupe fini de
rotations engendré par la rotation d'angle 2i7r/(n — 1).

• Si Z s'annule en 0, Diff(Z, 0) contient le groupe à un paramètre (pc
deZ.

PROPOSITION 2.1. — Soit Z un champ holomorphe nul en 0. Si 0
est une singularité non dégénérée, Diff(Z,0) est égal à (pc- Si 0 est une
singularité dégénérée^ alors Diff(Z, 0) est le produit de (pc Gt du groupe de
rotations engendré par z ^—> e2171^1^n-l) z.
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Preuve. — Si la singularité est non dégénérée le résultat est clair.
z71 9

Supposons alors Z == —————- —. En faisant correspondre à un élément g1 + rzn~L ôz
de Diff(Z, 0) son jet d'ordre 1 en 0 il vient la suite exacte scindée

1 -^ Diff^O) —. Diff(Z,0) —. Rn-i -> 0

où Rn-i est engendré par z i-̂  e2^^71"1^, et Diff^Z, 0) est le sous-groupe
constitué des éléments g tels que (/(O) == 1. Montrons que Diff^Z, 0) == y?c-
Si g appartient à Diff^Z^O), on peut l'écrire :

g(z) = z + ûfc^ + • • • .

En écrivant que g conserve Z, un calcul élémentaire sur les séries
entières montre que f c = = n ; s i a n = 0 , o n a p ( z ) = z . De la même façon on
voit que l'élément ^pi de (pc s'écrit :

^t(z) =z+tzn + • • • .

En posant t = dni on voit que (pt est l'unique élément de Diff^Z^)
dont le développement en série commence par z 4- dn^' Le sous-groupe
Diff^Z, 0) est égal à (^c; donc Diff(Z, 0) est abélien et le produit semi-direct
est en fait direct. D

Les sous-groupes de Diff(Z, 0).
Le champ holomorphe Z est supposé ici nul en 0, la forme uj est la

forme duale de Z (i.e. o;(Z) = 1) et r désigne le résidu de uj en 0. Si H est
un sous-groupe de C, nous noterons (pn le sous-groupe du flot <^c de Z tel
que le paramètre appartient à H.

Considérons un voisinage ouvert simplement connexe U de 0, dans
lequel la seule singularité de Z est 0. Soit g un réprésentant d'un élément de
Diff(Z, 0) défini sur un voisinage connexe de 0 contenu ainsi que son image
dans U. Soient alors z alors un point de U — {0} et c un chemin tracé dans
U — {0} reliant z à g(z). Le complexe f^u ne dépend pas du point z et du
chemin c à 2i7rr près ; la classe modulo 2î7rr de J^ uj ne dépend donc que
du germe en 0 de g. On définit ainsi une application naturelle de Diff(Z, 0)
dans C/2î7rrZ qui est manifestement un homomorphisme de groupes que
nous noterons A :

A(5) = /
Je

uj mod 2î7rrZ.
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DÉFINITION 2.2. — On utilise les notations définies ci-dessus. Soit G
un sous-groupe de Diff(Z, 0). Le sous-groupe de C préimage par la surjection
canonique de C sur C/227rrZ de l'image par A de G est appelé le groupe
des G-périodes de uu.

Nous désignerons par HG le sous-groupe des G-périodes de uj constitué
des complexes t tels que Vêlement (pt du flot de Z appartient a G, c'est-à-dire
tels que (?HG = W n G.

Si H est un sous-groupe de C contenant 2%7rr, nous désignerons par
Diff^(Z, 0) la préimage par A de H/2i7rr^.

Notons que si Z a un zéro simple en 0, l'élément (pHc est ég^ a G.
Si Z s'annule à l'ordre n >_ 3 en 0, l'application dérivation au point 0 d'un
élément de G donne la suite exacte

O-^^G —>G —>K^O

où K est un sous-groupe de R-n-i ; en particulier si G = DifF^(Z,0), le
sous-groupe K est égal à Rn-i mais l'extension n'est en général pas triviale.

DÉFINITION 2.3. — Soit G un sous-groupe de germes en 0 de difféo-
morphismes analytiques qui fixent le point 0. L'orbite d'un point z par G
est l'ensemble des points g(z), où g est un représentant de g défini sur un
ouvert connexe contenant z. L'orbite d'un point z par G est dite complète
si, pour tout g de G^ il existe au moins un représentant g de g défini sur un
voisinage connexe contenant z^ et si deux quelconques de ces représentants
peuvent se prolonger en sorte que l'intersection de leurs sources contienne
un ouvert connexe contenant p et z.

r\

PROPOSITION 2.4. — Soient Z = -— et G un sous-grouper ôz
de Diff(Z, 0). Si HG est contenu dans la droite 2î7rrR, pour tout voisinage V
de 0, il existe un voisinage TV de 0 indus dans V dont l'image par G est
incluse dans V. Si HG n'est pas contenu dans la droite 2î7rrR, pour tout
voisinage V de 0 et tout point z ^ 0 de V, l'orbite de z par G n'est pas
contenue dans V.

Preuve. — Elle est évidente, car dans le premier cas G est un groupe
de rotations; dans le second, G est un groupe de similitudes de rapports
différents de 1. D

^n Q

PROPOSITION 2.5. — Soient Z = -———^rr-^ (avec n > 2) et G un
1 + rz71-1 9Z
JL T" i Z (J

sous-groupe de Diff(Z, 0).



PSEUDOGROUPES COMPLEXES QUASI PARALLÉLISABLES 1549

(i) Si HG n'est pas réduit à 0, l'orbite de tout point z par G s'accumule
enO.

(11) Si H G est contenu dans une droite passant par l'origine de C, pour
tout voisinage V de 0 il existe un point z de V dont l'orbite est contenue
dans V.

(iii) Si HG n'est pas contenu dans un droite, il existe un voisinage V
borné de 0 tel que l'orbite de tout point de V — {0} n'est pas contenue
dans V.

Preuve. — Supposons d'abord r = 0. Les éléments du flot de Z
s'écrivent

(p+(z} = — — — '
-^-(n-1)^-1

La propriété (i) en découle immédiatement. Si HG est contenu
dans la droite e^R, l'orbite d'un point z est contenue dans l'union
des courbes déduites par les rotations d'angles 2ik7r/(n — 1) de la
courbe t G M i—>- ^e^t^)- Cette courbe est soit une demi-droite
issue de l'origine, soit une courbe tracée dans le secteur angulaire
}-ô/(n - 1) + 2A;7r/(n - 1), TT - 0 / { n - 1) + 2k7r/{n - 1)[ comme dans la
figure ci-dessous (le sens des flèches indique le sens de parcours lorsque
t croît).

En particulier si z = pe^71'"6^, l'orbite de z est contenue dans le
cercle de centre 0 et de rayon p, ce qui entraîne (ii).

On suppose maintenant r ̂  0. A une demi-droite A issue de l'origine,
on associe l'application holomorphe h^ de (7\A dans C

h^z) =
^{/l-Çn-^z^rLogz

où la détermination du logarithme est définie par A. On a :

Q \ zn 9h^=
Q z ) 1+r^-1 9z

r\

Si ^?c et '0e sont les groupes à un paramètre respectif de ^n— et
oz
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z71 9
de -————,- —, on peut choisir A en fonction de z et de 6 en sorte que la1 +7•^n~l 9z
courbe t e M ̂  ^e10^) est l'image par /IA de la courbe ^ e M i-̂  y^e10^)-
Les propriétés (i) et (ii) en résultent immédiatement.

Reste à prouver (iii). Comme Hç n'est pas contenu dans une droite, il
existe un voisinage relativement compact U de 0 tel que U + H G = C.
Il existe un voisinage borné Y de 0 tel que ^pt{z) est défini pour tout i
dans U et tout z dans V. L'ensemble (pu(V) = {^(^) 5 t e U^z ç V}
est alors borné. S'il existe un point ZQ de V (zo -^ 0) dont l'orbite par G
est continue dans V, l'application holomorphe de C dans C définie par
t \—> ^pt(^o) est non constante et bornée, ce qui est impossible. D

PROPOSITION 2.6. — Soient G un sous-groupe de Diff(Z,0), et F un
sous-groupe de G. Si un point z ^ 0 a une orbite complète par G qui est
aussi une orbite de F, alors F est égal à G.

Preuve. — Si g est un représentant d'un élément g de G, il existe
par hypothèse un représentant h d'un élément de F tel que h(z) = g(z).
Les applications h et g coïncident au voisinage de z car elles préservent Z ;
on peut alors supposer que h et g sont définis sur un ouvert connexe
contenant 0 et z\ le résultat est alors une conséquence du principe du
prolongement analytique. D

3. Pseudogroupes quasi parallélisés de génération compacte
ayant une orbite pôle.

PROPOSITION 3.1. — Soit (7^,r,Z) ujn pseudogroupe quasi parallé-
lisé de génération compacter si Z admet un pôle, (7^,T) est une orbifold
analytique compacte.

Preuve. — Les orbites pôles sont discrètes et leurs groupes de stabilité
sont finis. Par le théorème de stabilité de Reeb, on peut trouver pour
tout point z régulier une fonction différentiable (p sur T invariante par 7^,
égale à 1 au point z et nulle au voisinage des pôles de Z. Quel que soit
le vecteur réel X tangent en z à T, il existe un champ de vecteurs diffé-
rentiable T~i invariant Y dont la valeur en z est X, car (pReZ et (pïmZ
engendrent l'espace tangent à T en z. Les groupes à un paramètre de ces
champs définissent une famille d'automorphismes transitive sur les orbites
régulières; comme les orbites voisines d'un pôle sont discrètes, toutes les
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orbites régulières sont discrètes et ont un groupe de stabilité trivial. En
vertu du «lemme des orbites» (voir [Cavi], [MatMou], [Kau]), toutes les
orbites ont un groupe de stabilité fini. L'espace des orbites de H est
alors localement le quotient d'un disque par un groupe fini, c'est-à-dire un
orbifold. Q

Soit (H, T, Z) un orbifold compact quasi parallélisable. Le champ Z
à p orbites pôles [Pi],..., [Pp\ et q orbites zéro [Oi],... . [Og]. Les formes
normales de Z au voisinage d'une orbite singulière — ainsi que les ordres
des groupes de stabilité des points de ces orbites singulières — sont
invariantes par équivalence de pseudogroupe. Au pôle [P^] on associe un
couple d'entiers (r^, c^), où riz est l'ordre de Z en Pi et 0.1 l'ordre du groupe
de stabilité de pi. Au zéro [0^-], on associe le triple! (rri^r^^j) où rrij est
l'ordre de Z, où rj est le résidu de la forme duale de Z et où (3j est l'ordre
du groupe de stabilité de Oj. Les groupes de stabilité des Pi et Oj laissent
invariantes les germes de Z, Pi et Oj ; on en déduit que 0.1 divise ni + 1 et
que f3j divise (rrij — 1). On peut donc associer à la classe de {H^T, Z) une
liste d'invariants

[(ni, ai) , . . . . (np, ap), (mi, ri, /3i) • • • (rriq, rg, /3q)]
où ai divise n^+i et /3j divise (rrij — 1).

L'espace topologique des orbites de H est une surface compacte Tg que
l'on peut munir d'une structure holomorphe naturelle de la façon suivante :
soient / une application d'un ouvert de Tg dans C et [ ] l'application orbitale
de T (qui à z fait correspondre [z]) ; nous dirons que / est holomorphe si /
est holomorphe. En particulier, si z est un point de T, et si 7 est l'ordre
du groupe de stabilité de z, l'application [ ] peut s'écrire [2;] = z^ dans des
coordonnées holomorphes sur Tg.

L'image de Z par [ ] est un champ méromorphe Z. Si z est un point
régulier de Z, alors [z] est un point régulier de Z. Si Pi est un pôle de Z
d'ordre r^, le champ Z admet un pôle d'ordre (^ + l)/c^ — 1 en [P^]. Si Oj
est un zéro d'ordre mj avec résidu r^, le champ Z admet en [Oj] un zéro
d'ordre (mj — l)//3j + 1 avec résidu r j / ( 3 j .

On associe alors à un tel pseudogroupe une surface de Riemann Tg
marquée par les points [P^] et [Oj] qui est de plus équipée du champ
méromorphe Z, image de Z par l'application orbitale. Le diviseur D de Z
s'écrit :

^=E^]-ÉW]'
i i

où p,j = (mj - l ) / /3 j + 1 et \i = (ni 4- l)/c^ - 1 ; le résidu de la forme uJ
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en [Oj] étant alors r j / / 3 j . Une équivalence entre deux tels pseudogroupes
induit de façon naturelle un biholomorphisme des surfaces de Riemann
marquées qui échange les champs de vecteurs.

THÉORÈME 3.2. — Une classe d'équivalence de pseudogroupes quasi
parallélisés (H, T, Z) ayant une orbite discrète dont le groupe de stabilité
est fini — c'est en particulier le cas si Z admet un pôle — est la donnée des
objets suivants :

• Une surface de Riemann compacte Tg pourvue d'un diviseur

D=Zai[Pi\+^(3j[Oj]
i
• Un champ de vecteurs méromorphe Z sur Tg dont le diviseur s'écrit

q p
^ l^j[0j] — ̂  \i[Pi] (où les \i et les fjij sont positifs où nuls). Le champ Z
i i

a alors p orbites pôles [Pi] et q orbites zéros [Oj}. Les invariants de Z en [Pi]
et [Oj\ sont reliés à Tg^ D et Z par les relations suivantes :

— l'ordre de Z en [Pi] est ai(\i +1) — 1 ; l'ordre du groupe de stabilité
de [Pi] est ai ;

— [Oj] est un zéro d'ordre /3j(/^ — 1) + 1 de Z; l'ordre du groupe de
stabilité de [Oj] est f3j ; Je résidu de uj (forme duale de Z) en [Oj] est f3jfj
où TJ est le résidu de la forme ù7 duale de Z en [Oj].

Démonstration. — II reste seulement à reconstruire un pseudogroupe
(?Y,T,Z) de génération compacte à partir Tg, D et Z. Construisons T :
on considère un voisinage ouvert connexe Uj de [Oj] dans Tg et un
revêtement ramifié Uj à j feuillets de Uj ; on considère un voisinage ouvert
connexe Vi de [Pi] et un revêtement ramifié à o^ feuillets Vi de Vi ; on pose
enfin W = Tg \ { [Oi ] , . . . , [Og], [Pi],..., [Pp]}. On définit T comme l'union
disjointe de W, des Uj et des Vi. On définit le champ Z par Z = Z sur W ;
sur Vi et Uj^ Z est l'unique champ méromorphe qui se projette sur Z par
l'application de revêtement. Le pseudogroupe 7Y est alors le pseudogroupe
engendré par l'identité sur TV, les automorphismes de revêtement sur les Uj
et les Vi et les projections de Uj — Pj et Vj — Oi dans W, où les Pj et
les Oi sont les préimages des points de ramification par les projections
de revêtement. Alors (7-(,r,Z) est clairement de génération compacte et
totalement défini à équivalence près. D

II est à noter que la donnée des invariants locaux de Z (ordre des
pôles, des zéros des groupes de stabilité, des résidus) permet de calculer
le genre g de (Tg) et les invariants locaux de Z, mais ne permet pas de
classifier à équivalence près (H, T, Z).
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4. Pseudogroupes normaux et pseudogroupes normaux de
générations compacte.

DÉFINITION 4.1. — Un pseudogroupe quasi parallélîsé (H,T,Z) sera
dit normal si Z est holomorphe complet et n'a qu'un nombre fini d'orbites
singulières.

Les pseudogroupes (H, T, Z) de génération compacte tels que Z est
holomorphe apparaissent comme des pseudogroupes normaux particuliers.
Nous allons classifier ces derniers dans ce paragraphe.

Au pseudogroupe normal (7^,r,Z), on peut associer le nombre q de
ses orbites singulières [zk}. Pour chacune de ces orbites singulières, on a
une forme normale Zk de Z définie par l'ordre d'annulation rik de Zk et le
résidu r^ de la forme uj duale de Z. Le groupe de stabilité de Zk s'identifie
alors à un sous-groupe Gk de Diff(Z,0). Le pseudogroupe ( U ' , T ' , Z ) ,
restriction de (7<,r,Z) à sa partie régulière, est équivalent (théorème 1.6)
à un pseudogroupe engendré sur C par les translations par les éléments
d'un sous-groupe H de C.

Les triplets (r^, n;, Gk) et le sous-groupe H de C sont manifestement
invariants par équivalence. De plus, H apparaît comme le groupe des H
périodes de uj (i.e. des intégrales de uj sur les "H lacets), ce qui implique les
deux conditions :

• pour tout k e {1 , . . . , g}, les nombres 2i7rrk appartiennent à H ;
• pour tout k ç {1 , . . . , ç}, on a Gfc C Diff^Z, 0) (cf. définition 2.2).

THÉORÈME 4.2. — A tout pseudogroupe normal (H,T, Z) (cf. défini-
tion 4.1), on peut associer une liste d'invariants

[(ni, ri, Gi ) , . . . , (nç, 7g, Gg), H].

L'entier positif ou nul q est le nombre des orbites zéros { [Oi ] , . . . , [Oq]}
de Z; rij est l'ordre de Z en [Oj] ; rj est le résidu en [Oj] de la forme
méromorphe uj duale de Z (i.e ù;(Z) = 1) ; Gj est le groupe de stabilité
de [Oj\ ; H est le groupe de H période deuj. La liste d'invariants vérifie les
propriétés suivantes :

• pour tout j ç. {1 , . . . , g}, les nombres 2Î7rrj appartiennent à H ;

• le groupe des Gj périodes de uj (cf. définition 2.2) est inclus dans H.
A toute liste d'invariants, on peut associer un pseudogroupe (H, T, Z)

normal unique à équivalence près.
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Démonstration. — Pour chaque k ç. {!,. . . ,g}, on considère un
disque D/ç de centre 0 et de rayon strictement positif tel que le champ Zk
(forme normale associée à (n^n;)) a pour seule singularité 0. On pose
Do = C et ZQ = Q / Q z .

La variété T est l'union disjointe des Djj e { 0 , . . . , q} et le champ Z
est égal à Zk sur Djç. La variété T ' est obtenue en enlevant à T les centres
dans chaque Dk pour k ç {!,...,g}. Soit S le pseudogroupe sur T ' de
toutes les transformations locales holomorphes qui laissent invariant Z. Le
pseudogroupe S agit de façon simplement transitive sur T". Définissons H
en restriction à T'. Dans chaque Dj, pour j ç {0, . . . ,ç}, on choisit un
point pj tel que po = 0 et p^\ ^- 0 si j > 1. Soient alors z et z ' des points
de Dj et Djç respectivement; l'élément h de S (dont le germe en z est
unique) tel que h(z) = z ' appartient à H si et seulement si pour tous
chemins Cj et cje tracés dans Dj et Djç tels que

Cj(0) = z, Cj(l)=pj, Cj(0)=pk, Cfc(l) = z ' ,

on a :

f ( Â J + / t
Je, Jd.
y u + y ù; e H.

Jcj J Ck

(En fait, il suffit que cela soit vrai pour un chemin cj et un chemin c^.) Cela
implique en particulier que les pj sont dans le même orbite.

Pour définir 7ï sur T il suffit de poser que le groupe de stabilité du
centre de chaque Dk pour k € {1 , . . . , q} est Gk-

Par construction le groupe des H périodes de uj est H\ réciproquement
si l'intégrale de a; sur un H chemin tracé dans T ' appartient à H les deux
extrémités du chemin sont dans la même orbite.

Il faut montrer que le champ Z est complet, c'est-à-dire que Z vérifie
les propriétés (i) et (ii) de la définition 1.2. La propriété (i) est clairement
vraie ; vérifions (ii). Soient x et x ' dans la même orbite, y?^ o hn-i o • • • o <^
et (pt^, ° h'n' ° ' " ° ̂  a€s suites pour Z en a; et x ' respectivement de
paramètre t. Soient a un H chemin reliant x à a/, c et d les H chemins
définis par les suites pour Z en x et x/ (cf. remarque 1.4) et A un H
chemin reliant (^ o hn-i o • • • o (^ (x) et (p^ ° ̂ n' ° • " ° ̂  (^/)- Nous
devons montrer que f^ uj est dans H. Les chemins d ' a et /^~lc relient x
à ( p t ' , ° h^, , . . . , (pt[ (^f). On a donc l'égalité

/ uj = \ uj mod H
J c ' - a 7<ç-i.c
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qui est équivalente à

cj + iJ = — / a; + ^ uj mod H.
Je' J a J6 Je

Par conséquent, J / c^ et f uj sont égales à t mod ^f; il en résulte
f uj = 0 mod ff, ce qui implique le résultat. Le pseudogroupe (7ï, T, Z) est
donc normal et la liste de ses invariants est la liste voulue.

Montrons que deux pseudogroupes normaux (7^, Ti, Z\} et (T-^ Î2,2^2)
qui ont la même liste d'invariants sont équivalents. Nous pouvons supposer
sans perte de généralité que les orbites singulières des deux pseudogroupes
sont réduites à un point. Soient T[ et T^ les ensembles des points réguliers
de TI et Ta. Si z\ et z^ sont des points de T[ et T^, il existe une transforma-
tion locale holomorphe ^ziz^ ^e T[ dans T^ dont le germe en z\ est unique
telle que :

^l^(^l) = z^ ^Z-LZ^^l) == ^2.

Choisissons pi et ps des points bases dans T[ et T^ respectivement.
Construisons une équivalence <I>7 de T~i[ et 7<2 de la façon suivante : soient
z\ et ^2 des points de T[ et T^ ; on suppose qu'il existe un 7^ chemin ci
reliant pi à zi et un H^ chemin c^ reliant p2 à 2:2 tels que J^ 0:1 et J^ 0:2
appartiennent à H^ alors ^i^ appartient à <î>'. La famille ^/ est alors
clairement une équivalence de 7ï[ et H^ qui échange Z\ et ^2-

Prolongeons l'équivalence <î>' en une équivalence <I> de T^i et 7^2 de la
façon suivante : soient ai et bi les points de Ti et Ï2 appartenant à l'orbite
singulière correspondant au triplet (ni, ri, Gi) ; il existe une transformation
holomorphe <Ï>^ d'un voisinage Ui de ai en un voisinage l^ de bi telle que
<I>^(a^) = bi et <Ï>^(Zi) = Z2- On peut de plus en composant au besoin avec
le flot de l'un des champs supposer que la restriction de ^ à Ui — {o^}
appartient à ^/.

La famille de transformations locales <Ï> = <^' U { < î > i , . . . , <î>g} est alors
une équivalence de {H\, Ti, Zi) et {î-^ ^25 ̂ }- D

Grâce à ce théorème, nous pouvons désigner dans la suite un
pseudogroupe normal (7<,T,Z) par sa liste d'invariants, et travailler au
besoin sur les pseudogroupes «modèles», c'est-à-dire ceux construits pour
montrer l'existence d'un pseudogroupe normal correspondant à une liste
d'invariants.



1556 VINCENT CAVALIER

La classification des pseudogroupes normaux de génération compacte.
Une condition nécessaire pour que le pseudogroupe

[(ni,rz,G^'-'(nq,rq,Gq),H]
soit de génération compacte est que le sous-groupe H soit de type fini, car H
est de génération finie en restriction à un ouvert relativement compact
rencontrant toutes les orbites. Désormais, nous supposerons toujours que H
est de type fini.

LEMME 4.3. — Soient (H, T, Z) un pseudogroupe normal de génération
compacte, zjç un point singulier seul dans on orbite, et Gk son groupe
stabilité. Si ho^ (cf. définition 2.2) n'est pas cocompact dans C, dans tout
voisinage W de Zk^ il existe un point z différent de zjç dont l'orbite par Gjç
est complète, incluse dans W, et en prenant au besoin un pseudogroupe
équivalent, coïncide avec son orbite par H.

Preuve. — L'existence dans tout voisinage W de zjç d'un point z dont
l'orbite par Gjç est inviuse dans W est une conséquence des propositions 2.4
et 2.5 : en effet, si zjç est une singularité dégénérée c'est clair; si elle n'est
pas dégénérée, Gjç est conjugué à un groupe de rotations, car HG^ est inclus
dans la droite 2^7^ (où rjç est le résidu de la forme duale de Z en Zk).

Par hypothèse de génération compacte, on peut se ramener au cas
où H est engendré par un nombre fini de générateurs 71...7n. Toujours
par hypothèse de génération compacte, il existe un voisinage U de Zk tel
que la source des p premiers contient U, et la source des autres ne rencontre
pas U ; en effet, si Zk est adhérent à la source de 7^-, on peut prolonger 7^ en
un élément de "H défini sur un voisinage Uj de zjç ; l'intersection finie des Uj
est alors le voisinage recherché.

Les germes en Zk des p premiers générateurs de H constituent un
système de générateurs de Gk- II existe alors dans U un point z -^ zjç dont
l'orbite par G/c est complète et incluse dans U. L'orbite de ce point par H
est alors son orbite par Gk' D

PROPOSITION 4.4. — Soit (H,T,Z) un pseudogroupe normal de
génération compacte tel que H n'est pas compact dans C. Si Zk est un
point singulier, son groupe de stabilité est conjugué à Diff^(Zfc, 0).

Preuve. — A conjugaison près, le groupe de stabilité de Zk est inclus
dans Diff^Z^O). Comme H est complet, l'orbite d'un point de z de T
par H contient son orbite par Diff^Z^O). Par le lemme 4.3, l'orbite
de z par H est son orbite par le groupe de stabilité de Gk ; il suffit alors
d'appliquer la proposition 2.6. D
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PROPOSITION 4.5. — Si (7^, T, Z) est normal et si une orbite
régulière s'accumule sur une orbite singulière^ toutes les orbites régulières
s7 accumulent sur cette orbite singulière.

Preuve. — Soit z un point de l'orbite singulière et (xn) une suite de
points de la même orbite [x] qui tend vers z. Si [y\ est une orbite régulière
il existe un scalaire t tel que ^t([.r]) = [y]. La suite ^pt(.Xn) de points de T
(définie au moins pour n assez grand) est incluse dans [y\ et tend vers z. D

PROPOSITION 4.6. — Si (H^ T, Z) est de génération compacte et si
une orbite régulière s'accumule sur une orbite singulière, toutes les orbites
régulières s'accumulent sur toutes les orbites singulières.

Preuve. — Soit z\ un point d'une orbite singulière — que l'on peut
supposer réduite à ce point — sur laquelle ne s'accumule aucune orbite
régulière. Soit G\ le groupe de stabilité de z\. Les propositions 2.4 et 2.5
impliquent que HG^ ne peut pas être cocompacte dans C (sinon les orbites
des points voisins de z\ s'accumuleraient sur z\ ). Le lemme 4.3 nous permet
d'affirmer qu'il existe des points réguliers, voisins de z\^ dont les orbites ne
peuvent s'accumuler sur une autre orbite singulière. D

De ces deux propositions nous pouvons déduire que les pseudogroupes
(H^T.Z) normaux de génération compacte sont de l'un des trois types
suivants :

• type 1 : Z n'a pas de singularités, (7^,T,Z) est alors équivalent
à l'action par translation de H sur C. Le pseudogroupe (7^,T,Z) est de
génération compacte si et seulement si H est de type fini et si le quotient
de C par l'adhérence de H est compact.

• type 2 : Z a des singularités et toutes les orbites régulières
s'accumulent sur toutes les orbites singulières.

• type 3 : Z a des singularités et aucune orbite régulière ne s'accumule
sur aucune orbite singulière.

Les pseudogroupes du type 2.
Si (7^, T, Z) est du type 2, H est nécessairement infini. Deux cas sont

alors possibles : ou bien H est contenu dans une droite, ce qui revient à dire
que l'adhérence H de H dans C n'est pas cocompacte, ou bien H n'est pas
contenu dans une droite, c'est-à-dire que H est cocompact dans C. Nous
allons étudier séparément ces deux cas.
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PROPOSITION 4.7. — Si H est inclus dans une droite, une condition
nécessaire et suffisante pour que (7^, r, Z) soit du type 2 est que sa liste
d^învariants soit de la forme [(n, r, Diff^Z, 0)), H] avec n > 2 et H infini.

Preuve. — Comme H n'est pas cocompacte dans C, la proposition 4.4
implique que le groupe de stabilité Gjc de tout point singulier zjç est conjugué
àDiff^Zfc.O).

Le point Zk est un point critique dégénéré, car s'il était non dégénéré,
le groupe Gk serait conjugué à un groupe de rotations, et en vertu de la
proposition 2.4. et du lemme 4.3, aucune orbite ne pourrait s'accumuler
sur Zk. On remarque également que Zk est la seule singularité, car, d'après
le lemme 4.3, les points d'un voisinage V assez petit de Zk ont des orbites
par Gk (donc par H) qui sont incluses dans Y, et ne peuvent donc
s'accumuler que sur l'orbite de Zk- La liste d'invariants est donc du type
voulu.

Réciproquement le pseudogroupe [(n,r,Diff^(Z,0)),ff] avec n > 2
et H infini est de génération compacte. En effet considérons des générateurs
^i , . . . ,^ de Diff^(Z,0) et un voisinage V de 0 sur lequel on peut définir
des représentants de ^i,...,^ (notés ^i,... ,^). Soit W un voisinage
de 0 relativement compact dans Y; alors W rencontre toutes les orbites
et ( 7 i , . . . , ^ f c peuvent être prolongés sur les adhérences de leurs sources.
Le pseudogroupe engendré par g\,..., g^ est donc de génération compacte
et sa liste d'invariant est bien celle voulue. D

Etudions maintenant le cas où H est cocompact dans C.

PROPOSITION 4.8. — Si H est cocompact dans C une condition
nécessaire et suffisante pour que (H, r, Z) soit du type 2 et que sa liste
d'invariants soit de la forme [(ni, ri, Gi) , . . . , (nç, Tq, Gq), H] où q > 1 et
Hok est cocompact dans C pour tout k € {1 , . . . , q}.

Preuve. — Considérons le pseudogroupe modèle correspondant à
la liste d'invariants. Si Ho^ n'est pas cocompact dans C, l'hypothèse de
génération compacte implique comme nous l'avons vu qu'il existe des points
z -^ 0, z ç. Dk dont l'orbite par "H serait réduite à leurs orbites par Gki
ce qui est impossible. Supposons alors que chaque HG^ s01^ cocompact
dans C; on peut supposer que pour k > 1, les Dk rencontrent toutes les
orbites et que leur union est un ouvert relativement compact de T. Pour
chaque k e {1, . . . ,ç}, il existe un voisinage Vk du centre de Dk tel que
le groupe Gk a un système fini de générateurs dont des représentants sont
définis sur un voisinage de Vk- Soit {]Jk-)i^ik ce système de générateurs.
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Le pseudogroupe ( U ' , T ' , Z ) (U restreint à sa partie régulière) est
lui-même de génération compacte car H est cocompact dans C. Il existe des
couronnes A/g relativement compactes dans F' incluses dans Djç — {0} telles

q
que |j A/c rencontre toutes les orbites de 7 '̂ et telles que Vk U A^ = Dk. Il

k=l
existe alors une famille finie 71,..., 7n de générateurs de "H' que l'on peut
prolonger sur un voisinage de l'adhérence de leurs sources. La famille

q
[J(9ki)içlk^{^^'"^n}

k=l

engendre un pseudogroupe 'H\ de génération compacte inclus a priori
dans H. En fait H\ est égal à U. Pour cela, il suffit de s'assurer que l'orbite
de chaque point régulier de l'union des Vk rencontre l'union des A/c. Or cela
est vrai en vertu des propositions 2.4 et 2.5. D

Les pseudogroupes du type 3.
Si (H^T.Z) est du type 3, H ne peut pas être cocompact dans C.

De plus, si H est infini, Z ne peut avoir de singularité dégénérée
(cf. propositions 2.3 et 2.4). Nous allons étudier les deux cas H infini
et H = {0}.

PROPOSITION 4.9. — Les pseudogroupes du type 3 tels que H est
infini sont ceux dont la liste d'invariants s'écrit

[(l,rl,Di^Jf(^l,0)),(l,r2,Di^^(Z2,0)),^],

où ri/r2 est un réel négatif.

Preuve. — Si H est infini, le champ Z ne peut avoir que des singularités
non dégénérées; de plus, les résidus r i , . . . , rg de uj sont portés par une
droite; quitte à multiplier Z par un scalaire, on peut les supposer réels.
L'hypothèse de génération compacte implique que chaque Gk est égal à
Diff^Z, 0) ; en effet tout représentant d'un élément de Diff^(Z, 0) restreint
à T ' appartient à H ; or Ho^ n?est P^ cocompact dans C donc, dans tout
voisinage V du 0 de Djç, il existe un point z ^ 0 dont l'orbite par Gk est
incluse dans V ; l'hypothèse de génération compacte implique que pour V
assez petit, l'orbite du point z est en fait son orbite par Gk- Considérons
alors le pseudogroupe modèle correspondant à la liste d'invariants. Il doit
exister un ouvert U relativement compact dans |j Dk qui rencontre toutes
les orbites. Donc U Fl Dk est relativement compact dans Dk. Posons :

E k = { [ ^; z e U U D k - W } .
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ç Dire que U rencontre toutes les orbites est équivalent à dire que
U Ek = C.

k=0

Si k = 0, EQ est un ouvert borné de C ; si k ^ 0, E,, est contenu dans
un ouvert de la forme [-00, a[ x R ou ]a, oo] x R, selon que r^ est positif
ou négatif. Cela implique que Z a au moins deux singularités ; l'une où le
résidu de uj est positif, l'autre où il est négatif. Supposons alors que les
résidus de uj au centre de Dk et Du soient de même signe ; cela implique que
pour tout voisinage Vj, du centre de Dk et tout voisinage Ve du 0 de D^ il
existe un point zj, de Vj, et un point Zf> de V^ qui sont dans la même orbite ;
cela est incompatible avec la propriété de génération compacte car, pour zj,
suffisamment proche du centre de Dk, l'orbite de Zk par H est l'orbite de
Zk par Gk qui est un groupe de rotations. Le pseudogroupe H a donc deux
orbites singulières et sa liste d'invariant est bien du type voulu.

Réciproquement, un pseudogroupe dont la liste d'invariants est de
ce type est de génération compacte : sur les disques D^ et D^, H est
engendré par les groupes Difi^(Zi,0) et Diff^^O) qui sont des groupes
de rotations. On recolle les deux disques par l'application (multiforme) y
de Di dans D^ telle que <^(z) = Cz^l^, où C est choisi en sorte que
^(Pi) = P2. Au voisinage de chaque point, (p coïncide avec un élément du
pseudogroupe. Les éléments de Diff^Zi.O), Diff^^O) et ^ constituent
un système de générateurs que l'on peut prolonger sur les adhérences de
leurs sources, r-,

PROPOSITION 4.10. — Les pseudogroupes du type 3 tels que H = {0}
sont ceux dont la liste d'invariants est de la forme [(n, 0, Diff^ (Z, 0)), {0}1
où n > 2.

Preuve. — Les résidus des uj sont nécessairement tous nuls; donc
toutes les singularités de Z sont dégénérées. Les groupes de stabilité des
orbites singulières sont des groupes finis de rotations ; la proposition 4.4
implique que Gk = Diff^Z^O). De plus, par un raisonnement analogue
à celui de la proposition 4.9, on voit que Gk = Diff^Z^O) et qu'il ne
peut y avoir plus d'une orbite singulière. Il doit y avoir au moins une orbite
singulière, sinon U serait le pseudogroupe engendré par l'identité sur C qui
n'est pas de génération compacte.

Réciproquement, le pseudogroupe modèle dont la liste d'invariants
est [(n.O.Diff^Z.O)),^}] a une orbite singulière dont le-groupe de
stabilité est fini. Il est équivalent au pseudogroupe correspondant dans la
classification du théorème 3.2 à :
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• la sphère S2 munie du diviseur (n — 1) \ { pôle Sud } ;
• le champ Z s'écrit z^Q/Qz dans la carte pôle Nord. D

On peut rassembler les résultats obtenus dans le paragraphe 4 en un
théorème de classification.

THÉORÈME 4.11. — On utilise dans la formulation de ce théorème les
notations de la définition 2.2 du théorème 4.2 et la définition 4.1.

Soit (H,T,Z) un pseudogroupe quasi parallélisé de génération
compacte où le champ Z n 'admet pas de pôle. Le pseudogroupe (H^ T, Z) est
alors un pseudogroupe normal (cf. définition 4.1). Il est défini à équivalence
près par une liste d'invariants

[(ni, TI, Gi ) , . . . , (riq, rq, Gq), H}

(cf. théorème 4.2), où pour tout j e { î , . . . , ç} , les nombres 2î7T^
appartiennent à H et les groupes des Gj, périodes de la forme uu duale
de Z (i.e. (^(Z) = 1), sont inclus dans H.

Une telle liste d'invariants correspond à un pseudogroupe de
génération compacte si et seulement si :

• H est de génération finie ;
• si H = {0}, il n'y a qu'une singularité et la liste d'invariants est

[(n.O.Diff^^Z.O)),^}] ayecn>2;
• si H est infini et si son adhérence H n'est pas cocompacte dans C,

la liste d'invariants est de l'une des formes suivantes :

[(l,ri,DiffW(Z,0)),(l,r2,DiffW(Z,0))^]

où ri/r2 est un réel négatif ou bien

\(n, r, Diff^ (Z, 0)), H\ avec n ̂  2 ;

• si H est cocompact dans C, Je nombre q des orbites singulières est
un entier positif ou nul arbitraire et la liste d'invariants est de la forme
[(ni, ri, Gi) , . . . . (ng, Tq, Gq), H], où HC, (cf. définition 2.2) est cocompact
dans C pour tout j € {1 , . . . , q}.

Il est à noter que les pseudogroupes correspondant à H = {0} ont
une orbite discrète dont le groupe de stabilité est fini et peuvent donc être
classifiés également à l'aide du théorème 3.2.
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Le groupe fondamental d'un pseudogroupe normal.
Soient (7^, T, Z) un pseudogroupe normal et (7^, T", Z) sa restriction

à sa partie régulière. Il existe un homomorphisme surjectif normal du
groupe fondamental T^\(H'} sur 7Ti(7^) induit par l'injection de H' dans H.
On sait (cf. [HaeSal]) que 7Ti(7^') s'identifie au groupe H de la liste
d'invariant de (7^,T,Z), car H' est équivalent au pseudogroupe défini par
l'action de H sur C par translations. On peut décrire de façon plus précise
l'homomorphisme de Tr^TY') dans 7Ti(7<) : si c est un 7i' lacet de base P
dans T', il lui correspond par l'équivalence un chemin a tracé dans C tel
que (r(l) — (r(0) est un élément de H. La classe d'homotopie de ce chemin
est déterminée par le complexe a(l) — cr(0). Deux 'H1 lacets c et 7 de même
base sont donc des homotopes si et seulement si f uj = f uj (où uj est la
forme duale de Z). Soit [2î7rri, . . . , 2i7rrq] le sous-groupe de H engendré par
les résidus de o^. Si un J~i1 lacet c est tel que f uj = 2î7rrj, il est homotope
dans H' à un lacet tracé dans T ' qui fait le tour d'une singularité de Z\
il est donc homotope dans "H à un lacet trivial. On a donc le diagramme
commutatif suivant

7ri(^) ————b———— H

Ti-i W —SL-^ H / [2î7rn,..., 2i7rrq}

où 5i, 52 et 53 sont surjectives et b bijective. L'homomorphisme 52 est alors
bijectif et l'on a la proposition suivante :

THÉORÈME 4.12. — Soient (7^,r,Z) un pseudogroupe normal, H le
groupe des H périodes de la forme uj duale de Z et [2î7rri, . . . , '2i7rrq] le
sous-groupe de H engendré par les résidus de uj. Les groupes ïi(T^) et
Iî/[2%7rri,..., 2i7rrq} sont isomorphes.

5. Quelques exemples de feuilletages dont le pseudogroupe
d'holonomie transverse est du type (?<, T, Z).

Considérons un champ X holomorphe au voisinage du 0 de C2 qui
appartient au domaine de Poincaré Dulac, c'est-à-dire

X = Ai^i(l + • • - ) 9 + À2^2(l + • • •)^-ôz\ ôz'z
où Ai/A2 n'est pas un réel négatif.
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On sait (cf. [Mar]) que X a l'une des formes normales suivantes :

r\ r\

(*) X = Ai;2i—— +A2^2o—' ou bienôz\ ôz^

r) x=x(^l^+(pz2+zp^) OÙP€N-
Dans les deux cas X est transverse à la sphère de centre 0 et de rayon 1,

et par conséquent induit sur elle un flot transversalement holomorphe. Dans
les deux cas il existe un champ feuilleté Z non colinéaire à X :

9 9
• si X est du type (*), alors Z = z\—— + ^2^—'oz\ oz^

r\

• si X est du type (**), alors Z = z\——-oz^
Le pseudogroupe d'holonomie transverse du feuilletage est alors du

type (7^,T,Z) et il est de génération compacte. La liste d'invariants de ce
pseudogroupe est alors dans le cas (*) :

[('A^A^V0^]

où H est le sous-groupe engendré par 2î7TÀ2/(A2 — Ai) et 2î7rAi/(Ai — X^),
et Gj, pour j = 1 ou 2, est égal à Diff^(Z, 0).

Dans le cas (**), la liste d'invariants est :

[(p+l,-l,G),^],

où H est engendré par 2î?r et G = Diff^(Z, 0).

Dans le cas (*), on obtient un pseudogroupe du type 2 si Ai/Â2 n'est
pas réel, et un pseudogroupe du type 3 si Ai/Â2 est réel. Dans le cas (**) le
pseudogroupe est toujours du type 2.
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