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SXSTEME D’EULER INCOMPRESSIBLE
ET REGULARITE MICROLOCALE ANALYTIQUE

par Pascal GAMBLIN

0. Introduction.

On modélise le mouvement des particules d’un fluide parfait incom-
pressible remplissant ’espace physique R¢(d > 2) & I’aide du systéme d’Eu-
ler incompressible. Si on désigne par v(t,z) et p(t,z) respectivement la
vitesse et la pression au point x = (z!,---,z¢), & l'instant t, ce systéme
s’écrit

O +v.Vv=-Vp
(Einc) divv=0
V|t=0 = Vo-

On s’empresse alors de calculer la pression. On dérive pour cela 1’équation
d’évolution et on conserve sa partie symétrique. Il vient

d
(0.1) —Ap= Y 8:9;(vv?)

1,j=1

si vl,---,v?% désignent les composantes du champ des vitesses v. En im-
posant des conditions de décroissance a 'infini & la solution v du systéme
(Einc), on peut donc exprimer la pression en fonction de v. Le systéme d’Eu-
ler incompressible peut alors étre regardé comme un systeme quasi-linéaire
a partie principale diagonale. Illustrant ce fait, J.-Y. Chemin montre dans
[2] que toute solution C™(r > 1) du systéme (Einc) sur [0,7] x R? possede
des lignes de courant C*°. Récemment, en remettant & ’honneur des tech-
niques introduites par L. Lichtenstein (voir [11]), Ph. Serfati montre (voir

Mots-clés : Systéeme d’Euler incompressible — Champ de vecteurs — Flot — Intégrales
singuliéres — Front d’onde.
Classification A.M.S. : 35L60 — 76C05.
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[12]) que, dans le cadre d’une approche lagrangienne, le systéme d’Euler
peut s’écrire comme une équation différentielle ordinaire du second ordre
analytique en temps et en déduit ainsi I’analyticité des lignes de courant,
d’abord dans un cadre restreint (Chap. IV A), puis pour toute solution
C"(r > 1) (Chap. III).

En vue de s’intéresser & la régularité des lignes de courant d’une
solution pas forcément lipschitzienne de (FEiyc), on a préféré le cadre eulérien
et repris I'idée développée par J.-Y. Chemin dans le cadre C* (voir [2]).
Elle consiste en la remarque suivante : on suppose que le facteur pseudo-
différentiel VA~! Z 9;0;(v'v?) est simplement f(v) ou f est une fonction

analytique. Le systeme (Binc) s’écrit alors : 8,v + v.Vv = f(v) et 'action
répétée du champ 9;+v.V sur cette équation fournit une estimation, de type
analytique, de (8;+v.V)*v. En fait, il faudra étudier et estimer précisément
la commutation répétée du champ 8; + v.V avec 'opérateur de pression.

Ce point de vue permet de retrouver directement l’analyticité des
lignes de courant de toute solution C”(r > 1) de (Einc) sur [0,7] x R?, et
d’obtenir une régularité Gevrey pour les lignes de courant d’une solution a
tourbillon borné, non nécessairement lipschitzienne.

De plus, afin d’illustrer le fait que le systeme d’Euler incompressible
(Finc) posséde un comportement tres proche de celui d’une équation linéaire
dans le domaine de Dellipticité microlocale, on montre que le front d’onde
analytique d’une solution C"(r > 1) de (Einc) sur [0,7] x R? est localisé
dans la variété caractéristique {(¢,z,7,&)/7 + v(t,z) - € = 0}.

Plus précisément, on note 3 le flot d’une solution “suffisamment
réguliere” de (Finc), ce flot étant défini par

(0.2) Ot z) = v(t,¥(t,x)) , ¥(0,2) ==

On étudie alors la régularité en temps du flot ¥ dans deux situations
“modeles”.

e Dans un premier temps, la dimension d ne joue aucun réle et on
considére des solutions réguliéres du systéme d’Euler (voir par exemple
[10], [11]). Plus exactement, soit vp € C™ N L? une condition initiale,
avec 7 > 1l et 1 < ¢ < +oo. On sait (voir par exemple [2]) qu'il existe
un temps T*, maximal, et une unique solution v de (Ej,;) appartenant &

Lz, (10, 7%, €7) 1 Lipioe (0, T, L9).

Pour une telle solution, on a le résultat d’analyticité des lignes de
courant.
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THEOREME A. — Soit vg € C"NL? avecr >1et 1 < q< +00. Siv
est la solution LS ([0,T*[,C™) N Lipy.([0,T*[, L?) de (Einc), il existe une
constante C; positive telle que, pour tout T < T,

(i) pour tout k € N, [[(8; +v - V)*v|| poo(f0,77,07) < ka!IIUIIfZI([O,T],Cr),

(ii) le flot 9 est analytique sur [0,T] & valeurs C™(R%; R9).
e Dans un second temps, on se place en dimension 2 et on considére

les solutions non lipschitziennes du systéme d’Euler introduites par V. Yu-
dovich (voir [13]). On rappelle pour cela les notions suivantes.

DeériniTiON 0.1. — On appelle tourbillon du champ de vecteurs
v = (v!,v?) la quantité w = 0,02 — Gv'.

DEriNniTION 0.2. — On appelle champ de vecteurs tourbillonnaire
stable, et on note o, tout champ de vecteurs de la forme

1 (T 1 ("
o= (—9«'27—,5 /0 pg(p)dp , ' — /0 pg(p)dp)

o g € C°(R\0) et 7 = /(z1)? + (2)2.
Ce champ o est alors une solution stationnaire réguliere de (Einc) et
Vo enH?®.

L

Si vy € 0+ L? tel que wo € L*® N LI(g < +0o0), on sait (voir

[3] ou [13]) qu'il existe une unique solution v de (Finc) appartenant &
® (R, 0+ L?) telle que w € L*®(R3)NL>®(R, LY). De plus v € L (R, CY)
et il existe un flot ¥ et une constante a positive tels que pour tout

T >0, ¢ € Lip([0, T}, C**(-2T)(R?; R?)).
Pour une telle solution, on obtient une régularité Gevrey 3 des lignes

de courant.

TuEOREME B. — Soit vy € 0 + L? tel que wp € L°° N LI(g < +00).
Si v est la solution de (Einc) appartenant & L (R ,0 + L?)N L (R, CL),

loc loc
il existe une constante positive C; telle que, pour tout T' > 0,

(i) pour tout k € N, pour tout € > 0,
S\ e
(B¢ +v- V)k'U”Loo([O)T]’Cl—C) < (6—2) (k) “v"Lw([O,T],C})’

(ii) le flot ¢ est Gevrey 3 sur [0,T)] & valeurs C(1~)exp(=eT)(R2; R?).

En conclusion, on déduit des théorémes A et B le
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TrEOREME C. — Soit v solution L*([0,T],C") avec r > 1(resp :
2 (R,Cl)) de (Einc). Alors le front d’onde analytique (resp : Ge-
vrey 3) des composantes de v est inclus dans la variété caractéristique

{t,z,1,8)/T +v(t,z) - & =0}

Notations et rappels

e Si r est un réel positif non entier, on désigne par C™ ’espace des
fonctions holdériennes d’ordre r et par ||| la norme naturelle dans cet
espace. ‘

e On désigne par C! la classe de Zygmund, c’est-a-dire I’ensemble
des fonctions sur R%, bornées, telles qu’il existe une constante C telle que,
pour tout (z,y) € RY x RY, |u(z +y) + u(z — y) — 2u(z)| < Cly|. On notera
I |l1 la norme naturelle dans cet espace. De plus (voir [4] chap.II), il existe
une constante C telle que, pour tout & €]0, 3], sup M < g)]u”l
oty |T—yl'™e €

e On note ||.||7,- la norme dans I’espace L*°([0,T],C").

d
e On utilise % =0 +v.V =0+ Y v'0;.
=1

e Sia=(ay ,aq) € Ndet z=(x1,---,z4) € R? on note

o (s3] Q4 o ou_“ Qd
¥ =27 X xzg? et 0% =0 93¢

e On note Fy(z) = ca|z|~4+%(resp : F5(z) = cplog|z|), la solution
fondamentale du laplacien en dimension d > 2(resp :d = 2).

e Soit ® une partition dyadique de ['unité, i.e. une fonction de
CS(R?\0) telle que x = 1— Y ®(279.) € C°(R?). On note A_; = x(D)
q20
et pour ¢ >0, Ay =®(279D) et S, = > A, On a la caractérisation
p<qg—1
suivante des espaces de Holder telle qu’on peut la trouver par exemple dans

[1] (les estimations sont précisées dans [4] chap. II) :

Caractérisation (0.3).

(i) Si u € C” avec r réel positif non entier, il existe une constante C
telle que Atz < Cllufl279".

(i) Réciproquement, soit (uq)q>-1 une suite de fonctions telle que le
support de 4, soit inclus dans la boule AB, ot A > 1 et B, = {€ € R?¥/|¢| <
27}. On suppose que |[uq|z> < C279" pour un certain r réel positif non
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entier. Alors u = ) wu, appartient & C" et il existe une constante K
g=>-1
1 1
indépendante de r et A telle que ||ju|, < K + CX\".
r—[r] [r]+1-7r

(ili) Ceci est encore vrai si r vaut 1 et si on remplace C™ par C!. Alors
il existe une constante K telle que ||ul; < KCA.

(iv) Plus généralement, si r est un réel, on note encore C" ’espace des
distributions tempérées qui vérifient sup 29" ||Aqu|| o < 4+00. Munis de la

q
norme sup 29" ||Aqul| L, ces espaces constituent une chaine décroissante
q

d’espaces de Banach, I'inclusion étant continue.

1. Démonstration du théoréme A.

On considére ici la solution v appartenant & L2 ([0,7*[,C") N

Lip;oc([0, T*[, L) du systéme d’Euler incompressible (Einc) dont la condi-
tion initiale est vg € C"N LY avec T > 1l et 1 < ¢ < +o00.

Il s’agit dans un premier temps d’exprimer convenablement le gra-
dient de la pression en fonction de v, de maniére a ne faire intervenir au-
cune troncature dans cette expression. Ceci nous permettra de définir les

opérateurs qui décrivent la commutation des itérés du champ de transport
Di avec 1'opérateur de pression sans 'intervention intempestive de tron-
catures (voir définition 1.3). Pour cela, on dispose du lemme suivant ou le
temps, fixé, n’apparait pas :

LemMmE 1.1. — Soit v € C° N Li(o > % et ¢ < 4+00) un champ de
vecteurs a divergence nulle. Alors I’équation

d
(1.1) —Ap = Z 805 (u*u?)

4,5=1

admet une solution p(u,u) bornée, unique & constante pres. De plus,

(1.2)
—Vp(u,u)(z Z / 8,0,V Fy)(z — 2)(ui(z) — ui(2)) (v (z) — v (2))dz

3,5=1

Preuve. — On va tout d’abord obtenir P’expression (1.2) pour des
champs u treés réguliers. A cet effet, on désigne par p une fonction radiale,
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positive, de classe C§°(R?), valant 1 prés de 0 et telle que ||p||z: = 1. On
note

Un = Pn *U

ol p, =n?p(n.) et n € N*. Il est alors clair que

lunlle < llulls , lim [lun —ulls =0 pour tout s <o,
n—+o00

(1.3) .
lunllize < llulla et lim |lup —ulze =0.
n—+00

La fonction p(un,un), définie par
Bl 1n)(2) = = 3 [ (0Fa)(@ - 200303 () 2)dz
1,3

=3 @3- D) - 2wt )iz

est une solution de

—Ap =) 8,8;(upul).

i,J

On remarque que

Y 020, [(un (@) — ui(2)) (uh(2) = uh(2))] = Y 8:0; (uhud ) (2)

4,3 1,3
car la divergence de u est nulle. On est maintenant en mesure d’utiliser le

fait que u, appartient & C?(o > %) pour faire converger les intégrales qui
suivent. En intégrant par parties, il vient

P(tn, un)(2) ==Y / (8:0;(pFa)) (z—2) (up () —up, (2)) (u] (2) s, (2))dz
i.j

-3 [0 - DEe - i) )i

On déduit facilement de (1.3) que p(un,un) converge uniformément vers
p(u,u). D’autre part, en dérivant la premiére expression de p(un,u,), on a
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- vp(umun)(m)
= Z / V(pFy)(x — 2)0,,8,; [(ul(z) — v (2)) (ud (z) — ul(2))] dz

+Y [00,9(0 - DR - )kt )iz
- Z/(aiajv(de))(x — 2)(ul (z) — Ui, (2)) (W (z) — i (2))dz

+ 3 [@89(( - DFa))(e - 2)(uhad) )z
= L (z) + I2().

Pour ce qui concerne le second terme, on a

Lz)=) /(3iajV((1—ﬂ)Fd))(w—Z)(ui(x)—UZ(Z))(uﬁ;(w)—U%(Z))dz

i,J

+2 Z / (8:0;V((1 — p)Fa))(z — 2)uy,(2)ul (x)dz
-3 00,910 - pE) @ x (as@)

Le troisieme terme est nul. Le deuxiéme ’est aussi pour la raison suivante :
si ® est une fonction C§°(RY),

S [ 2@)08,9((1 - pF)(a - 2)u(2)ud o) e

6J
= Z / ®(z)(8;V((1 — p)F))(z — 2)divu,(2)ul, (z)dzdz
J
=0.

On en déduit que
—Vp(tn, tn)(z) = Y / (8,8, V Fy)(z—2) (upy (€) —up (2)) (u, (2) ), (2))dz.
1,J

Toujours & 1’aide de (1.3), on voit que —Vp(un, u,) converge uniformément
vers —Vp(u,u). Et on conclut grice & la remarque suivante :
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Remarque 1.2. — Si V est borné et tel que son laplacien est nul, alors
V est constant. a

Afin de décrire la commutation de 1'opérateur d’intégrale singuliére

—Vp(v,v)(t, )
-y / (0:8,VFy)(z — 2)(v'(t, @) — v' (2, 2)) (W (£, T) — v (8, 2))dz

%,

s D (o .
avec les itérés du champ E(= O + v - V), on définit les opérateurs
multilinéaires suivants :

DErFINITION 1.3. — Soit K, € C*®°(R%\0) ot p € N\{0, 1} tel que
(1.4), |0*Kp(2)| < A,H_|c,||z|_d+1"p_|‘”|

ol (A;) est une suite croissante de réels positifs. Soit (u;)1<i<p une suite
P
de fonctions de classe C1 =% avec e; > 0 tels que ) &; < 1. On définit alors

=1
Popérateur :

Oplpy -+ )(@) = [ Klo — ) [[(ws(o) — wi(a))d.
i=1

On remarque que 'opérateur de pression s’écrit comme somme de tels
opérateurs :

d
—Vp(v,v) = Z Op(8;0;VFy4,v*,v7).
3,j=1
Il s’agit d’étudier tout d’abord 1'opérance de ces opérateurs sur les classes

de Holder. C’est 'objet de la proposition suivante :

ProprosiTioN 1.4. — On considére les noyaux de la définition 1.3 et
on suppose en outre que

K, est homogéne de degré —d+1—p et

(L5), / Kp(2)2Pdo(z) = 0 pour |B] < p— 1.
Sd—1
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Si (ui)1<i<p €st une suite de fonctions C"(r > 1) et si € > 0, il existe une
constante Cy > 1 telle que

(1.6)p

P
10p(Kp, u1, -, up)llr < CFApia D) ( II ”ui”Lip> Ilwell1-+e ]l

J=1£#£5 \i¢{j,€}

Preuve. — Soit ¢_; € C°(R?) radiale, ¢_;(z) = 1 pour |z| > 1,

p-1(z) = 0 pour |z| < 3. On pose p(z) = ¢_1(2z) — p_1(z) : la

fonction ¢ est supportée dans la couronne % < |z| £ 1 et, pour tout z,
si pn(z) = 9(2"2),

1= Z on().

n>-—1

On décompose alors 'opérateur Op de la maniere suivante :

Op(Kp,u1,- -+, up)(z)

p
= Z Z Z /(‘PnKp)(w—z) H(Aqiui(w)—Aq‘-’ui(Z))dz.
i=1

n>2-1q12>2-1 gp>—1

Si on pose

i
[1@.2) = [1(Squi(e) = Squi(2)) [ [ (Sqrrui(e) - Sgrrwi(2)),
; L1

1<J >3

on a

0pe) =3 Y Y [(ak)a - ) [J(o2)(Aqus(2) ~ Agus(2))d
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avec

4,1
Wit =23 Wi

n>q

W32 = Aguy(z) / Pr(2 (e - Kyl - ) [[(o0 ),

Wyt =~ / P12 (@ — ) Ky(o - 2) [ (0, Agu ().
q

Ces trois termes ont leur spectre localisé dans la boule (p + 1)B,; ou

¢ = {€ € RY/|¢| < 29}. Nous allons le constater pour W', le cas des
deux autres étant plus aisé. On rappelle que K, est homogene et d’intégrale
nulle sur la sphére S¢~! et que _; est radiale. On note

Wi (N) = Z Wi,

n=q+1

- E (_l)cardI { (90_1(2N+1‘) _ 2¢1+1 )K * H wk} H W,

TuJ={1,,p} kel keJ
I#2

ou les wy, désignent Sgu;, Sg41u; ou Aqu; et ont donc leur spectre dans la
boule B,. Les spectres des termes W' (N) étant tous inclus dans la boule
(p + 1)By, il en est de méme pour celui de Wg’l en passant a la limite en
N. On utilisera donc la caractérisation (0.3) des espaces de Hélder pour
étudier la régularité de Op. En vue d’estimer la norme L*° de Wg’l, Wg,z
et W3, on démontre le lemme technique suivant.

LeEMmME 1.5. — Soit k € N. 1l existe d fonctions p; € C§°® supportées
dans la couronne Cy D supp @ (i =1,---,d) telles que, pour tout ¢ € N,
(L.7)

Agu=2"% Z D’“AZ ku, Ab ku(x =29d /.7-' (pik)(2%(z — 2))u(2)dz;
i=1

en particulier,

(1.8) |[Aqu(z) — Aqu(y)| < 052“"’°|cc —y|*||u|lk+e pour 0 <e < 1.

Preuve. — On définit une partition de I'unité (x;) subordonnée au
recouvrement de la sphére S¢~! par les ouverts {¢ € R%/& # 0}. On
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prolonge les x; sur R?\0 en posant ¥;(¢) = xi(€]¢|™). On a alors
d

25 Rgu() = Y 2% 0(27)%:(€)al¢)

=1

d —
= Z goi’k(Z_qﬁ)Dfu(ﬁ)

=1

ou p; x(§) = 2%&?@(6). On en déduit immédiatement (1.7). On écrit alors
i

la différence
kA, k Adk
Df Ay*u(z) — DAL u(y)
= /f"l(cpi,k)(z) (DFu(z — 2792) — DFu(y — 27%2)) dz
et on en déduit (1.8).

O

Dans ce qui suit, la lettre C' désigne indifféremment une constante
indépendante de p et on utilisera systématiquement les estimations évi-
dentes :

/ e(Ap)p™dp S CAX*71 et / p-1(A0)p™ %dp < %\E

oune>0et A> 1.

En utilisant Pestimation (1.4), sur le noyau K, et (1.8), et en
rappelant (voir [1}) que |Su(z) — Squ(y)| < Clz — y|||ullLip, on a

W glla < CAp [ o001 dp( T ullzi)2 s

it
< A2 -r=Iolr] (H ”ui”up)uujnr,
i#]
On somme pour n > ¢ et on obtient
(19) W3l < CA2™ (T lhusllzin) sl
i#j

Pour estimer la norme L de Wg’3, on utilise (1.4), et (1.7). Grace & une
intégration par parties, il vient

d Jj
Wi =23 [ D, (so_lmq“(x—z))Kp(z—z) 1€ z)) Aty (2)dz.
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D’une part,

J
{/ Dip_1) (27 (z - 2)) Kp(z — 2) [ =, z)dz’ < C A, [ lluillzin-
q

i#]

D’autre part,

j
’/<p 1297z —2))D; ( »(T—2) H z, z))dz| < 2(q+1)CpAp+1H |Juil| Lip-
q i#j

D’apres la caractérisation (0.3), on a [|Ab u;|| Lo < C2797||uj|,. Au total,
on a donc

(1.10) W33l < CpApes ( TT uslcip ) Il 127
i#j

L’estimation de la norme L*° de W}*? va nécessiter 'emploi de la propriété
d’annulation (1.5),. On note 14 la fonction caractéristique de I’ensemble
A, etona

Wi(z) = Dqus(z) / 127 (@ = 2) Ky (e — 2) [ (@, 2)d2

— Ay () / o1 (27 1)K (2) [H(z VSqul(a:))] []‘[(z.vsq+1u,-(m))]dz

1<J 1>j

Ao {Z / [go 127 (@ — 2) Ky (e — 2) [[(Squi(e) — Squi(2))

k<j i<k
x (Squk(z) — Squk(2) — (z — 2). VS uk(x))1[2-a-2,1y(z — 2)

x ] (== 2).VSqui(x)) [J((=z — z).vsqﬂu,.(x))} dz

k<i<j i>j
+Z/[<p 127 (2 — 2)) Kp(z — 2) [ [ (Squi(z) — Squi(2))
k>3 1<j
X (Sq+1uk(x) — Sqy1ur(2) — (z — 2).VSgq1us(x))1j2-a-2,1)(z — 2)
x ] (Sgrrui(@) = Sgsr1wi(2) [[ (= — 2 vsq+1u,(z))] dz

j<i<k i>k

J
+ /cp_l(2q+1(a; = 2))Kp(T — 2)1j1 4 oof(T — 2) H(z,z)dz}.

q
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Ona,pour0<e<1,
(L11)  [Squ(z) — Squ(2) — (z — 2) - VSqu(z)| < Celz — 2" ||ul|14e.

En effet, il suffit d’écrire ’'inégalité de Taylor :

N-1

Y (Bpu(@)—Apu(z)— (2 — 2)-VAu(z))

p=—1

N-1
< Cle—z* Y [|0*Apul| L=

p=-1
< Cla — 22V 09 u] |1 4.

q—1 q-—1
D’autre part, on majore ) (Apu(z) — Apu(z)) et (z —2)- Y VAyu(z)
p=N p=N

par C|z — 2|27 V¢||u|14.. 11 suffit alors de choisir N = —log, |z — z| pour
en déduire (1.11). Il résulte alors de (1.11) que

1
1932l < CPalagullem{ ([ o-a(oe1dp)

x5 (TT Hulaas) e+ Tl .

k#j ig{j,k} i#j
D’ou,
(1.12) IIWJ’ZIILWSC”ApT‘"Z( IT ”ui”Lip)||ukl|l+s”uj||7"
k#j  ig{j,k}

On déduit donc de (1.9), (1.10) et (1.12), et de la localisation des spectres
des différents termes dans la boule (p + 1) By que

lOp(Kp, w1, -+, up)llr
P
<A+ Y0 (T uillzip) el sl
J=1e#£5  ig{j,e}
Et Pestimation (1.6), est établie pour une constante C; > 1 ne dépendant

que de 7,¢,d et des partitions utilisées.

d

D
Il est maintenant temps d’appliquer le champ A O +v.V) a
D
I’équation Ev = —Vp(v,v). On régularise tout d’abord la donnée initiale

vp en définissant

Vo,n = Pn * Vg.
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Soit (v,) la suite associée de solutions Cg°([0,7] x R?) N Lip([0, T, L9)
de (Einc), ou T est un temps commun d’existence. On sait qu’alors, pour
s<r,

Jim lun = vllre =0 et lim lunliz, = lolirs,

ol || - ||, désigne || - ||z (jo,1),cr)-
On va montrer l'existence d’une constante C3 telle que, pour tout

Dn
n € N*, en notant D= 0 + v,,.V, on ait 'estimation suivante pour tout
jeEN:

Estimation
IO
Dt) ™

La démonstration se fait par récurrence sur j, l’estimation (1.13)¢ étant
évidente. On suppose que (1.13); est vérifiée jusqu’au rang k. On dérive

(1.13), T

< ||Un||T,r(C3||Un||T,r)j
Tr

Dn
alors 'équation —v, = —Vp(v,,v,) et on a

Dt
Dn\ ¥+! Dn\*
(ﬁ) Up = — (ﬁ) Vp(vn,vn).
k

D
La commutation de ’opérateur de pression Vp et de FT: est bien
décrite par les opérateurs Op (voir la définition 1.3). En effet, on a le
LEMME 1.6. — Soit v un champ de vecteurs C°([0,T] x R%), a

divergence nulle, et une suite (u;)1<i<p de fonctions Cg°([0, T] x R). Alors,
(1.14),

p
(at + ’UV)OP(K}H Uy, -, up) = Z Op(Kp, Uy, * (at + ’U.V)’Uﬂi, ) up)

=1

d
+ Z Op(0;Kp,u1, -+, up,v7).

=1

Preuve. — On définit l'opérateur Op,,(z) = [Kj'(z — 2)
p
x [T (ui(z) — ui(2))dz ou Kj*(z) = (1 — p(mz))Kp(x). On regarde alors
i=1
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d p
0.V0pn(z) =Y / OK™) (@ — 2) [[(wi(2) — ui(2)) (v (z) — v (2))d
j=1 =1
d V4 ]
+3 [ @) -2 [[ () - w@) ()

d p
+ 203 [ Ko =9 TLwo) - @) (70,u)(@) - (070u) )iz

j=1k=1 ik
da p
+ 33 [Kpe -2 [Jw(e) - w(e) o) ().
j=1k=1 i#k

On integre le deuxiéme terme par parties en utilisant I’annulation de la
divergence de v. Puis on passe & la limite dans Op,, et v.VOp,,. Pour
obtenir (1.14),, il suffit de remarquer que 9, passe au travers de 'opérateur
Op:

p
atOP(Kp,ul, e ,up) = Zop(Kpaula e 7atu‘ia e )up)'
i=1
On en déduit le lemme suivant :

LemMME 1.7. — Si on note fi, = (-1, po, - -+, 4p), pour tout n € N*,
on a

(1.15)k
Dn\* k
B ot 5
p=0 |iip|=k—p
d
Dn\"* 1 . Dn\* .
X . Z Op (3j_1 coe aijFd, (—D—t) v%—l 3", (.ﬁ) vzlp)
G—1yydp=1
avec
k!
k
s = Pyt

Preuve. — Elle se fait par récurrence sur k, (1.15)¢ n’étant autre que
'expression (1.2) de Vp(v,v). On suppose que (1.15); est vérifiée jusqu’au



1464 PASCAL GAMBLIN

Dn
rang k. On applique — & l’expression (1.15). Grace au lemme 1.6, il vient,

en notant e; = (6_1;,- -+, 0p;) Ou §;; désigne le symbole de Kronecker,

CkH Z C p—e; AVEC la convention que p, est 6té si p, < 0.

i=—1

Ainsi, C’c+l —=— ( 3 ul> _ﬂ_~_ et on conclut en remarquant
T P! i1 (p — 1)!ip!

que Z wi=k+1-p.

i=—1
O

Vu le lemme 1.7, il s’agit de montrer que les dérivées successives de
V Fy vérifient les hypotheses (1.4), et (1.5),.

LemME 1.8. — Soit K}, = 0;, ---0;,VFy. Le noyau K, vérifie

(i) Kp est homogéne de degré —d +1 —p et [¢, K o(2)2Pdo(z) =0
pour |8| < p,

(ii) il existe une constante Cy > 1 telle que

10K, (2)| < CH (p + |a)!|2|~2+1-Plel,

Preuve. — L’estimation (ii) se montre facilement par récurrence sur
p. Pour établir la propriété d’annulation (i), on remarque, toujours par
récurrence sur p, que

0jo - -+ 05, Fa(x) = Qjo...j, (z)|z|~%=?P pour tout = € R%\0,
olt Qjo...;,(%) est un polyndme harmonique homogeéne de degré p + 1.
On en déduit que [gq_, 8j, -+ 0;,VFy(2)do(z) = 0 grace & la propriété
de moyenne. On raisonne alors par récurrence sur n pour montrer que
Jga-105, -+ 0;,VFy4(2)2* - - 2**do(z) est nul pour n < p. Cette propriété
étant vraie au rang 0, on la suppose vérifiée jusqu’au rang m < p. Une
intégration par parties montre que

K,(2)z" -+ 2'm+1do(2) =R™! Ky(2)2" -+ 2'm+1dog(2)
|z|=1 |z|=R

- / 6im+1 (zil Seeztm )KP(z)dz
1<|2|<R

- / 212, Kp(2)dz.
1<)2I<R
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Les deux derniers termes sont nuls par hypothése et on fait tendre R vers
400 pour conclure.

a

Les lemmes 1.7 et 1.8 joints & la proposition 1.4 permettent de
conclure que 'estimation (1.13)x4; est vérifiée. En effet, grace & ’hypothése
de récurrence, il vient :

Dn\*
.(E) VP(UmUn)

<Z > ,~.
T,r p=0|h,|= k—p
d P

o (111

J=1yJp=1

T,'r)

(%)I‘i i
Dt n
k!

—7 (C2Ca)PH (p+1)

0 |fip|=k—
P

B!
![ <||”n||Tr Cs|lvnllz,r)* ( j+1)2>'

On remarque alors que

p
1 20p+2
1.16 ) < :
119 iy ioiep \j=o1 Wi 1?2 | = (k—p+1)?

I1 vient
Dn\"* (20d)2C,C4 ka1 (B +1)!
- <—F n T n s
\( 22) Op(on,vn) < B ol Caloll )
k P 2
y Z 20dCzC4) k+2 ) '
=0 C3 k +1- V4

Et finalement,

Dn k+1
(z)

en prenant C3 assez grand, indépendant de k.

(k +1)!

< llvallz.r (Caloallrr ) G

Tr

Fin de la récurrence.
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Fin de la démonstration du théoréme A

On montre simultanément, par récurrence sur j, que

Dn\i
(a) ((FZL) vn> est une suite de Cauchy dans L*°([0,T],C"~¢) pour
tout € > 0; "

() lim (%%)jvn _ <-DD—t)j v dans D/([0,T] x R).

n—+o00

Ceci est évidemment vrai au rang j = 0. On suppose que cela est vrai
jusqu’au rang k et, grace a la multilinéarité de Op, au lemme 1.7 et a la
proposition 1.4, on majore

Dn\ ¥ Dm\ 1
() »-(5)
par une somme de termes de la forme

Dn Mi p Dm Hi
(5) e, N5 ol

Tyr—e  j=g+1
Dn He Dm He
(T)?> ””_(737) o

On utilise alors les estimations (1.13) pour conclure que le point (a)
est vrai au rang k + 1.

T,r—e

-1

II

i=-1

X

T,r—e

oup; <k-p<k.

Le point (b) est alors facile & démontrer.

Enfin, les estimations (1.13) permettent de conclure la démonstration
de la premiere partie du théoreme A.

Quant & la partie (ii) du théoréme, elle se montre facilement par
récurrence a ’aide de la premiere partie.

O

2. Démonstration du théoréme B.

On désigne ici par v la solution appartenant & L (R,o + L?) N
© (R,C}l) du systéme d’Euler incompressible (Einc) dont la condition
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initiale est vy € o + L? avec wy € L*® N LI(g < +o0). En particulier, v
appartient & 0 C'~¢([0, T] x R?) pour tout T' > 0.
€

On régularise tout d’abord la condition initiale vg en définissant
Vo,n = Pn * Vo-

Soit (vy,) la suite associée de solutions C¢°([0,T] x R?) pour tout T > 0.
On sait qu’alors (voir [3]), pour tout € > 0 et tout T > 0,

21 lim flon—ollra-e =0et lim [joalz: =[]l

D’apres le lemme 1.1, I’opérateur de pression s’écrit, pour tout n € N*,

—Vp(vn,va) = ) / (8:0;VF2)(z — 2)(vp,(2) — vp,(2)) (v, (z) — v}, (2))dz.

i’j

En suivant les grandes lignes de la premiére partie, on étudie tout d’abord
lopérance des opérateurs Op (voir la définition 1.3) sur des espaces de
Holder C'~¢ ou € > 0.

ProprosiTION 2.1. — Avec les notations de la définition 1.3, on
considére une suite (u;)1<i<p de fonctions C'~% avec g; > 0 tels que

P
Y e; = e < 1. Alors, il existe une constante Cs indépendante de € et
i=1

de p telle que
(2.2)p
P

_ 1 l
10p(Kp,ut, - )1 < ((l—e) (X E—_;)) Csp [T lusllsc,
3 4 =1

i=1

Preuve. — Cette fois-ci, on n’utilise pas un découpage de Littlewood
- Paley. Dans ce qui suit, la lettre C désigne indifféremment une constante
indépendante de p et de ;. On estime tout d’abord la norme L* de Op.
On a

Op(Kys )@ = [ Ko(2) [[a(e) e~ )

p
o IR.0) | (ORECREITE

i=1
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1 P +o00 P
10pllz~ < CA, { ( /0 p—fdp) T lhsllhe, + ( f p—"dp) 11 uuian}

1
P
<0y (y + ) L e

Lorsque |z —y| < 1, on a

P

0p(a) = 0pw) = [ Kyle) [[(us@) ~ wsw — )z

|z|<|z—y| i=1

_/||<| y H(u, —wi(y — 2))dz

+Z/ z)H ui(y) — ui(y — 2)) H ui(z) — ui(x — 2))

j=1"1z1>|z—yl i=j+1

X (uj(x) —uji(y) +ui(y — 2) —uj(z — 2))dz.
On en déduit

(0) <2CA = —€d : ;
|0p(z) — Op(y)| (/0 o~<do | T s,

p +o00
+3° A, @llujll—e e — y'~%) ( /lz_yl p“l“5‘€f>dp> T Huilli—e,

j=1 i

P
< oty ] lhulh—e. (5=

=1

|z—y|l-f+2|x o e -yl ).

Ce qui termine la démonstration de la proposmon.
O

On montre alors 'existence d’une constante Cg telle qu’on ait, pour
tout n € N* et tout j € N, P’estimation suivante :

1
EstmMATION. — Pour tout € < —————, pour tout 7" > 0,

2(7+1)
Dn\’ - i
‘(52) o < lonllr 1 (Coc™ i)

T,1-&(j+1)

(2.3);

5!
G+1)*



SYSTEME D’EULER INCOMPRESSIBLE 1469

On raisonne bien siir par récurrence sur j, Pestimation (2.3) étant évidente.
On suppose (2.3); vérifiée jusqu’au rang k. On rappelle que

Dn k+1 Dn k
<—l)_t> Un = — ('D_t) Vp(’l)n, 'Un)'

Le lemme 1.7 et la proposition 2.1 fournissent ’estimation suivante :

1
poure<2(—k-+—2)etT>O,

DI . oS OO )

T,1—e(k+2) P=0|jip|=k—p Pl
Dn\ " .
—_ ’U'Z;
Dt T,1—e(uit1)

d
P> (H
4(20d)2CsC,4 Cs k1
< T ol (?nvnnm_s)

J—1,Jp=1 \i=-—1
(k+1)! Z 20dsC4 k+2 \?
k+m2 k+1-p)°

en utilisant la remarque (1.16) et le fait que

“ Vp (vn,vn)

P
1
_ -1 < p+1 —1
(1—e(k+2)) +i; T T S 4

On en déduit (2.3)x+1 en choisissant Cg assez grand, indépendant de k.
Fin de la récurrence.
Fin de la démonstration du théoreme B

De la méme maniére que dans la preuve du théoréme A, on montre
simultanément, par récurrence sur j, que

J
(a) ((%) vn) est une suite de Cauchy dans L*°([0,7],C'~¢) pour

tout € > 0;
. (DnY’ D\’ , )
(b) nETw <E) Up = (_51:,) v dans D'([0,T] x R?).

Le point (b) s’obtient en utilisant le fait que v, et v sont & divergence
nulle.
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C
Il suffit alors de rappeler que ||v||r1-c < —E—”v“T,l et il existe donc

une constante C7 telle que, pour tout € <

o |(5)"

/

€
Jj+1
premiére partie du théoréme B.

—_— tout T’
3G +1)’ pour tou > 0,

Cr _ .
< ?”””TJ(C?E ?vllz,1) 5t
T,1-e(j+1)

On pose enfin € = , ce qui permet de conclure la démonstration de la

Quant & la partie (ii) de ce théoréme, en définissant v, comme le flot
associé a v,, on a

k-1

On conclut grace & la partie (i) par récurrence et passage & la limite.
O

Remarque. — 1l est difficile de savoir si la régularité Gevrey 3 apparait
pour des “raisons techniques” ou si elle est optimale.

3. Front d’onde.

Dans cette troisiéme partie, on va illustrer les théorémes A et B en
termes de localisation du front d’onde analytique ou Gevrey des compo-
santes de la vitesse v solution de (Einc)-

On rappelle tout d’abord la définition suivante (voir [9]).

DErFINITION 3.1. — Soit u € D'(R?) et s € [1,+00[. On appelle front
d’onde Gevrey s (analytique si s = 1) de u, noté W F,u, le complémentaire
dans R? x (R%\0) de I’ensemble des (z¢,&) tels qu’il existe un voisinage
U de zq, un voisinage conique I' de & et une suite bornée (uy) de £'(R?)
égale a u dans U et vérifiant

C(N +1)°

N
i ) pour tout £ € I' et tout N € N*.

(31) lan(E) <C (
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Remarque. — On peut considérer uy = xnu ol (xn) est une suite
de fonctions C§°(K) valant 1 sur U et vérifiant

(3.2) |02 x n| < Co(CoN)Pl pour tout a et |3| < N.

On va démontrer le résultat général suivant :

THEOREME 3.2. — Soit Z = (Z4,- -, Z4) un champ de vecteurs dont
d
les coeflicients sont continus, et on note Z(z,8) = Y Z;(z)d;. Soit u une
i=1
fonction L*°. On fait les hypothéses suivantes :

(i) il existe une suite (Z,) de champs de vecteurs C* telle que

lir_'r_l Z, = Z dans L*, et une suite (u,) de fonctions C™ telle que
n—-1+00

lim wu, =u dans L™;
n—+o0o

(ii) il existe deux constantes Cy et Ci, et s > 1 tels que, pour tout
k€N,

|Z5(Zin)l|Le < CoCE(RY®, i
(3.3) |2E(div Zn)||ze < CoCF(K!)®,
|25 (un)l|L < CoCF (K))°.

17"'ad7

Alors WFsu C {(:E, €) € T*R4\0/ i Zi(z)& = 0}.
i=1

Remarques 3.3

e Dans le cas du systéme d’Euler incompressible (Eiy.), vue Pannu-
lation de la divergence de la solution v, les estimations (3.3) du théoréme
3.2 ne sont autres que les estimations (1.13) et (2.4).

e Dans le cas d’une équation quasilinéaire

d
Q) Bu+ Y Zi(t,z,u)du + Zo(t, z,u) =0,
=1
ou les Z; sont analytiques en (¢,z,u) (pour ¢ = 0,---,d), le front d’onde

analytique d’une solution C! de (Q) est inclus dans la variété caractéristi-
que {(t,z,7,£)/7 + Z(t, z,u(t, z)).§ = 0}.

En effet, on régularise la donnée initiale ug et on obtient une suite (uy,)
de solutions C'*° associées aux données initiales régularisées. En dérivant
léquation (@) (comme on 1’a fait pour le systéme d’Euler), on obtient
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des estimations de type analytique pour la norme Lipschitz de P¥(u,) ol
P =9+ Z(t,z,u,0).

L’estimation de la norme L™ de P* (div Z,) s’obtient alors gratui-
tement & l’aide de la précédente et de la formule de récurrence :

k d
PFiv2) =Y (-1 Y Ciuiw Y. 8,P7Z,,

p=0 io+..+ip=k—p Joy s dp=1
.o . io
X+ X 05, P*Z;,

ou

k!
Czo ‘ipk = < '__(p+ 1)
io! p

Et on retrouve dans ce cas, de maniére simple, le résultat d’Hanges et
Tréves (voir (8]).
Preuve du théoréme 3.2. — Soit (o, &) € T*R%\0 tel que Z(zo,&o) #
d
0 ot Z(z,&) = Y Zi(x)&; est le symbole de Z(z, D).
i=1
On désigne par K un voisinage compact de zo et V un voisinage

conique fermé de &, tels que |Z,(z,€)| > C|¢| dans K x V, pour tout
n € N, et C une constante indépendante de n.

Dans la suite, on travaille avec Z,, et u, qu’on note, pour simplifier,
Z et u. Il s’agit d’estimer |an(£)| pour £ € V avec uy = xNU.

a(e) = [ e~y (@)u(z)de

z, e—iw€ XN((L’)U(.’E)
- [ 2t Dy X

On effectue de la sorte N intégrations par parties et on obtient
in(©) = [ € R (@,€, D) (v ()u(a))ds,
avec

R(z,&, D)W = —tZ(z, D) (T;EW(””))
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et
—tZ(x,D) = Z(x, D) —i div Z.
On note maintenant, pour &; = (ay,-- -, ;) élément de N7,
J
2% W =[] 2ew).
£=1

On montre alors par récurrence sur j que

(34);
) . "y 1
RW)= Y O, (@ dv2) (29 g ) 20m),
|51 +Hin | +nt+g=j ’
avec
ng 3!

igofin.g S [l in!nlg!

D’autre part, toujours par récurrence sur j, on montre que

d q
(3.5); Z’(XN)—Z oo > (HZ‘“(ZJ})) Oj, -+ 03, XN

q=1 |iq|=j—q J'l,“'»jq=1 i=1
. 51
avec, comme dans (1.15), C} < ——.
= glfig!

L’estimation (3.2) donne
8, -+ 8;,xn| < Co(CoN)? < CoeNCiq! pour ¢ < N

car N9/q! < eN. On déduit de (3.5); et de l'estimation (3.3) du théoréme
3.2 l’existence d’une constante C assez grande et indépendante de N telle
que,

(3.6), pour tout § < N, ||27(xn)||ze < C7TLeN(51)%.

1
Z(z,¢)

est homogeéne en ¢ de degré —j. La formule de Leibniz assure d’autre part,
que

11 suffit maintenant de remarquer que, dans (3.4);, le terme ZH5 .

1

. s
ML < C’“ﬁ)—lﬁl_1 pour tout j € N.

@0 112 B
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Cette estimation est montrée par récurrence sur j en utilisant (3.3). On
réunit (3.4);, (3.6);, (3.3) et (3.7),; pour prouver I’existence d’une constante
C indépendante de N et & telle que

IRN (z,€, D)(xnu)|lz < C(ClE[THN (N,
et finalement

IXvu(€)l < C(Clel~HN (V)°.

Cette derniére estimation est donc vérifiée par les fonctions u, avec une
constante C' ne dépendant que des constantes Cy et C1, et des voisinages

K et V. Elle est donc aussi vérifiée par la fonction bornée u = lil_{_l Up,.
n—-+00

O
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