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ESSAIS DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE
HYPERBOLIQUE GLOBALE — APPLICATIONS

A LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE
par André AVEZ (Paris)

INTRODUCTION

On sait depuis Mach qu'il est naturel de limiter la généralité
des modèles d'univers en imposant à un espace-temps vide
des géodésiques rectilignes. Cela pose le problème suivant :
une variété complète à quatre dimensions, munie d'une
métrique hyperbolique normale à tenseur de Ricci nul est-elle
localement euclidienne? Dans une autre direction Lichnerowicz
et Aufenkamp ont montré que la présence effective d'énergie
interdisait à un espace-temps certaines propriétés globales.
D'où le second problème : Quelles sont les variétés complètes
à quatre dimensions, munies d'une métrique hyperbolique
normale dont le tenseur de Ricci est elliptique?

Ce sont les problèmes précités qui ont servi de prétexte
au présent travail. La difficulté essentielle réside dans l'absence
de théorèmes globaux en signature non elliptique. Cela explique
la division en chapitres correspondant à des techniques large-
ment autonomes.

Le chapitre premier élabore une méthode « d'elliptisation » des
problèmes de signature quelconque. Elle permet de conclure
à la validité du principe de Mach sans autres hypothèses que la
compacité et la stationnante. On construit aussi un modèle
d'univers stationnaire et compact, sans constante cosmolo-
gique, ce qui montre que l'existence de sections d'espace
globales est essentielle au théorème d'Aufenkamp.
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Le chapitre 11 démontre l'analogue « temporel » du théorème
de Hopt-Rinow, en métrique hyperbolique normale. La tech-
nique de Myers montre alors que tout espace-temps complet
dont la densité de matière est supérieure à un nombre positif,
est fermé et homotope à zéro dans le temps. Dans une seconde
partie, des théorèmes fins de J. Nash et C. B. Morrey permettent
de démontrer l'existence d'une section d'espace globale, maxi-
mum au sens du calcul des variations, sur tout espace-temps
périodique clos. En prenant cette variété comme support
des conditions initiales des équations d'Einstein, on en déduit
la validité du principe de Mach pour les espaces-temps pério-
diques clos. On montre du même coup que ces espaces-temps
ne peuvent être à densité de matière positive en l'absence de
constante cosmologique.

Le chapitre m tente l'extension aux métriques de signature
quelconque de la théorie de Hodge-de Rham. On y montre
les différences profondes avec le cas elliptique, et la nécessité
de distinguer deux types de décomposition au sens de Hodge.
De tels théorèmes de décomposition permettent d'appliquer
les techniques de Bochner-Lichnerowicz.

Ce n'est pas par hasard que le nom du Professeur
Lichnerowicz apparaît presqu'à chaque page de ce travail.
La plupart des notions utilisées et la plupart des théorèmes
en signature elliptique lui sont dus. Je ne peux terminer sans
préciser que j'ai constamment bénéficié de ses critiques et de
ses conseils.



CHAPITRE PREMIER

MÉTRIQUE ELLIPTIQUE ASSOCIÉE
A UNE MÉTRIQUE DONNÉE

Dans ce chapitre nous montrons qu'on peut associer à toute
métrique gafi une famille de métriques elliptiques : soit h^
l'une d'elles. Les propriétés géométriques relatives à gap se
traduisent en termes de métriques Aafi- II apparaît alors que
certains problèmes sont des problèmes elliptiques déguisés,
pour lesquels on dispose de théorèmes classiques.

1. — Formules auxiliaires.

V^ désignera toujours une variété à n dimensions de classe
C^ (r ̂  1), munie de métriques de classe C^"1. Soient gap
et Aap deux telles métriques nous affecterons du signe * les
éléments relatifs à AaB. *

Désignons par F^ et F^p les symboles de Christoffel de
gap et Aap dans un même atlas. On sait que :

c^a = r.\ - r.\-a B — L a B —" '- a

est un tenseur du troisième ordre (voir par exemple : Eisenhart,
An introduction to differential geometry, p. 103). Évaluons-le au
point x de V^, en choisissant en ce point un système de coor-
données normales au sens de gafi- Puisque Fa^s = 0.

Ca\ = ÎYp == -̂ - A^(ô^p + ôpA^ —— ôAg),
*

où h^ est défini par
h^ = v.
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Mais Va^ffp == ôa/lop, donc :

(l) C^p = -^ J^(vAp + Vp/^ — vAp).

Il est clair que C^p ne s'annule que si VoAjp == 0. Si <pa est
un vecteur différentiable de Vn, on a :

* *
VaÇp = ôa9? —— yytYp

Va?? = ôaÇ? —— ÇvtYp

Par soustraction membre à membre, il en résulte :

(2) Va?? = Va?? — îvC;p.

Proposons-nous enfin, d'évaluer le tenseur de Ricci Rap
de /lapî ^n fonction du tenseur de Ricci Rap de gpa*

En utilisant le système de coordonnées normales déjà
considéré :

R^ = ^F^^ — ̂ 1̂ .
Mais r^^ = F^ — C^, donc :

* *
RX^ =: ôa^a{x —— ^Fa^ —— ôaC^ + ^C^.

Comme on a :

ô.r,̂  - ôA? = R,, - r^pr,?, + W^
= RX^ —— ^SpC^ + Ca^Cj^,

^vC^ == VvC^,
il en résulte :

(3) R^ = R^ + V.C^ - V,C;, + CSpC^ - CA%.

2. — Métrique elliptique associée à une métrique donnée.

Supposons définie sur V^ une métrique gap de signature p,
c'est-à-dire telle que sa forme quadratique associée soit décom-
posable en une somme de p carrés négatifs et n'p carrés positifs.
D'après Steenrod ([9], p. 206) il existe sur V/» un champ régulier
et continu de (M-p)-plans

W gap = ^xp + ^ap,
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où M«p est ]a métrique induite par g^ sur les (ra-p)-plans,
c«p celle induite sur les /?-plans. Il est clair que les métriques
"ap et — F,? sont elliptiques et continues. Il en résulte que :

^ap = Map — Pap

définit sur V» une métrique elliptique, régulière et continue.
Nous allons préciser cette construction en nous restreignant
aux métriques hyperboliques normales, c'est-à-dire de siena-
ture (ra — 1) (i). °

Ici, le champ de (n-p)-plans sera un champ vectoriel ?„.
Rappelons à ce propos qu'un vecteur X» sera dit orienté dans
le temps (ou temporel) si gapX'X? > 0, isotrope si

gapX-XP = 0,

orienté dans l'espace (ou spatial) si gapX'X? < 0. Il est clair
que ?a est temporel.

DÉFINITION (1, I). — Soit p» un vecteur temporel, nous appe-
lons métrique associée à g»? par l'intermédiaire de p, la métrique:

h«.^ == — gap + 2 papp.

Comme il a été dit plus haut nous affecterons du signe *
les éléments relatifs à A,?.

THÉORÈMES (1, I). — 5i 2 p2 — 1 > 0, le discriminant de
la métrique g,p est > 0.

Démonstration. — Choisissons en a;<=V,, un repère (x, ^)
orthogonal au sens de g,p et tel que ^ soit colinéaire à ^
Posons g = dét (g«p) et h = Dét (A«p), on a :

— gii 0

h = —— gn-l. n-1

0 ——gnn+ 2(Pj2

^-î .ri-Mi.
L gnn J

(1) Certains de ces résultats ont été publiés dans une note (Voir f21). Voir aussi
Lichnerowicz ([4], p. 16).
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Mais gn^ =1, ^ = g^n)2, donc :

k= (—ly^.g^2—!).

Comme g est du signe de (— l)""1 :

A = | g l . ( 2 ^ — l ) > 0 .
. -> • • î I IRemarquons que si v est unitaire h = |g|.

A l'avenir nous supposerons toujours 2^2 — 1 > 0.

THÉORÈME (2, 1).

^=-g^+2^—^M.

Démonstration. — Si §ï sont les symboles de Kronecker,
on vérifie que :

,,(_^^)=s,
La régularité de hy,& entraîne le théorème.
Si en particulier, ^ est unitaire A*? = h^. Dans ce cas, dans

tout repère : h == \g\. En effet :

Dét (APï) = Dét^ï) == Dét(A , g"Pg )̂
=DétM.Dét(gvP).Dét(g3T).

Mais Dét(APT) = h-1, Dét(g"P) = g-1, donc: h-1 = A. g-2.
* *

Comme h > 0, A = |g|.

THÉORÈME (3, I). — La métrique h^ est elliptique.

Démonstration. — Calculons la norme du vecteur arbitraire
Xa. Posons Xa == V.Ç/a + î01 OÙ ̂  = 0.

J^X,Xp =(- ̂  + ̂ 2^ ̂ P)x,Xp.
Mais

g«Px.Xp == v2. p2 + pay', ^x« = ̂ . v,
d'où

* o2 V2

A-PX^Xp-^-^-y^".
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Mais ç^a === 0 et v^y, < 0 entraînent y^a ̂  0 et comme
2^2 — 1 > 0 on a :

Â^X^Xp > 0,

l'égalité n'étant obtenue que si Xa = 0.
Nous allons maintenant utiliser la métrique associée pour

démontrer une inégalité analogue à celle de Schwarz, et qui
nous sera fort utile tout au long de ce travail.

Rappelons que la norme d'un vecteur <pa est définie par :

NfÇa) = fa^

THÉORÈME (4, I). — 1° Si dans la métrique hyperbolique
normale gafi on a N(<pa) > 0, pour tout vecteur ^a on a:

N^.N^XM^,

l'égalité n'étant obtenue que si <\iy, = Kça.
2" 5i N(ç,)<0, N(^a)<0, alors:

M^N^.N^).

Démonstration. — 1° Soit Aaô = — gap 4" T • l3 métrique
<p -'^îaj

associée au vecteur unitaire , r<x Un calcul facile donne:
VN(y.)

g^îa == ̂ a,

par suite
(Ta^a)2 = (^îa^)2 = (h^^

Appliquons l'inégalité de Schwartz, valide dans la métrique
elliptique hy,^ :

(ç^^H^^vU
l'égalité n'ayant lieu que si <^a = Kipa-

Mais A'^ayp = gap<payp = N(y«),

A«P^=-N(^)+2^^,

d'où :
(y^a)2 < - N(y,).N(^) + W.)2,
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soit
N(9a).N(^)<(î^a)2,

l'égalité n'ayant lieu que si 4'a = Ky<x-
II est clair que cette inégalité est vérifiée si y<x est isotrope.

Par contre l'égalité, c'est-à-dire ç^a = 0, n'entraîne plus
^<x = Kça.

2° Supposons maintenant y<x et ^pa orientés dans l'espace.
Il existe un vecteur Vy, satisfaisant :

^ = 0, ^ = 0, N(^) = 1.

Introduisons la métrique elliptique

4 = —— go? + 2^fî.

On a aisément (ya^)2 == (^îa^p)2. En appliquant l'inégalité
de Schwarz, valable dans l^ :

^îafn<(?ap^p)•(î^^
comme

îap^ = _ N(9,), î^^ = — N(^),

On en déduit: (ya^p)2 < N(9a).N(^), Fégalité n'ayant lieu
que si ^ = K.y^.

3. — Application aux métriques conformes.

DÉFINITION (2, I). — Deux métriques gap et A<xp, définies sur
V^, seront dites conformes s'il existe une fonction K positive
telle que :

h^ = Kgap-

gag et ^aô seront supposées de classe (Y"1, K de classe C'"1.

Formules auxiliaires. — II est clair que :

^=4-^.
De (1) on déduit alors :

C^p = ̂  (S^LK + %ôpLK - gapô^LK).
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Posons Ag == g^Vaûp; la formule précédente et la formule (3)
entraînent, puisque :

V«C^= V^LK—^-g^.A^LK.

VxC^=-j-7^LK,

CSpC^ = -^ [2ô,,LK. ô^.LK — g^. AiLK] ;

Ciî,C\ == -^ [(n + 2)ôî,LK.^LK — 2g^AiLK],

(5) R,, = R,, + (l —^) V^LK -^A,LK
\ •" / -"+ (t - {-)ÔXLK • ̂ LK + (4 - -i-) ̂  • Al.LK•

Si K est constant, il résulte de cette dernière formule que
^ == R^-

Réciproquement, cherchons des conditions pour que les
tenseurs de Ricci soient égaux.

THÉORÈME (5, I). — Si la variété \^n=^ 2) est compacte
et de classe (^(r ̂  3), deux métriques conformes conduisent
au même tenseur de Ricci si et seulement si elles sont propor-
tionnelles (K. = constante),

Démonstration. — Notons qu'en passant au revêtement à
deux feuillets on peut toujours supposer V^ orientable. Suppo-
sons donc n =/= 2 et Rap = R<x6. De (5) résulte

(6) V^LK + -A,AaLK --^ôxLK.ô.LK
n — Zi 2i

+^g^.^LK=0.

Si la métrique gap est elliptique, en contractant en À et (JL :

^-^A,LK+^-ALK==0.

Par intégration sur V^ il vient :

j AiLK.rf^ = 0, d'où, immédiatement, K == constant.»y Vn
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Si g,p n'est pas elliptique, on ne peut appliquer le raisonne-
ment ci-dessus. Transformons, la formule (6). Un calcul facile
montre qu'elle est équivalente à :

i -(n—^1} "-2

w ? > K"1"-—^^—- K { t ' - A a K t •Vx^iv — / ^ _ 2 ) 2 1 V 2

On est donc amené à résoudre en X une équation de la forme

V^X=r.g^.

Si p est la signature de gap, avec les notations de la for-
mule (4) on peut écrire :

gap = "«P + Cap-

Considérons le tenseur symétrique :

^ = _^_ u^ — v^.
n—p

Par construction, il définit une forme quadratique elliptique
et, compte renu des relations évidentes :

u^Uap == n — p, (̂ «p == P, ̂ "«p == °'

De V^^ = ̂ ^ on déduit clonc: ^llvx^x = 0-
Équation de la forme l^y.X + T^X ==0.
Mais V» est compacte, X y atteint donc sa borne mfeneure-

Cela n'est possible d'après un théorème de Hopf (Voir [5J)
que si X est constant sur ¥„, c'est-à-dire K == constant.

*i g^De (5), on tire puisque h^v- == -^ :

R = ̂  ^R + (1 - n)[A,LK + (^ -4-)AxLK]].

On transforme aisément cette formule en :

^KR-R+^-K-^'-^.A.KW-).

*

Si K est constant il résulte de cette formule que KR == R.
Réciproquement, cherchons des conditions pour que les sca-
laires de courbure soient dans le rapport K.
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THÉORÈME (6, I). — Si la variété V^ est compacte et n =^= 2$
deux métriques elliptiques conformes (h^ = K. gap) conduisent

à la relation KR == R si et seulement si K == constante.

Démonstration. — Comme au théorème (6, I) on peut sup-
*poser V^ orientable. Supposons donc n -=f=^ 2 et KR = R. La

relation (7) entraîne :
-i-f-"--^

A ^ K 2 1 2 ^==0 .

La métrique étant elliptique, il en résulte immédiatement
K = constante.

Le théorème est en défaut en signature non elliptique puisque
l'équation A^X = 0 peut avoir des solutions non trivales.

Un problème. — Étant donnée une métrique gaô? existe-t-il
une métrique conforme Kgafi pour laquelle R = O?

D'après la relation (7), tout revient à résoudre en K l'équa-
tion :

R = (n - 1) [A^LK + (-^——4) ̂ LK]

^f-"--1)En posant ç == K 2 / , on voit que tout revient à chercher
les solutions positives de :

f4 — l^R.ç + 2(1— n)^ = 0.
\ ^ /

Si la métrique est elliptique, la première équation montre,
par intégration sur V^ supposée compacte et orientable, que :

iRd.^-^^-^rw.d^o.
JVn 4 JV»

Si n -=f=^ 2, une condition nécessaire est donc :

f R dy > 0.
JVn

Elle n'est sûrement pas suffisante, car si \ R rfp === 0,
^Vn

on en déduit K == constante, qui n'est solution que si R = 0.
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4. — Notion d'espace-temps stationnaire
ou conforme à un espace-temps stationnaire.

DÉFINITION (3, I) (2). — Un espace-temps stationnaire est une
variété ¥4 de classe C/'(r .̂ 4), munie d'une métrique hyperbolique
normale gap de classe C/""1, et sur laquelle il existe un groupe
connexe cTisométries à trajectoires orientées dans le temps, ne
laissant invariant aucun point de ¥4. Les trajectoires du groupe
sont appelées les lignes de temps.

Le vecteur de Killing ^a, générateur du groupe d'isométrie,
est donc tel que :

V^+V^==0, ^=^>0.

De la première formule on déduit en particulier :

Va^ == 0, ^ = 0.

Nous introduisons avec M. Lichnerowicz (3) les tenseurs

^===— et H^===V^—V^yx. La nullité du tenseur H^j.

signifie que <pa es^ localement un gradient.
Les lignes de temps sont alors, localement, trajectoires

orthogonales d'une famille de surfaces orientées dans l'espace.
S'il en est ainsi on dira que l'espace-temps est statique ortho-
gonal.

DÉFINITION (4, I). — Nous dirons qu^un espace-temps station-
naire ¥4 est compact dans l'espace si on peut trouver un compact K
de ¥4, tel que la réunion des lignes de temps s^ appuyant sur K
recouvre V4.

Supposons, en particulier qu'il existe une variété à trois
dimensions Vs, de classe C^ et un homéomorphisme A,
de classe 0*, de V4 sur le produit topologique Va X R satis-
faisant :

a) Les variétés h^Ç^x^ X R), où aîeVs, sont les lignes de
temps de ¥4.

6) Les variétés h^ÇVs X |( j) , où (e R, sont orientées dans
l'espace.

(a) Voir Lichnerowicz [5].
(3) Voir [5], p. 112.
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Si V3 est compacte, c'est-à-dire s'il existe des sections
d'espace compactes, en prenant K == h~1 (¥3 X ^oj) on voit
que V4 est compacte dans l'espace. Par contre la compacité
dans l'espace n'implique pas que V4 soit un produit topo-
logique.

Notons enfin que si V4 est compacte, elle est a fortiori
compacte dans l'espace.

DÉFINITION (5, I) (4). — Un espace-temps conforme à un
espace-temps stationnaire est une variété N^ de classe C'(r .̂ 4),
munie d'une métrique hyperbolique normale de classe C''""1 : g^B?
sur laquelle est défini un groupe connexe de transformations
conformes à trajectoires orientées dans le temps et ne laissant
invariant aucun point de V4. Le vecteur de Killing $, générateur
du groupe^ est tel que (1) :

Va^ + V^a ——^- V^.gap =0, ^2 = Ç% > 0.

Il est clair qu'un espace-temps stationnaire est conforme à
un espace-temps stationnaire. C'est le cas particulier où

V^ == 0.

De la même manière on introduira la notion d'espace-temps
conforme à un espace-temps statique orthogonal : ce sera un
espace-temps stationnaire tel que :

H — ( ̂ \ n ( ̂ \ n
^= ^^2)— v^(,-^,)==o•

DÉFINITION (6, I). — Un espace-temps extérieur est une
variété ¥4 de classe C^r ̂  4), munie d'une métrique hyperbo-
lique normale ga6 de classe CY"1 dont le tenseur de Ricci est nul.

5. — Formules fondamentales
pour un espace-temps conforme à un espace-temps stationnaire.

Plaçons nous sur un espace-temps conforme à un espace-
temps stationnaire, et soit $a son vecteur de Killing.

(4) Voir Lichnerowicz [7], chapitre v. Voir aussi [6], pp. 45-46.
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Si f{^) est une fonction de Ç de classe (7, nous poserons :

l.=f^

D'autre part, pour alléger les notations, la divergence d'un
vecteur X sera désignée par SX. De l'identité :

R^== V^a—^-

On tire, par contraction avec ^ :
(8) R^ + V^pV^ — (^)2 = V^V^ — l^l).
Évaluons le membre de gauche. Évidemment :

(9) Ra^ = ̂ ÏW;^.

Remarquons que de Va4 + ^a — y ga^ = 0, on tire
par contraction en ^a^ :

(10) ^;=^.^

Par suite :
(11) si == vx(^) = r. ̂  + f. ̂  = ̂ (f + \\. r)-
D'autre part :

vjpVf^v^.vW)
== (fô,^. ̂  + /"v^p) (F. ̂ . ̂  + /-vi^)

= f2^^)2 + 2/•/•'Va^.^ + f2 V^p.V^.

En remplaçant dans le second terme V'^ par

-v^+l-g'P.^
et en utilisant (10) :

(12) v jpv H- == w (- ry +1 ̂ ) -2^' • ̂
v +/'SVa^Vp^.

Introduisons maintenant la métrique h^ associée à gap
par l'intermédiaire du vecteur S;"1.̂ .

D'après le théorème (3, I) la métrique /i.p est elliptique
puisque î,~1^ est unitaire. D'après le théorème (2, I) :

^=(-^+2^-)=^.
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Dans cette métrique on a :

Â^ == h^^ = (- ̂  + 2^)0^.

Soit d'après (10)

(13) Â^=-A^+-|-W.

Désignons par Q2 le carré du tenseur Vj;? dans la métrique
^«p:

Q2=^^V^Vx^

- /_ ̂  + W\ / p, , 2^\ ,
— l ^ r ça M & ' £2 ) "«^P-"X-.ii-

En développant et en utilisant (10) :

û2 = V^pV^ - 2A^ - 2 ̂  V^pV^P + ̂  (^)2.

Enfin, en remplaçant dans les premier et troisième termes
4

V<^p par — V^a+ygap.SS:

û2 = - Vj^V^ - 4A^ + -I- W.
Soit, avec (13),

Va^V^ = - Q2 + 4 Â^ + -^(SS)2.

Cette dernière formule et les formules (8, 9, 11, 12, 13)
donnent :

/^R^P + kwf ç + 4y2) - /•^2 + w (—3^ -Ç^
- v^v^a—^).

En résumé, en posant y == /*2, on a établi le

THÉORÈME (6, I). — Soit ¥4 un espace-temps conforme à
un espace-temps stationnaire, de secteur de Killing ^a- Si y
est une fonction positive de classe 0'* de ̂  ̂  st ^es éléments étoiles
sont relatifs à la métrique elliptique:

—g^+2^2^
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on a:
çR,^ + A^(4y + ^9') - 9.Û2 —^-(Wy + S?')

= V«(fPVp^—^),
où

^ = V/î.^a, û2 = M^V,^VX^.

Examinons le cas particulier où l'espace-temps est station-
naire. Dans ces conditions ^ = 0, et de (11) il résulte Si = 0.
La formule du théorème (6, I) se simplifie en :

çR^P + U(4ç + W -î.û2 = V-^V^).

Calculons le membre de droite :

,̂ = f.^^W = ^.^Vp^ + ff.^^;

mais
ô̂p?, = 0, i;̂ a = - ̂ V^P = —— ̂ ,

donc
;Pvp^,=—y2.^»^=—^^.

Par suite, si on pose F(^) == f^.d^, il vient

(14) V^V^a) = — V^çô^) = — A 2F.

Évaluons le laplacien de F dans la métrique h^. Pour cela,
notons que puisque ^a est unitaire, d'après une remarque
du théorème (1,1), h = \g\. D'autre part :

^p =(- ̂  + 2^)F'.^ = - ô^.F' = - ôPF.

Par conséquent :

A,F == lôp[\/I^F]= - ——=î)p[v/Ïg|ôPF] = - A^F.
V^ v lg '

Avec (14), on a donc :
V^V^)=A2F.

En résumé on a démontré le :
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THÉORÈME (7, I). — Soit ¥4 un espace-temps stationnaire,
de vecteur de Killing S;a- Si y est une fonction positive de classe
C^ de ^, et si les éléments étoiles sont relatifs à la métrique ellip-

? ?g
tique — gap + 2 —è on a :

yRo^P + Â^. (4y + S;y') - y . Q2 == A.F,
où

Q^M^Va^Vx^,

F=/^.^.

Remarque. — Si on prend y == S;"4, la formule précédente
se réduit à :

(15) ^ (R^P - Q^) = -^-A,(^).

Revenons aux espaces-temps conformes à un espace-temps
stationnaire les plus généraux. Nous allons établir une formule
qui ne fait intervenir que le tenseur

H,=V^)-^(1)

Évaluons le carré de ce tenseur dans la métrique h^a déjà
utilisée, y

Si on pose Uy. == —l » on a vu que :

h^ == — g,p + 2u,Mp, ^ = — g^ + 2u«u\
donc

H2 = Ml^H^H^
= 2(— g^ + 21^) (— g^ + 21^) Va(^-l"p)

[V^-^-V^ux)].

En développant et en tenant compte de :

U^Ua == 1, ^VpMa = 0,
on a :

(16) H2 == 2^-2[Vxu^Vx^ — V^V^ — ^Vi^
+ ̂ (U^)2 —— 2uaVa^.UXVxU„——2^1.Ô^.UaVaU l l].
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En revenant à la définition de Uy, et en utilisant (10) et

VaSp+ Vp^——^-^==0,

on trouve :

H2 == Sr4 [- 4V^V^ - 8 A^ + -I- (â^)2].

Finalement, en utilisant l'estimation de V^V^ faite au
théorème (5, 1) et la formule (13) :

H2 = ̂  [4Q2 — 8 Â^ --H- (S!;)2].

Avec le théorème (6, I) on en déduit le :

THÉORÈME (8, I). — Avec les notations et les hypothèses du
théorème (6, I), si on pose H2 = A^A^HapH^,
on a:

yR^P + (2y + W^ -^W -^Y^+ ̂

= V^PVp^—^).

THÉORÈME (9, I). — Avec les notations et les hypothèses du
théorème (7, I) on a:

yR,pWP + (2y + W AiS -^ W = Â,F.

Démonstration. — Résulte du théorème précédent car, dans
le cas stationnaire

^==0, SZ=0, V^Vp^^^F.

Ca5 particulier: Si on prend y = Ç"~2, la précédente formule
devient :

^.Ra^——^W^US

analogue à une formule donnée par Lichnerowicz (5).

(») Voir [5], p. 119, formule (69,3).
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6. — Espaces-temps extérieurs conformes
à un espace-temps stationnaire.

THÉORÈME (10, I). — Si un espace-temps extérieur stationnaire
V4 est compact et orientable, il est localement euclidien.

Démonstration. — La formule (15) du théorème (7, I) s'écrit :

^(ir^^.Q^o.

Si dv* désigne l'élément de volume de V4 dans la métrique
ÇaSôelliptique — gap + 2—^^ on a :

f^(^)d^=0.

Il en résulte Q2 == 0^ donc Vo^s = 0. Les identités de
Blanchi entraînent Rapy^5 == 0- Mais Bel (6) a démontré que
si R^p == 0 cette dernière égalité entraînait ^a isotrope ou
Rapvg nul. Comme Ça es^ temporel, RapvS == 0 et V^ est locale-
ment euclidien.

Remarque. — Le même raisonnement montre qu'il ne peut
exister d'univers vide à constante cosmologique k positive,
qui soit stationnaire, compact et orientable. En effet,

R i L^a? == ——"^-^ap?

et la formule (15) s'écrit :

^ ç-2. k + ̂ û2 - ̂  A^-2) > 0.

incompatible avec Vn compacte et orientable.
Afin d'étendre ce résultat aux espaces-temps compacts dans

l'espace, rappelons un théorème de Lichnerowicz (7).
Si une fonction u bornée, de classe C2, sur une variété

(6) Voir [3], p. 60-61.
(7) Voir [5], p. 134.
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riemannienne connexe ¥4 est telle que son laplacien soit positif
ou nul et si elle atteint son maximum en un point de V^,
elle est constante sur V^.

THÉORÈME (11, I). — Si un espace-temps extérieur station-
naire V^ est compact dans Fespace, il est localement euclidien,

Démonstration. — Par hypothèse il existe un sous-ensemble
compact K de ¥4, tel que la réunion des lignes de temps s'ap-
puyant sur K recouvre ¥4.

La compacité de K entraîne que Ç~2 atteint son maximum
sur K. La formule (15) donne :

1 * O2

(17) ^-A^)=^->0.

Mais ^ôj; = 0 montre que ç est constant sur les lignes de
temps; Ç~2 atteint donc son maximum sur ¥4 et d'après le
théorème de Lichnerowicz, Ç~2 est constant sur ¥4. Par suite,
(17) entraîne Q2 ==• 0, et le raisonnement s'achève comme au
théorème précédent. La remarque du théorème précédent
vaut encore ici.

THÉORÈME (12, I). — Si un espace-temps extérieur ¥4 est
conforme à un espace-temps stationnaire, et s9 il est compact
et orientable, il est localement euclidien.

Démonstration. — Dans la formule du théorème (8, I),
faisons <p == Ç~2.

Il vient :

^2 Rap^—j- H2--! (SS;)2.^2 = v01 (^--W.

Par intégration sur ¥4, qui est compact et orientable, et
puisque Rap == 0 :

/j^^fp-0-
II en résulte H = 0, SS; = 0. L'espace-temps est donc sta-

tionnaire, et on est ramené au théorème (10, I).
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7. — Espaces-temps stationnaires en schéma fluide parfait.
Champ électromagnétique.

Aufenkamp (8) a établi le théorème suivant : il ne peut
exister de modèle d'univers stationnaire à section d'espace
orientable compacte en l'absence de constante cosmologique.
Nous nous proposons d'étendre ce résultat aux espaces-temps
stationnaires compacts ou compacts dans l'espace.

Schéma fluide parfait champ électromagnétique. — Si Rap
désigne le tenseur de Ricci de l'espace-temps :

[ j[
(18) Rap = X (P + P)^aUp —— y gap(P —— P)

+ -t gapFx,F^ - FapFpp] — -J- gap.

où y^ est une constante qui ne dépend que des unités choisies,
k la constante cosmologique, p la densité p la pression, Fap
le tenseur champ électromagnétique, Uy, le vecteur vitesse
unitaire généralisé.

THÉORÈME (13, I). — 5i Ça ^ un secteur orienté dans le
temps et si k ̂  0, alors Rap^^ ̂  O? Inégalité n^étant obtenu
que si: p == p = 0, Fap ==0, k == 0.

Démonstration. — D'après le théorème (4, I), puisque Uy,
est orienté dans le temps :

(u^>N(ua).N(Sa)==^
donc :

[(p+p)"."p-^(p-p)]^
= (P + P)^")2 - ̂  (P - P)^2 > Ç (P + 3p).

L'antisymétrie de F,? entraîne Fa?^"^ == 0. Si on intro-

(•) Voir [1].
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duit la métrique elliptique h^ = — g^ + 2^-2. ̂ p, on sait
que Â^ = — g'P + 2^-2^^, par suite :

(^ g«pF^ - F.,FpP) W = ̂  F,,F^ - Ç F.p. ̂  FpP)

- .^/-^.loW/ ^,.2^\p p,
- 4 ^ g +'l~y~)\~•ê^+2~^~)F^•F^

== -^ X^P^FapF^ > 0.

L'égalité n'étant obtenue que si Fas == 0.
De (18) et des inégalités précédentes, on tire :

Rajp-p > f1 (P + 3p) + -^ ̂ ÀP^pFj - 1 ^ > 0,
s L - * J 2

l'égalité n'étant obtenue que si p == p = 0, Fap =0, À- = 0.

THÉORÈME (14, I). — En schéma fluide parfait champ élec-
tromagnétique, tout espace-temps statique orthogonal, compact et
orientable est à constante cosmologique positive.

Démonstration. — Puisque H = 0, la formule du théorème
(9, I) s'écrit:

W=R^

*
Désignons par dv l'élément de volume de ¥4 dans la métrique

elliptique — g^ + 2—^. En intégrant les deux membres

de la précédente égalité sur ¥4, il vient :
/" Wp *

^Rap^=0.

Mais si k < 0 c'est impossible d'après le théorème précédent,
donc k > 0.

THÉORÈME (15, I). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique, tout espace-temps statique orthogonal, compact
dans l'espace, est à constante cosmologique positive.
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Démonstration. — Si k < 0, le théorème (13, I) entraîne

Ro^^ > 0. Or A^U = Rap^j-. donc A^L Ç > 0. Le raison-

nement du théorème (11, I) montre que LE; = constante sur
tout ¥4, donc aussi Rap^. Ceci est en contradiction avec
l'hypothèse k <; 0 et la présence effective de matière.

THÉORÈME (16, I). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique, si un espace-temps stationnaire est feuilleté
par des sections £ espace compactes, il est à constante cosmolo-
gique positive.

Démonstration. — Soit u = constante, l'équation des feuilles.
Puisqu'elles sont orientées dans l'espace, <pa == ^ u es^ orienté
dans le temps.

Soit ^a le vecteur de KiPing engendrant le groupe d'isomé-
trie. Puisque SE; = 0, l'identité

R^a = v^v^a — ôpS^. s'écrit :
Rap^ = V^a.

Multiplions les deux membres par 9? :
R^R ̂  V^Vpîa) —— V^V^a.

Mais Va<pp est symétrique, Va?? antisymétrique; il reste:

Raĵ  - V^PV^a).

La formule de Stokes donne, par intégration sur le volume D
bordé par deux sections d'espace :

FR^V^^ f V^p.?^^,
JD c/ôD

où n9' est le vecteur normal unitaire de ôD, da son élément
d'aire. Comme ^a est normal aux sections d'espace, 9? et n?
sont colinéaires, donc Va^p.90^ == 0-

II reste :
f Raf^ ̂  - 0.

J T )

Un raisonnement dû à Lichnerowicz (9) montre que si la

(9) Voir [5], p. 143.
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constante cosmologique est négative ou nulle, Rafi^y^ ̂  0.
Cela entraînerait avec la formule précédente :

Ra^P == 0.

Ce qui est en contradiction avec la présence effective de
matière.

8. — Sur un modèle (Tunivers stationnaire, compact, orientable
et sans section d'espace globale.

Le théorème (16, I) de Aufenkamp pose les problèmes sui-
vants :

Étant donné un espace-temps compact et orientable,
existe-t-il toujours une section d'espace globale compacte?

Dans la négative peut-on néanmoins étendre le théorème
(16, I) sous la forme suivante : « En schéma fluide parfait
champ électromagnétique il ne peut exister d'espace-temps
compact en l'absence de constante cosmologique »?

Nous allons répondre à ces questions en construisant un
modèle d'univers U doué des propriétés suivantes :

II est compact et orientable mais sans section d'espace
globale compacte.

Il est stationnaire et schématise un fluide parfait champ
électromagnétique.

La constante cosmologique est nulle.
Les lignes de temps sont fermées.
La topologie de U.

Rappels (10). — Soient V^ une variété de dimension n,
orientable et différentiable, Wn-i une sous-variété de dimen-
sion n — 1, compacte, orientable, et différentiable.

Si y est un lacet de Vn, c'est-à-dire une application continue
de T1 dans V^, on peut définir un nombre algébrique d'inter-
sections de y orienté et de W^^ orienté. Ce sera l'indice de
Kronecker W^_i A y[l], on sait qu'il ne dépend que de la
classe d'homotopie de y.

Supposons V^ compact et porteur d'un champ de vecteur u,
régulier et différentiable, dont les trajectoires y sont fermées.

(10) Voir G. de Rham [8], pp. 99-103. !
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Si W^-i est transverse à ~u, ~S. oriente le fibre normal de W^i
Avec cette orientation il est clair que W^i A y[l] >• 0,
l'égalité n'étant obtenue que si W/»_i n y = ^.

LEMME 1. — Si S3 e5( Za sphère centrée à l'origine et de rayon
unité de Vespace euclidien E4 rapporté au repère orthonormé
{Oxyzt), il n'existe pas sur S3 de surface orientable transverse
au champ ~u de composantes (— y, x, — t, z).

Démonstration. — La restriction du champ lî à S3 définit
sur S3 un champ de vecteurs tangents et unitaires puisque :

^(— y) + ̂  + ̂ (—() + tz == o.
(— 2/)2 + x2 + (— ()2 + z2 = 1.

Les trajectoires y sont définies par le système différentiel :

dx _ dy _ rfz _ dt
— y x — t z

dont l'intégration est immédiate. On trouve :

x == A cos 9, y == A sin 9,
z = B cos (9 + C), ( = B sin (9 + C),

où les constantes d'intégration A, B, C, sont liées par
A2 + B2 == 1, Les trajectoires y sont donc fermées : elles
définissent une fibration de Hopf de S3. De plus, comme S3

est simplement connexe, elles sont homotopes à zéro. Par
suite, quelle que soit la variété compacte, orientable et diffé-
rentiable Wg de S3: WgAy [1] = 0. Le lemme résulte alors
de la remarque qui le précède.

LEMME 2. — Sur la variété S3 X T1 il n'existe pas de sous-
variété compacte^ orientable différentiable à trois dimensions,
et transverse au champ vectoriel dont la protection sur T1 est
nulle et la projection sur S3 le champ précité.

Démonstration. — Par l'absurde. Soit Wa une sous-variété
de S3 X T1, compacte, orientable, différentiable, à trois
dimensions, et transverse au champ précité. Pour tout <eT1 ,
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S3 X {t\ coupe Ws suivant une surface Wg^), compacte, orien-
table, différentiable et transverse au champ du lemme 1 dans

S3 x ^j.
D'après le lemme 1, Wg^) = ^; cela pour tout (, donc Wg = ^.

THÉORÈME (17, I). — Sur la variété S3 X T1 il n'existe
par de sous-variété compacte, orientable, différentiable, et
orientée dans l'espace au sens d'une métrique hyperbolique
normale définie sur S3 X T1 et pour laquelle le champ du lemme
2 serait orienté dans le temps.

Démonstration. — Résulte de ce que toute variété orientée
dans l'espace est transverse au champ du lemme 2.

La métrique de S3. — Convenons définitivement que les
indices latins sont relatifs à S3. Nous allons munir S3 d'une
métrique hyperbolique normale gy-.

Soit lij la métrique elliptique induite sur S3 par son plonge-
ment trivial dans E4. On a vu que le champ ~u de E4 induisait
sur S3 un champ de vecteurs tangents et unitaires au sens de
lij : soit Ui.

D'après le théorème (3, I) la métrique :

gij = — lij + rUilij, r > 1,

est hyperbolique normale et Ui est orienté dans le temps.
Contrairement à la convention faite dans la deuxième partie,

nous affecterons d'une astérisque les éléments relatifs à gy;
les éléments non étoiles étant relatifs à ?y. Moyennant cette
convention et le théorème (2, I), on a :

g^ = — /v + —r uW.
r — 1

Calculons maintenant le tenseur de Ricci Ry dans la
métrique gy.

Le tenseur dérivé du premier ordre du vecteur u de E4

a pour matrice dans le repère {Oxyzt) :

' 0 1 0 0\
— 1 0 0 0 \

0 0 0 1 /
0 0 — 1 0/
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Comme cette matrice est antisymétrique, u engendre un
groupe d'isométries de E4. Ce groupe laisse invariant S3

puisque u est tangent à S3; il induit donc sur S3, munie de la
métrique ?y, un groupe d'isométries. Ainsi : VfUy + VfUy == 0.
La formule (1) donne alors :

% == -i- g^igtj + Vyg. — V^)

= y [— ̂  + r-=^l ̂  [V,(u^) + V^u,) — V,M]

= /-(UyV^Ui + MiV*M/).

Puisque ViU1 == 0, on en tire C|y == 0.
Comme il est bien connu, le tenseur de Ricci de S3 dans la

métrique l^ est Ry == 2 fy. Par suite, compte tenu de

VfU/ == — V^', VfU1 = 0,
l'identité :

R^== V^V^—ô^u s'écrit 2ui =—V^V^u».

Cela, joint à la formule donnant C^y entraîne :

7 ̂ j = — ^rUiUj + 2rVfcMîV^.

De même, on déduit: C^C^y == r2 .u^Uj\7luk\7 jcUi.
Les formules précédentes et la formule (3) entraînent :

*
Ry = 2lij—^rUiUj + 2rV f cM^. V^Uy + r2•u^Uj^7tuk^7 iU^

Évaluons V ̂ . V ̂ y.
Rapportons E4 au système de coordonnées polaires

\X , & € / ) "̂  9 uw ] *

La distance d'un point M de E4 à l'origine étant a;4, (.r1, ^c2, a;3)
fixant la position de la trace de OM sur S3. Les indices latins
varieront de 1 à 3, les indices majuscules de 1 à 4.

Enfin, nous affecterons d'une barre les éléments relatifs
à E4 muni de sa métrique usuelle. Puisque rc4 est la distance
OM, î44 = î^ = 1.

Puisque le système de coordonnées est orthogonal :

î^ = l^ = 0.
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Puisque l^ est la métrique induite par le prolongement
trivial dans H4 : (î^ = l^ (î^gs = V.

Puisque le champ u; de S3 est la restriction à S3 du champ ~û
de E4 : u^ = ̂ 4 == 0, (u»)s3 == Ui.

Par suite :

(v^.)s3 == (ô^ — r^^ == {^uj — r^u^ss.
Mais :

(r^)s3 == -I- (î^fô^ + ̂ IM — ^))s3
=-|-z^ô^+ô/,—ô^)=r^

donc :
(V^)s3 = V,^.

De même, puisque H engendre un groupe d'isométries de

E4 (—— V4U,)s3 == (V,U4)s3 == (ô,U4 ——r^A)sa = —— (î>,)s3.

Mais :

(^)s3 = ̂ - ̂ (ô^ + \ÎM - ÔAL))S3 = ̂ Ws» == S?î

car sur S3 :
W^= (2^.(L)s3)s3=2^,

Par suite :
(V 4ÏÏ;) §3 = M».

Sur S3, on a donc :

(^ '̂7^3 == (g44^^^ + §'/'VfcM,.V^^)s3
== Utî - + V^r VA^--

Mais de l'évaluation de VA^B trouvée dans le repère (O.ryz()
on tire :

VA^ÏB•V B Uc=——LC.
Par suite :

VA^V^- == ly.

Avec la formule ci-dessus, cela donne :

\7kUi. Vj^Uy == lij — UiUj, et V^^VfcU^ == 2.
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En portant dans l'expression trouvée pour Ry.

Ry = 2(r + i)lij + (2r2 — 6r)u,̂
= — 2(r + l)gy + 4r(r — l)u .̂

La métrique de S3 X T1 == U. — Nous avons muni S3 de
la métrique hyperbolique normale gy. Munissons T1 de la
métrique triviale changée de signe. La variété U sera le produit
riemannien de ces deux variétés. Chaque point de U est donc
repéré par les coordonnées x1 de sa projection sur S3 et la coor-
donnée a4 de sa projection sur T1. Ce système de coordonnées
est évidemment orthogonal au sens de la métrique de U.

Les indices latins variant de 1 à 3, les indices grecs de 1 à 4;
si provisoirement, nous désignons par f\y. la métrique de U :

fij = gij, Ùi = 0. ^44 == —— 1.

Cela montre que cette métrique est hyperbolique normale
et qu'on peut encore la désigner par g\^ Enfin, désignons
encore par Uy, le champ de U du lemme 2, et par ^ 1e champ
de vecteurs unitaires tangents aux variétés facteurs images
de T1. D'après la formule donnant Ry au paragraphe précé-
dent, le tenseur de Ricci de U est

(19) Rap = — 2(r + 1) (g,p + ^p) + 4r(r — l)u,up.

THÉORÈME (18, I). — Pour tout X01, Raj^XP > 0.

Démonstration. — Avec les notations antérieures :

R44 = 0, R4, = 0, Ry = 2(r + 1)^ + (2r2 — 6r)u^.

Donc

R^XP = 2 (r + l^X1^ + (2r2 — 6r)(^.X1)2.

Mais Ui est unitaire dans la métrique elliptique l^ donc
(u,X1)2 -^ Z^X^7. Le théorème résulte alors de ce que r > 1.

THÉORÈME (19, I). — Le champ Uy. engendre sur U un groupe
d^isométries à trajectoires orientées dans le temps et fermées.

Démonstration. — Que les trajectoires soient fermées résulte
de la définition de u et de l'étude faite sur la topologie de U.
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Ces trajectoires sont orientées dans le temps. En effet :

ga^u^ == g»/uW = (— l,j + rUiU^u'u1 = r — 1 > 0.

Montrons enfin que Va^p + VpUa == 0.
Puisque U est un produit riemannien, il suffit de démontrer

que Ui engendre un groupe d'isométries de S3 munie de gy.
En revenant aux notations du paragraphe « La métrique de S3 »
et en utilisant la formule (2)

V^= V,Uy—— MfcC/y.

Mais on a vu que u» engendrait un groupe d'isométries de S8

munie de l^ et que C^y === r(uyV^ + ^iV^y). Par suite
MfcC,^ == 0, et ainsi :

VfUy + VyU, == V,U/ + VyU, == 0.

Interprétation physique de U.

Rappels (11). — Si SQ, s^y 53, s^ désignent les valeurs propres
d'un tenseur normal symétrique %/I\u. par rapport au ten-
seur métrique g\^, pour que T\^ puisse être interprété comme
le tenseur impulsion-énergie d'un schéma fluide parfait champ
électromagnétique, il faut et il suffit que :

^0 > ^15 ÀO > ^2î 1̂ > ^3? ^2 > ̂ 3,

^+^2<0, 5o+^>51-:^2•

Notons que le cas de s^ = 53 correspond, avec les notations
de Lichnerowicz à : Y) = 0, U3 === 0.

THÉORÈME (20, I). — 5i r> 1 + \/2, U schématise un fluide
parfait champ électromagnétique sans constante cosmologique.

Démonstration. — Avec les notations du théorème (13, I)
les équations d'Einstein s'écrivent

R^—^g^(R+/c)=yJxtx .
(ll) Voir Lichnerowicz [5], pp. 18-26.
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Avec (19) et en observant que : g\y.u^u^' == 1, gxp^^ = — 1
on tire :

5CT^ = g^(—k—2r2 +3r+l\— 2(1 + r)^
\ ^ /

+ 4r(r — I)̂ U(JL.

Les valeurs propres de yT\y. par rapport à g\y. sont :

5 o = = — ^ - / c + 2 ^ — r + l ,

relative au vecteur propre orienté dans le temps Ua,

^=—^k—2r2+5r+3,

^ = = ^ = = — — j - — 2 r 2 + 3 r + l .

Des calculs faciles montrent que T^ peut être interprété
comme le tenseur impulsion énergie d'un schéma fluide parfait
champ électromagnétique, dès que k = 0, r > 1 +\/2.

Résumé. — En réunissant les résultats obtenus dans cette
huitième partie, on voit que le modèle d'univers U est compact,
orientable, homéomorphe à S3 X T1, sans section d'espace
globale, stationnaire, à lignes de temps fermées, et schémati-
sant un fluide parfait champ électromagnétique sans constante
cosmologique.

Remarquons que l'orientabilité n'est pas essentielle puisqu'on
peut remplacer S3 par la variété non orientable obtenue en
identifiant ses points diamétralement opposés.

Remarquons encore que bien que le premier nombre de
Betti de U ne soit pas nul, il n'existe pas de vecteur Ça fermé
(Va9p = Vs9a) e^ orienté dans le temps, comme cela résulte
de la démonstration du théorème (16, I).

9. — Schéma matière pure en mouvement irrotationnel.

Avec les notations de la septième partie, le tenseur de Ricci
dans un tel schéma est donné par :

Rap == ¥ (—— &xfî + 2UaUp).
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Comme Ug, est unitaire, il résulte du théorème (3, I) que la
métrique — gap "h" 2ua^p est elliptique. Par suite, pour tout
X01 : RapX^P > 0.

Dans cette partie, nous supposerons le vecteur pu^ de
classe Cg par morceaux et le mouvement irrotationnel (12).

LEMME. — Sous les hypothèses précédentes,

Va^P == Vp^a-

Démonstration. — Pour que le mouvement soit irrotationnel,
il faut et il suffit que les lignes de courant soient orthogonales
à une même hypersurface locale, c'est-à-dire qu'il existe un
scalaire non nul r tel que :

Vp(ri^) == Va(rop).

En développant et en contractant les deux membres avec u",
il reste puisque i^Va^p == 0 : ôpr = (u^yr)u^. En portant
cette valeur de ôpr dans Va(rop) == Vp(^p)? on obtient

V^up = VpUa.

Formule auxiliaire. — En schéma matière pure, le vecteur
ya=P^a est conservatif. L'identité R^pç0^ V^pÇa—^9 se
réduit donc à R^a= VVpya* Multiplions les deux membres
par <pP :

R^çP == V^yPVpya) — Vy^Vpya.

Évaluons le membre de gauche :

Rap?^ = ̂  (—— gap + 2u^)pU\ pU? = ̂ 3.

Évaluons V^VôÇa ^
En remplaçant Ça P^ P^a? en développant et en tenant

compte du lemme, il reste :

VaÇpV^ = —— (^ôap)2 + P^a^pV^P.

Nous avons déjà noté que la métrique Aap "̂  — ê^ap 4" 2uaUft
est elliptique. D'après le théorème (2, I) : h^ = h^.

(11) Voir Lichnerowicz [5], p. 79.
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Par suite, en tenant compte du lemme :

M^VaUpVx^= (—g^+ 2u^)(—g^+ 2uiW)VaUpV^
= VaUpV^^O.

l'égalité à zéro n'étant obtenue que si Va^a == 0.
D'autre part :

yPVpy^p^.V^u^^P2.

En réunissant les résultats précédents, on obtient :

-̂3 + (^ôap)2 + P^aUpV^P = ̂ - V^lApp2).

Par intégration sur une chaîne D de ¥4, la formule de Stokes
donne :

f F1? + (^P)2 + P'V^pV^I d ^ = l Ç u^ . uiW. <fo
^D L zi J ^ JôD

où dÎŒ est l'élément d'aire du bord ôD de D, n9' son vecteur
unitaire normal.

THÉORÈME (21, I). — En schéma matière pure animée d'un
mouvement irrotationnel, l'ensemble des régions occupées par
la matière ne peut être compact. En particulier V espace-temps
ne peut être compact.

Démonstration. — Si l'ensemble E des régions occupées par
la matière était compact, on pourrait appliquer la formule
auxiliaire avec D = E mais ôE est engendré par des lignes
de courant, donc UyY^ = 0, et il resterait :

^[zf3+ (^ôap)2 + P^a l̂Ap = 0.

C'est impossible puisque la quantité intégrée est positive.
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CHAPITRE II

MÉTHODES VARIATIONNELLES GLOBALES

Les variétés V^ étudiées dans ce chapitre sont essentielle-
ment à métrique hyperbolique normale.

Nous démontrons qu'étant donnés deux points joints par
un arc différentiable y orienté dans le temps, la classe d'homo-
topie de y contient un arc de géodésique temporelle de longueur
maximum dès que V^ est compacte ou complète au sens de
Ehresmann. Cela permet d'atteindre des propriétés topologiques
des variétés d'Einstein par la technique de Myers.

Si V^ est périodique close, nous démontrons l'existence d'une
section d'espace globale, compacte et orientable, d'aire maxi-
mum. En prenant cette variété comme support des conditions
initiales des équations d'Einstein, nous démontrons le principe
de Mach et un théorème analogue à celui de Aufenkamp.

1. — Géodésiques temporelles.

Soit, une fois pour toute dans ce chapitre, V^ une variété
de classe C°° munie d'une métrique hyperbolique normale ga6
de classe C00 [n — 1 carrés négatifs, 1 carré positif).

DÉFINITION (1, II). — Soit y [0,1] -> V^, un arc continu
orienté de V^. L'orientation de y détermine en chacun de ses
points une orientation de son contingent. Nous dirons que y
est orienté dans le temps (resp. isotrope, resp. orienté dans
l'espace) au point x «= y, si le contingent (13) orienté de y au
point x est dans (resp. sur, resp. à l'extérieur) le cône du futur
de x.

(ls) Voir par exemple: G. Bouligand, Introduction à la géométrie infinitésimale
directe, Vuibert, Paris.
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Si une courbe est orientée dans le temps en tout point,
nous dirons qu'elle est temporelle.

Définitions analogues pour une courbe isotrope et une courbe
spatiale.

II est clair qu'une courbe temporelle contenue dans un
compact de V^ est lipschitzienne.

Rappelons que si une géodésique de V^ est orientée dans le
temps (resp. isotrope, resp. orientée dans l'espace) en un
point, elle est temporelle (resp. isotrope, resp. spatiale) (14).

DÉFINITION (2, I I ) .— Deux arcs continus yo et ïi orientés
dans le temps ou isotropes seront dits t-homotopes s9 il existe
une application continue y :

[0, 1] x [0, 1] -> V,
telle que :

a) î(|0| X [0, 1]) = Yo, î(N X [0,1]) = ïr
b) II existe deux points fixes a et b tels que pour tout u de

[o,i], ç(H x }oo=i, 9(1^ x N ) = ^
Cela implique que yo ^ Ti on^ mêmes extrémités a et b.
c) Pour tout u de [0,1], ^{{u\ X [0,1]) est temporelle ou

isotropes.
Il est clair que deux arcs t-homotopes sont homotopes.

D'une formule classique d'homotopie (15) il résulte immédiate-
ment que Vi — yo est un bord.

Si y est un arc temporel ou isotrope, l'ensemble des arcs
(-homotopes à y sera dit la classe de (-homotopie de y.

DÉFINITION (3, II) (16). — V^ sera dite complète dans le
temps au sens de Ehresmann, ou plus simplement t-complète,
si quel que soit a e V^ et quel que soit le chemin y temporel ou
isotrope de l'espace de Minkowski tangent en a à V^, y est le
développement d'un chemin y de V^. Evidemment y est temporel
ou isotrope.

Il est clair que « complète » implique « (-complète ».

(14) Par exemple : M. Riesz, L'intégrale de Riemann — Liouville et le problème
de Cauchy, Acta Math, 81 (1949), pp. 1-223.

(16) G. de Rham, Variétés différent iables, Formule (3), p. 68 (Hermann, Paris,
1955).

(l6) Voir G. Ehresmann [3].
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LEMME (1, II). — Si V^ est compacte ou t-complète, la réunion
C(yo) des arcs de la classe de t-homotopie Sun arc temporel yo :
[0, 1] —> V^ est compacte.

Preuve. — Si V^ est compacte, il suffit de montrer que C(yo)
est un fermé. Mais cela résulte de ce que la limite au sens de la
convergence uniforme d'une suite d'arcs temporels ou isotropes
est un arc temporel ou isotrope. Supposons donc V» ^-complète.

Soient a et b les extrémités de yo? YI un ar^ <-homotope à yo-
YO — Ti es^ un cycle homotope à zéro, il définit donc un élé-
ment h de la composante de l'identité du groupe d'holonomie
homogène en a. h laisse globalement invariant chacun des
demi-cônes de directions temporelles ou isotropes de sommet a.
Comme un tel demi-cône de directions çst homéomorphe à
une boule Bn-ij il existe d'après Brouwer une direction tempo-
relle invariante par A.

Comme de plus h conserve les longueurs au sens de gafi?
h laisse invariant le vecteur unitaire en a, (u^a, porté par la
direction précitée. Par suite, (u^a engendre un champ u®
par transport parallèle le long de "̂  — y^, et si t^ est un vecteur
tangent à y^ — yi, t^gi^ = 0.

On a vu que y^ - - y^ est un bord. Il existe donc une surface S
de V^ qu'on peut toujours supposer différentiable, telle que
ôS === Yo — YI* ^ est alse ^e î1* q116 puisque le long de
ïo — ïi : ^Va^ = 0, on peut prolonger u" en un champ
noté encore u^ qui sera unitaire comme (u^a, différentiable
et fermé. La formule de Stokes appliquée à S donne alors :

(1) f^dx^^f^dx^

Ceci posé, remarquons que la donnée en a de (u^a définit
une longueur affine sur les courbes de V^ issues de a : c'est la
longueur du développement d'une telle courbe sur l'espace
tangent en a à V^ muni de la métrique elliptique

——(gap)a+ 2(Ua)a.(^)a.

Comme u^ est transporté par parallélisme le long de y^ — yi,
la longueur affine de yi est encore :

^(ïl) = f \/(—— gap + 2UaUp) dx^ dx^.
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En paramétrant yi par son arc s au sens de gap et en désignant
par t°- son vecteur unitaire tangent :

^(Ti) = ̂ y^l^~2(u^ ̂ .
De même

w =^y-i+2(u^^.
Mais d'après l'inégalité de Schwarz du chapitre i :

1 < Ua ,̂ donc u^ < ̂ —l+S^^)2

et

(2) Ç u^ dx^ = /^ u^. ds < /l \/— 1 + 2(ua^)2 ̂ .
' ^ Yo *>' TO «^ To

D'autre part :

\1— 1 + 2(uj01)2 < \/2. ua ,̂
donc;

(3) / ̂ ^1^2(1 )̂̂  ̂  < \/2^ u^. ̂  = \/2^ Ua^^.

Les relations (1), (2), (3) entraînent

f \ /—1+ 2(ua(a)2. ds<\/î f \/^T+^(Ma(T. ds.»/ Y! »/ Yo

Ainsi, la longueur affine de tout arc yi est majorée à \/2
près par la longueur affine de y^. Les développements sur
l'espace Ta tangent en a à V^ des courbes ^-homotopes à y^
sont donc contenus dans un compact K de Ta.

Soit Xi une suite de points de C(yo). Par hypothèse il existe
une suite de courbes y^ <-homotopes à y^ avec : x^ e y; pour
tout i. Les y; se développent sur Ta en des courbes y, contenant
les images x^ des x^ La famille y; est Lipschitzienne et conte-
nue dans le compact K, d'après le théorème d'Arzela on peut
donc en extraire une famille, notée encore y,, convergeant
vers une courbe y, les x^ convergeant vers un point x de y.

Il est clair que y est temporelle ou isotrope. Comme V^
est ^-complète, y est le développement d'une courbe y de V^.
Il est aisé de voir que dans ce développement x est l'image
d'un point x de C(yo) qui est point d'accumulation des x^
Par suite C(yo) est compact.
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LEMME (2, II). — Soit y un arc de géodésique temporel assez
petit. Sa longueur est supérieure ou égale à celle de tout arc de
classe C1 qui lui est t-homotope.

Preuve. — Soit S une sous-variété à (n — 1) dimensions
de classe C2, orientée dans l'espace. Il existe un voisinage de S
dont tout point est atteint une fois et une seule par les géodé-
siques normales à S. On définit ainsi un système de coordonnées
de Gauss {x1, .. ., n;"-1, x'1 = s) où S a pour équation x" = 0.

Dans ce système les composantes de ga8 sont :
gnn =1 , gni = 0 SÎ 0 < i < H,

gijX1^ < 0 pour 0 < i, / < n
pour tout X1.

Soit ab un arc de géodésique normal à S en a et contenu
dans le voisinage ci-dessus. Soit ab un arc de courbe temporel
de classe C1, (-homotope à ab. II est tout entier dans le voisi-
nage considéré et sa longueur est

f^g^dx-dx^ = f^tdx^+'g.dx-d^

^ j^ dx" = longueur a 6.

Tout arc de géodésique temporelle assez petit peut s'inter-
préter comme un arc ab. Le lemme en résulte. Ce raisonnement
montre que la longueur d'une courbe de classe C1 temporelle
est un invariant concave.

L'inverse de la longueur d'une telle courbe est donc un inva-
riant convexe positif. D'après un théorème de L. Tonelli,
il en résulte :

LEMME (3, II). — La longueur est une fonction semi-continue
supérieurement sur l'espace des arcs de classe C1 temporels^
pour la topologie de la convergence uniforme.

Le complété de cet espace est l'espace S des arcs temporels
ou isotropes. Le lemme (3, II) et un théorème de Fréchet
(voir f4]) sur le prolongement des fonctionnelles semi-continues
montrent qu'on peut définir la longueur d'un arc temporel y^
comme la plus grande limite des longueurs des arcs temporels
de classe C1 convergeant uniformément vers y. Cela montre
du même coup la validité du lemme (3, II) sur l'espace S.
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THÉORÈME (1, II). — Soit V/i une variété compacte ou
incomplète. Chaque classe de t-homotopie contient une géodésique
qui réalise le maximum des longueurs des arcs de sa classe. En
particulier y si deux points de V^ sont les extrémités d'un arc
temporel ils peuvent être joints par une géodésique.

Preuve. — Soit yo : [0, 1] —> Vn un arc temporel. D'après le
lemme (1, II) la réunion C(yo) des arcs qui lui sont (-homotopes
est un compact.

Soit une suite d'arcs t-homotopes à "fo- Puisque orientés dans
le temps ou isotropes, et contenus dans C(yo)? il3 sont équi-
continus. La compacité de C(yo) et le théorème d'Ascoli-
Arzela entraînent l'existence d'un arc d'accumulation. La
classe de t-homotopie de yo est donc compacte pour la topo-
logie de la convergence uniforme.

D'après le lemme (3, II) et ses conséquences, la longueur
des courbes de la classe est une fonction semi-continue supé-
rieurement. La compacité de la classe entraîne l'existence d'un
arc y de la classe de longueur maximum. Un raisonnement
standard et le lemme (2, II) montrent que y est un arc de
géodésique.

Ce théorème étend dans une certaine mesure le théorème
de convexité des espaces riemanniens complets :

La (-complétude entraîne la convexité dans le temps. Il
faut renoncer à une convexité spatiale, comme le montre
l'exemple des espaces à courbure constante. Rappelons mainte-
nant des résultats classiques (voir Synge [13]) sur la variation
seconde de la longueur d'un arc de géodésique.

2. — Variation seconde de la longueur <Tune géodésique.

Les indices grecs varieront de 1 à n, les indices latins de 1
à n — 1.

Soit AB un arc simple de géodésique temporelle de V^,
dont nous repérerons les points d'un voisinage par les coor-
données de Fermi (a;1, . . ., a;") : x11 est l'arc de géodésique
compté sur AB à partir de A. On prend en A un repère ortho-

•^ -^ —^~
norme (ça) tel que e^ = ôJM. On obtient un repère orthonormé
^a(P) au point P de AB en le transportant par parallélisme le
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long de AB. Enfin les x1 sont les coordonnées normales géodé-
siques en P, dans le repère ^i(P), sur la variété engendrée par
les géodésiques normales à AB en P.

Dans ces coordonnées :

1 si a = P == n,
(1) g,p(P) = 0 si a ̂  (3, ô^p(P) = 0

— 1 si a == (S == i.
Par suite :

rjp(P) = o, r^(P) = o.
De même :

^gpa(P)=0, donc ôJVp(P) ==0.

Soit ^ la longueur de AB. Définissons une application de
classe C°° par :

9 : [0, s] X [0, 1] -> ¥„
vérifiant

a) 9([O^J X |0j) =AB,

d'où résulte
^[9(|u| x {0})] = u, ^{\u\ x \Q\)} = 0.

&) ^-^"[îd"! x ^)]= 0.

On appellera courbes variées de AB les courbes

y ([0,5] x |^o j),
où ^o e [O? !]• L81 longueur de ces courbes entre u^ et u^ est :

j_
/^"2 / ^^^'rPX 2

T / \ / / uw ^•A' \ TL(.o)=J^^^^ .̂

Introduisons les notations suivantes : Si X est une fonction
définie sur ç ([0, s] X [0, 1]),

y _ ôX Y, _ ôX
ou ô^

Ainsi :

^ _ X01 = ô^ ï)01 ̂  ̂ ' = ̂ a, et ^a' = ̂ .
ou ô^ • '
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En coordonnées de Fermi on a :
(2) ^(u, 0) = 1, y{u, 0), Y)71^ 0) = 0.
Si on pose F(u, ?) == {ga.^W12, on tire donc de (1)

F(u ,0)=l .

On a F' =—(Ô^.Y]W + 2^.^). Mais sur AB,

ôagfiy ==== 0 et d'autre part :
gp?==^nïln==ylra=0,

puisque pour v == 0 et pour tout u on a Y)71 == 0.
Par suite, sur AB, F'(u, 0) = 0 et L'(0) = f^ F'(u, 0)du === 0.

Résultat naturel puisque AB est une géodésique.
De la même manière :

(3) L^po) = F F"(u, ^o) du = ^ ̂  (P)" du — ̂  Ç du.

Pour PO == 0> on vient de voir que F'(u, 0) === 0. La seconde
intégrale est donc nulle. La première s'écrit en tenant compte
de (1) et de F(u, 0) = 1 :

r f1 ô^ • ̂  •w + w^ + Yln')du-
^u. \ z /

Évaluons la parenthèse.
A cause de (1) le tenseur de courbure se réduit le long de

AB à:
A

RapfS = o (^TpgaS + Ax8gp-r —— (̂SS —— ^P^).

En utilisant (2) :
^gap.ïlW^ - ̂ gnn^ === ô ,̂. 1 .̂

Et puisque ô^gpy = 0 sur AB :

^g^Wy = —— R.nyn .̂

D'autre part :

^=-h"'].
OU
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Finalement, pour VQ == 0, (3) s'écrit :
L"^== £[ \- R•^ylir'y + w^] du + irt

On peut poser Y)" = Y]^, où (A'iAa = — 1. Alors

Yj» = Yj(A« + Tj^ ga^"^ = 0.

Avec ces notations :

(4) L"(0) = f^ [ï)2(- R,,,̂  + g.p )̂ — ̂ ] du + |YI»'|;:

Si, en particulier, MI == 0, u^ == s, et si les extrémités de AB
sont fixes dans la variation :

(5) L"(0) = ̂  W- R,̂ 1^ + ^p^piP) - yj^j du.

En intégrant par parties ïj2 on obtient encore :

(6) L"(0) == fj W- R,^^ + g.^) + ïj. ïi] ̂ .

3. — L'homotopie temporelle de Vn.

Nous allons adapter une méthode due à Myers (voir [10]).
Conservons les notations du paragraphe précédent, et choisis-
sons le long de AB, (n — 1) vecteurs pi/, notés ̂  et définis
en coordonnées de Fermi par (JL^) = S|. Il vient sur AB :
pi» = 0, et (6) se réduit à :

(7) L^O) = ̂  [- yi2^^ + y^] du.

Ceci posé, d'après le théorème (1, II) une classe de <-homo-
topie contient une géodésique de longueur maximum.

Soit AB cette géodésique, et s sa longueur. On doit avoir
L"(0) <; 0 pour toute fonction Y) positive ou nulle et nulle

en A et B ; en particulier pour Y) == sin — u.
s

Pour ce choix de Y], (7) entraîne donc :

J Y)2 —— R^nkn ——^1^<0 pOUr tOUt /f.
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Additionnons membre à membre les {n —— 1) inégalités
obtenues en donnant à k les valeurs 1, ... n — 1, et observons
que

—in

^j RfcnfcT» == —— Rnn == —— Kap^^-
fc=l

II vient :

J^2 [R«jW - (n - 1) ̂ J ̂ u < 0.

Par suite, si la courbure de Ricci est supérieure ou égale à es

(c'est-à-dire X^X» = 1 -^ RapX'XP > e2), on doit avoir

Tc\/n"=l
e

D'où le

THÉORÈME (2, II). — 5i Vy» e5< compacte ou t-complète et si
XaXa == 1 ==:=:^ RapXaXP ̂  e2, Zc5 classes de t'homotopie nad-

, , , y . . , ^\/n — 1mettent pas de courbe de longueur supérieure a ——————•
e

En particulier les éventuels lacets temporels de V^ sont homotopes
à zéro,

De façon imagée, V^ est « compacte dans le temps » et
« homotope à zéro dans le temps ».

COROLLAIRE. — Si ¥4 est un espace-temps compact ou
t-complet schématisant un fluide parfait champ électromagné-
tique, et si sa constante cosmologique est négative ou la densité
de matière supérieure à un nombre positif, alors V4 est compacte
et homotope à zéro dans le temps.

Preuve. — Avec les notations du théorème (13, I) on a :

X-X^ = 1 -> R^XP > y, [̂ - (p + p)

+^^^F,pF^]—^-/c.

Si k<0: Rai^X^—^/cX).

Si p > a2 : RapX^P > 2y,a2 > 0.
Il suffit d'appliquer le théorème précédent.
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Nous allons retrouver ce résultat pour une voie plus simple.
Soient ¥4 un espace-temps compact ou ^-complet, AB une

géodésique temporelle. Si le point A n'a pas de point conjugué
sur AB, il existe un voisinage de AB recouvert par un faisceau
régulier et différentiable de géodésiques temporelles issues de
A. Si u^ est le vecteur unitaire tangent à ces géodésiques, on a :

u ^Va^p == 0, Va^p = Vp^a? sauf en A.a^- a^B — ^î v a^B — v B^a?

Par suite l'identité Rapt^ = V^p^a—ôpVai^ s'écrit en
contractant avec u^ :

(9) Rap^U? + V^VaUR = —J- V^,
CvS

où s est l'arc de géodésique compté à partir de A.

LEMME (4, II). — VaUpV^^1-^^)2, l'égalité n étant
o

obtenue que si Va^p = C(gap — ^a^p).

Preuve. — Dans un repère orthonormé (ôi, 63; e^ e^ = u)
on a :

,-> -> •> ->
! ?

l^Va^p = 0 ===4- V4Ûp = 0, VaMp = VpUa -^ V R^ = 0.

Si les indices latins varient de 1 à 3, on a donc :

VaUpV^P = VfUyVW = 2^ V.^.V^.

Considérons la matrice A d'éléments V^, on a donc

Va^pV^P = trace A2.

Comme d'autre part V yU9' =—^7^=—trace A, tout
t
A

revient à démontrer que tr A2 ̂  — (tr A)2.
Si on pose :

/ a b c\
A = ( b d e\

\c e f
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on a :

3tr A2 — (tr A)2 = 3(a2 + 2&2 + d2 + 2c2 + 2e2 + f2)
—(a+d+f)2= 6b2 + 6c2 + 6e2 + (a — d)2

+ ^ — / • ) 2 + ( ^ — / • ) 2 > 0 .

L'égalité n'est obtenue que si :

b == c == 6 == 0, a = d == f,

c'est-à-dire A == C.Irf, ou Va^p = C^ap — UgU^),
Supposons que X^a = 1 ==^ RapX^P > e2 > 0.
Il résulte de ce lemme que (9) peut s'écrire :

^+^x'+ïx=o•
où

y == VaWfiV»^ ——-^(VaM")2 + RaBM'MP > ë2,
0

J_
'3'

X = VaM".
r x

Cette équation s'écrit, en posant y = exp ^ — ck,

^+1.^-0
^2 1 3 y~

D'après la théorie de Sturm, si y .̂ e2, l'écart de deux zéros
iiY/3'successifs d'une solution est <^-——• Or, les zéros de y corres-a

pondent à des discontinuités de Va^". En remarquant que si
un arc géodésique AB réalise le maximum des longueurs des
arcs de sa classe de (-homotopie il ne porte pas de points
conjugués, on voit qu'on a démontré le théorème (2, II)
pour n == 4.

4. — Notion de variété périodique close.

DÉFINITION (4, II). — Soit R la droite numérique. Nous
dirons qu^une variété V^ est périodique et close s^il existe une
variété à (n — 1) dimensions Vn-i compacte, orientable, de classe
C°°, et un homéomorphisme h: V^ —> V^-i X R de classe C°°
tels que:
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a) les variétés h'~l{\x\ X R), où xe Vn-i, sont orientées dans
le temps,

b) les variétés h^^Vn-i X {t})^ où t e R, sont orientées dans
l^espace,

c) la métrique ds2 de Vn est de classe C°°, et il existe un nombre T
appelé période tel que le ds2 soit invariant par

(^ t) -> (^ t + T).
Un espace-temps isométrique à une variété périodique close

sera dit périodique clos.

La variété compacte Wn.
Soit Si la relation d'équivalence définie sur V^ par :

h-l(x X t) = h-l(x X t ' ) mod. % -4==^ x == x , t = t' mod (T).

La variété quotient Wn == VJâl est homéomorphe à
^n-i X S1. En particulier, elle est compacte et orientable.
Si définit une projection p : V^ —> W^ de classe C°° qui, évidem-
ment, est une isométrie locale.

Coordonnées adaptées au caractère périodique.
Tout point de V^ est de la forme h~^(x X t), où x e V»_i, ( e R.
Si on a choisi sur V^_i un système de carte dans lequel x

a pour coordonnées {x1, . . ., a;""1), les nombres (a;1, . . ., .r71"1, t)
seront dits coordonnées adaptées au caractère périodique
pour le point {x, t). Le même système de coordonnées vaut
sur W^ avec la restriction 0 ̂  <<; T.

Dans ces conditions ( == f{x1, . . ., ^"~1), ou plus brièvement
( === f(x), f étant de classe C^p ^> 0), représente dans V^
(resp. W/i; si 0^/*<;T) une variété homéomorphe à V^_i.
Réciproquement si S est une variété à (n — 1) dimensions
orientée dans l'espace, il lui correspond une fonction

/•=V^^R.

Formule de cohomologie pour les variétés périodiques closes.
Soit V^ la variété périodique close précitée. Donnons nous

sur R une fonction C°° croissante /*(() telle que

/•((+T) =/•(()+ a,

où a est une constante. Cela définit sur S1 (de longueur T)
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une fonction dont la dérivée est C°° et non nulle. L'image inverse
de cette fonction dans h définit sur W^ une fonction U dis-
continue mais dont le gradient <pa ^t continu, non nul, et
orienté dans le temps puisque orthogonal aux variétés

h-^Yn-lX M).

Ainsi le vecteur <pa es^ fermé et orienté dans le temps. Sur
W^ — S (S == /^'l(V„_l X <o)? ^e S1) il se réduit au gradient
de U; sa période relative à h^^x^ XS1) est donc:

P =f^dx<t=f^V dx^, où y==/î-i( |^| x S1).

Mais la dernière intégrale est égale à la variation de U à la
traversée de S === /^(V^i X ^o|)? c'est-à-dire a. On a donc :

(1) f^dx-=a.

Soit (/a un vecteur cofermé de classe C1. Comme S est de
volume nul :

f^^d^=f^^.d^

Mais sur W^ — S, Ça == ^U, donc :

f^^-^=f^_^U.^d..

or Va(U^1) == ôaU.^ + UVa^"' = ôaU. ̂ a, par suite

^-s0^-^- ̂  =J^-s v"(uwa) ̂ -

Si ^ est le vecteur normal unitaire, d(j l'élément d'aire de
ôS la formule de Stokes donne :

f^^d^=f^^V.^d^

Mais ô(W^—S) == Si—So, où Si et So sont deux exemplaires
de S munis d'orientations évidentes.

Par suite :

Ç Ça^ dv = / U. ̂ riy, dvj — Ç U. v^Uy, da.
^ Wn J Si *^ So

Sur Si et So, U prend des valeurs constantes dont la diffé-
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rence est la variation de U à la traversée de S, c'est-à-dire a.
Ainsi, compte tenu de (1) :

/ (pa^. dv = P f ^n». rfcr.
•y Wn J S

THÉORÈME (3, II). — Soient V^ une variété périodique close,
W^ la variété compacte Vn/^l. S ime variété compacte orientable
à {n — 1) dimensions orientée dans V espace, (pa U7îe l'forme
fermée temporelle, Vg, une 1- forme co fermée, P la période de y
relative à Vune quelconque des variétés /r"1^ X S1), alors:

f (y ^ = P f (.*.
. / W n ' 1 7 / *7S

Preuve. — S est homologue à S == /r'^V^i X <o)? où ^o €E S1.
Comme v* est cofermé / ^ = f ^** Le théorème résulte alors
de la formule qui le précède.

5. — Sur une conjecture en métrique elliptique.

Soit V^ une variété de dimension n, compacte, orientable,
munie d'une métrique elliptique de classe Cp{p ̂  1).

Rappelons que la classe d'homotopie d'une sous-variété
compacte de V^ est l'ensemble des variétés qui s'en déduisent
par homotopie, la dimension de la classe étant la borne
inférieure des dimensions des variétés de la classe.

Si une classe d'homotopie est de dimension n — 1, les aires
de ses éléments sont bornées intérieurement par un nombre
positif. 11 semble naturel de conjecturer qu'il existe dans la
classe une variété d'aire minimum, c'est-à-dire l'aire est infé-
rieure ou égale à l'aire de toute autre variété de la classe.
Si V^ est de classe C°° il paraît non moins raisonnable de conjec-
turer que cette variété est de classe C3.

Nous allons montrer que ces conjectures entraînent le théo-
rème suivant : soit V^ une variété riemannienne compacte
de classe C00. Si sa courbure de Ricci est positive, son homoto-
pie à (n — 1) dimensions est nulle. Si sa courbure de Ricci
est positive ou nulle et son homotopie à n — 1 dimensions
non nulle (en particulier si îln-i (VJ '=/=- 0), elle est localement
réductible.
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Supposons rhomotopie à (n — 1) dimensions non triviale.
D'après la conjecture il existe une sous-variété H à (n — 1)
dimensions, compacte, de classe C3, d'aire minimum. On peut
toujours supposer S et V^ orientables en passant aux revête-
ments à deux feuillets. Choisissons alors une orientation du
fibre normal de ïi et portons dans le sens qu'elle définit les
géodésiques issues de ̂  et normales à ï. 11 existe un voisinage V
de S dont tout point est atteint une fois, et une fois seulement,
par ces géodésiques. Soit u" le vecteur unitaire tangent à ces
géodésiques orientées comme il a été dit. Le vecteur u9' est
de classe C3 sur V et vérifie : i^V»^ == 0, Va^p = Vp^a- Si s
est l'arc de géodésique compté à partir de ï on a aisément :

RapU^P + V^pV^ = d (Va^).
CvS

Intégrons les deux membres sur une géodésique normale
à S:

H = f5 [R^U? + V aUpV ̂ P] ds == —— ( V a^), + ( V a^)o.

mais S est d'aire minimum dans sa classe d'homotopie, c'est
donc une variété minima au sens de la géométrie différentielle,
donc (Va^o^O. Ainsi ïî = {^7 ^u^s- En intégrant sur le
volume V bordé par ïi et une variété parallèle H(^) :

/vH.^=-y;v,u'.^.
La formule de Stokes appliquée en remarquant que u01

est orthogonal à X(«) et S entraîne :

f H dv = aire H — aire S(5).

Mais 2(s) est homotope à S, donc aire S ̂  aire H{s) et

( H dv < 0.Jv ^

On ne peut en particulier, avoir H > 0, ce qui serait le cas
d'après la définition de H si la courbure de Ricci était positive.

Si la courbure de Ricci est positive ou nulle et si l'homotopie
à (n — 1) dimensions n'est pas nulle, le raisonnement précédent
montre que H = 0 sur V, donc Va^p==0 sur V. Considérons
la composante connexe C de V^ contenant V et sur laquelle
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il existe un vecteur <pa à dérivée covariante nulle et se réduisant
à Ua sur V. Evidemment C est fermé. Si C ne coïncide pas
avec ¥„, il admet un bord non vide B. Mais le raisonnement
précédent montre qu'il existe un « cylindre » maximal de C
sur lequel VaÇp == 0, et que ce cylindre est un ouvert. En tant
que maximal ce cylindre devrait contenir des points de B
et en tant qu'ouvert il devrait être intérieur à C, donc B === ^
et C = V,

Une méthode de résolution des systèmes d'équations aux
dérivées partielles globales consistera, comme le montre
l'exemple précédent, à chercher des supports remarquables
pour les conditions initiales. Nous allons l'appliquer aux
variétés périodiques closes pour lesquelles nous démontrerons
la validité de la conjecture énoncée dans ce paragraphe.

6. — Existence de sous-variété spatiale d'aire maximum
sur une variété périodique close.

Vn est, une fois pour toutes dans ce paragraphe, une variété
de classe C°° munie d'une métrique hyperbolique normale ga8
de classe C00, périodique et close au sens du paragraphe IV.

DÉFINITION (5, II). — Avec les notations du paragraphe IV,
soit t = f{x1, . . ., rc71"1) une sous-variété compacte de T^. Nous
dirons qu'elle est orientée dans l'espace (resp. isotrope) au point
x, si son contingent en ce point est à l'extérieur (resp. sur) du
cône temporel. Si elle est orientée dans l'espace en tous ses points,
nous dirons qu'elle est spatiale. Définition analogue dans le cas
isotrope.

II est clair qu'une telle sous-variété 2 orientée dans l'espace
ou isotrope, est lipschitzienne.

L'ensemble des sous-variétés t == f{x1, . . . , rc71"1) orientées
dans l'espace ou isotropes, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, est un espace 3). Si on impose à f d'être de
classe C1 on définit un sous-espace 3)' de 3). On désignera par
3)" l'espace 3)' métrisé par la distance :

^,g)=Max l/--gi+^ ^_M
Ô.K' ôa;'
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LEMME (5, II). — 3) est compact: c'est le complété de 3)'.

Preuve. — W^ est compact ; les éléments d'une suite fi de 3)
sont donc également bornés : 0 ̂  fi[x) < T.

Comme les fi sont orientées dans l'espace ou isotropes,
elles sont équi-continues. Le lemme résulte alors du théorème
d'Ascoli-Arzela.

L'aire d'un élément de 3)' est bien définie : c'est l'intégrale
étendue à V^_i de la racine carrée du déterminant de
la métrique induite sur l'élément.

L'aire est une fonctionnelle positive ou nulle, continue
sur 3)' ; elle est manifestement concave. L'inverse de l'aire est
donc une fonctionnelle positive, continue sur 3)", et convexe.
D'après un théorème de Haar (17) c'est donc une fonctionnelle
semi-continue intérieurement sur D'. Par suite l'aire est semi-
continue supérieurement sur 3)'. Donnons de ce fait une
démonstration directe.

LEMME (6, II). — Uaire est une fonction semi-continue
supérieurement sur 3)'.

Preuve. — On peut se borner à le démontrer pour le sous-
espace de 3)' constitué par les sous-variétés orientées dans
l'espace et de classe C1, en remarquant qu'une variété de 3)'
est limite au sens de 3)" de variétés de ce sous-espace et que
l'aire est continue sur 3)".

Soient alors ïi une sous-variété spatiale de 3)', S^(i = 1,2...)
une suite de sous-variétés spatiale de 3)' convergeant vers S
au sens de la topologie de 3)'. Il existe un voisinage V de S
recouvert par les géodésiques normales à S, chaque point de V
étant atteint une fois et une seule. Puisque ïi est orientable,
orientons son fibre normal : cela oriente les géodésiques
précédentes. Soit u9' le vecteur unitaire tangent à ces géodé-
siques. Si i est assez grand, ^ — S est le bord d'un domaine
D, de V.

La formule de Stokes donne :

^ V^. dv = f^ u^da — aire 2,

où 'H est le vecteur unitaire normal à ̂ .' Mais d'après l'inégalité
i

(17) Voir 6, voir aussi P. Gillis [5], p. 70.
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de Schwarz vue au chapitre i : Uyn^ ̂  1. Par suite :

f^ UgU9' d(j ̂  aire Si
et ainsi :

aire S, ̂  aire S + / V a^ • dv.^DI
Or:

| Ç Va^. dv ^ MaxIVa^l. volume D.,
l ^Dt D.' D» ' D,

et
lim volume D, == 0 :

donc
lim aire S, < aire 2 (C.Q.F.D.)

THÉORÈME (4, II). — Uaire Sune sous variété S de 3) est
la plus grande limite des aires des sous-variétés de 3)' convergeant
uniformément vers S. C^est une fonction semi-continue supérieu-
rement au sens de la topologie de 3).

Preuve. — L'aire est une fonction semi-continue supérieure-
ment sur 3)'. Comme 3) est le complété de 3)', il résulte d'un
théorème de Fréchet (voir [4]) que l'aire se prolonge de façon
unique sur 3), où elle est encore une fonction semi-continue
supérieurement.

Nous allons établir l'existence d'une borne supérieure des
aires des sous-variétés de 3).

LEMME (7, II). — Soient V^ une variété munie d^une métrique
hyperbolique normale, périodique et close, et W^ V espace compact
V^/31. Il existe toujours sur W^, et par suite sur V^, un champ
de vecteurs co fermés v de norme supérieure ou égale à 1.

Preuve, — Soient (x1, . . ., a;71"1, rr" == () un système de coor-
données adapté au caractère périodique sur W^, gap l'expression
du tenseur métrique dans ce système. Le vecteur V"' défini

p8ir:vi=0{i=l, . . . , M—I), ^==A.|g|~^, où A=Maxv/-^
répond à la question car Yft onn

g^v^ = g^v^ > 1,

V.-^W^[^]=^=0.
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THÉORÈME (5, II). — Uaire des sous-variétés de 3) est bornée
supérieurement par un nombre B > 0. Il existe dans 3) une
sous-variété SB S aire B.

Preuve. — Montrons l'existence du nombre B. A cause
de la semi-continuité supérieure de l'aire et de la densité
de 3)' dans 3), il suffit de prouver l'existence d'une borne
supérieure des aires des sous-variétés de 3)'. Soit S l'une d'elles.
Avec les notations du théorème (3, II) :

f^^dv=Pf^n,d^

où, grâce au lemme précédent, on a pu choisir P01 cofermé et
de norme supérieure ou égale à 1. Il est clair que v^Uy, ne
s'annule pas sur S et peut être supposé positif. D'après l'iné-
galité de Schwarz du chapitre i :

1 Fâ ;> l? par suite - ( y^ dv >. aire S.
s- Jw/»

Le membre de gauche ne dépend pas de S donc aire S a une
borne supérieure B. La seconde partie du théorème résulte
de la compacité de 3) établie au lemme (5, II) et de la semi-
continuité supérieure de l'aire (théorème 4, II). On remarquera
que P~1 / Ça^ dv ne dépend que de la « direction » de la
classe d'homologie de <pa car la substitution

?a -> ^?a + ôaU(^ e R)
donne

p-i ̂  x-^P-i, /^ 9^ dv -> X /^ ̂  dv.

Nous allons démontrer que SB est de classe C2.

LEMME (8, II). — Le problème de la recherche du maximum
de Vaire

Ç F/yl y"-l f. -̂  u \ ̂ 1 //r71-!

Jv^ \ ? ' * l ? ? ? ô^ • • • ' Ô^-V A- • •A

(Kune sous-variété t = f{x1, ..., a;""1) de 3), est un problème
elliptique au signe près.

Preuve. — Analogue à celle d'un théorème de Lichnerowicz
([8], p. 43). Si (==/B(^1 , . . . , ^n-1) est l'équation de SB en
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coordonnées adaptées au caractère périodique, fe est lipschit-

zienne. Par suite /a est dérivable presque partout et ^ = -LB

°x^

définit pour chaque i une distribution de support Vn-i' P31*
conséquent

> f _ WB si a = l

^-(l si a = n

définit un courant de degré 1, de support SB, sur V^. Puisque SB
est spatiale au sens de la définition (5, II), g^afe. ôp/*B > 0,
là où /*B est dérivable, c'est-à-dire p.p.

Comme dans le cas où SB est de classe C2, le fait que Faire
de Sa soit extrémale entraîne :

(g^ —— A^) WB.WB. (ôap/B —— lYpôp/a) = 0.

On doit chercher le signe de :
(gap^ _ g^)ôx/B.WB.V,Vp = N^^.NÇV,) - (V^a)2.

Or, NÇôa/'a) > 0 p.p. ; l'inégalité de Schwarz entraîne :
N(ô,/•B).N(V,)—(Vaô,/•B)2<0.

Le problème est donc elliptique au signe près.
Mais C. B. Morrey a démontré ([9]) que si un problème ellip-

tique attaché à une intégrale de la forme :t^,..., /-., <;^,... ,̂ ) .̂..̂ ->
admettait une solution de classe C1, la solution était de classe
C2. D'autre part J. Nash ([11]) a démontré que s'il admettait
une solution lipschitzienne cette solution était de classe C1.
Comme fe est lipschitzienne, on a le

THEOREME (6, II). — I I existe une sous-variété de 3) de classe
C2 et d'aire maximum.

7. — Applications.

Considérons un espace-temps ¥4 périodique clos de tenseur
de Ricci Rap.

Soit W4 la variété ¥4^% (voir paragraphe IV) et p la projec-
tion canonique: p : ¥4 -> W4. D'après le théorème (6, II)
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il existe sur W^ une variété SB. Il est clair que p^ÇSe) est
formé de variétés à trois dimensions de classe C2, compactes,
orientées dans l'espace, est d'aire maximum B, dont l'équation
est :

( = f^x1, x\ x3) + ̂ .T, où /ce Z.

Soient S et 2' deux telles variétés de V4 d'équations :

t = /A(^, x\ x3) et t = /A + T.

Ainsi S' — S est le bord d'une partie V de ^^4 telle que, si V
est la fermeture de V, p(V) = W4.

Feuilletons ¥4 par les variétés parallèles à 2. Leurs trajec-
toires orthogonales sont des géodésiques de vecteur unitaire
tangent M". Comme 2 est de classe C2, u9' est de classe C1,
et la formule :

H =f^ [Rapu^P + Va^V^P] ds = — (V^), + (Vau°%.

du paragraphe 5 est valable. Mais S est une variété minima,
donc (VaU^o == 0, et il reste :

H =f8 [RapU^P + VaUpV^P] ds = —— VaU01.

Intégrons H sur V :

j^ H dv = ——f^ V^U01 ÔV == ——f^f U^a dd + ̂  U^a rf(T,

où Ma est le vecteur unitaire normal à il ou 2'. Mais sur S :
u" = y^, donc /^ u^a rfcr = aire S. D'après l'inégalité de
Schwarz, sur 2' :

u^-ny. ̂  1, donc /^ u^a ̂  ̂  Ç , da = aire 2' = aire 2.

Par suite :

(1) /v H ̂  < °-

Etudions le signe de H. Pour cela commençons par étudier
le signe de Va^pV^? : dans la métrique elliptique (théorème 1,1)

A<x(î = —— go? + 2UaMR, OU à A*^ == h^.
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Ainsi, /^VaUp = (— g^ + 2^^) VaUp = — V^p puisque
^Va^p = 0. Et puisque V^i^i = "7y.u\ on a :

A*^V^=A*^V^.

Donc V^pV^^Mi^Va^. Vpu^>0, l'égalité n'étant obte-
nue que si Va^p == 0.

Étudions le signe de R^u^ : si l'espace-temps est vide
R<xp == 0. En schéma fluide parfait-champ électromagnétique
et si la constante cosmologique est négative ou nulle, il existe
des domaines où Rapu^P > 0 d'après le théorème (13, I).
Dans les deux cas il en résulte que

H =f^ [R^u^ + V^V^P] ds > 0,

l'égalité n'étant obtenue que si V^p == 0, R^u^ = 0. De
l'inégalité (1) on déduit le :

THÉORÈME (7, II). — Si un espace-temps extérieur est pério-
dique et clos, il est localement euclidien.

Preuve. — En effet R^p === 0 et VaUp == 0 entraînent, comme
au théorème (10, I), V^ localement euclidien.

THÉORÈME (8, II). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique un espace-temps périodique clos est à constante
cosmologique positive.

Preuve. — Sinon, il existerait des domaines de ¥4 où H > 0.
Comme H > 0 partout, on en pourrait avoir C H. ̂  < 0.

Q • . ^ v*

bi on revient aux espaces-temps compacts les plus généraux,
leur premier membre de Betti n'est pas nul. Mais d'après le
modèle d'univers construit au chapitre premier on ne peut
espérer trouver des sections d'espaces globales et les méthodes
précédentes ne s'appliquent plus.
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CHAPITRE III

VARIÉTÉS DE G. DE RHAM

Ce chapitre vise à étudier les variétés V^ compactes et orien-
tables par la technique des formes harmoniques, en l'absence
d'hypothèse sur la signature de la métrique gag. Les résultats
obtenus à l'aide de cette méthode par les différents auteurs,
reposaient tous sur le fait qu'en métrique elliptique

L ^<x. • . ^' • • àv == 0 ===>- <a.. . ̂  0.
U Vft

Ici, l'existence de tenseurs isotropes rend ce type de raison-
nement inutilisable. Nous lui en substituons un autre reposant
sur un lemme analogue à celui de Du Boi Reymond en calcul
des variations.

Notations et rappels (18). — Les variétés envisagées seront
toujours compactes, orientables, munies d'une métrique g^
de classe C00.

Les p-tenseurs a et (S, ont un produit scalaire local en
A

Xo e V^, noté (a, (3) et défini par : (a, ?) == -y a^ . . . ̂  • • • ̂ .

L'espace vectoriel des p-tenseurs définis sur V^, est muni
d'un produit scalaire noté < a, (3 > et défini par :

<a,p>=/^(a,p).^.

En métrique non elliptique < a, ? > ne définit pas une
norme, puisque <; a, a > === 0 ==/=^ a = 0.

Cet espace vectoriel est muni de la topologie faible (19) :
des p-tenseurs tj convergent faiblement vers le p-tenseur (,

(18) Voir, par exemple, Lichnerowicz [6], pp. 169-189.
(19) L. Schwartz [8], tome I, pp. 72-73.
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si les < tj, y > convergent vers <; t, 9 > quel que soit le
p-tenseur ç. Nous noterons : tj — t.

Enfin, Ap, Fp, Cp, hp, c?, Hp désignerons les espaces des
p-formes de classe C° respectivement : quelconques, fermées,
cofermées, homologues à zéro, cohomologues à zéro, harmo-
niques.

1. — Caractérisation de la métrique par l'espace Ci.

LEMME (1, III). — Si un p-tenseur <p est orthogonal à un
sous-ensemble K, dense dans Vespace des p-tenseurs, alors
y = 0 .

Démonstration. — Soit X un p-tenseur quelconque. Il existe
une suite Yi e K telle que T; —^ À(X, y), donc

< y,¥, > -> < 9, X(X, 9) >.
Mais

< y, ¥, > = 0, < y, X . (À , ?) > = < (X, y), (^, y) >,
donc

<(^y), (X,9)>=o.
Comme (y, X) est continu, (y, X) = 0. Comme X est arbitraire;
y==0.

On en déduit, en particulier, que si un tenseur d'ordre 2
est orthogonal à un sous-ensemble dense dans l'espace des
tenseurs symétriques (resp. antisymétriques) d'ordre 2, il
est antisymétrique (resp. symétrique).

Cette remarque servira plus loin.

LEMME (2, III). — Si Aaû est un tenseur symétrique de classe
C1, l'application 9^ -> AaR^ est un endomorphisme de F^
(resp. h^) si et seulement si Aap==Â ' .gap? ou k == constante.

Démonstration. — La condition est manifestement suffisante,
montrons qu'elle est nécessaire. Pour tout vecteur fermé
Ta? AapyP doit être fermé, c'est-à-dire :

(1) (VxA,p — VpA^ + (AapV^ — A^V^) = 0.
Soit Va un vecteur arbitraire en un point arbitraire (a^o e V^.
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Prenons des coordonnées normales x^ en ce point, et posons
1U = -^- (Va^)2. II est aisé de construire une fonction U'
/i

définie sur V^ tout entier, de classe C1, et dont la restriction
à un voisinage de {x^o soit U. Le champ fermé 9^ == ^xU'
est tel que (9^ = 0, (VaÇp)^ = VaVp.(l) donne alors:

A^V^ = A^VpV01, soit A^V01 = /cVp ;

Va est arbitraire, donc Aap == A-.gap-
Cette valeur de Aap substituée dans (1) donne :

(ppô^/c = (p^PÀ*.

Comme on peut trouver sur V^ un champ fermé dont la restric-
tion à (x^o soit un vecteur (<pa)o arbitraire, cette dernière
égalité entraîne ô^/c = 0, soit k == constante.

Il est clair que ce lemme vaut sans hypothèses topologiques
sur Vn.

LEMME (3, III). — Si Aap est un tenseur symétrique de classe
C1, Inapplication y a ~~^ AaQî^ es^ un endomorphisme de Ci, si
et seulement si Aap == kgy,^ où k == constante.

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante,
montrons quelle est nécessaire. Pour tout vecteur cofermé y<x?
AaQ9^ doit être cofermé. Par conséquent, pour toute fonction V
de classe C1 sur V^ :

f^ A^OpV. ^==0.

Prenons en particulier Ça == V^Fxa? où F^a définit une 2-forme
arbitraire. En usant de la formule de Stokes, il vient

F^Vx(A,PôpV) = 0.

Comme Fag est un tenseur antisymétrique arbitraire, le lemme
(1, III) montre que

Vx(A,PôpV)

est symétrique, c'est-à-dire que (Aa^ôpV) est fermé. L'applica-
tion ô^V —> Aapô?V est donc un endomorphisme de Ai. Comme
V est arbitraire, le lemme (2, III) entraîne Aap == kga^
k = constante.
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Ce lemme suppose essentiellement V^ compacte.

THÉORÈME (1, III). — Considérons deux métriques de signa-
tures quelconques gap ^ ^ap sur Vn. Désignons par Ci (gafi)
^ Ci(Aap) ^5 espaces des 1-formes cofermées respectivement
dans gap ^ 6ÎOM5 Aap- 'Si n=^2 et Ci (gap) c Ci(Aap), â^o^

A1 === constante.
Aap === /C.gap,

. '•' 0 * *

Démonstration. — Définissons h^ et h par h^h^ == S^,
A = Dét (Aap).

Soit ya^C^gap)? alors yaeCl(/lap) et pour toute fonction V
de classe C1 sur Vn :

Par suite
^^.ôpV.A^VlAI ̂ ...̂ n = 0.

/v^V.R-^ ̂ ^^^...^^^O.

Ce qui prouve que :
* i.

yJ^-^eC^).
6

?^ 1 A ~Ainsi, l'application yP -> Ça^ est un endomorphisme

de l'espace Ci^ap)- D'après le lemme (3, III) :

h^.
* i.
h\2

=X..

(X = constante).
C'est-à-dire :

A-i
h^=kg^ X=± | / c | 2

Si n •=/= 2, /c est donc une constante.
Alors que l'espace Fi ne dépend que de la structure diffé-

rentiable de Vn, la donnée de Ci détermine la métrique à un
coefficient numérique près. A toute propriété métrique doit
donc correspondre une propriété de Ci. Nous allons traduire
cette correspondance pour les espaces d'Einstein.
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2. — Caractérisation des espaces d'Einstein.

THÉORÈME (2, III). — Lorsque n ̂  2, V/, est un espace
d'Einstein si et seulement si l'application <pa —> ̂ ^^y. est un
endomorphisme de Fi.

Démonstration. — Si 9^ est un vecteur fermé, et si

„., . , Kap^.gag,
1 identité :

(1) R^ya = v^py, — ôpv^,
s'écrit

^.yp+^v^a) = v^yp.
Mais n =7^ 2 ==^ A- = constante, A' .yp est donc fermé et par

suite V^aVp l'est aussi. La condition est donc nécessaire,
montrons qu'elle est suffisante. Si <pa étant fermé, V^aÇfi
l'est aussi (1) montre que R^P est fermé. Comme y» est
arbitraire dans Fi, le lemme (2, III) entraîne R^p = kg^.

THÉORÈME (3, III). — Même théorème pour h^

Démonstration. — Même démonstration.
Ces deux derniers théorèmes sont locaux, au même titre

que le lemme dont ils dérivent.

^ THÉORÈME (4, III). — La variété V^ (n ̂  2) est un espace
d'Einstein si et seulement si l'application <pa -> V^V^yy. est un
endomorphisme de Ci.

Démonstration. — En passant au revêtement orientable
à deux feuillets, on voit que l'hypothèse d'orientabilité est
surabondante.

La condition est nécessaire : si <pa est cofermé, l'identité

(1) R^ = V^j^a —— ôpV^

s'écrit
/C.9p == V^pÇa

et puisque k est constant, V^pÇa est cofermé.
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Pour toute fonction V de classe C2 sur V^, on a donc

f^ ôPV.V^i^a .^—O.

La formule de Stokes entraîne :

f^ V^PV.Vpya.A^O.

A cause de la symétrique de Va^fi^

f^ VlW.Vpya.^^O.

Une nouvelle application de la formule de Stokes donne

f^ (^V.VPVj^a.^^O.

Puisque ^V est arbitraire, cela montre que V^VpÇaCSt
cofermé. La condition est suffisante : <pa étant cofermé, suppo-
sons que V ^ V p Ç a le soit. Les calculs faits ci-dessus montrent
que V?Vp9a est cofermé. D'après (1), R^ya l'est donc aussi.
L'application 9 a —^ R^xîp est donc un endomorphisme de Ci.
Le lemme (3, III) entraîne Rap == A-.gap-

Nous allons poursuivre l'étude des espaces d'Einstein à
tenseur de Ricci nul et préciser les techniques nécessaires à
cette étude.

3. — Rappels de résultats sur les formes harmoniques (20).

Adjointe (Tune forme.
Si Y) est la forme élément de volume de V^, on appelle adjointe

d'une p-forme a la (n-p)-forme notée -X-a et définie par ses
composantes :

(^^^...^^^^..^a^-^p.

Rappelons la relation

-^ -X- a = Eg. (— I)̂ -P)) .a, ^ = (— l)81^ ̂

(20) Ces deux premiers paragraphes ont fait l'objet d'une note : A. Avez [1].
Voir aussi [4] et [6] auquel les notations sont empruntées.
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qui permet de définir l'opérateur :X:1 sur les p-formes par:
:)?=£,.(——1)^%.

Opérations d, S —, A.
Soit d l'opérateur de différentiation extérieure sur les

p-formes. L'opérateur à sur les p-formes, fait correspondre à
toute p-forme a une (p — l)-forme définie par :

ga== (—l)P.:)p^a.
De la relation dd == 0, on déduit SS == 0.
Rappelons encore que § est l'adjoint de d par rapport à <, >.
Enfin, nous introduirons l'opérateur A, qui à toute p-forme a

fait correspondre une p-forme et qui est défini par : A == dS + Sd.
Pour les o-formes, on vérifie que A est l'opposé du laplacien Ag.

Rappelons enfin que les opérateurs A et -)(• commutent.

Théorèmes de Hodge-de Rham.
G. de Rham a démontré, dans un raisonnement qui ne fait

intervenir que la structure différentiable de la variété, le
théorème suivant (21) :

La dimension de l'espace quotient Fp/Ap est finie et égale au
p*"6 nombre de Betti Bp(VJ de la variété V^.

Les éléments de F p / h p sont appelés les p-classes d'homologie
sur les réels.

Définissons une p-forme harmonique a par la condition
Aa === 0. En métrique elliptique, Hodge et de Rham ont établi
que chaque classe d'homologie contenait une forme harmonique
et une seule. D'une manière précise on a ce que nous désigne-
rons par

Théorème de forte décomposition.
Ap == hp X Cp X (Fp n Cp).

Pour des raisons qui apparaîtront au paragraphe 5 nous
introduirons le

Théorème de faible décomposition.
hpX CpX (F? n Cp) est dense dans Ap au sens de la topologie

faible.
(21) G. de Rham. Sur l'analysis situs des variétés à n dimensions (Thèse), Journal

de Mathématiques pures et appliquées, 10 (1931), pp. 115-200.
(22) Voir A. Avez [2].

9
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DÉFINITIONS :

Variétés fortement de G. de Rham : celles pour lesquelles
le théorème de forte décomposition est vrai.

Variétés faiblement de G. de Rham: celles pour lesquelles
le théorème de faible décomposition est vrai.

En métrique elliptique toute variété est fortement de
G. de Rham. Nous verrons qu'il n'en est rien en métrique de
signature quelconque.

Il est clair qu'une variété fortement de G. de Rham, l'est
faiblement. La réciproque est fausse, comme nous l'établirons
au paragraphe 5. La notion de variété faiblement de
G. de Rham suffira pour presque toutes les applications.

THÉORÈME DE BOCHNEB-LICHNEROWICZ (23). — Énonçons-le :
Si une variété riemannienne compacte orientable admet une

courbure de Ricci nulle, toute 1-forme harmonique est à dérivée
coloriante nulle.

Si, en particulier, la variété est de dimension 4 et de carac-
téristique d'Euler-Poincaré X (¥4) nulle :

X(V4) = Bo — B, + B, — Es + B, = 0

et le théorème de dualité d'Alexander :

Bo == Ë4 == 1, BI == 83, entraînent :

B,= l+l-^l.

D'après la théorie de Hodge- de Rham, il existe donc une
1-forme harmonique sur ¥4. Le théorème de Bochner-
Lichnerowicz montre qu'elle est à dérivée covariante nulle.
Les équations de Gauss-Codazzi montrent alors que V4 est
localement euclidienne.

L'extension de ce dernier résultat aux variétés ¥4 munie
d'une métrique hyperbolique normale, démontrerait la propo-
sition B de Lichnerowicz (24) pour les espaces temps compacts.
D'où l'intérêt d'une étude des variétés de G. de Rham.

(23) Lichnerowicz [7], p. 5.
(24) Lichnerowicz [5].
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4. — Variétés faiblement de G. de Rham.

L'existence des variétés de G. de Rham, en métrique non
elliptique, sera démontrée au paragraphe 5.

Tout au long de ce paragraphe les variétés envisagées seront
faiblement de G. de Rham, sauf mention express.

Nous nous proposons d'étendre à de telles variétés des résul-
tats classiques en métrique elliptique.

LEMME (4, III). — Etant donné une p-forme u sur V^, si
pour toute p-forme a on a

(du, d^) = 0 (resp. (Su. Sa) = 0),

alors du = 0 [resp. Su == 0).

Démonstration. — Soit s une (jo + l)-forme arbitraire de
h^ X c^ X (F^i n Cp+i).

II existe des formes a, (î, y telles que

5 = rfa + §(3 + y, Sy == 0.

Par hypothèse (du, rfa) == 0; d'autre part (du, Sp) = 0,
(du, y) = (u, Sy) = 0, donc (du, s) = 0. Le lemme (1, III)
entraîne, puisque s est arbitraire dans

Vu X ^p+i X (Fp+i n Cp+i) dense dans Ap-^, rfu == 0.

Même démonstration pour §.

LEMME (5, III). — Etant donnée une p-forme u sur V^,
si pour toute p-forme t e hp X Cp X (Fp n Cp) on a

(du, dt) = 0. {resp. (Su, St) == 0),

alors du == 0 (re5p. Su == 0).

Démonstration. — (du, dt) == 0 pour

W^hp X Cp X (F^nCp) .

En particulier si ( = SX, où X e = A p + i ; donc

<^u, (tôX) = (S rfu, SX) == 0.
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Comme À est arbitraire dans Ap4.i, le lemme précédent
entraîne o du ===== 0. Par suite, pour toute (p + 1)-forme ^ :

(ïdu, a) == (du, dy^ == 0.
Une nouvelle application du lemme précédent entraîne du = 0.

THÉORÈME (5, III). — Si a et b sont deux constantes non
nulles, U une p-forme de V^, on a:

U e F? n Cp <4=^ a.d Su + bS du = 0.
En particulier

Fp n Cp ===== Hp.

Démonstration. — II est évident que
du = 0, Su ===== 0 => a. dSu + b. Sdu = 0.

Réciproquement a. dou + b.Sdu ===== 0 -»- pour y s e Ap :

(1) a (Su, §5) + b (du, ds) == 0.
Si s^ hp X Cp X (Cp n Fp), il existe des formes a, p, y telles

que : 5 == rfa + S? + T? Sy ===== 0. En substituant à s la forme
s-dff. dans (1), il vient {du, ds) ==== 0, donc (Su, S^) == 0.
Comme s est arbitraire dans hp X Cp X (Cp n Fp), le lemme
précédent entraîne du ===0, Su ===== 0.

THÉORÈME (6, III). — La décomposition de Hodge-de-Rham
est unique.

Démonstration. — Soit u e hp X Cp + (Fp n Cp), avec :

u = rfa + S(S + y == ^a' + Sp' + y'
(fy == dy ==== 0, oy ===== oy' ===== 0.

On en tire d(oL — a') + o(? — p') + (ï — Y') = °-
Si 5 e Ap :

<rf(a — a'), ̂ > = — < ,̂ S(p - ?')> — (^ y — y') = 0.

Comme 5 est arbitraire dans Ap, le lemme (4, III) entraîne
d((x. — a') === 0, c'est-à-dire da ===== rfa'.

De même
§p=oT; T-Ï'.

THÉORÈME (7, III). — Le p^ nombre de Betti BpfV^) est
supérieur ou égal à la dimension de Hp.
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Démonstration. — A chaque forme harmonique de Hp
correspond une p-classe d'homologie h + du, u e Ap-n.
Il suffit de montrer que, réciproquement, chaque classe d'homo-
logie contient au plus une forme harmonique.

Soient deux formes harmoniques d'une même classe : h
et A'. Il existe u e Ap_i telle que : h — h' = au.

Le théorème d'unicité entraîne :

h = h\ du = 0.

En particulier : dim Hp << oo.

LEMME (6, III). — Sur V^, une p-forme harmonique w,
orthogonale à toutes les p-formes harmoniques, est nulle.

Démonstration. — Soit v e= hp X Cp X (Fp n Cp). Il existe des
formes a, ?, y telles que :

ç. == rfa + Sj3 + y, d-{ == 0, SY = 0.

Puisque w e Hp, le théorème (5, III) entraîne dw = 0, âw = 0.
Par suite

(rfa, ^> = <§(î, ^> = 0,

et comme, par hypothèse, (y, w) = 0, on a (^, w) = 0. Le
lemme (1, III) entraîne w == 0.

Si V^ est faiblement de G. de Rham, nous avons seulement :
dim Hp^Bp(V^). Nous allons montrer qu'on a l'égalité si V^
est fortement de G. de Rham. Cette dernière hypothèse n'est
sans doute pas nécessaire comme le montrera l'étude des Va.

THÉORÈME (8, III). — Sur une variété V/, fortement de
G. de Rham, soient a et b deux constantes non nulles, S e An.
Pour que Inéquation:

a. dSX+ b. SdX= jî

soit résoluble en X, il faut et il suffit que (î soit orthogonale à Hp.

Démonstration. — C'est nécessaire : d'après le théorème
(5, III), y e Hp -̂  d-f = 0, ây = 0. Donc :

<P,T>=a.(^X,y>+&(âr fX,y>
a <â X, §y> + b (dX, d^ = 0.
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Montrons que c'est suffisant : puisque le théorème de forte
décomposition est valide, il existe des formes a, Y), (T, telles
que :

? == dff. + SY] + (T, dfj = 0, Sa = 0.

Mais a, SY], (3 sont orthogonales à Hp, il en est donc de
même de o- et, d'après le lemme (6, III), a = 0. Tout revient
donc à résoudre :

a. dSX+ 6 .8r fX=Ja+ SY).

L'unicité de la décomposition de Hodge entraîne

a. ctôX == rfa, b. S dX == SY).

Puisque V^ est fortement de G. de Rham, on peut supposer,
en remplaçant a par sa composante cohomologue à zéro,
et Y) par sa composante homologue à zéro, que a est cohomo-
logue à zéro et Y) homologue à zéro.

Il suffit donc de savoir résoudre :

(1) aSX == a,
(2) 6. rfX==Yi.

Comme a est cohomologue à zéro, (1) a une solution Xi.
Posons X == Xi + SY, Y étant à déterminer. Il suffit de véri-
fier (2), c'est-à-dire :

(3) r fSY== l Y]—r fX l .

1 1Comme -- Y] est homologue à zéro, dï == -, Y) — 6?Xi a une

solution Z; si SY est la composante cohomologue à zéro
de Z, on a bien (3).

Si a == b = 1 ce théorème se réduit au théorème H de
Hodge (25).

THEOREME (9, III). — Sur une variété V^ fortement de
G. de Rham, Bp(V,) = dim Hp.

Démonstration. — D'après le théorème (7, III) il suffit
de démontrer que chaque p-classe d'homologie contient une

(26) P. Bidal et G. de Rham [4].
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forme harmonique. Si a appartient à l'une de ces classes
d'après le théorème de forte décomposition il existe des formes
X, pi, h telles que :

a == d\ + S(x + h, h e Hp == Cp n Fp.

Mais a, rfÀ, h e Fp ==4>- api <= Fp; §pi est donc orthogonale à Cp.
D'après le lemme (4, III) api == 0, et a = ûîX + A. La classe a
contient donc la forme harmonique A.

5. — Variétés de G. de Rham à deux dimensions.

Les buts essentiels de ce paragraphe sont :
1° Démontrer l'existence, en métrique non elliptique, de

variétés faiblement de G. de Rham.
2° Indiquer dans quelle voie chercher une caractérisation

de ces variétés.
3° Résoudre les même problèmes, en métrique non ellip-

tique, pour les variétés fortement de G. de Rham.
4° Montrer qu'il existe des variétés faiblement de

G. de Rham qui ne sont pas fortement de G. de Rham.
Ces problèmes seront traités en dimension 2.
Toute variété Vg compacte, orientable, à deux dimen-

sions, munie d'une métrique elliptique, est fortement de
G. de Rham. Il reste à examiner les Vg munies d'une métrique
hyperbolique normale. Leur caractéristique d'Euler-Poincaré
X(V2) est nulle, et elles sont homéomorphes au tore T2 (26).
Considérons le tore T2 = T1 X T1 comme résultant de l'iden-
tification des côtés opposés du carré :

0<rc<l, 0<î/<l,

dans le plan x o y. Le tore T2 pseudo-euclidien sera celui muni
de la métrique gap définie par ses composantes relative à
x 0 y : ^11== a2, ^2 == 0, g22 == — b2.

THÉORÈME (10, III). — Pour que le tore pseudo-euclidien T2

soit faiblement de G. de Rham il faut et il suffit que ses géodésiques
isotropes ne soient pas fermées.

(26) N. Steenrod, p. 207 [9].
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Démonstration. — Posons une fois pour toutes :

e^(u) •==• exp. 2m nu, n entier, u e R; epq == 6p{x)eq{y).

Si les géodésiques isotropes sont fermées, a et & sont commen-
surables, il existe des entiers p et q tels que p^a2 = ç2/^2.
Pour de tels entiers

A(^) =-^)=^^-^^ = 0.

Ainsi, la o-forme epg est harmonique sans être fermée, puis-
qu'elle ne se réduit pas à une constante. Il résulte du théorème
(5, III) que Tg ne peut être faiblement de G. de Rham.

Réciproquement, supposons que les géodésiques isotropes
ne soient pas fermées. Les nombres a et b sont incommensu-
rables et, quels que soient les entiers p et q non nuls,

p2|a2 — q2|b2 1=- 0.

Ceci posé, montrons que hj. X Cy X (Fr n Cp) est dense dans
A,

a) r = 0.
L'égalité ^(epy) == 4Tc2(p2/a2—ç2/^2)6?? montre que l'équation

en X, AX = epy, a une solution :

4^/J^- qW (p' q non tous deux nuls)-

Si P(rp, y) = SSa^.^pç, où les dpq sont des constantes toutes
nulles à l'exception d'un nombre fini d'entre elles, est un
polynôme trigonométrique, il en résulte que l'équation en
X : AX == P(rc, y) — Ooo, admet la solution :

X == 2S—————a£lle£l—————.
^2{p2|a2 —q2|b2)

Or, l'ensemble des polynômes trigonométriques est dense
sur AO au sens de la convergence uniforme; il l'est donc à for-
tiori au sens de la convergence faible. Comme un élément
de cet ensemble peut s'écrire, comme on vient de le voir,
AX + ^oo == S(dX.) + Ooo e Co X Ho, il en résulte que Co n Ho
est dense dans Ao.
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b) r == 2.
Si -X-U désigne l'ensemble des formes adjointes des formes

de l'ensemble U, on a évidemment :

-X-Co=/i2 , ^Ho==H2, -^Ao=A2.

La densité de Co et Ho dans Ao entraîne donc celle de h^ X Hg
dans Ag puisque :

Xi —— X -==> ^Xi —— -^X.

c) p = 1.
Posons (OQ = |AX; X e A ^ . On a vu que co^ X H^ est

dense dans A^. Mais Ai est isomorphe à Aç X Aç dans l'appli-
cation 9a -> (9i, 92)? puisqu'il existe sur T2 un système de
coordonnées global. Par suite :

(1) (^o X H,) x ((OQ X H,)

est dense dans Ai. Comme la métrique est pseudo-euclidienne,
^(îa) = (^9)0, où 9a est envisagé comme o-forme dans le
membre de gauche. Par suite, si on pose <^i === ÎÂ9; 9 e Ai L
on a : (Oi == ojç X œ^. D'autre part Hç X Hç définit l'espace
des vecteurs parallèles (Va9p == 0) sur T2, donc H^ X Hç
est isomorphiquement contenu dans Hi. La relation (1) montre
donc que (DI x Hi est dense dans Ai. Comme coi e Ai X q,
il en résulte que Ai X q X Hi est dense dans Ai. Ce théorème
établit l'existence de variétés faiblement de G. de Rham
en métrique non elliptique. Nous allons établir l'existence de
variétés fortement de G. de Rham en métrique non elliptique.

LEMME (7, III). — Pour les variétés Vg compactes, orientables,
mûmes d'une métrique gap C°°, le théorème de forte décomposition
est équivalent à l'énoncé suivant:

L'équation AgX == f est résoluble en X si et seulement si

j^ f.da = 0. En notant X et f des fonctions définies sur Vg,
dd l'élément d'aire de Vg dans la métrique ga6-

Démonstration. — II est clair que f f. dfj = 0 est une condi-. . ~ ^2

tion nécessaire de résolution de l'équation en X : AgX = /'.
Montrons que si Vg est fortement de G. de Rham, cette condi-
tion est suffisante.
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Le théorème de forte décomposition pour les 0-formes
entraîne l'existence d'une 1-forme v et d'une 0-forme r telles
que: /^âv+r , dr = 0 (c'est-à-dire: r = constante). Par
intégration sur Vg, f /*. da = 0 et L âv. d'7 = 0 entraînent

/ r. cfo == r • f 1. cfa = 0, soit r = 0. On a donc :
»/ »i U v»

/•^Sv.

Le théorème de forte décomposition pour les 1-formes
entraîne l'existence d'une 0-forme A et d'une 1-forme y telles
que : v == dA. + y, ây = 0. Par suite /> = à dA. La fonction
— A est donc solution de AgX = — S dX = f.

Réciproquement, montrons que la possibilité de résoudre
en X l'équation AgX ==/, lorsque J^ f.da = 0, entraîne
le théorème de forte décomposition.

a) o-formes.
Soit s une 0-forme. Déterminons une constante r par la

condition C (s — r) d(j = 0. L'équation en X, s — r = AgX,
v ' 2

admet par hypothèse une solution A et, en posant v = — rfA,
on a bien : s == âv + ^ dr == 0.

b) 2-formes,
II s'agit de montrer que pour toute 2-forme u on peut

trouver une 1-forme (S et une 2 forme ( telles que :

u = d^ + t, S( = 0.

Or, ^u est une 0-forme. D'après ce qui précède, on sait
trouver une 1-forme v et une 0-forme r telles que :

^ u = Sv + ^ dr = 0.

De la définition §v= ^.d.-X-v, on tire, en posant ? ===—(-X-v) :

^u=—^ld^+r.

Mais -X--X-^==—u; d'autre part, si on pose t =—-)(-r, on a :

^ = _ g^y. =5^1^^ 0, car dr == 0.

Donc :
u = d^ + t, St = 0.
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c) l-formes.
II s'agit de montrer que pour toute 1-forme s on peut trouver

une 0-forme p, une 2-forme v et une 1-forme r, telles que :

s == rfp + ̂  + r, rfr == 0, §r = 0.

L'équation en X : Ss == AgX est résoluble par hypothèse,
puisque / Ss. d(j = 0. Si Xi est une solution, posons

J V j

P = — Xi, on a : Ss = S rfp et y == 5 — rfp est cofermée. Tout
revient à chercher v et r telles que : (1) y == §v + r? dr == 0,
puisque la condition Sr == 0 est remplie.

Si YI est solution de rfy == ctôY, il suffira de poser v = Yi,
r ==y—§Yi, pour que (1) soit satisfaite. Montrons l'existence
de YI, â (^-y)==A2 Z a au moins une solution Zi, puisque
/v S(-^Y)-^ == 0- Posons YI == ^^i, il vient :

^Y)=-^(-^/i)-
Pour les 1-formes : — ^-â == ûî^-, donc â(-X-y) == â(-X-âyi).

Mais à == (— 1)P:X:1 rf-X- et -X--X- === £^(— l)^' entraînent

S-X- =—^irf,

donc : '^1 dy == :)?1 rfS Yi, soit d^[ = dS Yi. Ainsi Yi == ^^i est
bien solution de rfy == dS Y.

THÉORÈME (11, III). — Si, avec les notations du début de

ce paragraphe^ °11 = a2/^2 est un nombre algébrique (27), T2,
^22

muni de la métrique pseudo'euclidienne gap? es^ fortement de
G. de Rham.

Démonstration. — Soit f une fonction continue sur T2 telle
que / ^fdxdy=0. Elle définit une distribution sur T2 et.
si Opq désignent ses coefficients de Fourier :

a^ = f^ f^ y^pW6^ dx^ ̂
on sait (28) que sa série de Fourier ^ apqêpq converge, dans

pî+qî^O

(27) C'est-à-dire vériûant une équation algébrique à coefficients entiers, de degré m.
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l'espace (3)')^ des distributions sur T2, vers la distribution /*.
Il en résulte (28) que

^.(ïTp^rT^^0

pour K entier assez grand.
Ceci posé, considérons la série de Fourier

M\ y ___a^ ' ep(ï___.
[ ) lpi-Al^4^(p2/a2—ç2/62)?

Montrons qu'elle converge dans (3)')^ vers une distribution
Xi. D'après Schwartz, il suffit de montrer que ses coefficients
sont à croissance lente. Formons

(2) 4^/,»-^(l+p' +,T' L.nti»>K.,

On peut l'écrire, en posant L == K + N :

(3) a2'^ 1
W /.-2/4 1 ^2 14^(1 + p.+^ ̂ _^^.^

.Mais puisque a2/^2 est un nombre algébrique, il vérifie
une équation de degré m et le théorème de Liouville donne :

^ j^L l>
| &2 Ç2 | y2'"+2

Si on a pris dans (3) N > w, on voit donc que

"£2____________ < a -1^1 ^ 0
"̂  r a / * i n i a\V ' v*4^-^(1+^+,.).^+p'+r)1

Ainsi, les coefficients de (1) sont à croissance lente et (1)
définit une distribution Xi dans (3)')T2. (1) Si f est C2 cela
entraîne que les dérivées de X1 sont des mesures positives :
ainsi, X1 est de classe C2.

Calculons AXi :

(28) L. Schwartz, p. 81, tome II [8].
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Puisque la série (1) converge dans (3)')TS on peut la dériver
terme à terme (29) d'où :

AX = V ____aM____ \ p1 ipî o 4^T2(J92/a2 — q^b2) pr

Mais, dans la démonstration du théorème (10, III) on a
déjà noté que

^ ^^(P2_(f\e^-^[^ -y ) e^

AX^ = ^ a^.^:=/1.
IPl-^îl^o

L'équation AX = f admet donc une solution dans ^r2

si J ^ f d x d y = 0. D'après le lemme (7, III) il en résulte que
T2 est fortement de G. de Rham.

Ce théorème démontre l'existence de Vg fortement de
G. de Rham.

THÉORÈME (12, III). — Siy a^ec les notations du théorème
(11, III), a2|b2 est un nombre de Liowille (30), T2 muni de la
métrique euclidienne g^ est faiblement de G. de Rham sans
V être fortement.

Démonstration. — Puisque alb est irrationnel, d'après le
théorème (10, III), T2 est faiblement de G. de Rham. La
démonstration du théorème précédent et la majoration de
Liouville montrent que les coefficients de Fourier d'une éven-
tuelle solution de AX == /*, pour f astreint seulement à

f^f'dxdy=0,

ne peuvent être à croissance lente. Puisqu'il n'existe pas de
solution dans (3)')^, il n'en existe pas, à fortiori, dans 3)-r».

Revenons aux variétés Vg à deux dimensions, compactes
orientables, les plus générales; c'est-à-dire munies d'une
métrique hyperbolique normale pas nécessairement pseudo-
euclidienne. Nous nous proposons de déterminer celles de ces
variétés qui sont fortement de G. de Rham.

(29) L. Schwartz, p. 81, Tome II [8].
(30) Cf. par exemple: Valiron, Théorie des fonctions^ tome I, p. 16 (Masson).
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LEMME (8, III). — 5i Va, munie de la métrique gg,R, est for-
tement de G: de Rham, elle l'est encore dans la métrique

exp(r).g,p,

où r est une fonction sur Vg.

Démonstration. — Affectons du signe — les éléments relatifs
à la métrique

«^P (r) • S'a? = h^.
En particulier

H^=exp{-r).g^
h == Dét. (Aap) = exp. (2r). g.

Par suite :

(1) ds = ̂ \h\dx' dx2 = exp (r) du.

(2) A,X=——ô,[v/iA|^ôpX]
V/|/i|

==exp ̂ r) ̂ [^ s^W == ^P (-r) • ̂ x.
lgi1

D'après le lemme (7, III); il suffit de montrer que si

/,/.^=0,

Féquation AgX = f est résoluble. Mais, d'après (1) et (2),
cela revient à montrer que AgX = resp (r). f est résoluble si
J^ /*. exp (r) rfor = 0 ; ce qui résulte du fait que Vg, munie
de la métrique gap est fortement de G. de Rham.

THÉORÈME (13, III). — Pour que la variété Vg, à deux dimen-
sions^ compacte^ orientable^ munie d'une métrique hyperbolique
normale^ soit fortement de G. de Rham, il faut et il suffit quelle
soit globalement conforme à un tore pseudo-euclidien fortement
de G. de Rham. En particulier, il faut que ses géodésiques iso-
tropes ne soient pas fermées.

Démonstration. — Conservons les notations du lemme précé-
dent. Rapportons localement Vg, muni de la métrique gaB?
à ses géodésiques isotropes. L'élément ds prend la forme

ds2 = 2 gi2 du1 du2,
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et le scalaire de courbure (31)

1 ô2
K == — — • —;—- Log (^12).

gi2 ôu^u2 ° V012/

Dans la métrique exp. (^.gap? les géodésiques isotropes
sont les mêmes et le scalaire de courbure est donné par

1 ft2K == ——————— . —,—. Log fexp. (r^ia
exp.(r).gia ô^ôu2 ° L A v / 0

==exp. (—r^K—^——^—r].1 v 'L gi2^u2 J

Mais, dans le système d'axes envisagés :

1^=1^ g12.^^,
d'où

^=^.M^.^]=^^r.

Finalement :

(1) K^exp^^fK-1^)"! .
L ^ J

La caractéristique yJVa) est nulle, la formule de Gauss-
Bonnet donne donc : / K cfo" == 0. Par suite, si Vg, munit/V,
de gap? est fortement de G. de Rham il existe (lemme 7, III)
une fonction r telle que : A^r == 2 K. La formule (1) montre
que K === 0. La métrique exp. (r).gap est donc pseudo-
euclidienne et, d'après le lemme précédent, Vg munie de cette
métrique est fortement de G. de Rham.

Réciproque immédiate.
En particulier, si V^ est fortement de G. de Rham, elle est

faiblement de G. de Rham et, d'après le théorème (10, III),
les géodésiques isotropes, communes aux métriques gaB ot
exp. (r)g^ ne peuvent être fermées.

En résumé, il semble que les variétés faiblement de
G. de Rham soient caractérisées par des propriétés globales
de leur champ de « cônes » isotropes défini par ds2 = 0.

(31) Par exemple : Eisenhart, An introduction to différentiel! geometry, p. 155,
Princeton University Press.
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Le problème de leur détermination reste ouvert. Par contre,
la détermination des variétés fortement de G. de Rham
semble à peu près inaccessible dans l'état actuel de nos connais-
sances sur l'approximation des réels par des fractions. C'est
pourquoi nous éviterons d'utiliser dans les applications l'hy-
pothèse de forte décomposition. A ce titre, nous allons
démontrer, sur un exemple, que l'hypothèse de forte décomposi-
tion n'est pas nécessaire pour démontrer l'existence d'une forme
harmonique dans chaque classe d'homologie. On peut donc
espérer améliorer le théorème (9, III).

THÉORÈME (14, III). — Sur le tore pseudo-euclidien T2

faiblement de G. de Rham, chaque classe d'homologie contient
une forme harmonique.

Démonstration. — a) 0-formes. — Toute constante sur T2

définit une 0-forme harmonique. Par suite F^ = H^.
b) 2-formes. — La 2-forme éléments d'aire (T est à dérivée

covariante nulle, elle définit donc une 2-forme harmonique.
Si y est une 2-forme, on peut trouver une constante k telle
que/ , (y — k^) == 0 (<p homologue à /ccr).

c) 1-formes. — Si ç est une 1-forme fermée, il suffit de
démontrer qu'il existe une 0-forme X telle que AX = ây.
La 1-forme 9 — rfX est homologue à 9 et harmonique.

Désignons par U et V les composantes du vecteur <p dans le
système de coordonnées canoniques sur T2, U et V définissent
deux distributions sur T2, de séries de Fourier respectives :
U == ïlUpqêpq^ V = ̂ pqëpq. Ces séries convergent dans (3)')T2 et
peuvent être dérivées termes à termes, donc :

Vy U.

âç=-^V^=^-^

(1) ^=2^[^-^]^
soit

o^ J opî

puisque

^ <?„ = 2mq. epg, -^ e^ == 2mp. e^.

Mais d<f == 0, c'est-à-dire v ' x — U y == 0;
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donc
S[p^ — qu^ === 0

et, par suite
P^M —— ^M === 0.

En particulier u^q == 0. D'après (1), il vient

^•î -^--
Ceci posé, considérons la série de Fourier

—1 2 ̂2^o ^ <w

Ses coefficients —M sont à croissance lente, en même temps

que les Upy', elle converge donc dans (3)')T«. Elle converge
même dans Ao vers une fonction X, puisque ses coefficients
sont majorés en module par ceux de U <= Ao. Le raisonnement
de la fin du théorème (11, III) montre que AX = 9.

6. — Applications.

THÉORÈME (15, III). — Sur une variété V^ faiblement de
G. de Rham, compacte, orientable, munie d'une métrique hyper-
bolique normale, la nullité d'une dérivée covariante d'ordre
quelconque d'un tenseur entraîne la nullité de la dérivée première
de ce tenseur (32).

Démonstration. — Si 9 est un tenseur arbitraire, en raisonnant
par récurrence on voit qu'il suffit de démontrer que

V V 9 = 0==^ 7ç == 0.

Supposons 9 d'ordre 1 pour fixer les idées. De l'hypothèse :

(1) V,7p^==0.

on tire par contraction avec y^
^

(2) y V,Vp92 = Va^Vp^, où 92 == y^.

(32) En métrique elliptique, voir Lichnérowicz [7]» p. 4.

10
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II résulte de (1), en dérivant les deux membres de (2),
que VaVp9 2 est à dérivée coyariante nulle. Le tenseur symé-
trique d'ordre deux Va^p92 est donc de signature constante
sur V». Puisque V^ est compacte, la fonction ^2 atteint son
maximum en XQ e V^ et son minimum en x^ e V^. Les signa-
tures de (Va^p^2)^ et (Va^p^2)^! ne peuvent être les mêmes
que si Va0?^2 == 0-

Le gradient ôp^2 définit donc un champ de vecteurs paral-
lèles et s'annule au moins une fois ; il est donc nul, et c2 == cons-
tante.

Il résulte de (2) que

(3) Vaî^7^" °-

On pouvait remarquer que

VoVa^92 === 0 ===> Vo(A92) == 0 => A^2 = constante.

Cette dernière égalité entraîne Aç2 = 0 par intégration
sur V^. Puisque V^ est faiblement de G. de Rham, le théo-
rème (5, III) entraîne c2 == constante. Mais la première
démonstration a l'avantage de ne pas supposer V^ de G. de
Rham.

Si X01 et Y'3 désignent deux vecteurs arbitraires (3), entraîne
XaVy. Y^V^^O. Cela montre que les vecteurs de la
forme X^a^-y sont orthogonaux entre eux et isotropes (faire
X^ == Y01).

Puisque la métrique est hyperbolique normale, ces vecteurs
sont donc colinéaires à un même vecteur isotrope la. C'est-
à-dire qu'il existe un vecteur Va tel que :

(4) Va-h-Va.I^.

Puisque VaV^ == 0, ^ est harmonique. D'après le théo-
rème (5, III) il est donc fermé. Ainsi, Va9Y==Vy9a et? avec (4),
en remplaçant Iy par un vecteur proportionnel :

(5) V^,=U,.

Les relations (1) et (5) :

(6) VjiI..I^+ Vplï.la =0.



ESSAIS DE GÉOMÉTRIE BIEMANNIENNE HYPERBOLIQUE GLOBALE 187

Supposons la =^ 0. En contractant par un vecteur X01 arbi-
traire, mais tel que X^a ̂  0 :

U T xaYlL T^^-•p^^
II existe donc un vecteur IK tel que:

VpI ,=^L

en portant dans (6), il vient ^plaly == 0- Comme on a supposé
1^=^:0, Zp == 0 et ainsi : Vply == 0 qui tient même si la == 0.

Ceci posé, soit y une géodésique de V^, issue d'un point
arbitraire ^o? orientée dans le temps et de vecteur unitaire
tangent u^, (5) donne :

^Vaîp-^Ia)2,

c'est-à-dire en désignant par s l'arc de y :

^(M^)=(M«I,)2.

Comme la est à dérivée covariante nulle (i^Ia)2 est constant
le long de y et, par intégration :

(l^), —— (^)o == (l^Ia)2,^

Si y est fermée au sens de E. Cartan et de longueur l :
(u^^^)l == (u^-^o, donc

^Ia =0.

Si y n'est pas fermée, puisque V^ est compacte IA^ est
bornée sur la variété. Puisque s n'est pas borné, cela implique
encore u^ïg, = 0. Ainsi, quel que soit XQ e V^ et pour tout
vecteur Uy, temporel, unitaire, en ce point: u^ïg^ == 0; donc
la = 0. L'égalité (5) montre alors que VaÇp == 0. Il est probable
que ce théorème reste vrai si la signature de la métrique est
quelconque et si V^ n'est pas de G. de Rham.

THÉORÈME (16, III). — Sur une variété faiblement de
G. de Rham V^(M =7^= 2), compacte^ orientable^ à tenseur de Ricci
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nul, toute 1- forme définissant une transformation infinitésimale
conforme est à dérivée coloriante nulle (1).

Démonstration. — Si la 1-forme S; définit une transformation
infinitésimale conforme de V^, Lichnerowicz a démontré
([7], p. 129) la relation:

AÇ+fl-^-Vtô^QS
\ n /

où l'opérateur Q est défini par : <Xj —> 2 R,/".
Si le tenseur de Ricci est nul il vient

§^ +2fl—-21-W=0.
\ ^ /

Si n =/= 2 le coefficient de ctôS; n'est pas nul et le théorème
(5, III) entraîne ^ =0, ^ = 0. Puisque ^ == 0, ^ définit
une isométrie et puisque rf$ == 0, VaSp == 0-

THÉORÈME (17, III). — Tout espace-temps extérieur station-
naire, compact, orientable et faiblement de G. de Rham est
localement euclidien.

Démonstration. — Puisque ¥4 est stationnaire, il existe un
champ de vecteurs de Killing ^a orientés dans le temps :
S^a > 0- Puisque ¥4 est vide, Rap == 0. Du théorème précé-
dent résulte Va^B = 0. Les identités de Bianchi entraînent
alors Rap,^* == 0. Puisque R^ = 0, cela n'est possible que
si ̂  est isotrope ou si R<x(^ = 0 (Bel [3], p. 61). Par hypothèse
^ > 0, donc Rap^ =0.

Le même théorème tient évidemment si V4 est supposé
conforme à un espace-temps stationnaire. Ce théorème débar-
rasse de leurs hypothèses topologiques des résultats de
Lichnerowicz ([5], p. 44-47).

THÉORÈME (18, III). — Si V^, n ̂  2, est une variété faible-
ment de G. de jRAam, compacte, orientable, à courbure rieman-
nienne scalaire R nulle, toute transformation infinitésimale
conforme est une isométrie infinitésimale (33).

(s3) En métrique elliptique ce théorème est dû à LMîhnerowicz ([7], p. 134).
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Démonstration. — Si la 1-forme ^ définit sur V^ une trans-
formation infinitésimale conforme, Lichnerôwicz a démontré
([7], p. 122) la relation:

(2 —^-\ A§S == — .ï(S)R + ̂  Râl
\ n j n

Si^ en particulier, R == 0; Aâ^ == 0.
Comme la variété est faiblement de G. de Rham, le théorème

(5, III) entraîne âÇ == constante. Mais / ^.d^=0, donc»/ v^
SS; == 0 et S; définit une isométrie infinitésimale.

THÉORÈME (19, III). — Tout espace-temps ¥4 faiblement
de G. de Rham^ compacta orientable^ décrivant un schéma éUc-
tromagnétique pur et conforme à un espace-temps stationnaire,
est stationnaire.

Démonstration, — Puisque l'espace-temps est conforme à
un espace-temps stationnaire (voir, pour la définition, f51,
p. 44), il porte une 1-forme S; orientée dans le temps et qui
définit une transformation infinitésimale conforme. D'autre
part, en schéma électromagnétique pur le tenseur de Ricci
s'écrit :

PO? = ̂  gapF^F^ - F,,FpP],

où x est une constante, F la 2-forme champ électromagnétique.
Par contraction on tire R == 0. Le théorème précédent entraîne
le résultat.

Il importerait de savoir dans quelle mesure on peut se libé-
rer des^ hypothèses : « ¥4 stationnaire », dans l'énoncé du
théorème (17, III). On obtiendrait ainsi la proposition B de
Lichnerôwicz sous la seule condition que ¥4 soit de G. de Rham.
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