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1. Introduction et notations.

1.1. Rappels historiques.

Considérons les systémes autonomes d’équations différentielles analy-
tiques au voisinage du point fixe 0 € C", de la forme

d.
;t’ © = Nz + filz), 1<i<n

1)
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ou les f; sont des fonctions analytiques 1-plates au voisinage de 0 € C™ (i.e
fi(0) =0, Df;(0) = 0). Dans le but d’étudier la structure fine des solutions
au voisinage du point fixe qu’est ’origine, on procéde, classiquement, & une
classification des classes d’équivalence du champ de vecteurs X défini par
1, par le groupe G(resp. @) des difféomorphismes analytiques locaux (resp.
formels) laissant invariante l'origine et tangents & I’identité en ce point.

Introduisons quelques notations classiques : soit f € Cl[zy,...,Zx]]
une séries formelles en les variables z1, ..., %y, & coefficients complexes. On
écrira

f=ZfoQ avec Q = (q1,--.,qn) € N", 29 =29 ...z et fo € C.
Q

Si @ =(qi,...,q,) € N* on posera |Q| = ¢1 + - - - + ¢» que l'on appellera
norme de Q. Si k est un entier positif, N7 désignera ’ensemble des n-uples
d’entiers ) de norme supérieure ou égale a k. Enfin, 'ordre de la série
formelle f est le plus petit entier ord f tel qu'’il existe un multiindice @,
de norme ord f , vérifiant fg # 0. Soit k£ un entier supérieur ou égal & 2,
nous dirons que les n nombres complexes Ay, ..., Ay, satisfont une relation
de résonance d’ordre k s’il existe un multiindice @ = (q1,...,qn) € N} de
norme k et un indice 1 < s < n tels que

@N= > @i = A
i=1
Le théoréme de Poincaré-Dulac formel [Arn80], [Bru89] assure 'existence

d’un changement de variables formel z; = y; + &;(y) qui transforme le
systéme 1 en un systéme de la forme

dv; .

_Eyt_z = \yi + Z a’QyQ pour 1<i<n
(QYA)=A1
QEN}

que 'on appelle forme normale. Le changement de variables n’est pas
unique : on transforme une forme normale en une autre par des changements
de variables de la forme

Yy =2 + Z bng pour 1 <i<m.
(Q!A)=Ai
QENY
Ainsi, modulo ce type de transformations, on obtient une forme normale &
laquelle nous nous référerons en ’appelant la forme normale.
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Si les A\; ne vérifient aucune relation de résonance, alors le systéme
précédent est linéaire. Cependant, le difféomorphisme normalisant n’est pas
systématiquement analytique; C.L. Siegel [Sie42], puis A. Bruno [Bru72],
ont montré, que, si les A\; vérifient en outre une condition arithmétique
diophantienne, que nous préciserons par la suite, alors le systéeme 1 est
analytiquement linéarisable au voisinage de l'origine. Dans le cas des
difféormorphismes de (C,0), J.-C. Yoccoz [Yoc88] a démontré que la
condition diophantienne en question est aussi nécessaire.

Lorsque il y a des résonances, deux cas de nature trés différente se
présentent :

— soit I’enveloppe convexe des \; dans le plan complexe ne contient pas
Porigine; dans ce cas, on montre que la forme normale est polynomiale
et méme intégrable par quadratures. De plus, les difféomorphismes
normalisants sont analytiques au voisinage de 1’origine [Arn80].

— soit ’enveloppe convexe contient 0. En dimension 2, la classification
analytique des champs de vecteurs dont la partie linéaire n’est ni nulle,
ni nilpotente, est due & J.-P. Ramis et J. Martinet [RM82], [RM83],
[MR85], [Mal82]. Lorsque la partie linéaire est nilpotente, des éléments
de réponse ont été apportés par R. Moussu et D. Cerveau [MC88].

Pour une introduction détaillée sur la normalisation formelle et analy-
tique des champs de vecteurs, nous renvoyons le lecteur & [DDS94], [AA8S].

1.2. Position du probléme.

Dans la suite, nous supposerons I’existence d’un vecteur d’entiers non-
nul r € N™ tel que (r,\) = 0 et que toutes les relations de résonances sont
engendrées par cette relation; c’est-a-dire que la relation (Q,\) = A; avec
Q € N% entraine @ = lr + E, ou | est un entier non-nul et E, désigne le
s-iéme vecteur de base, soit @ = (Ir1,...,lrs_1,lrs + 1,Irssq1,...,lry).

Nous écrirons r = (r1,...,7,0,...,0), les p premiéres composantes
étant des entiers positifs premiers entre eux. Cette hypothése ameéne
quelques remarques :

Remarque 1.1. — Les valeurs propres A; avec 1 < j < p sont
des valeurs propres simples. En effet, si 'on avait A; = A/, pour des
indices j < p et j/, les deux vecteurs d’entiers r = (ry,...,7p,0,...,0)

et ' =r —r;E; +r;Ej vérifieraient (R, \) = 0 tout en étant linéairement
indépendants, ce qui n’est pas possible.
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Avec nos notations, si une des valeurs propres est nulle, alors il ne

peut y en avoir une deuxieme comme nous venons de le voir; on a alors
A1 =0etr=(1,0,...,0).

Sous une telle hypothése, la forme normale de Poincaré-Dulac s’écrit
Ui = yi(hi + fi(uw)),1<i<n

ol I'on a posé u = y" et f; € C[[u]], f:(0) = 0. Si 0 appartient & l'intérieur
de l’enveloppe convexe des valeurs propres, A. Bruno a démontré [Bru72],
[Mar80], entre autre, que ’il existe deux séries formelles a et b en les
variables y1,...,Yn, telles que \; + fi(u) = Ma(y) + Aib(y), L < i < n
et si les \; vérifient une condition arithmétique diophantienne, alors non
seulement la forme normale est convergente mais aussi le difféomorphisme
normalisant. En particulier, si le systéme 1 est formellement linéarisable
et si les \; vérifient une condition arithmétique diophantienne alors il
I’est aussi analytiquement. Cependant, en général, ni le difféomorphisme

normalisant, ni la forme normale ne convergent au voisinage de ’origine
[Bru72], [IP86].

Nous nous proposons cependant, de transformer, moyennant une
condition arithmétique diophantienne sur les \;, le champ de vecteurs
analytique 1 en une forme normale préliminaire par un changement de
variables analytique. Le résultat obtenu est une normalisation partielle de
champs de vecteurs accompagnée de ’existence de variétés invariantes. Il
constitue une généralisation & une dimension quelconque, des théorémes de
H. Dulac [Dul23], [Dul04]. Plus précisément, H. Dulac a démontré

— dans [Dul04], que tout champ de vecteurs analytique de la forme
o] o]

(XA #0, £, g 1-plates en 0 € C2 qui est une singularité isolée du champ de
vecteurs) s’écrit, dans un systéme de coordonnées locales holomorphes
au voisinage de 0 € C? sous la forme

~ 0 0
p+1 il g ~~
271+ f(z,y) 5. + Oy +23(2,y)) o
— dans [Dul23], que tout champ de vecteurs analytique de la forme

0 0
—qz 5+ (py +9(,9)) 3y
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(p, q € N, premiers entre eux et g 1-plate en 0 € C?) s’écrit, étant donnés
deux entiers r, s suffisamment grands, dans un systéme de coordonnées
locales holomorphes au voisinage de 0 € C2 sous la forme

8 roen o
—qz5- +py(1+ P(u) + 27y (2, y))a—y

avec u = zPy?, P un polyndme de degré inférieur ou égal & n, P(0) =0
et r > pn, s > gn.

Le résultat que nous nous proposons d’énoncer repose sur une condi-
tion arithmétique concernant les A;. Soit (px)ken une suite strictement
croissante d’entiers tels que pp = 2 et Y, — < +oo. Définissons alors les

k>0 Pk
nombres

w(pk) =1nf{|(Q’A) _)‘i| | |(Qa’\) —')‘i| 75()’
i=1a"',n) QEN"’, 2< |Q| Spk}

La condition arithmétique en question peut alors s’énoncer de la maniére
suivante :

(w) _ Z ln(w(pk-l—l))

< 4o00.
k>0 Pk

Remarque 1.2. — Bruno a démontré [Bru72] que la condition (w) est
équivalente a la condition

In(w(2k+1
-y (w(2¥71))

P < +o00.
k>0

Nous nous proposons de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1.1. — Si, outre les hypothéses citées ci-dessus, la condi-
tion arithmétique (w) est satisfaite alors pour tout entier m, il existe des
polynémes P; ,,, € Clu] sans terme constant et de degrés au plus égaux a
m tels que, dans un systéme de coordonnées analytiques au voisinage de
0 € C", le systéme 1 s’écrit

¥ = Yi(Ai + Pim(u)) + um+lgi(y)’ I<i<n

ou u = y" et les g; sont analytiques a Il’origine. Si en outre, on a
|r] = 1, c’est-a-dire lorsque A1 = 0, alors on a g;(0) = 0 (ceci afin d’avoir
ord(u™*1g;(y)) > m|r| +1).
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Notre démonstration est inspirée de celles faites, dans le cas 2-
dimensionnel, dans [MM80] [CS]. Cependant, en dimension n quelconque,
nous aurons a faire face, comme nous le verrons, & des problémes de petits
diviseurs [Sie42], [Bru72], [Eli90]. De plus, nous ne distinguerons pas le
cas ou une des valeurs propres est nulle des autres cas. On trouvera des
résultats sur les variétés invariantes dans [CKP78], [Bru72], [Pos86].

2. Preuve du théoréme.

Avant d’entamer la preuve, commengons par faire une remarque
concernant le résultat.

Remarque 2.1. — 1l est classique que, par un changement de variables
polynomial, I’on puisse transformer le systéme 1 en 2; = 2;(A; + Pim(u)) +
Gi(2), 1<1i < n,avec u = 2" et les g; analytiques et (m|r| + 1)-plates
a Dlorigine. La difficulté du résultat réside donc dans ’appartenance du
“reste” & 'idéal engendré par u™*!.

Pour démontrer le résultat, nous allons raisonner par récurrence sur
I’entier m. Nous commencerons donc par démontrer le résultat pour m = 0:

ProprosiTION 2.1. — Sous les hypothéses du théoréme 1.1, il existe
un systéme de coordonnées locales analytiques au voisinage de 0 € C",
z =y + £(y), dans lequel le systéme 1 s’écrit sous la forme :

Yi=Ayitugi(y), 1<i<n ot u=y"
avec g; analytique au voisinage de 0; si |r| =1, on a g;(0) = 0.

Preuve. — Effectuons le changement de variables formel tangent &
I’identité au voisinage de 0, z = y + £(y), dans le systéme 1; c’est-a-dire

z;=y; +§(y) ou & = Z €;.Qy® est 1-plate en 0 pour 1 < j < n.
QeNg

On obtient un systéme de la forme :

U = A\jy; +¥;(y), avec yp; = Z wj,QyQ pour 1 <j<n.
QeNg
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Les relations entre les {;, ¥; et f; s’obtiennent en dérivant I’expression du
difféomorphisme par rapport au temps t :

dr; dy] 3{, dy;c
dt Z Oy dt

On exprime alors les ; et y; dans les coordonnées (yx), ce qui donne :

% =Xz + fi(®) = Xj(y; + &) + iy +&(y), - -+, Yn + ()

dy;
d—tj = N\jy; + ¥ (y),
d’ou la relation :

N +&EW) + Fiy + &), - Yn +En ()

LYY
= )\jyj + ’(/lj(y) + Z 3—52 (’\kyk + 1j)kz(y))
k=1

Remarquons que pour @ € NZ, on a E a—/\kyk = (Q,\)y°. Par

conséquent, on obtient les relations sulvantes pour 1<j<n:

(@) S Grbie + iy = iy +€) - E "’5’

QeNg

avec 6,0 = (Q,A) — A;. On se propose alors de résoudre le probléeme formel
de la maniére suivante : Soit Z (resp. Z) I'idéal des séries formelles (resp.
des fonctions analytiques) engendré par u = y". On construit alors les séries
&; et 1; par récurrence sur la norme |@Q| du multiindice @, en posant pour
tout Q € N3 :

-siy? e 7 alors
35
vi@ = {fj(y+£ Z Pk }
Q
i,@=0
—si y@ ¢ 7 alors

tia = 5# {f](y+£) Z o }
Y@ =0

Q
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ot {f(y)}q désigne le coefficient de y? dans le développement de Taylor
de f. Ceci détermine bien les séries &; et ;. En effet, soit @ € N3 un
multiindice ; supposons avoir calculé les termes £; o/ et ¥; g/ pour tous les
multiindices Q' tels que |Q’| < |Q]. Or,

{fj(y+§) Z % }
%),

k=1

s’exprime comme un polyndme en les &; g et ¥, o pour |Q'| < |Q|. 1l
est donc connu par récurrence. D’autre part, par hypothése, si ;o9 =
(Q,A)—A; =0alors Q = Ir+E; avec | € N*, donc y? € T. Par conséquent,
si y@ & 7 alors 6,0 # 0.

Remarque 2.2. — Puisque les w, ont tous leurs termes non-nuls dans

0
I'idéal Z, il en est de méme pour les E 85’ 1. Par conséquent, pour tout
k=1 k

multiindice Q € N7 tel que y? ¢ Z,ona

{fg(y+€) Zaé’ } ={fily+8&}o-
Q

Passons & la démonstration de la convergence de £. Reprenons les
notations de Siegel : si ¢ = Zq&QyQ est une série formelle, nous notons
Q

é =3 |poly?. Sin =3 ngy?, la notation n < ¢ signifie que, pour tout
Q Q
multiindice Q, |ng| < |#g|- On notera

bg = _inf {I6rol}, fo=_l&kal,
k=1

1<k<n
Ew)= ) ov® et NP\I={QeN;|y? ¢1}.
QeNg
Faisons tout d’abord deux remarques que nous utiliserons constamment
par la suite :
Remarque 2.3. — Pour tout Q € N \ Z, 6 # 0. De plus, £(y) =

- - no_
3> €&oy? par construction. On a aussi £(y) = 3 &(y).
QeNz\I j=1

Remarque 2.4. — Soit f € C[[z1, ..., Z,]] une série formelle. Soit J un
ensemble de monémes (éventuellement infini). Soit 7;f la projection de f
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sur J. On a alors 77 f < f. Dans la suite, J sera généralement les monomes
d’un idéal ou d’un complémentaire d’un idéal dans un autre. De méme,
soient f,g,£&1,...,&, des séries formelles en les variables z1,...,z, telles

que g(z1,...,%n) = f(&1,...,&). Alors, §(z1,...,2,) < f(&1,...,&n).
1l suffit, en effet, d’appliquer l'inégalité triangulaire & tous les modules
de sommes dans les expressions des modules des coefficients de la série

f€1s---56n)-
Par construction, on a
V1<j<nVQeN\TI, [§0ll6i0l = {fi(y+E}el < {fily + e
d’apres la remarque précédente. En sommant, sur 1 < j < n, il vient
YQENI\T, 503 6l < 3 sallbial < {Zf;(wg)}
Jj=1 j=1 j=1
car, d’apres la remarque 2.3, V1 < j < n,VQ € N% \Z, 8,0 #0.

Les fonctions f; étant analytiques et 1-plates au voisinage de l’origine,
il existe deux constantes a,b > 0 telles que

A};fj(ml,...,xn) < m

On en déduit que

vQ € N3, {]Z:;f}rwé)}c2 < ”E

car le développement de Taylor de

coefficients positifs. Finalement, on obtient :

o B
o E

Mr

(3) VQ e NP\ Z, 8géq <

0 M:

+£) '
Q
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Construisons, par récurrence sur la norme |Q| du multiindice @, la

série o(y) = Y. 0gy? de la maniére suivante :
QENy

VQ eNg\(N3\1I) 0o=0
n 2
o(En+)
j=1

1—b(§n:yj+a> Q'

VQ e NZ\T oqg =

=1

LEMME 2.1. — La série o est convergente dans un voisinage de 0 € C™.

Preuve. — Considérons la fonction

a<v+ i yi>2

i=1

”+iyi)

=1

F(y1,--.yYn,v) = — .
1—b(

OF . -
Les fonctions F et B0 sont analytiques au voisinage de 0 € C"*1; en outre,

OF
on a F(0,0) =0 et %(0, 0) = —1 # 0. Donc, d’apres le théoréme des
fonctions implicites, il existe une unique fonction & analytique au voisinage
0 € C™ telle que

a(&+ iyi)2

i=1n =§&; on écrira ¢ = 5Qy®
1- b(& + E yi) QeNg

=1

50)=0 et

car, au regard de I’équation qu’elle satisfait, la différentielle de & en O est
nulle. Montrons alors, par récurrence sur la norme |@| du multiindice Q,
que VQ € N3 \ Z, 0Q = 6q. En effet, pour tout multiindice P € N3 \Z,
tel que |P| = 2 (de tels multiindices existent), on a

n 2
op = a(zyj) =op
j=1 Q
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Supposons la propriété vraie jusqu’a l’ordre k > 2. Soit @ € N2 \f tel que
|Q| =k +1, alors :

n 2

a(JZ:lyj+6> a 9 = P

Gq = - = §pr<2y,+a)
1- b( PR +&) p=2 ‘j=1 Q

Jj=1 Q
@ QI n

TP DV (ZyJ’L")

=2 Jj=1 Q

Or,

n 4 P n p—k
(To+o) t -Xa| = ({(Xs) | @
Jj=1 k=0 S1,S2€N™ j=1
e 5145:=Q 51

. 2
On a 51,5 € (N"\IU{O}) .Si k # petsi|S] < p—k alors
n p—k
{ ( > yj) } = 0; donc, les multiindices S; qui apparaissent effecti-
Jj=1 S

1

vement dans la somme vérifient |S2| < |Q|+k—p. Si k = p alors S2 = Q. Si
k # 0 alors si |S2| < 2k — 1 alors {&’“}S2 =0. Si k = 1, alors pour S, € N}
et |[S2] <|Q|+1—p,ona {&k}32 =§s,=05,-Sik>2,0na

{*}s,= Y Gaida
Q1++Qk=52

la somme portant sur les ensembles de k multiindices Qi,...,Qx qui
vérifient

De plus, puisque Q € N7\ Z, alors V1 < j < p/, Q; € Ng \Z. Par hypothése
de récurrence, V1 < j <k, 7q, = 0qg,. D’ou, il vient
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c’est-a-dire

~ (E) o Fu+o)
n =0q,
o Suvo) |

d’ou le résultat. O

Remarque 2.5. — Si les nombres |(Q,\) — X;|, avec Q € N% \Z, ne
s’accumulent pas sur 0 lorsque |@Q| — +oo, il existe alors une constante
€ > 0 qui les minore. La relation 3 devient alors

n \2
a( > Vi +€>
Jj=1

”b( i Y +£)
Jj=1 Q

Dans ce cas, la démonstration de la proposition est terminée. En effet, il
suffit de prendre la fonction o, analytique au voisinage de ’origine, définie
précédement, ol ’on a remplacé a par a/e. On montre alors, par récurrence
sur la norme |Q| du multiindice Q, que VQ € N2 \ Z, £g < oq. Pour ce
faire, on reprend textuellement la preuve de récurrence du lemme précédent
en remplagant, pour tout Q € N3 \i’ , 0Q par EQ ainsi que ’égalité 6o = og
par l'inégalité §~ < 0@, les sommes et produits ne faisant intervenir que des
nombres positifs.

VQ ENg\j:, eé:Q S

Dans la suite nous nous intéresserons uniquement au cas ou il y a
effectivement des petits diviseurs.

Considérons la suite {nQ}QeN;'\i definie par

1. VP e N?\ 7 tel que |P| =1, np = 1 (de tels multiindices existent),
2. VQ e N3\ 7,

) = max c M9,
Q77Q Qj EN?,SGN" an nQy

Q- +Qp+5=Q

le maximum étant pris sur les ensembles de p+ 1, 1 < p < |Q|
multiindices Q1,...,Qp,S tels que V1 < j < p, Q; € Nt, |Q,| <
|Q|, S € N™. Ces ensembles sont non-vides.

Cette suite est bien définie. En effet, si Q € N3 \i’, alors il existe
des multiindices Q1,...,@p, S telsque @ = Q1+ ... +Qp +5,V1 <5 <
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P, Q; €N?, |Q;] < |Q|, S €N"; dans cecas, V1 < j <p, Q; € Np\ 1.
Le point suivant est primordial.

LEMME 2.2. — Pour tout multiindice Q € N} \f, on a EQ < ognQ.-

Preuve. — On montre le résultat par récurrence sur la norme |Q| du
multiindice Q. A T'ordre 2, on a, pour tout Q € N3 \ Z, |Q| = 2,

béq < {a (gyiy} = oq.

Q
Or, par définition, 1 < 8gng. En effet, on a Q=P+ S avec|P|=|S|=1,
A\ 2
(P,S) € (N'l' \I) ; donc, 1 =np < 8gng.
Supposons le résultat vrai pour tout multiindice @ € N% \f tel que

|Q| < k (k > 2). Soit alors un multiindice @ € N7 \ Z tel que |Q| = k + 1.
L’inégalité 3 s’écrit

a i:lyj+§~ a n
Sota < 1-(;(§1yj+é) . {_2,;21)1’(]2::1%%) }Q
=2 Iil”"{(iyj'Ff)p}
= 7=l Q
Or,
n AP P n o \p-k Y
{<;yj+£> }szgocp g;fzg:fgg ({(;w) }SI{E }S’)

a 2
Ona 81,8 € (NN\ZU{0}). Sik # petsi|si| <p—k-1

n p—k
alors {( > yj> } = 0; donc, les multiindices Sz qui apparaissent
j=1 S1

effectivement dans la somme vérifient |Se| < |@Q| + k — p. Si k = p alors
S2=Q.Sik#0etsi|Sy| <2k—1 alors {f’“}s = 0 car 'ordre de £ est

2
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supérieur ou égal & 2. Si k = 1, alors pour Sy € N% et |S2| < |Q| +1—p,
on a {ék}s = 552. Par hypothése de récurrence,
2

{ék}s < 782058,
2

< max o
S (S1+5'2=Q "732) Sz

le maximum étant pris sur les couples de multiindices (S, S2) tel que
2< |82 <|Q|- Sik>20na

{Ek}s2 = Z éQ: '”éQk

Q1+-+Qr=S2

la somme portant sur les ensembles de k£ multiindices Qi,...,Qr qui
vérifient V1 < j < k, Q; € N3, |Q;| < |S2| < |Q|. De plus, puisque
QeNz\Z alorsV1<j<yp, Q; Nz \ Z. Par hypothese de récurrence,
V1<j<k, fQj < nQ,;0q;- 1l vient alors

{Ek}sz < ) M Me0Q g,

Qi1++Qr=S2
< max e U e 0
T Qi+ +Qr=52 TR Q1+~'§k=52 “ -

le maximum et la somme portant sur les ensembles de k£ multiindices
Q1,-..,Qk qui vérifient V1 < j < k, Q; € N3, |Q;| < |S2|. Ce maximum
est inférieur au maximum

max .o ,
Qi++Q,+5=Q Q. """ 1Q,

portant sur les ensembles de p’+1 multiindices Q1,...,Qy,S,1 <p' <|Q|,
qui vérifient V1 < j <p, Q; e N?'\Z, |Q;]| <|Q|, Se€N*\ZU{0}. De
plus, ce maximum est supérieur & 1; donc,

n P
j < max 0.,
(j_ZlyJ + £> = QA +Qu+5=Q Q1 e,
Q

14 n p—k

k ) k

ool X ((Xw) |
k=0 S1,82€N™ j=1 s
S1+82=Q !
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le maximum portant sur les ensembles de p’+1 multiindices Q1,...,Qpy, S,
1 <p' <|Q|, qui vérifient V1 < j <p, Q; € NP \Z, |Q;] < Q|
N"\ Z U {0}. En sommant sur 2 < p < |Q|, il vient alors

1< n P
boa < max Q. b? j )
Qe < QX s g TRy | 2 2;2 Zy] +o
- Q
le maximum portant sur les ensembles de p’ +1 multiindices Q1,...,Qy, S

1< p < ]@Q|, qui vérifient V1 < j < p, Q; € Nt \Z, Q| < 1Q|, S e
N"\ Z U {0}. Par définition, on a alors 6géqg < 8gneoq, soit £g < NEag
car 8q # 0. a

Suivant la démonstration de Bruno [Bru72], nous allons montrer le

LEMME 2.3. — II existe une constante ¢ > 0 telle que VQ € NF \
I, nQ < clel.

11 est clair, au regard de la définition de la suite ng, que 7g est un
produit de termes 1/8g: avec |Q’| < |Q|. Pour un entier k, soit ¢*)(Q) le
nombre des 1/8¢ intervenant dans ce produit et tels que 8o < w(px)/2.
Le lemme précédent est une conséquence de la

ProposITION 2.2 (Estimation du nombre de petits diviseurs). — Pour
tout multiindice Q € N3 \ Z, on a ¢ (Q) < 2n% si|Q| > px+1;et

k

¢*)(Q) = 0si |Q| < px.
Nous renvoyons la preuve a la section suivante.

Nous pouvons maintenant conclure quant & la majoration de 7g. En
effet, $*¥)(Q) majore le nombre de facteurs 1/6¢ figurant dans le produit
définissant ng et vérifiant w(pr+1)/2 < 6gr < w(pk)/2. Soit | Pentier tel
que p; +1<|Q| < pi+1 + 1; on a alors

t 5 \#P@
< .
e = H (W(Pk+1))

k=0

En prenant le Logarithme et en utilisant la proposition 2.2, on a

e <Z2lel( w(PiH))

Inw(p
<lQl-2nY" ;’“+1)+2 1n22—,;

k>0 k k>0
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puisque (w) est satisfaite; d’ot ng < ¢/Q! pour une constante ¢ > 0.

Remarque 2.6. — Comme le remarque Bruno [Bru72], il n’est pas
nécessaire de supposer la convergence de Y, p_ dans le cas qui nous
k>0 Pk

intéresse ici — & savoir — klim w(px) = 0. En effet, & partir d’un certain
— 400

rang ko, on a w(px) < w(pk,) < 1; ce qui ameéne &

< +00.

1 . 1 = Inw(pk+1)

Sr Pe T —lnw(pk) S Pk

La convergence de £= €1+ + &, et donc celle de & = (&i)1<i<n,
est alors immédiate. En effet, o est analytique au voisinage de 0 donc
il existe une constante d > 0 telle que pour tout multiindice Q € N3 \f ,
og < dQ!. Par conséquent, d’apres le lemme 2.2, on a, pour tout multiindice
Q €N\ 7, £ < ogno < a9 ot a € RY. Ceci montre la convergence du
difféomorphisme prénormalisant.

Il nous reste & montrer que le champ de vecteurs, dans les nouvelles
coordonnées, est analytique au voisinage de l'origine; c’est-a-dire que les
séries 1; convergent au voisinage de 0. Ceci se fait sans difficulté maintenant
que l'on sait que £ est convergente. En effet, reprenons I’équation 2, en la
projetant cette fois sur 1. Puisque, par construction, les séries 1; ont tous

leurs termes non nuls dans I'idéal 7 alors que " &; g€ o¥® n’en a aucun,
Q=2
on obtient, aprés une majoration large(remarque 2.4),

_ _ _ _ " OE -
@ BO < F+ et + 6+ Y G
k=1

La fonction f](yl + &,...,yn + &) est connue, analytique et 1-plate
au voisinage de lorigine. On regarde donc les équations v; = fg(yl +
Elye ey Un +§_n)-+-k§n:l g—i—vk dont les v; sont les inconnues, pour 1 < j < n.
Ces équations s’écrivent sous la forme (Id, — DE(y))v = f(y1 +&1, .- Yn +
€n) avec v = (v;)1<j<n €t f = (f;j)1<j<n- Or, pour y suffisamment petit, la
matrice (Id,, — D€(y)) (Id,, désigne la matrice identité de C™) est inversible
et v=(Id, — DE@W)) " f(y1 + &1, ... ,yn + &) est analytique au voisinage
de Dorigine, car la fonction DE(y) converge au voisinage de 0 € C™ et est
nulle en ce point. On montre alors que ¥; < v;, pour 1 < j < n. Ainsi,
1; appartient a I'idéal 7 des fonctions analytiques au voisinage de I’origine
engendré par u = y" ; ce qui conclut la preuve de la proposition. O
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2.1. Fin de la preuve du théoréme.

Reprenons la démonstration par récurrence du théoréeme 1.1. Nous
venons de montrer qu’il est vrai pour m = 0, c’était l'objectif de la
proposition 2.1. Supposons maintenant le théoréme vrai a ’ordre m. Le
systeme 1 s’écrit donc, dans un systéme de coordonnées analytiques locales
au voisinage de 0 € C", sous la forme :

(5) £; =2\ + Pim(z")) + (") fi(z), 1<j<n

ol les f; sont analytiques & ’origine; si en outre |r| = 1 alors f;(0) = 0, ceci
afin d’assurer que ord(u™*! f;(z)) > m|r|+ 1. En effectuant le changement
de coordonnées z; = y; + &;(y) analytiques au voisinage de 1’origine, nous
voulons transformer ce systéme en un systéeme de la forme

Ui = YN+ Pima (@) + (@)™ 2G;(y), 1<ji<n

ol Pjm4+1(U) € C[U] est un polyndme sans terme constant de degré
inférieur ou égal & m + 1 et §;(y) une fonction analytique, nulle en zéro
lorsque |r| = 1. Ce changement de coordonnées se fait en deux étapes :

— la premiere étape consiste a faire un changement de variables polynomial
z; = zj + h;(2), permettant de faire apparaitre les termes résonnants
zju™*18,,. On peut écrire h; = (2")™*1h;; les polynémes h; sont de
degré inférieur ou égal 1; si en outre 7 = 1, alors ils sont nuls en 0. Dans
ce systéme de coordonnées locales, le systeme 5, s’écrit

2 = 2j(A\j + Pjm41(2") + (21)™gj(2), 1<j<n

ol Pjm+1(U) € C[U] est un polynéme sans terme constant de degré
inférieur ou égal & m + 1 et g;(z) une fonction analytique telle que
9;(0) = 0 et Dg;(0) = 0. De plus, il existe des nombres complexes c;
tels que Pjm+1(U) — Pjm(U) = ;U™ L.

— la deuxiéme étape consiste a transformer le “reste” en un élément de
I'idéal Z,,, 42 des fonctions analytiques engendré par (y")™*2; c’est-a-dire
que, dans un systéme de coordonnées locales analytiques au voisinage
de lorigine z; = y; +§;(y), le systeme précédent s’écrit sous la forme 6.

Ces deux étapes peuvent se traiter simultanément; néanmoins, nous
préférons les distinguer, quitte & accepter une certaine redondance.

Commengons par la premiére étape. Afin d’alléger I’écriture, nous
la faisons dans le cas ol |r| > 2. Le cas |r| = 1 se traite de maniére
identique, sauf qu’il y a un ordre de moins & enlever. Posons R; ,(z) =
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z;Pjm(z"), ¢;(z) = (z")™*1f;(z). En faisant le changement de variables
zj = zj + h;(2), ol h; est un polynéme de valuation (m + 1)|r| et de degré
(m 4+ 1)|r| + 1, on obtient un systéme

2= Zj(/\j + P~,m(z’")) + 'l,bj(z)7 1<j<n

Les relations entre les ¢;, 1; et h; s’obtiennent de la méme maniere que
lors de la preuve de la proposition 2.1. On a alors, pour 1 < j<n:
7D Y. (Giehie+¥i@)2° =¢i(z+h) - oo 2 (Riym + %)

Q ENG i

+ Rjm(z + h) - Rj,m(Z)

avec ;0 = (Q,A) — A;. On résoud le probléme formel de la maniere
suivante : Pour tout 1 < j < n et pour tout multiindice @ € N?m +1)rp O
pose :

—si 29 = 2;(2")™*! ou |Q| > (m + 1)|r| + 2 alors,
Oh;
Vi@ = Rim(z+h) — Rjm(2) + ¢(z+ h) — 3 L (Rkm + ¥)
Q
hj@ =0

—si 29 # 2;(2")™* ! et |Q| < (m+ 1)|r| + 1 alors,

Oh;

: {Rj,m(z+h)—R‘,m(z)+¢j(z+h) 8 (ka+¢'k)}

hiq= 35—

3,Q Q

YiQ =
ot {f(2)}q désigne le coefficient de 2@ dans le développement de Taylor
de f. On a alors le

LEMME 2.4. — La construction ci-dessus définit bien, par récurrence,
les séries formelles v; et les polynémes h; et ils appartiennent & I’idéal
i1

Preuve. — Il s’agit de démontrer, par récurrence sur la norme |@| du
multiindice @, que

Aj,Qz{ Rjm(z+h) — Rjm(2) + ¢;(z+ h) — Za”(ka+¢k)} =0
Q
si 22 ¢ Tpyr.
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Pour tout multiindice @ tel que |Q| = (m + 1)|r|, on a
Ajq =1{8i(2)}g = {1 fi(2)}4 -

Donc, si 22 € 7,41, alors Ajq = 0. De plus, puisque |Q| = (m + 1)|r|, si
29 € It alors Q = (m+1)r, et donc §;g = —\; # O( si une des valeurs
propres était nulle, on serait dans le cas |r| = 1 et cette étape n’aurait pas
lieu d’étre car on commencerait & 'ordre (m+1)|r|+1); donc, hj g et ;o
sont bien définis.

Soit kg > (m + 1)|r| un entier. Supposons que pour tout multiindice
Q tel que |Q| < ko on ait

- Ajoq=0si22 ¢ Iny1;

— les développements de Taylor & I’ordre ko de 9; et de h; sont bien définis
et appartiennent & Z,, 1.

Commencgons par réécrire les différents termes qui composent le
membre de droite de ’équation 7.

¢j(z+h) = (z7)™F f5(2) + h(2)Hy (2, ha, s )
+-- 4+ hn(z)Hn,j(z, hl, ceey hn),

H,;...,Hy,; étant des séries formelles en les 2n variables zi, ..., zn, h,
.y hpn. De plus, on a :

- aR],m aRJm
(8) Rjm(z+h) — Rjm(z) = 2 (2).hi + = Z s (2).hihy

+--- et
Z—a—ka(zwk(z))—sz Jp,m( +Z Jw(z
k=

Soient alors 1 < j <n et Q@ € Ng ;. De 'équation 7, on obtient que
Aj g s’écrit comme la somme du terme

{(z")m+1fj(z) + 2:: g—l;itbk(z)}Q et des termes

{hl(z)Hlyj -+ hn(2)Hp nj T+ Z OR;m £ (2).hi

1 « 62R
+'2‘k;1 57, hkhl-i- {sz Pkm )}Q
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Par hypothése de récurrence, ils sont nuls si 29 ¢ fm_,.l. De plus, si
Q] > (m+1)|r|+1, 22 € Liny1 et 2@ # 2j(27)™ 1, alors Q = (m+1)r+E;
avec i # j; donc 65 = A\i—A; # 0 car les valeurs propres sont simples. Cela
permet de définir h; g et 1; g de la maniére décrite; les développements
de Taylor de h; et 1; & l'ordre ko + 1 appartiennent a jfm+1

Remarque 2.7. — Pour le dernier terme, nous avons utilisé le fait que,
Oh,;
pour tout multiindice Q’, si hj o = 0 alors {zk —’} =0.
6Zk Q/
Il est clair que le nouveau systéme obtenu & partir de ce changement
de variables polynomial est analytique au voisinage de ’origine.

Ceci étant dit, nous supposons avoir réalisé la premiere étape, c’est-
a-dire que le systeme est sous la forme

2 = 2j(Aj + Pjm41(2")) + (27)"Hgi(2), 1<j<n

ol Pjm4+1(U) € C[U] est un polynéme sans terme constant, de degré
inférieur ou égal & m + 1 et g;(z) une fonction analytique telle que
g;(0) = 0 et Dg;(0) = 0. On notera encore ¢;(z) = (z")™+1g;(z)
et Rjm+1(2) = 2Pjm41(2"). Nous voulons que, dans un systéme de
coordonnées ((m + 1)|r| + 1)-plat & l'origine par rapport & l'identité
zj = y; +&;(y) (c’est-a-dire que &; est d’ordre (m + 1)|r| 4 2), et tel que
&i(y) € T i1, ce systéme s’écrive

U5 = Yi(Nj + Pjms1(¥") +¥5(y), 1<j<n

avec 9; € fm+2. Les relations entre les ¢;, ¥; et &; s’obtiennent de la
méme maniére que lors de la preuve de la proposition 2.1. On a alors, pour
1<j<n:

© Y Gete+bi=6u+O-3 a—jk (Remst +¥5)
k=1

Q ENGr 1) 42

+ Rjm1(y + &) — Rjm+1(y)

avec §j0 = (Q,A) — Aj. On résoud le probleme formel de la maniére

suivante : Pour tout 1 < j < n et pour tout multiindice @ € N{, 1y, 152
on pose :
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-siyQ e :‘rm+2 alors,

ViQ= { Rjmy1(y +€)— 1m+1(y)+¢g(y+§)—z By % (ka+1+¢k)}
Q
&@=0

-siy? ¢ i’m+2 alors,

{Rj,m+1(y +&) — Rjm+1(y) + ¢5(y +§)

=~ O, }
=) 7 (Rem+1 +9x)
I; ayk k,m+1 k

1
&Q—@;

)

Q
Y@ =0

ou {f(y)}qo désigne le coefficient de y¢ dans le développement de Taylor
de f.

LEMME 2.5. — La construction ci-dessus définit bien, par récurrence,
des séries formelles §; et 1; solutions de 9 et qui appartiennent respective-

ment a I'idéal Im+1 et Im+2

Preuve. — 1l s’agit de démontrer, par récurrence sur la norme |Q| du
multiindice @, que

Ajq= { Rjm+1(y + &) — Rjm+1(y) + ¢;(y + )

B
7a5%

(Rk m+1 + ¢k)} =0
Q
si Y% & Imyr.
Pour tout multiindice @ tel que |Q| = (m + 1)|r|+2, on a
Ao ={eiW}o ={W)™ i)}, -

Donc, si yQ & Im+1, alors Aj o = 0. De plus, puisque |Q| = (m+1)|r| +2,
si y@ € Tyt et Y@ & Iy, alors 05,0 # 0; en effet, si §; 9 = 0 alors
Q = (m+ 1)r + Ej et donc |Q| < (m + 1)|r| 4+ 2. Ainsi, & g et ¥; o sont
bien définis.
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Soit kg > (m+1)|r|+2 un entier. Supposons que pour tout multiindice
Q tel que |Q| < ko on ait
~ Ajo=0s1y? ¢ Lnp;
— les développements de Taylor a 'ordre ko de 1; (resp. {;) appartiennent
) Z-m+2 (resp. Im+1)'

Commengons par réécrire les différents termes qui composent le
membre de droite de I’équation 9.

¢i(y +€) = @)™ fiy) + EWh iy, &, &n)
+---+ sn(y)hn,j(y,é‘l» L] 7€n)a

hij...,hn ; étant des séries formelles en les 2n variables y1,...,yn,&1,. ..,
&n- De plus, on a :

OR
Rjm+1(y + &) — Rjm41(y) = Z J’mH Y)-&k

k=1

(10) Z 63}515?1 (y)-&x&t +
n n 6&3 . n _8&
kz L (Rem41(y) + ¥r(y)) = ; Yk %Pk,m+1(y )+ ; o Yr(y)

Soient alors 1 < j <net @ € Ny ,;. De I'’équation 7, on obtient que 4;q
s’écrit comme la, somme du terme

{(yr)m+1 fi(y) + Z g—%zbk(y)} et des termes
k= Q

{ﬁl(y)hl,j “t+&n(Y)hn; + Z 6R] L (y) &

1 i 6 R,m+1 & a& r
*3 > ayja (y)-&c&i + et {Zyk%ipk,mﬂ(y )}Q~

k=1 k=1
’ Q

Par hypothese de récurrence, ils sont nuls si y@ ¢ me. De plus, puisque
Q] > (m + 1)|r| + 2, si Y@ € Tny1 et Y2 & Lo, alors §;o # 0. Cela
permet de définir §; ¢ et ;o de la maniere décrite; les développements de
Taylor de §; et 1; a l'ordre ko + 1 appartiennent respectivement & me et
Im+2' O
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Passons & la convergence des &;; nous procédons de maniére si-
milaire & la preuve de la convergence de la proposition 2.1. D’aprés le

lemme précédent, &; € Im+1 donc yr —= Bk =2 i’m+1. Dans ce cas, puisque
Rjm+1(y) =y Pjm+1(y"), avec Pj,m+1(0) 0,0n a

n

Z Rk m+1(y) = Z yk Pk mi1(y") € Imya.
pa

De plus, par construction, 1; est un élément de 1’idéal im_,.g. On en déduit
que

n 3£J R
= (Re,m+1(y) + Ye(y)) € Lo
; ayk k,m+1 k +2

De plus,

_ o -~ 09 0%,
¢i(y +€) —¢y(y)+; 5y W6k + Z Sy, WG+

y) est (m + 1)|r|-plate en 0, c’est-a-dire d’ordre supérieur ou égal

99,
° B

a (m + 1)|r| + 1. En vertu du lemme précédent, ainsi que de 1’égalité
précédente et de ’égalité 8, on a, pour tout 1 < j < n, pour tout multiindice

Q € N?m+1)|r|+2a tel que yQ € -Tm+1 et yQ ¢ i-m+27
" OR;m
8,060 = —LE (y) & +¢J(y)+2 (y)é
=1 Oy Q

car, les &; appartenant a Im+1, les produits &, - - - &k, , avec I > 2, appar-
tiennent aIl(m+1) C Im+2; en effet, puisque ! > 2, alors (I—1)m+1—-2>0
donc I(m+1) > m+2.

Remarque 2.8. — L’ensemble des multiindices @ € NZ‘m F1)rl+20 tels

que Y@ € Tyt et Y@ & Tpnpo, n'est autre que (m+1)r+N2\Z, le translaté
de N3\ 7 par (m + 1)r.

On a alors, pour tout multiindice @ € (m + 1)r + N3 \ Z,

" OR;m o " 8 . -
165,0l1€50] < {kg —ay,f—%y).&k + ¢;(y) + kg a—wj(y).gk}

Q
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On somme ces n inégalités, on minore chaque |§; o| par ¢ = infi1<;<n |6;,0|
qui est est non nul; et apres avoir utilisé les majorations

n

ZZ J,m+1( )& < Z aRa]:;lm+l ;

Jj=1lk=1 k,j=1
ZZ 0 2 (y).&k < Z (y D&,
j=1k=1 k= 1 j=1

A~

on obtient alors, pour tout multiindice @ € (m + 1)r + N§ \ Z,

(11) g < Z 8R”m+1 (v) + Z ¢] - () Z

kj=1 Oy k= 1

ol, comme précédement, on a posé

=Y leel £ = > fou® et N\ ={Q e Np|y® ¢ I}.
k=1

QENT 1) ri42

Construisons, par récurrence sur la norme |@| du multiindice @, la série

Om+1(y) = > 0Q,m+1y? de la maniére suivante :
Qe(m+1)r4+N7

vQ € (m+1)r + N3\ (N2\Z) 0Qme1 =0
VQ e (m+1)r+Np\Z
n —‘m a
0Qm+1 = Z @3’_"'1(3/)4_ Z ¢] (y) Um+1+Z¢J

15)
k,j=1 Yk k,j= 1 j=1 0

LEMME 2.6

La série o,,41 est convergente dans un voisinage de 0.€ C",

-VQ € (m+1)r + N3\ Z, €q < 0Qm+171Q—(m+1)r

ot {nQ}genn\z est la suite définie précédemment.
1

Preuve. — Considérons en effet la fonction

Gy,v) = Z”%y’:“@nz ¢J(y v+ 36 -
j=1

k,j=1 k,j=1
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La fonction ( > OR;m+1

)+ X ¢J (y )) est nulle en 0. Les fonc-
k,j=1 Oyx

k,j= 1ayk

tions G et D sont analytiques en 0 € C™*! et leurs valeurs en 0 sont
respectivement 0 et —1. Le théoreme des fonctions implicites donne alors

’existence d’une fonction analytique & =), 6QyQ au voisinage de 0 € C",
Q
telle que G(y,5(y)) = 0 et 6(0) = 0; de plus, & est du méme ordre que la
n

fonction Y @;, c’est-a-dire supérieur ou égal & (m + 1)|r| + 2.
i=1

On montre, par récurrence sur la norme du multiindice @, que pour
tout multiindice @ € (m+1)r + N3 \ Z, on a

~0Q = 0Q,m+1,

—8Q < 0Q,m+171Q—(m+1)r-

On remarquera que 8g = égir avec | € N car (r,A) = 0. Pour tout
multiindice @ € (m + 1)r + N2 \ 7 tel que |Q| = (m + 1)|r|+ 2, on a

n
Sl <D dip =6qg=0gmi1

Or, 1/6g—(m+1)r < NMQ—(m41)r car on a Q — (m + 1)r = P + S avec

N 2
Pl =8| =1, (P,S) € (N} \Z) ; donc, 1 =np < Sq_(msuplg—(minys
d’out le résultat. Posons, pour simplifier,

Qdef aRj,m+1 = %
h(y) = Y hoy Z W+ > 55 )

QeN?y k,j=1

Soit kg > (m+1)|r|+2 un entier et supposons la proposition vraie pour tout
multiindice Q € (m+1)r+Np\Z tel que |Q| < ko. Soit Q € (m+1)r+Np\Z
un multiindice tel que |Q| = ko + 1. D’apres la majoration 11, on a

. R, m TPy
bgéq < kz; 5y = ( Z_ a—— E+ Zdb’
J=1 = j=1 Q

< Z thng + Zq_sj

QENT,Q2€NG 1 1)iry42 =t )q
Q14+Q2=
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la somme portant sur les couples de multiindices (Q1,Q2) € N7 \ T x

((m +1)r + N3 \f) tel que |@Q1], |Q2| < |Q|- Par hypothese de récurrence,
ona

n
6Q§Q < Z th NQ2—(m+1)r9Qz2,m+1 + Z ¢j
Q1ENT,Q2ENT 411142 Jj=1 Q
Q1+Q2=
- n oax NQz—(m+1)r Z h’Qlan,m-l-l
QIENI ’QZEN('"‘H[)I"H‘Z QlGNﬂ Q2EN“
Q1+Q2=Q 1é1+Q2(;»+1)lr|+2

>4
j=1

Q

la somme et le maximum portant sur les couples de multiindices (Q1,Q2) €
NPAZ x ((m+1)r + N3\ Z) tel que [Qu,]Qs] < |Q). Or,

max —(ma)r = max n
QuENT QaeN 1y rpes 22T T g e Qpeny 192
Q1+Q2=Q Q1+Q2=Q—(m+1)r

< 6Q—(m+1)rnQ—(m+l)r

le premier maximum portant sur les couples de multiindices (Q1,Q2) €
N7\ Z x ((m + 1)r + N2 \i’) tel que |Q1], |Q2| < |Q)| alors que le deuxiéme

porte sur les couples de multiindices (Q1,Qz) € NP\ Z x N3 \ Z tel que

|Q1],1Q2| < |Q — (m + 1)r|. De plus, 1 < 8q—(m+1)rQ—(m+1)r- Donc, on
obtient

ba€q < bg—(mi1)rMQ—(m+1)r

n
X Z h@,0Q,m+1 + Z(EJ

Q1ENT,Q2ENT 4 1)y 42 J=1 Q
Q1+Q2=Q

la somme portant sur les couples de multiindices (Q1,Q2) € N7\ Z x
((m +1)r+ N2 \f) tel que |@1], Q2] < |Q|. D’autre part, par hypothese
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de récurrence, on a

n
oQm+1 = > h@0Qumi1+13 D ;i
QIEN?yQZGN?m_'_l)',.I_’,z Jj=1 Q
Q1+Q2=Q
Lid -—
= > hQ,6q, +$ D 65 =daq.
QuENT,Q2ENC 1) r 42 7=1 Q
Q1+Q2=Q

De plus, puisque (7, A) = 0, alors g_(m+1)r = 6@ # 0; on obtient donc

€Q S NQ—(m+1)r0Qm+1 €t GQ = 0Qm+1-
O

On conclut alors de maniere identique & la preuve de la proposition
2.1 : la série £ est convergente au voisinage de l'origine. Il en est donc
de méme pour les séries {;. La convergence des séries 1); en est une
conséquence; de plus, elles appartiennent & ’idéal fm+2 donc 9; € I yo.

O

2.2. Preuve de la proposition d’estimation
du nombre de petits diviseurs.

L’objet de cette section est de démontrer la propostion 2.2. Notre
démonstration s’inspire de celle de A. Bruno [Bru72]. Dans cette section,
k désignera un entier fixé. Rappelons que N} \I={Q¢ N7 |y@ ¢ 1},
5Q = inf1_<_i§n I(S,;’Ql et

w(pk) = inf{[(@, A) = M | [(@,A) = As| #0,
i=1,...,n, Qe N", 2 <|Q| < px}.

Nous rappelons enfin que la suite {nQ}QGN;‘\f est definie par

1. VP e NP\ 7 tel que |P| =1, np = 1 (de tels multiindices existent),
2. VQ e N3\ 7,

1) = max o
QNQ Q,€N?,SeN” Q1 """ "Qy

Q1++Qp+5=Q
le maximum étant pris sur les ensembles de p+ 1, 1 < p < |Q|
multiindices Q1,...,Qp,S tels que V1 < j < p, Q; € N7, |Q;| <
|Q| — 1, S € N™. Ces ensembles.sont non-vides.
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Cette suite est bien définie. En effet, si Q € N¥ \i’ , alors il existe
des multiindices Q1,...,Qp, Stelsque Q = Q1+ ...+ Qp+S,V1 < j <
p, Q; €NT, |Q;1 <|Q|—1, S € N";danscecas,V1 < j <p, Q;€N\7.
Cette remarque sera constamment utilisée dans la suite.

Il est clair, au regard de la définition de la suite 7g, que 7g est, pour
Q € N2\ Z, un produit de termes 1/8¢: avec |Q’| < |Q| et Q' € N7\ Z. Soit
#®)(Q), pour Q € N2\ Z, le nombre des 1/ d¢ intervenant dans ce produit
et tels que ¢/ < w(px)/2. Pour majorer ce nombre, nous considérons, pour
tout entier k et pour tout indice 1 < j < n, pour Q € N3 \i’ , le nombre
¢§.k) (Q) de 1/6¢ intervenant dans nq tels que

- b =1(Q,A) = Ajl =165,/ et
- bqr < w(pk)/2-

C’est le nombre de “petits diviseurs atteints par j”. Nous poserons
VP € N?\Z tel que |P| =1, ¢§.k)(P) = 0. On a alors, pour tout Q € NZ\Z,

0< ¢®(Q) <P (Q) +--- + 6P (Q).

Pour tout entier k, pour tout indice 1 < j < n, considérons la fonction
définie sur N3 \ Z par

or e [ si Sg =160l et 16 <w(pe)/2
VQENAL Y (Q)‘{O Si S0 # |80l ou 16,0 > w(p)/2.

Le lemme suivant va nous permettre de faire une récurrence.

LEMME 2.7. — Soit Q € Ng \ 7 tel que {”(Q) = 1. SiQ = P+ P/

avec (P,P') € N? x N2 et |P| < px — 1, alors (P,P") e N} \T x Nz \ T et
(k) Pl _0
¥ (P) =0.

Remarque 2.9. — La suite d’entiers {px }ren est strictement croissante
et po = 2. Par conséquent, ’ensemble des P € N7 tels que |P| < pp — 1
n’est pas vide.

Preuve. — En effet, il est clair que si @ = P+ P’ € N2 \ 7 alors
(P,P") € Nt \ T x N3 \ Z. Deux cas se présentent :
1. Siépr # |6;,pr| alors, par définition, ¢§k) (P =0.

2. Si 6pr = |6;p], alors on a (Q,X) — A; = (P,\) — Aj + (PN);
donc |(P, )| < 185,0] + 18;,p|, soit 8P| > |(P,A)| — |6;,0|- Puisque
P(Q) = 1, alors 6g = [85,0] < w(pk)/2, d'ott —[60] > —w(pk)/2.
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D’autre part, puisque P € N7\ 7 alors (P, ) # 0. Soit alors 1 <i <n
un indice quelconque; on a

0# (PN =|(P+ Ei, A) — A

De plus, 1 < |P| < px — 1 donc 2 < |P + E;| < pg. Or, par définition,

inf{|(P + E;,A) = M| | |((P+ Ei, ) — A| #0, 1 <1< n} >
lnf{l(R,/\)—A” l |(R’A)_)‘l| # 05 l= 1,...,n, Re Nn, 2< IRl Spk}
= w(pk)-

Il s’ensuit que [(P,A)| > w(px). D’ot finalement, |8; p/| > w(pk)/2 et
|6;,p/| = 8pr, C’est-a-dire, par définition de z/)§k), ¢§k) (P)=0.

O

On a alors, pour tout indice 1 < j < n, pour tout entier k et pour tout
QeNz\7Z,

(12) 0<6P (@) <vP Q) + @ Q1)+ 8 (@Qp))

Qj€ENT,SeN™
Qi1++Qp+5S=Q

le maximum étant pris sur les ensembles de p+ 1, 1 < p < |Q| multiindices
Q1,...,Qp,Stelsque V1 <i <p, Q; € N?, |Qi|] <|Q|—1, S € N" Ces
ensembles sont non-vides et V1 <3 < n,Q; € N} \i’ . La propostion 2.2 est
alors une conséquence immédiate du résultat suivant.

LEMME 2.8. — Pour tout multindice Q € N7 \ Z

=0si Q| <px

(k)
9; (Q){gz[l;?—l] —-1si|Q|>pr+1
k

ou [a] désigne la partie entiére de a.

Preuve. — Elle se fait par récurrence sur la norme |@Q| du multiindice
Q. Commencons par le cas |Q| < pg. Par définition, VP € N7 \ 7 tel que
|P| =1, ¢§k)(P) = 0. Soit 2 < kg < px un entier et supposons ’égalité
vraie pour tout Q' € N7\ Z, tel que |Q’| < ko — 1. Soit @ € N2 \ Z tel que
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|Q| = ko. Dans ce cas, on a

0 # 85,0l Z inf {|(R,A) = M| [ [(R,A) = M| #0, L=1,...,n,
ReN", 2 <|R| < ko}
>inf {|(R,A) = | | [(R,A) = Af| #0, I=1,...,n,
ReN", 2<|R| < pi}
= w(px)

car kg < pi; on en déduit que 1[1](-k)(Q) =0 et donc

0<eP@ <  max (@) + 8P (Qp)

Q;€N},SeN"
Qu++Qp+S=Q

le maximum étant pris sur les ensembles de p+1, 1 < p < |@| multiindices
Q1,...,Qp,Stelsque V1l <i<p, Q; € N}, |Q;| <|Q|—1, S € N". Soient
Q1,...,Qp, S les multiindices qui réalise le maximum de cette inégalité.
Puisqu’ils sont tous de norme inférieure & kg—1 alors V1 < i < p, ¢§.’°) Qi) =
0 par hypothese de récurrence; on obtient donc ¢§-k) () =0.

Si |Q| > px + 1 alors supposons le maximum de l'inégalité 12 réalisé
pour un entier p, et les multiindices Q1,...,Qp.

On a alors 0 < 6§ (Q) < %M (Q) +¢{”(Q1) + - + 6" (Q). On peut
ordonner les Q; de sorte que |Q1] > --- > |@p| > 0. Soit alors r tel que
|Qr| = pr +1 > |Qr+1] (Si toutes les normes sont inférieures & pi, on pose
r = 0). Deux cas se présentent :

L Sig{?(Q) =0, alors 0 < 67(Q) < ¢ (Q1) + -+ + 67 (@y).
(a) Sir=0alors V1l <17 <p, |Q;| < px; donc, par hypothese de
récurrence, V1 < i < p, (/)g.k) (Qi) =0 et donc ¢§k) (Q) =0.

(b) Sir>0alors 0.<¢{"(Q) < ¢ (Qu) +--- + ¢} (Qr); donc,
par hypothese de récurrence, on a

os @56 [2-)o- 8] ss [ 2]

2. Q) =1,alors 0 < ¢(Q) <1+ P(Q1) + - + ¢ (@)
(a) Sir = 0 alors, par hypothése de récurence, V1 < i < p,
¢§k)(Q,~) = 0; donc

0s¢§“(Q)ﬂs2[%]—1
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car |Q| > px + 1.

Si r > 2 alors, par hypothese de récurrence, on a

0S¢§k)(Q)Sl+(2[%] —1)+~--+(2 [%]—1)

<2[@) o

() Sir =1alors 0 < ¢§-k)(Q) <1+ ¢§k)(Q1). Deux cas se

présentent :

1. 81 [|Q1/px] < [|Q/px] alors [|Q:1|/px] < [|QI/px] — 1 donc

0<¢{?(Q) <142 [lQll] -1<2 ([lQI] 1)5 2 [%]—1.

ii. Si [|Q1|/p&] = [IQI/pk] alors on a Q@ = Q1 + S avec (5,Q1) €

N* \ 7 x N} \I et |Qi] < |Q — 1. On en déduit que
(S,Q1) € Np\ZT x N2\ Z, car S # 0 et si |Qy] = 1 alors,
puisque px > 2 et |Q| > px + 1, 0 = [|Q1]/px] = [|Q|/px] = 1
ce qui n’est pas possible. De plus, |S| < px — 1 car, puisque
[1Q11/px] = [|QI/px] alors (|Q| - |Q1|2€/Pk < 1; donc |S| < pk.
D’apres le lemme 2.7, on a alors ¢§ )(Ql) = 0. Appliquons
Pinégalité 12 a Q;, en écrivant que le maximum est réalisé
pour p’, Q1,...,Q},, on obtient

0< (@) <1+¢P(Q1) +-+- + 68 (Ql)

avec Q1 = Q1+ +Qp+5', Q) € NP\Z, 8’ € N*\ZU{0}, et
V1<i<p,|Q;| <|@1]|-1.0nadonc,@=Q1+ - +Qy+
S’ +S; on ordonne ces multindices de maniére décroissante;
soit alors 7’ tel que |Q,/| > px +1 > |Qr/41]- On applique les
arguments précédents aux @’ (ceux du point (2)); dans les
cas (a), (b), (c)i, on obtient les bonnes majorations :

05@“()<2Pq] 1.

Dans le dernier cas, c’est-a-dire le cas v = 1 (c)ii, on a
[1Q11/pk] = [IQ1l/px] = [IQ/px] et |@1] < |Q1] < |Q[; on
réapplique ’argument du cas (c¢)ii en remarquant que ’on ne
peut tomber dans ce dernier cas au plus py — 1 fois (car la



1428 LAURENT STOLOVITCH

norme du multiindice décroit au moins d’une unité & chaque
étape. Dans le pire cas, c’est-a-dire 7 = 1 apres chaque
réduction, on finit par obtenir [|Q1|/pk] < [|Q|/pk])-

a

3. Remarques concernant les petits diviseurs.

3.1. Sur I’absence de petits diviseurs en dimension 2.

En dimension 2, les démonstrations de la proposition 2.1 de H. Dulac
(Dul04], [Dul23] ou celles [MMS80], [CS] dont nous nous sommes inspirés
pour ce travail, ne font apparaitre aucune hypothése de petits diviseurs
diophantiens : en fait, elle est automatiquement vérifiée. Nous allons voir
que, dans ce cas, les nombres |(Q, A) — A;|, lorsqu’ils ne sont pas nuls, sont
tous minorés par une constantes € > 0; ils ne s’accumulent pas sur 0 lorsque
|@Q| — +oc. La démonstration de la proposition 2.1 s’achéve donc avec la
remarque 2.5.

Dans le cadre qui est le notre, deux cas se présentent, tous deux traités
par H. Dulac :

1. A1 =0 et A2 # 0. Le vecteur r est alors défini par r = (1,0). Soit alors
Q = (q1,92) € NZ un multiindice. On a, pour i = 1,2, (Q,)) — \; =
g2A2 — A;. Dans tous les cas, on a |(Q,\) — Aj| > (g2 — 1)|A2| > |Ag], si
gz > 2.

2. ;1— = —%, p et q étant des entiers non-nuls premiers entre eux. Dans
ce2cas, le vecteur r est défini par r = (p, ¢). Soit alors Q = (q1,¢2) € N3
un multiindice; on peut Pécrire Q@ = Ir + Q' ot | € N et Q' = (¢}, ¢5)
un multiindice tel que ¢; < p ou ¢ < ¢. On a donc, pour ¢ = 1,2,
(@,A) — Aj = qiA1 + @aA2 — Aj. De plus, les nombres A\; et A2 sont
alignés dans le plan complexe et le segment qui les joint contient
Porigine. En désignant par 6 Pargument de A;, on a (Q,\) — A; =
e (q| M| — g5 A2] + (=1)771|A;|). 11 devient alors clair que les modules
de ces nombres ne peuvent s’accumuler sur 0 car g; < p ou ¢ < g.

Ce fait n’est plus vrai, en général, en dimension n > 2 puisque les
combinaisons linéaires a coefficients entiers positifs de deux des valeurs
propres pourraient tres bien s’accumuler sur la troisieme, comme nous
allons le voir.
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3.2. Nécessité d’une condition arithmétique sur les );.

Nous allons montrer, dans cette section, que pour que ’énoncé de la
propostion 2.1 soit vrai en dimension n > 2, il est nécessaire d’imposer une
condition arithmétique sur les A;. Nous ne démontrerons pas cependant que
la condition (w) est nécessaire.

Plus précisément, nous allons construire un contre-exemple en dimen-
sion 3. Cette construction est inspirée de celles faites par J.-P. Francoise
dans sa theése [Fra80]. La premiére valeure propre A; sera prise nulle
(donc » = (1,0,0)) tandis que les deux autres Ay et A3 seront prises
de sorte que la condition de Bruno (w) ne soit pas vérifiée; c’est-a-dire
que l'on ne pourra trouver deux constantes positives a et b, telles que
|g2A2 + g3 3| > aexp(—b(gz + g3)) pour tout multiindice (go, g3) € N2. Soit
alors les nombres

wi = min (|g2X2 + gshs| # 0, (g2,43) € N?, g2 + g3 < 2).
Il revient au méme de supposer que

. In wy,
lim -—
k—+o00 2k

Soit alors une suite de multiindice of = (of,a}) € N2 telle que wy =
|ak g + ak\3|. Quitte & réindexer, on peut supposer les o tous distincts.
Considérons une fonction analytique au voisinage de 0 € C2? de la forme

C!k ak
v(x2,z3) = Zakw22m33 avec |ax| =1
k>0

ainsi que le sytéeme d’équations différentielles analytiques au voisinage de
0eC?

&1 = z1f(T2,73) + v(T2, T3)
(13) i’z = )\2.'1,‘2
1'73 = )\3.’133

la fonction analytique f étant nulle a 1’origine.

Nous allons transformer ce systéme sous une forme normale prélimi-
naire. Les deux derniéres équations étant déja sous la forme requise, nous
ne transformerons que la premiére en posant z; = y; + &1 (y)( 22 = y2 et
3 = y3 ), ce qui donne ¢; = 91 (y). On reprend alors la construction for-
melle faite dans la preuve de la proposition 2.1; 7 désignant I'idéal engendré
par y" = y;, posons, pour tout multiindice Q@ € N3 :
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—siy? € 7 alors
_ 06
Y1, = {(v1 + &(¥)) f(y2,¥3) + v(y2,y3) — E)Ewl(y)}Q
,0=0

- si y? ¢ 7 alors
1

&Q==6Q{wr+&@»ﬂwwﬂ+v@mwﬂa
= 5—1— {&1(¥) f(y2,3) +v(y2,93)}@
1,Q
’(/)LQ = 0

Mais, &; n’a aucun terme non-nul dans Z, donc &; ne dépend pas de y; ; on
a donc :

-siy? e 7 alors

Y1,0 = {v1f(y2,¥3)}@
§1,0=0

—si y? ¢ 7 alors

é10= é {&1(v) f (2, y3) + v(y2,¥3) }o

Y@ =0.

On choisit les termes de v de la maniére suivante : Si Q = (0, a%, %) alors
on prend a; de module 1 et d’argument arg({£(y) f(y2,¥3)}¢). Dans ce cas,
ona:

1
Vk > 0, |§1,(0,a'2¢,a§)| > w—k
. 2. ak ak .
Il suit que la série ) €1,(0,0k ak) T2 " T3® divergent car
k>0

1

k 1 1
lim 1) le¥] = lim exp| — log | — = +o00.
k—+o00 \ Wk k=400 || wk

Ainsi, considérant la forme normale préliminaire analytique

& = x1f(x2,73)
(14) i‘z = Azl‘z
ii:3 = /\31173
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il existe un systéme analytique 13, qui admet le systéme 14 comme forme
normale préliminaire mais dont le difféomorphisme normalisant formel est
divergent & l’origine.

Remarque 3.1. — Le systéme 14 est bien une forme normale prélimi-
naire et non pas une forme normale. En effet, les formes normales formelles,
pour le triplet de valeurs propres (0, A2, A3), sont de la forme :

&= z1f1(1)
T2 = z2(A2 + fa(z1))
3= x3(A3+ f3(1))

les f; étant des séries formelles en la variable z;, 1-plates en 0.

4. Le cas a plusieurs résonances positives.

Dans cette section, nous montrons comment s’étend notre résultat
lorsque les valeurs propres du systéme 1 vérifient des relations de résonances
toutes engendrées par [ relations (R;,A) = 0ou R; € N*, 1 < j < [;
les {R;}1<j<: étant libres sur Q. Ceci signifie que s’il on a (Q,A) = A,
pour un multiindice @ € N7 et un indice 1 < s < n alors il existe
0 # (n1,...,m) € N' tel que Q =n1Ry + -+ + Ry + Ej si \j = A,. Dans
ce cas, les termes résonnants sont (zf1)™ ... (zRt)"z3,8,, avec \; = \; et
0 # (ny,...,m) € N

Soit Z (resp. Z) un idéal des séries formelles (resp. des fonctions ana-
lytiques) qui contient tous les “mondmes résonnants” (yR1)m ... (yRi)m g,
pour 0 # (ny,...,n;) € N.. On a alors la :

ProposITION 4.1. — Sous les hypothéses précédentes et si la condition
(w) est satisfaite, il existe un systéme de coordonnées locales analytique au
voisinage de 0 € C", x = y + £(y), dans lequel le systéme 1 s’écrit sous la
forme :

Ui =Xy +gi(y), 1<i<n

l
avec g; € I, cest-a-dire g;(y) = 3 9i,;(y)y™; si |R;| = 1, alors on a
i=1

La démonstration est identique en tout point & celle de la proposition
2.1; il en est de méme pour ’estimation du nombre de petits diviseurs.
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Ce résultat nous fournit des variétés invariantes analytiques. En effet,
soit I; '’ensemble des indices résonnants de Rj;, c’est-a-dire, si k € I;
alors la kiéme composante de R; est non-nulle. Soit I’ensemble NR =
[1,n]\ (Ué-:llj); il est constitué des indices qui ne résonnent pas (il peut
étre vide). Soit Z l'idéal engendré par Yi;» tj € Ij, et yg, k parcourant
un sous-ensemble A de NR. Alors d’apres le théoréme précédent, dans les
nouvelles coordonnées, la variété

¥i; =0,4;€l;, y» =0, ke A

est invariante. Ce résultat, dans le cas d’une seule résonance, a été annoncé
par J. Ecalle [Eca92].

L’auteur exprime toute sa reconnaissance & B. Malgrange pour les
remarques et suggestions qui ont permis d’améliorer la rédaction de cet

article.
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