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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES
COMPLEXES DE MODULE <1

par Hubert DELANGE

1. Introduction.

Nous nous proposons ici de donner les démonstrations détaillées de
résultats que nous avons énoncés sans preuve il y a quelques années [3].

1.1. f étant une fonction arithmétique complexe, pour étudier la
distribution asymptotique de ses valeurs il est naturel de considérer, pour
chaque n € N*| la mesure sur C définie pour tout £ C C par

1
un(E) = - nombre des m € N* et < n tels que f(m) € E
et d’étudier le comportement asymptotique de la suite {u,}.

ln est une mesure de probabilité (u,(C) = 1). En fait u,(F) est la
probabilité pour que, si on choisit au hasard un entier entre 1 et n, chacun

ayant la probabilité - d’étre choisi, f(m) appartienne a E.

Lorsque nous dirons qu’une suite de mesures sur C converge vers une
mesure 4 (borélienne), il s’agira de la convergence que les probabilistes
appellent “faible” et que Bourbaki appelle “vague”.

S’agissant d’une suite {u),} de mesures de probabilité discrétes (donc
définies sur toutes les parties de C), sa convergence vers la mesure
borélienne u est équivalente au fait que, quel que soit E C C dont la
frontiere est de mesure p nulle, p!, (F) tend vers p(E). (Plus généralement,
quel que soit E, on a

lim i, (E) > u(E) et Tm 1, (E) < u(E),

Mots-clés : Fonction multiplicative — Mesure — Convergence de mesures.
Classification A.M.S. : 11K65 — 11N64.
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o —_—
E et E étant l'intérieur et ’adhérence de F.)

1.2. La mesure sur C déduite d’une mesure p par la rotation d’angle
6 autour de 0 est par définition la mesure pu(®) définie par

nO(E) = ue ™E).

Dans le cas ou p est la mesure p,, considérée plus haut, c’est la mesure
égale pour tout £ C C &

1 .
— nombre des m € N* et < n tels que f(m) € e™FE
n .
(c’est-a-dire f(m)e® € E).
C’est encore une mesure de probabilité discréte.

Dans toute la suite, il est entendu que le mot “rotation” signifie
“rotation autour de 0”.

Nous dirons simplement qu’une mesure sur C est “invariante par
rotation” si elle est invariante par toutes les rotations.

Dans le cas contraire, le groupe des rotations qui la conservent est un
sous-groupe fermé du groupe de toutes les rotations, distinct de celui-ci. Il
existe donc v € N* tel que ce sous-groupe est formé des rotations d’angle
multiple de 27 /v (et est donc d’ordre v). Nous dirons que la mesure en
question posséde une symétrie d’ordre v. La symétrie d’ordre 1 signifie que
la mesure n’est conservée par aucune rotation autre que l'identité.

Il est clair qu’'une mesure déduite par rotation d’une mesure non
invariante par rotation est également non invariante par rotation et a le
méme ordre de symétrie.

1.3. Les fonctions arithmétiques que nous considérons ici sont les
fonctions multiplicatives complexes de module < 1. Il est entendu dans
toute la suite que f est une telle fonction.

Dans C nous désignons par D le disque ouvert |z| < 1, de sorte que
D est le disque fermé |z| < 1.

La mesure p, définie plus haut est donc une mesure de probabilité
de support contenu dans D, et il en est de méme de toutes les mesures que
I’on en déduit par rotation.

Nous utilisons la lettre p pour désigner les nombres premiers.
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Nous ferons usage du théoréme bien connu de Halasz [4] concernant

la moyenne o >~ f(n), mais nos résultats éclairent celui de Halasz du fait
n<lz
que

%Ynz::lf(m) =/5zd,un(z).

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. — 1) Sion a ) (1/p)(1 — |f(p)|) = +o0, la suite {u,}
converge vers la mesure de Dirac au point 0 (c’est-a-dire que, quel que soit
p €]0,1[, le nombre des m < n tels que |f(m)| > p est o(n)).

2) Si 3 >(1/p)(1 = |f(p)|) < +o00, il y a deux cas possibles :

(a) On a Y. (1/p)(1 — Re(f(p)*p~™)) = +oo pour tout k € N* et tout
u réel;

(b) II existe k € N* et u € R tels que
1) > (1/p)(1 = Re(f(p)*p™™)) < +o0.

Dans le cas (a) la suite {u,} converge vers une mesure [ non
concentrée au point 0 mais invariante par rotation.

Dans le cas (b), elle ne converge pas vers une mesure invariante par
rotation; il existe a € R et une suite {b,} de nombres réels satisfaisant a

Sup |bp —bpl =0(1) (n— o0)
n<n’<n?

tels que, si p!, est la mesure déduite de u, par la rotation d’angle 6,, =
—(alogn+by,), la suite {u, } converge vers une mesure limite y qui n’est pas
invariante par rotation (c’est-a-dire que, pour tout E C C dont la frontiere
est de mesure y nulle, le nombre des m < n pour lesquels f(m) appartient
4 e E = nlaenE est nu(E) + o(n)). La suite {,} n’est pas unique.
Le nombre a est bien déterminé mais la suite {b,} ne l’est pas : on peut
remplacer b, par b, & la seule condition que bl, — b, tende vers une limite
finie 0, la mesure p subissant alors une rotation d’angle —6.

On peut apporter les précisions suivantes sur le cas (b) :

Dans ce cas, il y a une infinité de couples (k,u) ot k € N* et u € R
pour lesquels on a (1). Il existe ¢ € N* et o € R tels que ces couples sont
les couples (Mg, \a) ou A € N*.
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On a a = a/q et on peut prendre
bo = 3 3 S Tm(f() o),
q p<n p
avec A fixe quelconque € N*,

De plus, la mesure p posséde une symétrie d’ordre q si f(27)9 # —2ir
pour au moins un r € N*, d’ordre 2q dans le cas contraire.

Si I’ordre de symétrie est 1, on a /_ zdu(z) # 0.
D

Le théoreme 1 donne, de fagon évidente, des conditions nécessaires
et suffisantes pour que la suite {u,} converge vers la mesure de Dirac au
point 0 ou pour qu’elle converge vers une mesure non concentrée au point
0 mais invariante par rotation.

On obtient, de plus, le résultat suivant :

THEOREME 2. — Pour que la suite {u,} converge vers une mesure
(4 non invariante par rotation, il faut et il suffit qu’il existe au moins un
k € N* tel que la série

>_(1/p)a - f)F)
soit convergente.

Cette série est alors convergente pour une infinité de k, qui sont les
multiples d’un certain q, et la mesure y posséde une symétrie d’ordre q si
f(27)7 # —1 pour au moins un r € N*, d’ordre 2q dans le cas contraire.

Ici encore, si 'ordre de symétrie de 11 est 1, on a L zdu(z) # 0.
D

Apres avoir démontré les théorémes 1 et 2 nous montrerons comment
le théoreme 1 explique le théoreme de Haladsz, puis nous indiquerons
quelques applications de nos théorémes.

2. Préliminaires.

2.1. Le théoréme de Stone-Weierstrass montre que I’ensemble des
polynomes a coefficients complexes en z et Z est dense dans l’espace des
fonctions complexes continues sur D, muni de la topologie de la convergence
uniforme.
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11 résulte d’abord de 13 qu'une mesure p de support contenu dans D
est complétement déterminée par la famille des intégrales /_ 227 du(z) ou
D
aet feN.

Notons que z°Z° peut se mettre sous I'une des formes |z|2PzF et
|z|?hz* ot h et k € N.

En effet, si h = Min(, 8), on a
|2h

2°7° = |z avec k=a-[fBsia>p,

et 2°7° = |2|*hz* avec k=f-asia<p.
1 est donc déterminée par la famille des intégrales

/_|z|2hzkdp(z) et ‘/_|z|2h7kdu(z) ou h etk € N.
D D

Si  est une mesure de probabilité, il suffit de considérer les intégrales

/_lz|2hzkd,u(z) othetkeNeth+k>0
D

puisque /_ |z|2PZz*du(z) est I'imaginaire conjugué de /_ |2)?h 2% du(z) et
D D

/ du(z) = 1.

Nous poserons Mp, i (1) = /__Izl%zkd,u(z).
D

On voit d’autre part qu’une suite {u,} de mesures sur C de support
contenu dans D converge vers une mesure limite u si, et seulement si, pour
chaque couple (o, 3) d’entiers > 0, la suite des intégrales /_ 2°7Pdpn (2)

D

est convergente.

Si les p,, sont des mesures de probabilité, la condition se réduit au
fait que, pour chaque couple (h,k) d’entiers > 0 avec h + k > 0, la suite
{M}, k(un)} est convergente. La mesure limite p est déterminée par les
valeurs de M}, x(p) = nan;o M i(in) pour het k> 0et h+k > 0.

2.2. Si u est une mesure de probabilité sur C de support contenu dans
D, on a My, (u?) = €™ My, () (cf. §1.2).
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Cette mesure est donc invariante par la rotation d’angle 6 si, et
seulement si,

€0 My, 1 (1) = My k(1) quels que soient h et k € N avec b+ k > 0,
c’est-a-dire et*?
Mp, k(1) # 0.

On voit ainsi que la mesure p est invariante par rotation si, et
seulement si, M x(u) = 0 pour k > 0 et h quelconque € N.

= 1 pour tout k£ > 0 pour lequel il existe un h € N tel que

Si elle n’est pas invariante par rotation, son ordre de symétrie est le
plus grand commun diviseur des k£ > 0 tels que M}, (1) # 0 pour au moins
un h € N.

Notons que, si ’ordre de symétrieest > 1,on a /_ zdp(z) = 0, puisque
D
Mp,1(p1) = 0 pour tout h € N et Mo 1(p) = /_zd,u(z).
D

On voit par ailleurs que, {u,} et {u)} étant deux suites de mesures
de probabilité, si, pour chaque n, y, est une mesure déduite de p,, par une
rotation (pouvant dépendre de n) et si une de ces suites converge vers une
mesure invariante par rotation, il en est de méme de 'autre.

Cela résulte immédiatement de ce que, pour h et k € N,

| M k()| = | Mk (pn)]-

C’est pour cette raison que, dans ’énoncé du théoréme 1, on peut
affirmer que, dans le cas (b) du 2), la suite {u,} ne converge pas vers une
mesure invariante par rotation.

2.3. D’apres le théoreme de Halasz mentionné au début du §1.3, si
F est une fonction multiplicative complexe de module < 1, une des deux
circonstances suivantes a lieu :

1
(a) = > F(n) tend vers zéro quand z tend vers I'infini; autrement dit,
T n<z
F posséde une valeur moyenne nulle;

(b) on a pour z tendant vers +oo

@) -91; S F(n) = Ca™* expliA(x)) + o(1),

n<lx
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ou C est une constante complexe non nulle, a une constante réelle, et A
une fonction réelle définie pour z > 0 assez grand et satisfaisant &

Sup |A(z") — A(z)| = o(1) pour z tendant vers + oo.

<z’ <z2

|C| et a sont déterminés, mais A et C ne le sont pas.

1
En effet, si ®(z) = - Y F(n), quand z tend vers l'infini |®(z)| tend

n<x
vers |C| et, pour tout A > 0, ®(A\z)/®(z) tend vers A\®. Mais on peut
remplacer A(xz) par A*(z) satisfaisant & A*(z) = A(z) + 6 + o(1) en
remplacant aussi C par Ce™%.

On peut préciser lequel des cas (a) et (b) a lieu et, pour le cas (b),
indiquer la valeur de la constante a et une fonction qu’on peut prendre
pour A(z) dans (2).

Il apparait que I’on ne peut avoir
1 »
(3) D 5= Re(F(p)p™™)) < +o0
que pour un u réel au plus.
S’il n’y a aucun tel u, c’est le cas (a) qui a lieu.
Si (3) a lieu pour u = a, il y a deux possibilités :
Si F(2") = —2% pour tout r € N*, c’est le cas (a) qui a lieu.

Si F(27) # —2"* pour au moins un 7 € N*, on est dans le cas (b), ou
on peut prendre

A@) =Y %Imw(p)p—w).

p<z

On peut exprimer ces deux possibilités en disant que, si A(z)
est donné par cette formule, quand z tend vers linfini, le produit
7% exp(—iA(z)) (% Z F (n)) tend vers une limite finie, qui est nulle si,

n<lz ]
et seulement si, F'(2"7) = —2'"* pour tout r € N*.

2.4. Nous aurons aussi a utiliser les deux lemmes qui suivent.

2.4.1. LEMME 1. — Soit §(n) = Alogn+ By, ot A est un nombre réel
et {B,} une suite de nombres réels satisfaisant a

(4) Sup |Bp — By|=0(1) (n— o0).

n<n’<n?
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Pour que la suite {exp(i6(n))} soit convergente, il faut et il suffit que
A =0 et que la suite {B,} soit convergente.

Démonstration. — Supposons que la suite {exp(i6(n))} soit conver-
gente.
La limite est forcément de module 1, soit e*¥.

Pour tout A réel > 1, la suite {exp(if#([An]))} tend vers e**. Donc
exp(i(6([An]) — 6(n))) tend vers 1.

Mais 6([An]) — 8(n) = Alog([An]/n) + Bixn] — Bn.

log([An]/n) tend vers log A et Bpxn) — By tend vers zéro, de sorte que
exp(i(8([An]) — 6(n))) tend vers A4,

On a donc X4 = 1 pour tout A réel > 1, d’ol, par dérivation,
tAlog\ =0, d’ou A =0.

Alors §(n) = B, et exp(iB,,) tend vers e*¢.

Du seul fait que B,+1 — B, tend vers zéro, ceci entraine que la suite
{Bn} est convergente.

En effet, étant donné € > 0 et < , il existe N; € N* tel que, pour
‘ €
n > Ny, |exp(iBy) — €*¥| < 2sin 37 ce qui implique que B,, appartient &
I’un des intervalles
Li=2M+¢p—¢,2X\r+¢p+¢|, ou\€Z.
Pour n > Ny, B, et B,+1 appartiennent chacun a un des intervalles Iy.
Mais il existe Ny € N* tel que, pour n > N, |Bpt1 — Bp| < 2(7 —¢).

Alors, si n > Max(Ny, N2), Uintervalle I contenant B, ;1 est le méme
que celui qui contient B,. Il existe donc un A € Z tel que, pour tout
n > Max (N1, N2), B, € I,.

Par suite, pour n’ et n” > Max(Ny, N3), |Bp» — Bp/| < 2¢.

On a ainsi démontré que la condition indiquée est nécessaire pour que
la suite {exp(i6(n))} soit convergente.

Il est évident qu’elle est aussi suffisante.

2.4.2. LEMME 2. — Soient z; et zo deux nombres complexes de module
<1.

On a

(5) 1 —Re(2z122) < 2(1 —Rez;) + 2(1 — Rezs),
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(6) 1 —Rez; <2(1 —Re(z122)) + 2(1 — Rezp),
et
(7) |Irn(z1 + 29 — lez)l < (1 —Re Zl) + (1 —Re 22).

Démonstration. — Posons 21 = x1 + iy; et 22 = x2 + iys.

On a
(®)
1-Re(z122) = 1=z1Z2+11y2 = (1—z1)+ (1—22) — (1 —21) (1 —z2) + Y1 ¥2.

11 apparait que (1 — z1)(1 — z2) > 0 puisque z; < let z2 <1, et

e < 503 +8D) < 5 (- + (L-aB) < (1 - o) + (1 - 22)

puisque, d’une part, y? < 1 — 22 et y2 < 1 — 2% et, d’autre part,

1-2? = (1-2))(1+21) <2(1—x1) et 1—z2 = (1—z2)(1+22) < 2(1—1x2).
Ceci démontre I'inégalité (5).
Maintenant, (8) donne

(9) 1-Re(z122) 2 (1 —z1) + (1 = z2) — (1 — 21)(1 — 72) + [y1352])-

Quel que soit A >0 on a

-

(l—l‘])(l—mg):/\(l—.’ltl)' b\

(1—-2,) < ;()\2(1 —z)? +

>| =

et

1 1
[y192] = Aly1] - lezl < 5()\2 T+ 2?12)

et par suite

(1= 0)(1 = 22) + lyrtal < 5-((1 = 22) +28) + 505((1  22)7 +93)

2/\2
1
< /\2(1 - .'171) + F(l - :IZQ)

puisque (1 —z1)2+ 92 =1-2z;+ 22+ 9y <2(1—z1) et (1 —z2)? + 92 =
1—2xy + 22 +y2 < 2(1 — z2).
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En prenant A = 1/+/2 on obtient

(1= 20)(1 = 22) + sl < 5(1 - 22) +2(1 = 22),

de sorte que (9) donne
1
1 — Re(z22) > 5(1 —z1) — (1 —z2),

ce qui est équivalent a (6).

Enfin on a Im(21 + 22 —2122) = y1 +y2 — (z1y2 + 22y1) = y2(l—z1) +
y1(1 — z2), ce qui donne immédiatement (7).

3. Démonstration du théoréme 1.

Ln étant la mesure définie au début du §1.1 & partir de la fonction f,
avec la notation M} introduite au §2.1 on a

1 n
_ 2h _k _ 1
M) = [0 (2) = 1 3% Fns(m),

ot Fyk(m) = |f(m)[*" f(m)*.
F}, i est une fonction multiplicative de module < 1. On peut donc lui

appliquer le théoreme de Halasz, ce qui conduit & considérer la série

1 .
Z 5(1 — Re(Fp x(p)p~"™), ol u est un nombre réel.

3.1. Cas ott Y(1/p)(1 — |£(p)]) = +oo.

On voit que, dans ce cas, pour h et £k € N avec h + k > 0, on a quel
que soit u réel

3 20 - Re(Fua(plp™) = +00

puisque 1 — Re(Fhk(p)p~™) > 1 — [f(p)I*"** > 1 - |f(p)],

et il en résulte, d’apres le théoréeme de Halasz, que la suite { M}, k(1) } tend
vers zéro.

Ceci entraine que la suite {u,} converge vers la mesure de Dirac au
point 0.
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3.2. Cas ou1 Y_(1/p)(1 — |f(p)|) < +o0.

3.2.1. Comme, d’apres le théoréme des accroissements finis, on a pour
tout h >0

1— ()" < 2r(1 - |f(p)),
on voit que, pour tout h € N, la série ) %(1 — Fp0(p)) est convergente.

D’apres le théoreme 2 de [1], qu’on peut d’ailleurs déduire facilement
du théoréme de Halasz, ceci entraine que, pour tout h € N, la suite
{M},o(pn)} converge vers une limite non nulle (égale & 1 pour h = 0).

3.2.2. On voit que, quels que soient h € N, k € N* et u € R, il existe
une constante complexe Ch, ko, telle que 'on a pour z tendant vers +oo

1w0) ¥ %(1 — Fuxpp ) =Y ;f(l — F®) ™) + Chow + 0l1).

p<z p<z
Cela résulte de ce que
1— Fri(@)p™™ = 1= f()*p™™ + f(0)*p~™(1 - |f (0)I*")
et la série ) % F()*p~"™(1 — | f(p)|*") est absolument convergente puisque

If (@) p~™ (1 - If(P)PM)] < 21 = |£(p)]).

En considérant les parties réelles des deux membres de (10), on voit
que, pour k € N*, quel que soit h € N, la série

3 21— Re(Fs(pp™)

est convergente ou divergente en méme temps que la série

- 21— Re(f)'p™)).

3.2.3. Supposons d’abord que
Z }1)-(1 — Re(f(p)*p~™)) = 400 pour tout k € N* et tout u réel.
Alors, pour tout £ € N* et tout h € Non a

Z %(1 — Re(Fhx(p)p~™)) = +00 quel que soit u réel,
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et il résulte du théoreme de Halasz que la suite {Mp x(un)} tend vers zéro.

Donc la suite { M, x(1tn)} converge vers zéro quand k > 0 et vers une
limite non nulle quand k£ = 0.

La suite {y,} converge donc vers une mesure limite p telle que
Mp k(1) = 0 pour k > 0 et Mp o(p2) # 0 pour tout h € N.

D’aprés ce qu'on a vu au §2.2, cette mesure est invariante par
rotation. Elle n’est pas concentrée au point 0 puisque M}, (1) # 0 pour
h > 0.

3.2.4. Supposons maintenant qu’il existe k € N* et u € R tels que
1 —iu
(1) > S (1= Re(f(p)"p™™)) < +oo.

Nous devons montrer qu'’il existe a € R et une suite {b,} de nombres
réels satisfaisant &

(11) Sup |bn —bn| =0(1) (n— 00)
n<n/<n2?
tels que la mesure y, déduite de p,, par la rotation d’angle 8,, = —(alogn+

by,) converge vers une mesure 4 qui n’est pas invariante par rotation.

Avant de faire cette démonstration remarquons que la suite {6, } n’est
pas unique : le nombre a est bien déterminé mais la suite {b,} ne ’est pas.
On peut remplacer la suite {b,} par une suite {b],} assujettie & la seule
condition que b}, — b, tende vers une limite finie . La mesure u est alors
remplacée par la mesure u’ déduite de p par la rotation d’angle —6.

En effet, supposons que la mesure y, déduite de ., par la rotation
d’angle 8,, = —(alogn+b,), ou b, satisfait & (11), converge vers une mesure
4 non invariante par rotation.

Quels que soient h et k € N, avec h + k > 0, la suite {M}, x(ul)}
converge vers My x(p). La mesure p n’étant pas invariante par rotation, il
existe h € N et k € N* tels que My, (1) # 0.

Considérons maintenant la mesure u!. déduite de u, par la rotation
d’angle 6], = —(a’logn + b)) ou

(12) Sup by — by = 0(1) (n— o0).

n<n’/<n2

Si cette mesure converge vers une mesure u’, quels que soient h et
k € N avec h + k > 0, la suite { M}, x(ul)} est convergente.
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Si on prend h € N et £ € N* tels que My x(p) # 0, la suite
{Mp () Mn k(1) }, ot 1 est > ng tel que My, (ph,) # 0 pour n > ng,
est convergente.

Mais Mp k(1) = Mp k(ul,) exp(i(Alogn + By)), ot A =k(a—a’) et
B, = k(b, — bl,).
Ona Sup |Bn — Bn|=o0(1) et la suite {exp(i(Alogn + By))} est
n<n/<n?

convergente.

D’apres le lemme 1, on a A = 0, c’est-a-dire a’ = a, et la suite B, est
convergente, c’est-a-dire que b), — b, tend vers une limite finie.

Inversement, si o’ = a, et b, — b, tend vers une limite finie 6, on a
(12) et, quels que soient h et k € N avec h + k > 0, M}, x(pl) tend vers
My, 1 (1)e™*%, de sorte que la mesure !, converge vers la mesure x’ déduite
de u par la rotation d’angle —6.

3.2.5. Passons maintenant & la démonstration du résultat annoncé.

Soit E ’ensemble des couples (k,u), o k € N* et u € R, pour lesquels
on a (1), ensemble que nous avons supposé non vide.

On va voir qu’il existe ¢ € N* et o € R tels que E est I’ensemble des
couples (Ag, Aa) ou A € N*.

Remarquons d’abord que, si les couples (kq,u;) et (kg, uz) appartien-
nent & E, le couple (k1 + k2, u; + u2) appartient aussi & E.

Cela résulte de Iinégalité (5) du lemme 2 en prenant
21 = f(p)'p7™ et 22 = f(p)*2p7™2.
On remarque aussi que, si (k1,u;) et (k2,u2) € E et k1 > ko, le couple

(k1 — k2,u1 — u2) appartient aussi & E.
Cela résulte de I'inégalité (6) en prenant cette fois
21 = f(p)TRpT ) et 2 = f(p)FrpTe.
On sait par ailleurs que, pour un k fixé, il y a au plus un u réel pour
lequel on a (1), c’est-a-dire pour lequel (k,u) € E.

Donc les valeurs de k pour deux éléments distincts de E sont
différentes.

Soit (g, @) I’élément de E pour lequel la valeur de k est la plus petite.
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La premiére des remarques ci-dessus montre, par récurrence sur A,
que tous les couples (Ag, Aa) oit A € N* appartiennent & E.

On voit ensuite que E ne contient pas d’autres éléments.
En effet, soit (k,u) € E.
On a k > qet on peut écrire k =Ag+ravec e N et 0<r <q.

Comme (k, u) et (Ag, Aa) appartiennent & E, si on avait r > 0, d’aprés
notre deuxiéme remarque le couple (r,u — Aa) devrait appartenir & F, en
contradiction avec le fait que ¢ est la plus petite valeur de k£ pour les
éléments de E.

On a donc k = A\g. De plus u = Aa puisque Aa est 'unique valeur de
u pour laquelle (Aq,u) € E.

3.2.6. Si k n’est pas multiple de ¢, on a
1 )
Z I_?(l — Re(f(p)*p~™)) = 400 pour tout u réel
et par suite, quel que soit h € N,

Z %(1 — Re(Fp x(p) ™)) = +o0 pour tout u réel.

D’apres le théoreme de Halasz, il résulte de 14 que, si k n’est pas
multiple de g, quel que soit h € N la suite {Mp, x(1n)} converge vers zéro.

3.2.7. Quel que soit A € N*, on a

3 (1= Re((0) ™)) < +o0

et par suite, pour tout A € N,
1 By
Z ;(1 — Re(Fi2q(p)p™"%)) < +o0.

Il en résulte, toujours d’apres le théoreme de Halasz, que, si on pose

1 p
Aa@) =D =Im(Fh 5 (p)p~ ),
p<z

quand n tend vers l'infini le produit

n= % exp(—iA3 (1)) Mn,xq(n)
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tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, Fj zq(2") =
—28Are pour tout T € N*.

On voit d’ailleurs que Dlégalité Fj »,(27) = —2%7* gquivaut a
f(2r))\q — _21’)\7'&.

En considérant les parties imaginaires des deux membres de (10) avec
k = Aq et u = A, on voit qu’on a quand z tend vers +oo

> %Im(Fh,Aq(p)p‘“") =y %Im(f (p)*p™***) — ImCh rg 20 + 0(1),

p<z p<z
c’est-a-dire

A3 p(z) = Ax(z) — ImCh rg 20 + 0(1)

1 .
ol Ay(z) = Z —Im(f(p)*p~***) (formule & retenir dans toute la suite).
p<z

Il en résulte que, quand n tend vers ’infini, le produit

n~* exp(—iAx(n)) Mh,xq(in)

tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, f(27)*? = —2iAre
pour tout r € N*.

3.2.8. Maintenant on voit que, étant donné \; et Ao € N*, ’expression
Ax 2, (x) — Ax, () — Ax,(z) tend vers une limite finie quand z tend vers
+o00.

1
En effet, Ay, 42, () — Ax, (2) — Ary(2) = D 5G(Al, A2, T)

p<z
ou

G, da, 7) = Im(f(p) BP9y~ i e p(p)uay-ihia_ p(ppaayidac)

En prenant dans I'inégalité (7) du lemme 2
21 = f()M TN et 2y = f(p) 2IpT e,
on voit que
IG(A1, Az, 2)| < (1 = Re(f(p)9p~1%)) + (1 — Re(f(p)**9p~"2%))

et, comme les couples (A1g, \1a) et (A2¢g, A2c0) appartiennent & E, il en

résulte que la série ) 1—7G(/\1, A2, ) est absolument convergente.
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On déduit de 14, par récurrence sur A, que, pour tout A € N*| A, (z)—
AA;(z) tend vers une limite finie quand z tend vers +oo (évidemment nulle
pour A =1).

Finalement, on voit que, pour tout A € N* et tout h € N, quand z
tend vers +oo le produit

i exp(—iAA1(n)) Mp aq(pn)

tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, f(27)*7 = —2iAre
pour tout r € N*.

En tenant compte de ce qui a été dit aux paragraphes 3.2.1, 3.2.6 et
3.2.7, on voit que, quels que soient k et h € N, quand n tend vers I'infini le
produit

. k
n~ % exp <—iaA1 (n)) Mk (pn)
tend vers une limite finie.

Cette limite est non nulle si £ = 0. Elle est nulle si k est > 0 et non
multiple de q. Pour k = \q, avec A € N*, elle est nulle si, et seulement si,
f(27)2 = —21*r@ pour tout 7 € N*.

) k )
3.2.9. On a n~**exp (—i;Aﬂn)) My k(tn) = €% Mp, x(pn), ol

1
0, = —alogn — éAl(n) = —(alogn +b,) avec a = o et b, = EAl(n).

our n n
P "'>mn,

(b — bl = ] 3 Elm(f(p)" "“’)]sé }j

n<p<n’

’UI'—‘

1l en résulte que, pour n tendant vers ’infini,

Sup |bn' - bn‘ = 0(1)'

n<n/<n2
On a %% My, i (pn) = Mp i (ul), ot pl, est la mesure déduite de pr,
par la rotation d’angle 6,,.

Ainsi, quels que soient h et k € N, la suite { M}, x(u1,)} est convergente.
Il en résulte que la suite des mesures u,, converge vers une mesure p telle
que, pour het ke Net h+k > 0,

My (1) = nh—l»%o Mp i (ptr,)-
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On a Mp k(1) # 0 quand k = 0 et My, x() = 0 quand k est > 0 et
non multiple de ¢. Quand k = A\g avec A € N*, on a M}, x(n) = O si, et
seulement si, f(27)* = —2¢7* pour tout r € N*.

Si f(27)? # —2* pour au moins un r € N*, on a Mp, 4(u) # 0 pour
tout h € N. Donc, d’apres ce qu'on a vu au §2.2, u n’est pas invariante par
rotation. De plus, comme on ne peut avoir Mj x(p) # 0 avec k € N* que
pour k multiple de g, on voit que g est le plus grand commun diviseur des
k € N* pour lesquels il existe un h € N tel que M}, x(u) # 0.

Donc p posseéde une symétrie d’ordre q.
Si f(27)9 = —2'" pour tout r € N*, on a pour tout r € N*
—2ire i X est impair,
feM =4
2iAre i ) est pair.
Donc Mj, zq(1) = 0 pour tout h € N si A est impair et My xq(p) # 0
pour tout h € N si A est pair.

Ainsi My, () = 0 pour tout h € N quand k € N* et n’est pas multiple
de 2g et M}, x(u) # 0 pour tout h € N quand k € N* et est multiple de 2q.
Donc p n’est pas invariante par rotation et possede une symétrie d’ordre
2q.

Si I'ordre de symétrie de p est 1, on a ¢ = 1 et f(27) # —2'* pour
au moins un r € N*. Alors M}, 1(u) # 0 pour tout h € N,
En particulier Mo 1(p) = /_ zdu(z) # 0.
D

3.2.10. Notons que, d’apres la remarque faite au § 3.2.4, comme, quel
que soit A € N*| la différence Ax(z) — AA1(z) tend vers une limite finie

quand z tend vers 400, au lieu de b, = aAl(n) on peut aussi bien prendre

_ L _ l l g, —ida
b = 5 ANM) = 52 3 SIm(f(p) )

p<n

avec A quelconque € N*.

4. Démonstration du théoréme 2.

4.1. Supposons d’abord que la suite {u,} converge vers une mesure
4 non invariante par rotation.
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1
On est nécessairement dans le cas ou Y, —(1 — |f(p)|) < 400 et il

existe k € N* et u € R tels que l'on ait (1), puisqu’on sait que dans les
autres cas la suite {un} converge soit vers la mesure de Dirac au point 0,
soit vers une mesure non concentrée au point 0 mais invariante par rotation.

On sait, d’apres le §3.2.5, qu’il existe ¢ € N* et a € R tels que
Pensemble E des couples (k,u) ot k € N* et u € R pour lesquels on a (1)
est ’ensemble des couples (Ag, Aa) ou A € N*. De plus, d’apres le §3.2.6,
si k € N* et n’est pas multiple de g, la suite {M} x(pn)} tend vers zéro.

Quels que soient k et h € N, la suite {Mp x(un)} converge vers
M, k(p). Comme p n’est pas invariante par rotation, il existe £ € N* et
h € N tels que My, () # 0.

Ce k est nécessairement multiple de g, soit £k = Ag ou A € N*.

On sait, d’apres le §3.2.8, que le produit

n—ire exp(—iAA1(n)) M k(tn),

1 .
ou A;(n) = Z =Im(f(p)?p~"*) tend vers une limite finie.
p<n

Comme M}, (i) tend vers My (1) # 0, ceci entraine que la suite
{n~ > exp(—iAA1(n))} est convergente.

Mais n~ exp(—iAA;(n)) = exp(if(n)) ol
6(n) = —Aalogn — AA;(n).
1
Comme, pour n' > n, |[A1(n') — A1(n)| < Z =, on a pour n
n<p<n’/

tendant vers +o0o

Sup |Ai(n') — A1(n)| = o(1).

n<n/<n2?
Le lemme 1 montre que @ = 0 et que la suite {A;(n)} est convergente.
1
La série ) ;Im( f(p)?) est donc convergente.
1
D’autre part, la série > 5(1 — Re(f(p)?)) est convergente puisque le
couple (g,0) appartient & E.

1
Donc la série Y 5(1 — f(p)?) est convergente.
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4.2. Supposons maintenant qu’il existe un k£ € N* tel que la série
1
> 5(1 — f(p)*) soit convergente.

1
La série 2;(1 — Re(f(p)*¥)) est convergente. Donc l’ensemble E

contient le couple (k,0). Il existe donc ¢ € N* tel que E est ’ensemble
des couples (Ag,0) ou A € N*. En particulier £ = Aog pour un g € N*.

On peut appliquer les résultats du §3.2.9.

Si p, est la mesure déduite de u, par la rotation d’angle 6, =
—EAl(n)’ la suite {y,,} converge vers une mesure y non invariante par

rotation et qui posséde une symétrie d’ordre ¢ si f(2")? # —1 pour au
moins un r € N*, d’ordre 2q¢ si f(27)? = —1 pour tout r € N*.

On sait de plus que, si 'ordre de symétrie est 1, on a /_ zdu(z) # 0.
D

On a vu au paragraphe 3.2.8 que, pour tout A € N*, la différence
Ax(z) — A;(z) tend vers une limite finie quand z tend vers linfini.
En particulier Ay, (n) — AoAi1(n) tend vers une limite finie quand n
tend vers l'infini. Or Ay (n) tend vers une limite finie puisque la série

5 l(1 — f(p)*9) est convergente. Donc la suite {A;(n)} tend vers une
lim‘?te finie, soit —q#.

Alors, d’apres la remarque faite au §3.2.4, on peut remplacer 6, =
—lAl(n) par 6, = 0 et on voit que la suite {u,} converge vers la mesure
w' déduite de p par la rotation d’angle 6. Celle-ci est encore non invariante
par rotation et a le méme ordre de symétrie que .

Comme /_ zdp! (z) = e /_ zdp(z), si I'ordre de symétrie est 1, on a
D D

/_zdp,’(z) #0.
D

4.2.1. On voit que les k € N* pour lesquels la série > 11—)(1 - f®"

est convergente sont les multiples de q.

Il n’y a pas convergence pour k£ non multiple de ¢ puisque la série des
parties réelles est divergente.

Il y a convergence pour £k = Aq ou A € N* : la série des parties
réelles est convergente puisque le couple (0,A\q) € E et la série des
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parties imaginaires est convergente puisque, quand n tend vers l’infini,
Ax(n) = AA1(n) + (Ax(n) — AA1(n)) tend vers une limite finie.

5. Explication du théoréme de Halasz par le théoréme 1.

Nous utilisons le fait que % > f(m) = /

m=1 D

_ 2dpn(2) = Mo, 1(ptn).

5.1. Remarquons d’abord qu’il résulte immédiatement de 1a que la
fonction f posséde une valeur moyenne nulle si la suite {,} converge vers
la mesure de Dirac au point 0.

Il en est de méme si la suite {u,} converge vers une mesure
non concentrée a l'origine mais invariante par rotation. Cela résulte de
ce que, pour h et k € N, la suite { M}, x(un)} converge vers My, k(1) et que
M (1) = 0 pour k € N* et h € N, en particulier Mo () = 0.

Il en est encore de méme s’il existe une suite de nombres réels 6,, telle
que la mesure p!, déduite de p, par la rotation d’angle 8, converge vers
une mesure y non invariante par rotation et d’ordre de symétrie > 1.

En effet, pour h et k € N, la suite Mj x(u;,) converge vers Mp, x(u).
Comme Mj, i (un) = e~ My, x(ul,), on a quand n tend vers infini

M (n) = €70 My k(1) + o(1).

Mais My k() = 0 pour tout h € N si k est strictement inférieur &
Pordre de symétrie de p. En particulier Mg () = 0.

5.2. Siona ), %(1 — Re(f(p)p~*™)) = +oo pour tout u réel, on est

dans un des trois cas suivants :

(a) ona zl-l;u ~ [(f@)]) = +o0o;

(b) ona %(1 = |(f(p)]) < +oo0 et, quels que soient k € N* et u € R,

3 2 (- Re(f(p)p ) =+
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1
(c) ona 5(1 — |(f(p)]) < 400 et I’ensemble E des couples (k,u) ou
k € N* et u € R, pour lesquels

) %(1 — Re(f(p)*p™™)) < +o0

est formé des couples (Ag, Aa) ot A € N*, avec ¢ > 1.

Dans le cas (a) la suite {u,} converge vers la mesure de Dirac au
point 0.

Dans le cas (b) elle converge vers une mesure non concentrée a
Porigine mais invariante par rotation.

Dans le cas (c), la mesure u!, déduite de p, par la rotation d’angle

0, = — (alogn + %Al(n)), ol

M) =Y %Im(f(p)"p‘“"),

p<z

converge vers une mesure 4 qui n’est pas invariante par rotation et a pour
ordre de symétrie g ou 2q.

Dans les trois cas, la fonction f possede une valeur moyenne nulle.

5.3. Supposons maintenant qu’il existe a réel tel que

3 },(1 — Re(f(p)p~"*)) < +00.

Alors on & ¥ (1 = [f(p))) < +o0 puisque 1 - Re(f(p)p™™*) >

1 — |f(p)|, et I’ensemble E contient le couple (1,a), donc est formé des
couples (A\,Aa) ou A e N* (onag=1et a=a).

La mesure p, déduite de p,, par la rotation d’angle
0, = —(alogn + A;(n))

converge vers une mesure 4 non invariante par rotation et dont I’ordre de
symétrie est 2 si f(27) = —2"® pour tout r € N*, et 1 dans le cas contraire.

Donc, si f(27) = —2¥® pour tout r € N*, f posséde une valeur
moyenne nulle.
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D’aprés ce qu'on a vu au paragraphe 3.2.9, si f(27) # —2¢"® pour
au moins un 7 € N*, on a Mj 1(n) # 0 pour tout h € N, en particulier
Mo,1(p) # 0.

Comme My 1(p,) tend vers Mo 1(p) quand n tend vers l'infini et
Mo 1(pn) = n*® exp(iA1(n)) Mo 1(ph,), on a pour n tendant vers Uinfini

Mo 1(pn) = Mo, (n)n*® exp(iA1(n)) + o(1),

d’ou il résulte que, pour z tendant vers +oo,

% Y f(n) = Cz*® exp(iA(2)) + o(1),

n<lz

ol C = Mo (n) #0 et A(z) = Ai(z) =) %Im( F(p)p~ie).

p<z

D’apres une remarque déja faite, 'inégalité
1
|A(z") — A(z)| < E — pour z < 7’
z<p<z’

entraine que, quand x tend vers +oo,

Sup |A(z') — A(z)| = o(1).

rz<z'<z?

6. Quelques conséquences des théoremes 1 et 2.

Dans ce qui suit, pour simplifier le langage, nous dirons que la fonction
f “posséde une distribution limite” si la suite {pn, } correspondante converge
vers une mesure limite p. La “distribution limite” est cette mesure u.

Si ceci a lieu, la fonction f posséde une valeur moyenne égale &
[ #au@) (= Mo ().

1
6.1. D’apres le théoreme 2, si la série ) 5(1 — f(p)) est convergente,

la fonction f posséde une distribution limite p qui n’est pas invariante par
rotation et a pour ordre de symétrie 1 si f(2") # —1 pour au moins un
r € N*, et 2 dans le cas contraire. De plus, on sait que, si ’ordre de symétrie
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est 1,on a /_zdu(z) # 0, tandis que, d’apres ce qu’on a vu au §2.2, si cet
D
ordre de symétrie est 2, on a /_ zdp(z) = 0.
D

Ceci explique le résultat que nous avons démontré dans [1] (théoréme
1
2, page 275) d’apres lequel, si la série ) 5(1 — f(p)) est convergente, la

fonction f possede une valeur moyenne et celle-ci est nulle si, et seulement
si, f(2") = —1 pour tout r € N*,

6.2. On voit que, si la fonction f est réelle, elle posséde une distribu-
tion limite (évidemment de support contenu dans le segment [—1, +1]).

En effet, si ), %(1 — |f(®)]) = +o0, la suite {u,} converge vers la

mesure de Dirac au point 0.
1
Si 25(1 — |f(p)]) < +oo, cette suite est convergente d’aprés le

1
théoréme 2 car la série ) 5(1 — f(p)?) est convergente puisque

1-f(@)* = 1= IfENA+If@)) < 20 - fP)D-

Ceci explique le fait, démontré par Wirsing dans [5] (Satz 1.2.2, p. 416)
que toute fonction multiplicative réelle de module < 1 possede une valeur
moyenne.

6.3. Le cas ou |f(n)| = 1 pour tout n, de sorte que la mesure p, est
de support contenu dans la circonférence |z| = 1, est intéressant parce qu'’il
permet d’étudier la distribution modulo 1 des fonctions additives réelles.

A la fonction additive réelle F', on associe la fonction f définie par
f(n) = exp(2miF (n)).

La fonction F' posséde une distribution limite modulo 1 si, et seu-
lement si, f posséde une distribution limite. Elle est “distribuée uni-
formément modulo 1” si, et seulement si, f posséde une distribution li-
mite invariante par rotation (donc égale & 'unique mesure portée par la
circonférence |z| = 1 qui est invariante par rotation).

On retrouve ainsi les conditions nécessaires et suffisantes que nous
avons établies dans [2] pour que F soit distribuée uniformément modulo 1,
et pour que F' posséde une distribution limite modulo 1 non uniforme.
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6.4. Supposons maintenant que f = fifs, ou fi et fo sont deux
fonctions multiplicatives complexes de module < 1.

6.4.1. Si chacune des fonctions f; et fo posséde une distribution limite
non invariante par rotation, il en est de méme de f.

En effet, d’apres le théoréme 2, il existe ¢; et g3 € N* tels que la série

1
> ;(1 — fi(p)™) est convergente quand m € N* est multiple de ¢; et la
1
série Y 5(1 — f2(p)™) est convergente quand m est multiple de go.

Si m est un multipl(; commun de q; et Q2,1 ces deux séries sont
convergentes. Les séries > ;(1 —Re(fi(p)™)) et 3 5(1 —Re(f2(p)™)) sont

alors convergentes, ainsi que les séries y %Im( filp)™) et 3 %Im( f2(@)™).

Comme, d’apres l'inégalité (5) du lemme 2,
1 —Re(f(p)™) < 2(1 — Re(f1(p)™)) + 2(1 — Re(f2(D)™)),
la série Y %(1 — Re(f(p)™)) est convergente.

La série Z;—)Im( f(@)™) Dlest aussi car, d’aprés l'inégalité (7) du

lemme 2,

IIm(f(p)™) — (Im(f2(p)™) + Im(f2(p)™))]
< (1 =Re(fi(p)™)) + (1 — Re(f2(p)™))-

1
La série ) ;(1 — f(p)™) est donc convergente et le théoréme 2 donne la

conclusion annoncée.

On voit d’ailleurs facilemment que I’ordre de symétrie de la distribu-
tion limite de f est un diviseur du plus petit commun multiple des ordres
de symétrie des distributions limites de f; et fa.

6.4.2. Si ni I'une ni l'autre des fonctions f, et fo ne posséde une
distribution limite invariante par rotation, il en est de méme de f.

En effet, d’apres le théoréme 1, on a

XS0 1A@)) <400 et (1= 1)) < +oo



FONCTIONS MULTIPLICATIVES COMPLEXES DE MODULE < 1 1347

et il existe deux couples (gi,a1) et (g2, a2), oll 1 et g2 € N* et a; et
as € R, tels que, pour tout A € N*,

3 S(-Re(AG) ™) <+ooet 3 ~(1-Re(fa(p) p~2%)) <-+c0.

Onal-—|f(p)| < (1—|fi(p)]) + (1 - |f2(p)]) car
1-[f@) =0 -1A0N)+ A= 1f20)) - Q- 1AEDA - 1200,

1
et il en résulte que > 5(1 —|f()]) < +oo.

D’autre part, on voit que, pour k = q1¢2, on a
1 — 1 i
> 5(1—Re(f1 (p)*p™"92*1)) < +ooet » E(I—Re(fz(p)kp 1192)) < 4o0.
L’inégalité (5) du lemme 2 montre que

1 )
Z 5(1 — Re(f(p)*p™™)) < +00 pour u = gz + Q12

Le théoréme 1 donne alors la conclusion annoncée.

6.4.3. Si la fonction f, posséde une distribution limite non concentrée
au point 0 mais invariante par rotation et la fonction fs posséde une
distribution limite non invariante par rotation et d’ordre de symétrie 1,
la fonction f posséde une distribution limite non concentrée au point 0 et
invariante par rotation.

1
En effet, d’aprés le théoréme 1, on a 21—)(1 = |filp)]) < 400 et

> %(1 — Re(f1(p)*p~™)) = 400 pour tout k € N* et tout u réel.

1
D’apres le théoreme 2, la série 3 =(1 — f2(p)*) est convergente pour

tout k € N*, de sorte que, pour tout k € N*,

) },u — Re(f2(p)*)) < +oo.

Ona 2}0(1 — |f2(p)]) < oo puisque 1 — Re(fa(p)) > 1 - |fa(p)), et

on voit comme au paragraphe 6.4.2 que Y %(1 —|f(P)]) < +oo.
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D’autre part, I'inégalité (6) du lemme 2 donne

1 —Re(f1(p)*p™™) < 2(1 — Re(f(p)*p™™)) + 2(1 — Re(f2(p)*)),
d’olu

1—Re(f(p)*p™™) 2 5(1 — Re(f1(p)*p™™)) — (1 — Re(f2(p)")),

et on voit ainsi que, pour tout k € N* et tout u réel,

N —

3 21~ Re(f(p)"p™")) = +o0.

Le théoréme 1 donne alors la conclusion annoncée.

Remarquons qu’il résulte du théoréme 1 de [1] et de ce que nous avons
dit ici au paragraphe 6.1 que I’hypothése sur f, est satisfaite en particulier
si fo posséde une valeur moyenne non nulle.

6.5. Les propositions des paragraphes 6.4.1 et 6.4.2 ont pour corol-
laires les résultats suivants :

F, et Fy étant deux fonctions additives réelles, si chacune posséde une
distribution limite modulo 1 non uniforme, il en est de méme de F; + F5;
si ni 'une ni Pautre n’est distribuée uniformément modulo 1, il en est de
méme de Fy + F5.

En fait, nous avons démontré dans [2] que ’ensemble des fonctions ad-
ditives réelles qui possedent une distribution limite modulo 1 non uniforme,
et ’ensemble de celles qui ne sont pas distribuées uniformément modulo 1
sont des espaces vectoriels sur le corps des nombres rationnels.
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