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PROPRIÉTÉS DE DUALITÉ DANS LES
REPRÉSENTATIONS COINDUITES

DE SUPERALGÈBRES DE LIE

par
Sophie CHEMLA

1. Introduction.

Le but de cet article est de donner une nouvelle démonstration d'un
résultat — établi par M. Duflo dans le cas des algèbres de Lie de dimension
finie puis généralisé dans [C] — concernant une propriété de dualité dans
les représentations coinduites. Tout au long de ce travail, k désignera un
corps commutatif de caractéristique nulle.

Soient Q une fc-superalgèbre de Lie, ï) une sous superalgèbre de Lie
de fl et (7r,y) une représentation de t) dans un superespace V. Notons
Coind^Tr) la représentation coinduite de Q à partir de TT et 1^ C U{o) son
noyau. Désignons par «v » Pantiautomorphisme de U(o) défini comme suit :
si X est dans 5, on a

v
X = - X

et si u, v sont deux éléments homogènes de E/(fl), on a

(uvY = (-l)Hl̂ n.

Si TT* est la représentation contragrédiente de TT, le résultat s'énonce comme
suit :

Mots-ciés : Représentations coinduites - Dualité - Superalgèbres de Lie - Représen-
tations induites de supergroupes.
Classification A.M.S. : 17B70 - 17A70 - 17B35.
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THÉORÈME 3.1.1. — Si ï) est de codimension finie, on a la relation

v
ITT = ^-(gtBer^fl/b)*)

où t) agit par le caractère — stradg/^ sur Ber((0/f))*), le module bérézinien
de(fl/())*.

La démonstration que j'en propose est — même dans le cas d'une
algèbre de Lie de dimension finie — différente de celle de M. Duflo. Elle
utilise la superalgèbre des opérateurs différentiels sur le Coind0 (O)-module
Coind^Tr) ainsi que la correspondance, mise en évidence par J. Bernstein,
entre D-modules à droite et D-modules à gauche. Elle donne aussi une
interprétation de la torsion apparaissant dans le théorème 3.1.1 en termes
de JD-modules. Dans [C], ce théorème est obtenu comme corollaire de la
réalisation de la représentation induite d'une superalgèbre de Lie en termes
de cohomologie locale de Grothendieck (dans l'ordre chronologique : [BB],
[Le] et [C]).

Nous donnerons aussi une interprétation du théorème 3.1.1 en termes
de représentations induites de supergroupes.

Donnons le plan de ce travail. La première partie est consacrée à
quelques rappels concernant les A-0-modules, le module bérézinien, les
représentations coinduites et le critère de coinduction de Blattner (cf. [Bla]
et [Sch]). Dans la deuxième partie, je démontre le théorème de dualité sur
les représentations coinduites (théorème 3.1.1) après en avoir proposé une
interprétation en termes de représentations induites de supergroupes.

Fixons maintenant quelques conventions et notations que nous
utiliserons constamment.

Notons 0 et i les éléments de Z/2Z. On appelle superespace un espace
vectoriel V sur k gradué sur Z/2Z, V = VQ © V\. Si V et W sont deux
superespaces, alors Homfc(V,W) est muni d'une structure naturelle de
superespace. Si / est un morphisme de degré i de V dans W et si v est
dans Vj, on pose :

^,/)=(-1)^^)=(-1)^J</^).

Si l'on considère k comme un superespace totalement pair, de ce qui précède
découle une structure naturelle de superespace sur V*. Nous avons de plus
un morphisme injectif (f) : V —>• Y** défini par :

Vi; e y,, Vw* e v;, (<^),w*) = Ç-iy^w^v).
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La convention faite précédemment nous permettra d'identifier v avec son
image par (j).

Si V est un superespace, on définit le superespace IÏV qui, en tant
qu'espace vectoriel, est égal à V mais dont la graduation est :

(ny)o=Vi, (ny)i=yo.
Introduisons l'application TT : V —> HV qui, en tant que morphisme
d'espaces vectoriels, est égale à l'identité. Elle est de degré 1.

Soient A une fc-superalgèbre associative, supercommutative, avec élé-
ment unité. Der(A) désignera la superalgèbre de Lie des dérivations de A.
Soit M un A-module. Une base de M est une famille (vi)içmj C M^ x M^
telle que tout élément de M s'exprime de façon unique comme combinaison
linéaire des (vz)i^mj. Si 1 et J sont finis, leurs cardinaux sont indépendants
de la base du A-module M. On définit la dimension de M sur A comme
étant l'élément |J| + e|J| de Z[e]/(e2 — 1). Si (ei , . . . ,e^) est une base du
A-module M, alors la famille (e1,..., e77'), où e3 est défini par {e^, e3} = <^j,
est une base de HomA(M,A) appelée hase duale. Rappelons aussi que IIM
a une structure naturelle de A-module donnée par :

Va e A, Vm e M, a • Trm = (-l)^7r(a • m).

On désignera par N = {0,1,2.. .} l'ensemble des entiers naturels. Soient m
et n deux éléments de N. Nous noterons :

N — N771 Y -fo 1171
m+en — 1N x t1^ L! '

Si a = (ai , . . . , a^n+n) est un élément de Nyn-j-en, on pose :

H = ai + • • • + a^+n.

On désignera par Mat (m + en, k) la superalgèbre des matrices à coefficients
dans k avec m lignes (resp. colonnes) paires et n lignes (resp. colonnes)
impaires. Munie de sa structure naturelle de superalgèbre de Lie, on
la notera 0((m+en,fc) . On adopte des notations analogues pour les
supermatrices à coefficients dans une superalgèbre supercommutative,
associative, avec unité.

Si V est un superespace, on notera T(V) (resp. S(V)) la superalgèbre
tensorielle (resp. symétrique) de V et (^(V^nç^ (resp. (Sn(V})nç^) les
composantes homogènes de T(V) (resp. S(V)). Si Q est une superalgèbre
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de Lie, U(o) désignera sa superalgèbre enveloppante et

fe=^o(s)c£7i(fl)c..-^(s)c-

la filtration naturelle de U(o). Enfin, si TT est une représentation de fl, on
notera TT* sa représentation contragrédiente.

J'exprime ma reconnaissance envers M. Duflo pour m'avoir guidée
dans l'apprentissage de la théorie des groupes et des algèbres de Lie. Je
tiens aussi à remercier Y. Benoist pour de nombreuses conversations utiles.

2. Rappels.

2.1. Les A-Q-modules [Fe], [Ri].
Soient g une fc-superalgèbre de Lie, A une fc-superalgèbre supercom-

mutative, associative, avec unité et a un morphisme de fc-superalgèbres de
Lie de Q dans Der(A).

DÉFINITION. — Un fc-superespace M est un A — Q-module si :
(i) M est un A-module,

(ii) M est un g-module,

(iii) les actions de A et de Q sont compatibles dans le sens suivant :

Vm € M, Va e A, VX e Q (homogènes)
X . (a. m) = a(X)(a) • m + (-l^l^la . (X ' m).

Un morphisme de A-^-modules est un morphisme de A-modules et de
0-modules.

2.2. Module bérézinien.
Le module bérézinien est une généralisation de la puissance extérieure

maximale d'un module non gradué. Soit A une superalgèbre associative,
supercommutative, avec élément unité et M un A-module libre de dimen-
sion mo + cmi. Supposons que (ei,...,eyno+^J soit une base de M telle
que (ei, . . . , e^J soient pairs et (e^o+i,..., eyno+mi) soient impairs. Notons
(e1,... ,emo+ml) sa base duale. Désignons enfin par d la multiplication à
gauche par

mo-j-wi

^ (-l^l-^Tre^e1

i=l

dans la superalgèbre SA^M CM*). L'endomorphisme d ne dépend pas du
choix de la base.
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PROPOSITION 2.2.1. — Le complexe

K(M) = (S(HM © M*) = ̂  ̂ (IIM) 0 S(M*), d)
neN

a une cohomologie nulle en tout degré sauf en le degré mo. Le A-module
H^ÇKÇM)) est libre de dimension 1 ou e et l'élément

TTCI • • • Tre^e7710-^ • • • e^0^1

est un cycle dont la classe est une base de H^ÇKÇM)).

Démonstration. — Voir [Ma], p. 172. D

On appelle module bérézinien et on note Ber(M) le A-module
H^ÇKÇM)). La superalgèbre ^A^) OPère dans S'A(nM C M*) et son
action commute avec la différentielle de K(M). Elle opère donc dans
Ber(M) au moyen d'un caractère appelé supertrace et noté str.

Si Q est une fe-superalgèbre de Lie et i) une sous-superalgèbre de Lie de
codimension finie de 5, cette dernière agit sur Ber((^/())*) par multiplication
par le caractère — stradg/t,. Cette représentation sera notée Ber((g/f))*).

PROPOSITION 2.2.2. — Si M est un A-0-moduie, alors Ber(M) est
muni d'une structure naturelle de A-Q-module.

Démonstration. — Si M est un A-fl-module, alors M* muni des
opérations suivantes

VaeA, VFeM*, VmeM, (m, a • F) = (-l^'^'a^F),

VX € fl, VF e M*, Vm e M,

(m,X . F) = -{-1)W^{X . m, F) + (-l^ll^XK^F))

est un A-0-module. On en déduit que S(TIM © M*) est muni d^une
structure de A-fl-module. De plus, les actions de A et de fl commutent
à la différentielle, ce qui nous permet de munir Ber(M) d^une structure
naturelle de A-^-module. D'où la proposition. D

COROLLAIRE 2.2.3. — Supposons que Der(A) soit un A-module libre
de dimension finie. Alors Ber(Der(A)*) est muni d^une structure naturelle
de A-Der(A)-moduIe.
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2.3. Représentations coinduites de superalgèbres de Lie.
Soient Q une fc-superalgèbre de Lie, f) une sous superalgèbre de Lie

de s et (?r, V) une représentation de ̂  dans un superespace Y. On définit le
superespace coinduit à partir de TT, Coind^Tr), par :

Coindg(7r) = [\ ç Hom(^), V) ;
VJf e (), W e t/(g), (JÏ^À) = 7r(ff)(îA,A)}.

Considérons l'application de Q dans 0[(Coind^(7r)) définie de la manière
suivante. Pour tout X dans 5 et tout X dans Coind^Tr), on pose :

^CU(Q), {u,x-\)={ux,\).
Elle définit une représentation de Q appelée représentation coinduite à partir
de (TT, V). On la prolonge en une représentation de U(g) dont le noyau sera
noté J^r.

Désignons par 0 le caractère nul de ^ et posons (jusqu'à la fin de
l'article) :

A = Coindg(O).

Soit A le coproduit de U(g). C'est le morphisme de superalgèbres de U (g)
dans U(Q) (g) Î7(fl) tel que, pour tout élément X de 5, on ait

A(X) =X0l4- l (8)X.

On définit une structure de superalgèbre sur A puis une structure de A-
module sur Coind^Tr) comme suit. Pour tout élément / dans A, À dans
Coindg(Tr) et u dans E/(fl), si A(u) = ̂ Uj (g) z^, on pose :

3

(u,f.\}=^(u'^f}(u;,\}(-l)\f^\.
3

Alors / • À appartient à Coindg(Tr). La superalgèbre A est associative,
unitaire et supercommutative. De surcroît, elle est locale d'idéal maximal :

a = { / e A ; <1,/)=0}.

Supposons maintenant que ̂  soit de codimension finie dans fl. Soit p
un supplémentaire gradué de t) dans fl. De manière analogue, on pose
F = Homfc(5'(p), fc). C'est une superalgèbre associative, supercommutative
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et avec élément unité. Elle est de plus locale. On notera b son idéal
maximal. Le superespace Homfc(S'(p), V) est muni d'une structure naturelle
de F-module. Soit Xi,X2,... ,Xp une base homogène de p. On suppose
Xi,... , Xdo pairs et Xdo+i,. . . , Xp impairs et on pose p = do + di. Associé
au choix de p et de sa base, on définit J^ Pisomorphisme de superespaces
vectoriels de Coind^(7r) dans Hom(S'(p), V) qui à l'élément À de Coind^Tr)
associe l'élément de Hom(S'(p), V) défini par :

V(ai,...,ap) e N^+ed., (X?1 ...X^,À) = (X?1 ...X^,J,(À)).

PROPOSITION 2.3.1. — Si / est dans A et À dans Coind^Tr), on a la
relation J^(fX) = Jo(f)J^(\).

Démonstration. — Cela revient à démontrer que l'homomorphisme de
superespaces a de S'(p) dans U(o) défini par

a ( X ^ ' - X p P ) = X ^ ' - X ^
vérifie la relation A o a = (a (g) a) o A.

On a b = Jo(a). Munissons :

• Goind^(Tr) de la topologie a-adique, à savoir celle définie par la
famille de a-modules (a71 Coind^Tr))^^ î

• Hom(5'(p), V) de la topologie b-adique.

L'application J^ est alors un homéomorphisme.

Soient (Ai , . . . ,Àdo+dJ les éléments de a définis comme suit. Pour
tout entier naturel i compris entre 1 et p, on a :

V(ai,...,ap)eN^+^, W l•••^p,À,)=^,o•••^a„l•••^,o.
Alors A est isomorphe à fc [ [Ài , . . . , Àp]]. Les \i seront appelés coordonnées
sur A associées à Xi,. . . , Xp.

Associé au choix d'un supplémentaire p de \) dans Q et d'une base
Xi, . . . ,Xp de ce supplémentaire, on a aussi une injection de V dans
Coind^Tr) dont nous nous servirons à plusieurs reprises : à l'élément v
de Y, on associe l'élément de Coind^Tr), encore noté v, défini par :

V(ai,... ,ap) e Nd,+ ,̂ (X?1 .. -X^,v) = < ,̂o • "6a^

La représentation coinduite fournit un morphisme (TQ de superalgèbres de
Lie de Q dans Der(A) qui nous permet de parler de A-fl-module. A partir
de maintenant (et jusqu'à la fin de l'article), lorsque nous parlerons de
A-0-module, nous supposerons toujours que le morphisme de superalgèbres
de Lie de Q dans Der(A) donné initialement est o-o.
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PROPOSITION 2.3.2. — Comd?(7r) est un A-Q-module séparé et complet
pour la topologie a-adique.

Le théorème de Blattner [Bla], étendu aux superalgèbres de Lie
(cf. [Sch], p. 63), fournit une réciproque à cette proposition. Il s'énonce
comme suit :

THÉORÈME 2.3.3. — Supposons Q / I ) de dimension finie. Soit W un A-Q-
module séparé et complet pour la topologie a-adique. Posons V = W/aW et
notons p la projection de W sur W/aW. Le superespace V est un t)-module
et Papplication ̂  de W dans Comd^V) donnée par

Vw e W, Va e t/(0), (a, ̂ (w)) = p(aw)

est un isomorphisme de A-Q-modules. Cet isomorphisme établit une
équivalence de catégories entre la catégorie des A-Q-modules séparés et
complets pour la topologie a-adique et celle des ̂ -modules.

3. Un théorème de dualité dans les représentations coinduites.

3.1. Énoncé du théorème.
Soient Q une fc-superalgèbre de Lie, f) une sous superalgèbre de Lie

de Q et (TT, V) une représentation de I) dans un superespace V. Rappelons
que JTT (avec 1^ C U(o)) désigne le noyau de la représentation coinduite à
partir de (TT, V) et que « v » est l'antiautomorphisme de U(Q) défini comme

v
suit. Si X est dans fl, on a X = —X et si u, v sont deux éléments homogènes
de Î7(fl), on a (uvY = (—l^^vu. Nous nous proposons de démontrer le
théorème suivant :

THÉORÈME 3.1.1. — Sit) est de codimension finie, on a la relation

V

^TT ^•n-^Berafl/ï»)*)'

Le théorème 3.1.1 a été démontré par M. Duflo [Du] dans le cas d'une
algèbre de Lie de dimension finie. La démonstration de [Du] ne s'étend pas
au cas où seulement g/f) est de dimension finie. Ce théorème peut aussi
s'obtenir comme corollaire de la réalisation d'une représentation induite de
superalgèbre de Lie en termes de cohomologie locale de Grothendieck (cf.
[BB], [Le] et [C]).
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3.2. Représentations induites de supergroupes de Lie.
Ce paragraphe n'est pas utilisé dans la suite. Il montre pourquoi

le théorème 3.1.1 est naturel (pour les superespaces réels de dimension
finie) en termes d'interprétation sur les supergroupes de Lie. Soit X une
supervariété de dimension p 4- eq au sens de Kostant et Leites (cf. [K], [L]).
Nous adopterons la notation

<y=(X,0;,),
où X est l'espace topologique sous-jacent à X et Ox le faisceau structural
(de base X) de X.

L'espace topologique X est canoniquement muni d'une structure de
variété de classe (7°°, notée ^red, qui est la variété réduite de X. Il existe
un morphisme canonique de ^red dans X qui, pour tout ouvert U de X
et à toute superfonction / de 0^(E7), permet d'associer une fonction de
classe C°° sur U notée /.

Soit V = VQ 0 V\ un superespace réel de dimension finie. Alors il
est naturellement muni d'une structure de supervariété, notée y^, définie
comme suit. L'espace topologique sous-jacent est VQ et le faisceau des
superfonctions est défini par : si U est un ouvert de VQ, on a

Oyvar(E7) = C°°{U) 0 A(V{).
Un ouvert U de X est appelé un ouvert de coordonnées si X\u est isomorphe
à un ouvert de la supervariété définie par un superespace.

On montre que si U est un ouvert de coordonnées, Der(0;v(E/)) est un
0;f(î7)-module libre de dimension p 4- eq. On appelle fibre des champs de
vecteurs sur X le O^f-module localement libre dont le module des sections
est égal à Der(0^(£7)) pour tout ouvert de coordonnées U. Le fibre des
formes volumes \o\x est l'unique 0^-module localement libre vérifiant la
condition suivante : pour tout ouvert de coordonnées U, on a

Vol^([7) = Ber(Der(C^(E7))*).

Rappelons que si ^red est orientée, il existe une théorie de l'intégration,
appelée intégrale de Bérézin (cf. [L]), permettant d'intégrer toute forme
volume à support compact. Pour tout ouvert IV, nous allons définir une
action de la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs sur W dans le
superespace des formes volumes sur W. Il suffit de le faire localement. Soit U
un ouvert de coordonnées de X. Le superespace Vol^(î7) est un Ox{U)-
Der(0^(î7))-module. L'action d'un élément D de Der(0^(E/)) sur \o\x{U)
s'appelle dérivée de Lie suivant le champ de vecteurs D et est notée CD'
On montre (cf. [L]) que l'on a :
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PROPOSITION 3.2.1. — Supposons ^red orientée. Soient p une forme
volume a support compact sur X et D un champ de vecteurs sur X. On a:

1 -CD(P)=O.
Jx

Soit a un point de X et Ox,a le germe de Ox en a. Le caractère
^a : OX.CL —)> ̂  donné par

V/GO^a, <îa(7)=/(û),

où / est un représentant de /, est appelé distribution de Dirac en a.
On notera Ta ,{X) le superespace tangent de X en a. Soient Y une autre
supervariété et (f) un morphisme de X dans Y. On désignera par da<^ la
différentielle de (f) en a.

Soit maintenant Ç = (G,0ç) un supergroupe de Lie. Alors Gred est
un groupe de Lie dont l'unité sera notée 1. Le superespace tangent îi((?)
est muni d'une structure de superalgèbre de Lie. On note Rx (resp. Lx)
l'unique champ de vecteurs invariant à gauche (resp. à droite) tel que
61 ° RX = ^ (resp. <5i o Lx = X). Si g est un élément de G, alors Rg
(resp. Lg) désignera la translation à droite (resp. à gauche) par g. Soient m
et n deux entiers naturels. Notons

U=i(a °'j eMat(m+ep,R)o; det(a) ^ 0 et det{6) ̂  ol

et posons :
GL(m + ep) = Mat(m + cp, R)^.

La multiplication habituelle des matrices permet alors de munir GL{m-\-ep)
d'une structure de supergroupe de Lie. Si V est un superespace réel de
dimension m + ep, on définit de façon analogue le supergroupe GL(V).
La représentation standard de GL(V) induit une représentation de GL(V)
dans Ber(V) appelé caractère bérézinien.

Soient maintenant Q = (G,0ç) un supergroupe et H = (H^Ou) un
sous-supergroupe de Lie fermé et connexe de Ç, de dimensions respectives
n4-eç et m+ep et de superalgèbres respectives g et (). Notons p la projection
naturelle de G sur G / H . Notons Oç11^ le superespace annelé de base G / H
défini par : si U est un ouvert de G/H et si U désigne l'ouvert p"1^) de G,
on a

0^\U) = {/ e Oc(^) ; V/i € ̂ , fi^/) = / et VX e F), -Rx(/) = 0}.
On sait (cf. [K], p. 236) que ( G / H y 0^^) est une supervariété de dimension
p — m + e(q — n) dont le superespace tangent en p(l) est Q / Ï ) . On la
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notera G/H. Notons que si Y est un élément de Q, alors L-y est un champ
de vecteurs sur Q / H . Ceci permet de munir Volç / ^ ( G / ' H ) d'une structure
de fl-module comme suit : pour tout Y dans Q et tout uj dans Vo\ç/^(G/H),
on a

Y^^CL.A^).

Représentations induites.

On reprend les mêmes notations que précédemment. Soit TT une
représentation de H dans un superespace V de dimension finie. On définit
le superespace Ind^(Tr) comme étant :

{^/z^eOc?(G)0V;

1 VXe^ , Y,Rx(fi)^v^=-^{-l)mwfi^d,7^(X)^i
i i

et V/i € H, ̂  Jîh(/,) 0 7r(/i)^ = ̂  /, ® v<}.
î î

Sur Ind^(Tr), il existe une représentation naturelle de Q appelée repré-
sentation induite et définie par : pour tout élément Y dans Q et pour tout
élément ̂  fi 0 ̂  dans Ind^(Tr), on a

^ • (I> ̂ z) = ̂ ^-v(/z) ̂ .

Cette représentation s'étend en une représentation de U(o) dont le noyau
sera noté K^.

THÉORÈME 3.2.2. — Nouons Ber((fl/t))*) la représentation de H
obtenue en composant le caractère bérézinien avec la représentation
contragédiente de la repésentation adjointe de H dans g / ^ . Si TT* désigne la
représentation contragrédiente de TT, on a la relation :

v

^TT^Bei-afl/ï))-) = K^'

Nous utiliserons la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2.3. — Ind^(Ber((fl/l))*)) et Volç/^G/H) sont
isomorphes en tant que Q-modules.

Démonstration du théorème 3.2.2. — Désignons par Ind^(7r) le sous-
espace de Ind^(Tr) constitué des éléments à support compact modulo H et
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par LT, C U(g) le noyau de l'action de g dans Ind^(Tr). Considérons la
forme bilinéaire ( , ) sur

Ind^(7r* 0Ber((0/^)*)) x Ind^(Tr)

définie par : pour tout ̂  /, 0 v^ (g) a; dans Ind^(7r* (g) Ber((0/^)*)) et tout
i

Y,9j <8) Wj dans Ind^ (71-), on a
3

(j^fi^v^^^9j^Wj)
i 3

= 1 E^^w'^)^-1)^1^0^^-1)1"11^1-
J G / H ^

La proposition 3.2.3 établit une dualité g invariante entre Ind^(7r* (g)

Ber((s/ï))*)) et Ind^(Tr). On en déduit la relation t^Ber^/b)* = ̂ r. Un
argument de partition de l'unité montre que L^ et K^ coïncident, ce qui
achève la démonstration du théorème 3.2.2.

Lien entre représentations induites de supergroupes de Lie et
représentations coinduites de superalgèbres de Lie.

Soient G un supergroupe de Lie de superalgèbre de Lie 5, H un
sous supergroupe fermé connexe de superalgèbre de Lie () et (TT,V) une
représentation de dimension finie de H. Notons di7r l'application tangente
de TT en 1. Le morphisme ̂  de Ind^(Tr) dans Coind^diTr) défini par

V<^ e Ind^(Tr), W e [/(fl), (n, ̂ (^)) = ̂  . ̂

est un morphisme de ^-modules. D'après la généralisation du théorème
de Borel aux supervariétés, il est surjectif. On a donc K^ C Jdnr- La
proposition suivante permet d'établir l'inclusion inverse dans le cas où G
est connexe.

PROPOSITION 3.2.4. — S'i Go désigne la composante connexe de
l'élément neutre, on a la relation

K. = H 9l^g~1

gGG

et JdiTr est stable par GoH. En particulier, si G = GoH, on a K^ = JdiTr.
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Démonstration. — L'application ^ étant surjective, on voit aisément
que :

g^ld^g = [u e t/(s) ; v<^ e lndg(7r), Vi; e [/(s), ̂  • ̂  = o}.
On a donc bien

^ = n ̂ d^-1.
gç.G

On en déduit aussi l'égalité hl^h~1 = 1^. Pour montrer que 1^ est
stable par GoH, rappelons le lemme suivant :

LEMME 3.2.5. — Soient K un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie t
et V un sous espace vectoriel de U(V}. Alors V est stable par K (au moyen
de Ad) si et seulement si V est stable par Faction adjointe de t.

Appliquons le résultat de ce lemme au cas qui nous intéresse. Comme
JdiTT est stable par l'action adjointe de fl (donc de flo)» sl 9o est un élément
de Go on a goldi7r9o1 = ^diw La proposition en découle.

La comparaison de 3.2.4 et 3.2.2 donne un cas particulier du
théorème 3.1.1. Revenons au cas général.

3.3. Etude préliminaire.
Soit ̂  une sous superalgèbre de Lie de codimension finie de Q. Dans ce

paragraphe, on supposera donné un supplémentaire gradué p de l) dans Q
ainsi qu'une base (Xi,...,XdJ de po et une base (Xdo+i,... ̂ X^di)
de pi. Notons (Ai , . . . , \do-^-di) les coordonnées sur A associées à ce choix.

3.3.1. Rappels.
• Opérateurs différentiels sur Hom(S'(p), V).

On définit, par récurrence sur 5, les superespaces Diff^ comme suit.
Soit / dans F. Notons p,f la multiplication par /. On a

Diff^ = End^(Hom(5(p), V)),

puis, pour s > 1,

Diff?. = {A e Endfc(Hom(5(p),y)) ; V/ G F, [A,/zy] G DifFf.-1}

où [ ] désignent en fait des supercommutateurs. On définit l'ensemble des
opérateurs différentiels sur Hom^p), V) par Diffy = |j Diff^r. Cette défini-
tion généralise celle de Bernstein-Gelfand-Gelfand. 8
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• Définition de la dérivée dans la direction d'un vecteur.

Soit m dans p et soit À dans îîom(S(p),V). La dérivée dans la
direction de m (notée 9m), est définie par

VîA€5(p), (u,9mX}={um,\).

9m est un opérateur différentiel de degré 1 sur le .F-module Hom(5'(p), V).
On notera 9i la dérivée dans la direction du vecteur Xi.

• Opérateurs différentiels sur Coind^Tr).

Soit Diff^r la superalgèbre des opérateurs différentiels sur le A-module
Coind^Tr). On montre facilement l'équivalence

6çDïS^ 4=^ J ^ o ë o J ^ eDiff^.

Les opérateurs différentiels J^o 9m°J'K (pour m élément de p) et J^lo9ioJ^
sur Coind?(7r) seront aussi notés 9m et 9i. On montre P égalité :

Der(A)={^/^; /, e A}.

• Etude de l'opérateur différentiel défini par un élément de Q.

PROPOSITION 3.3.1. — L'action d'un élément X de Q définit un
opérateur différentiel D^(X) de degré inférieur ou égal à 1 sur Coind^Tr).
En particulier, X définit une dérivation sur A. Si cette dérivation est égale
àZfiW9i,ona

D^X)=(J^fi(X)9i+F^^\^J — \ / ̂ Jz\
i

où F^ est l'opérateur différentiel de degré 0 sur Coind^Tr) défini par
F^(v) = X ' v pour tout élément v de V. Cette écriture dépend du choix de
la base de p.

Démonstration. — Soient X dans fl, / dans A et À dans Coind^Tr).
On a:

X{f\) = ao(X)(/)A + (-I^IW.WÀ).

Cette relation permet de démontrer la première assertion de la proposition.
Pour finir, il suffit de remarquer que D^(X) —^fi(X)9i est un élément
de EndA(Coindg(7r)). '
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3.3.2. Connexions.
DÉFINITION. — Une connexion V sur Coind^Tr) est un homomor-

phisme de superespaces

V : Der(A) —^ End(Coindg(7r))

vérifiant les relations : si les éléments / dans A, m dans Coind^Tr) et ç
dans Der(A) sont supposés homogènes, on a

(a) Vç(/m) = $(/)m + (-l)l/ll^l/V^(m),

(b) /Vx=Vyx.

Remarques.

(0) Soient H un élément homogène de Diff^ et V une connexion. Pour
tout élément homogène ç de Der(A),

[V^, H] = V^ o Jf - (-1)1^11^ o Vç

est un élément de Diff^.

(/?) Si $ et 77 sont deux éléments homogènes de Der(A), alors

[V^]-V[^]

est un élément de Diff^ que l'on notera R^(^T{). L'application R^/ sera
appelée la courbure de la connexion V.

(7) Soient V et V deux connexions. Pour tout élément $ de Der(A),
V^ — V^ est un opérateur différentiel de degré 0 que l'on notera ay.v^O
ou plus simplement a(^) s'il n'y a pas d'ambiguïté.

Exemple de connexion.

A la base Xi, . . . , Xp de p, on associe une connexion V(7r) définie par :
pour tout champ de vecteurs ̂  /^, on a

Ws^-E^-
Quand^il n'y aura pas d'ambiguïté, cette connexion sera simplement
notée V. On remarque que .R_ est nul.
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• La superalgèbre Pj.

Supposons donnée une connexion V. Désignons par V^ la super-
algèbre associative engendrée linéairement par les V^ pour ç parcourant
Der(A) et par les éléments de EndA^oind^Tr)) satisfaisant de plus les
relations

(i) V(F, G) ç EndA(Coind^(7r))2, F • G = F o G ;

(ii) V(/, 0 € A x Der(A), ^ • V^ = Vy^ ;

(iii) V(A,Q G EndA(Coindg(7r)) x Der(A) (homogènes),

V^ • A - (-I^'^IA • V^ = [V^, A]

(iv) V(ç,7y) e Der(A)2 (homogènes),

Vç • V^ - (-l)'^177^^ • V^ = V^,^) + Av($,^).

PROPOSITION 3.3.2. — Soient V et V deux connexions. Les deux
superalgèbres V^ et V^ sont isomorphes.

Démonstration. — Soit -Lj la superalgèbre associative libre engendrée
par EndA(Coind°(7r)) et les V^ pour ç parcourant Der(A). On a donc

L^=T(W)

OU

W = EndA(Coindg(7r)) C ̂  Wç.
^€Der(A)

Soit Jj l'idéal de L^ engendré par les relations (i), (ii), (iii) et (iv).
On a 2^7 = L^ / I ^ . Considérons l'application

^v-:^-^'

telle que :

• ^ ^ ' ( F ) = F pour tout F dans EndA^oind^Tr)) et

• î/^v^V^) = V^ + û(ç) pour tout $ dans Der(A).

On montre l'inclusion ^^(-Ç7) C J^'. On peut donc définir une
application i/^v7 de D^ dans 2 .̂̂  par passage au quotient. Elle admet
'0v v pour application réciproque, c'est donc un isomorphisme. Ceci achève
la démonstration de la proposition 3.3.2.
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PROPOSITION 3.3.3. — Soie V une connexion. Il existe un morphisme
injectif naturel ̂ v dePj dansEnd(Coind^(7r)).

Démonstration. — On conserve les mêmes notations que pour la
démonstration précédente. Considérons Inapplication linéaire ^> de T(W)
dans End^Coind^Ti-)) définie par : pour tout élément Wi 0 • • • 0 Wp de
TP(W), on a <î>(wi 0 • • • 0 Wp) = wi o • • • o Wp. L'idéal 1^ ayant une image
nulle par <î>, l'application <I> se factorise pour donner une application ^v

de Pj dans End^oind^Ti-)). De plus, si V et V' sont deux connexions, on
a le diagramme suivant :

T^' ————> End(Coind^(7r))

^

Montrons que ̂ v est injective. On peut supposer V == V. Tout élément A
de T>^ s'écrit alors sous la forme :

A = ^ A^.,^)9r•••^p+^•
(osi,...,ap)eNdo+ed^

Or on a :

^(A) = ^ A^,...,^^...^".
(Q:i,...0!p)eNdo+edi

Donc si ^(A^À?1..^^) = 0, on a A^,,.,,^) • v, = 0. (On le
démontre en procédant par ordre lexicographique croissant sur (ai, ...Op).)
Donc (A((^ .^o; ))|A0y es^ nu^ Comme A0 Y est un sous-espace dense
de Coind^Tr) et Açai,...,a ) es^ continu, A^^^o; \ est nul. D'où la
proposition 3.3.3.

PROPOSITION 3.3.4. — En notant V^ l'image de ̂ v, on a V^ = Diff-n-.

Démonstration. — On a clairement l'inclusion P^C Diff^r. Établissons
l'inclusion réciproque. Plus précisément, montrons que tout opérateur
différentiel 6 s'écrit de façon unique sous la forme

6 = E A ,̂..,̂ ?1...̂ "
(o:i,...0!p)€Ndo+edi

avec Aç^,...,ap) € Diff^Coind^Tr)). Nous aurons besoin d'un lemme.
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LEMME 3.3.5. — S'oit / un élément de Coind^Tr). Alors il existe une
famille (g^ç^ de (Comd^Tr))? tels que /=<! , / )+ ^ ^. Cette
écriture n 'est pas unique, ie [1 ,p]

Dénioûstraéion du lemme 3.3.5. — L'élément / s'écrit sous la forme
/ = Z^?1 " • Â^âc, où (ai, . . . , a?) est dans ^do-^-edi ' Posons :

9i = ^ (-1)IÂ,1(^|A.|+..^.JÂ._.|) 0, ̂  ^_, ^^

(ai,...ap)eNdo+^ ^1
I^I^O

On a clairement / = (1, /) + E A^,. D'où le lemme 3.3.5.
î€[l,p]

Poursuivons la démonstration de la proposition 3.3.4. Déterminons la
forme nécessaire des A^ tout en montrant l'unicité de l'écriture. Si on a

6 = E ^i..^)^1-^
(o!i,...Qp)eNdo+^

alors les égalités suivantes

(*) 6^...X^)= ^ (A^,.^?l•••^p)(Àfl•••À^^
(Qi,...o'p)€Ndo+edi

permettent de déterminer Aai,...,ap • ̂ , et donc les opérateurs A^,...,a ,
par ordre lexicographique croissant. Pour toute la suite du raisonnement
nous supposerons les A^ donnés par les relations (*).

Soit 6 un élément de DiflÇ. L'opérateur différentiel

6- E ^i,...^)^1---^
(o!i+---+ap)<n

est de degré inférieur ou égal à n et nul sur tous les éléments de la
forme À?1 ... \^ . v, pour (ai,. . . , a?) appartenant à Nd,+^ et tels que
ai + • • • + Op < n. Montrons par récurrence sur n qu'un tel opérateur
est nul.

Pour n = 0 c'est clair.

Supposons que ce soit vérifié jusqu'à l'ordre n. Soit 6 e DifT"^
tel que 6(\^ . . . X^Vi) soit nul pour ai + • • . + Op < n. L'hypothèse7'de
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récurrence nous montre que [6, \i\ est nul pour tout i appartenant à [l,p].
Soit / e Coind^TT). Alors / s'écrit / = (1, /} + E À^- O11 a :

^[i,p]

<$(/) = 6«1,/)) + E [^A,](^) + E (-l^ll^W
î€[i,p] ze[i,p]

= E A^)'
ie[i,p}

II en résulte : 6(f)\k = 0 et ^(/) e aCoind^(7r).

De même, on peut écrire ̂  = ̂  ̂ j9ij' O11 en déduit que l'on a
3

^)=E^(-1)IÀ^""(Ç(^)
et donc

^.^Ew^x-i)"1"6'-
2^

Par conséquent, on a ^(/)|fe©p = 0 et 6(f) ç. a2 Coind^(Tr).

En recommençant cette opération autant de fois que nécessaire, on
voit que ^(/)|[/n(p) est nu! pour tout n. Donc 6{f) est nul. Ce qui achève la
démonstration de la proposition 3.3.4.

3.4. Grandes lignes de la démonstration du théorème 3.1.1.
On va munir Coind^TT* (g)Ber((^/())*)) d'une structure de P^-module

à droite pour laquelle on ait la relation

(**) VX ç s, VA G Coind^TT* 0 Ber((s/ï))*)),

-(-1)\XWX'\=\'D^X).

Ceci permet d'achever la démonstration car (**) implique l'inclusion
v

JTT C ^7r-0Ber((fl/())'")- ^n appliquant ce résultat à la représentation
TT* 0 Ber((g/i))*), on obtient l'inclusion inverse. D'où le théorème.

3.5. Formes volumes.
Reprenons les mêmes notations et désignons par L le A-module libre

de type fini Der(A). Le A-module Ber(L*) est appelé superespace des
formes volumes et sera noté Vol(A). Il est muni d'une structure naturelle
de A-L-module. L'action d'un élément D de L sur le A-module des formes
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volumes est appelée dérivée de Lie suivant le champ de vecteurs D et
est notée LD- Explicitons cette action. Soit [X] = (Xi,...,Xp) une base
homogène de p telle que les do vecteurs pairs figurent en premier. Posons
9xi = 9i et notons A[^] la classe de l'élément TTC^ • • • 7r9^9do+i " ' 9 p dans
H^ÇKÇL*)). Si D = ̂  fiOi^ un calcul rapide montre que l'on a :

(***) V/ e A, LD(f^x}) = W)Apc] + ̂ (-I^I'^W.VA^.
i

Propriétés de la dérivée de Lie.

Soient (J9, D') deux champs de vecteurs homogènes et g un élément
de A. On a :

(a) L^D'} =LDO LD' - (-1)1^1^1^ o Le ;
(b) LD o ̂  = ̂ {g) + (-1)1^1^ o LZ) ;

(C) LgD^^-l^^D^+^gOLD.

Démonstration. — Les propriétés (a) et (b) découlent de la définition
de la dérivée de Lie. La propriété (c) se démontre aisément à l'aide de
l'expression explicite (***) de LD' D

Si X est un élément de 5, on notera ^x la dérivation jDo(X).
Remarquons que si H est dans t), ^H est un élément de aDer(A). On
définit une action de Q dans Vol(A) en posant, pour un élément uj de
Vol(A),

X'UJ=L^(UJ).

D'après la propriété (b) des dérivées de Lie, on munit ainsi Vol(A) d'une
structure de V-module.

PROPOSITION 3.5.1. —Les ̂ -modules Vol(A)/aVol(A) eéBer((fl/l))*))
sont isomorphes. Notons p la projection de Vol(A) sur Vol(A)/aVol(A).
L'application Y deVol(A) dans Coind^Ber^/ï))*)) définie par

Va; e Vol(A), V(Yi...y,) € 0, (Vi • . • Y., Y(a;)) = p(L^ ...L^ (a;))

est un isomorphisme de V-modules.

Démonstration de la proposition 3.5.1.

Les ^-modules Vol(A)/aVol(A) et Ber(Der(A)*/aDer(A)*) sont
isomorphes. Les ^-modules Der(A)*/aDer(A)* et (fl/ï))* sont aussi
isomorphes. La proposition 3.5.1 découle alors de l'application du théorème
de Blattner (théorème 2.3.3). D
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En utilisant ï on peut définir la dérivée de Lie d'un élément D de L
sur Coind?(Ber((fl/())*)) par T o LD o Y~1. On la notera encore LD. Sur le
superespace Coind^Ber^fl/ï))*)), on a donc la relation :

VA e Coind^(Ber(fl/())*), VX e fl, X ' \ = L^ (À).

Posons

Y(A[X])=^[X].

On dira que uj[x] est la base du A-module CoindJ^Be^ (g/())*)) associée
à [X]. Notons 0 la base [prX1 • • • TrX^X^+i • • • Xp\ de Ber((0/ï))*). Alors
o;[x] est l'élément de Coind^(Ber((s/())*)) qui vérifie :

V(ai,... ,ap) e Nd,+edi, W • • -X^^[x]} = <îao,o • • •<^,o0.

3.6. Démonstration du théorème 3.1.1.

3.6.1. Structure de 2^.-module à droite sur Coind^(7r* 0 Ber((fl/())*)).
On définit l'application ( , ) de Coind^(7r*) x Coind^(7r) dans A comme

suit. Soient z/ dans Coind^TT*), A dans Coind^(7r) et u dans £7 (5). Posons :

A(n)=^>;0<.
j=i

On a alors :

(^^A))^^^,^,^^))^!)^"-'.
j=i

L'application ( , ) fournit une dualité non dégénérée entre Coind^(7r*) et
Coind^Tr). Soit U dans EndA(Coindg(7r)). On définit l'élément ^ de
EndA(Coind^(7r*)) par :

V^ € Coind^(7r*), VA e Coind^Tr), (t^, A) = (-l)'^^^, E7A).

L'application

2 : Coind^(7r*) <g)A Coind^(Ber((s/())*)) —— Coind^TT* ®k Ber((fl/())*))

définie par

VA e Coind^(7r*), Va; e Coind^(Ber((9/^)*)), 5(A 0A ^) = Aa;

est un isomorphisme de A-fl-modules. On identifiera donc Coind^(7r*) (g)A
Coindg(Ber((0/())*)) et Coind^(7r*(8)fcBer((0/())*)). On définit les opérations
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suivantes. Pour tout A dans EndA(Coindg(7r)), À dans Coind^Tr*), uj dans
Coindg(Ber((fl/())*)), et ç dans Der(A) supposés homogènes, on pose :

(A ® t*;) • A = ('A • À) <2> ̂ (-l)(^l+H)|A|^

(À ® a;). V^ = -(-I)IÎ!HA g» £ç(^) - (-l)ISI(l^+M)Vç(À) <g> a;.

D'après la définition de 2?J par générateurs et relations, on définit ainsi
une structure de î^-module à droite sur Coindj^Tr* g) Ber((fl/())*)).

3.6.2. Fin de la, démonstration.
Nous définissons une nouvelle structure de A-g-module sur l'ensemble

Coind^Tr* (g) Ber((g/())*)) notée «* » comme suit :

VA € Coind^(7r* 0 Ber((fl/f))*)), VX e fl,V/ 6 A,

jf*A=-(-l)IÀIIX lÀ.£»,(X),

/ * À = /À.

Nous noterons ̂  le module Coind^TT* ® Ber((fl/())*))) muni de cette
nouvelle structure de A-fl-module. Appliquons-lui le théorème de Blattner.

Soient [X] une base d'un supplémentaire gradué de f) dans g et c^nq la
base du A-module Coind^(Ber((fl/f»)*)) qu'elle définit. Associée à [X], on
a aussi une injection de V (resp. V*) dans Coind^Ti-) (resp. Coind^Tr*)).
Dans le calcul qui suit, nous identifierons les éléments de V et V* avec
leur image. Montrons que l'application (f> de W/aW dans V* ® Ber((fl/^)*)
définie par : pour tout élément À de Coind^Ti-*),

<f>{.\uj[x} + aW) = (1,À) ® (l,^x]) = <1,À) <se

est un isomorphisme de f)-modules de W/aW dans TT* <8> Ber((fl/f))*).
Soient H un élément de () et v* un élément de V*. Calculons :

<f>(H * (v*(Suj[x] + W/aW)).
On a :

(f>{H * (u* ® cj^j + W/aW))

= -<^((v* ®^[x]) • ̂ (^") + WyaH^-l^KI^H'-W)

= ̂ (-^(ff))^®^] +t;* ® (^«^^(-l)!^!"'! + ly/alV)

= -(l,* (F^(H))v^} ® 0 - (-l)I^IKI strad^(ff) t,*0 0.
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Or, pour tout élément v de V, on a

(1, W(H))v^v)} == (-1)1^11^1(1, (v\H . ̂ ))

=(-1)1^1<<1,^),(^

= (-l^V^W^))
=-<7T*(ff)^).

D'où «l/ (F^(H))v^,v} = -(TT*^*^) et donc

{lt(F^H))v^=-^(H)v\

On en déduit :

(J){H * (î;*(g) cc;pc] + aW))

= (7r*(^) î;*) 0 0 - ( -1)1^11^1 strad,/^) î;*^ 0.

Ceci prouve que <^ est un isomorphisme de ^-modules de IV/aiy dans
V* 0 Ber((0/ï))*). Il existe donc un isomorphisme de A-^-modules ^ de W
dans Coindg(7r* (g) Ber((fl/ï))*)) donné par le théorème de Blattner (2.3.3).
Sur Coind^(7r* (g)Ber((s/t))*)), on peut définir une nouvelle structure de 2^-
module à droite en posant :

V<5 ç Î , VA e Coind^(7r*0 Ber((s/ï})*)), A • 6 = ̂ [^(A). 6].

Cette nouvelle structure vérifie la relation (**). Ceci achève la
démonstration du théorème 3.1.1.
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