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SUR DES HAUTEURS ALTERNATIVES. II

par Patrice PHILIPPON®*)

Introduction.

Ce texte est la continuation de [P2], nous y poursuivons notre étude
des hauteurs de variétés projectives via leurs formes de Chow.

Dans un premier temps (§1) nous complétons substantiellement 'in-
terprétation géométrique des hauteurs locales établie pour les variétés com-
plexes dans [P2], §2, et la prolongeons pour les variétés définies sur C,. Ce
dernier développement, formel, nous permet de présenter de fagon plus uni-
forme les cas archimédiens et non-archimédiens dans le paragraphe suivant.

Soit K un corps de nombres, on pose Px ’ensemble des classes de
valeurs absolues équivalentes sur K. Si v € Pg on note K, le complété
de K pour une valeur absolue associée & v et C, le complété d’une
cloture algébrique de K. Le paragraphe 2 introduit diverses tailles pour la

restriction d’une forme & une sous-variété projective V' de P, (C,).

Au paragraphe 2.A nous montrons quelques propriétés élémentaires
des quantités introduites. Une question intéressante est de montrer que ces
différentes notions sont équivalentes (au sens de [P2]), étendant ainsi le
classique lemme de Gel’fond (cf. [W], p. 109) aux anneaux de coordonnées
des variétés projectives. Nous reviendrons sur cette question dans un

(*) Ce travail a été réalisé & 1'Université Friedrich Alexander (Erlangen) dans le cadre
d’une bourse de la Fondation Alexander von Humboldt.

Mots-clés : Hauteur — Taille — Maison — Distance projective — Géométrie analytique —
Variété projective — Mesure d’approximation — Intégration p-adique.

Classification A.M.S. : 11G35 — 11J17 -14G40 - 32A22.
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travail ultérieur, mais notons des a présent que, dans le cas d’une place
archimédienne, une réponse qualitative positive est connue (voir [BGS],
§ 6.2.1, Rmgq. 2). On fait aussi le lien avec la notion d’anneau taillé de [P3].

Au paragraphe 2.B nous introduisons des notions de maison et
taille sur les extensions finies de Q généralisant simultanément les notions
classiques correspondantes pour les nombres algébriques et les polynémes.
Cette notion est utile dans 1’étude des questions d’approximation par
les nombres algébriques sur un corps de degré de transcendance > 0
fixé. Les notions habituellement utilisées dans ce cadre ne sont vraiment
satisfaisantes que pour les éléments du corps fixé.

Et au paragraphe 2.C nous montrons comment, pour les places
archimédiennes et lorsque V' est une variété abélienne, la 2-norme || - ||2,v
(cf. §2) peut s’interpréter en termes de produits hermitiens sur les fonctions
théta.

1. Interprétation géométrique des hauteurs locales.

Soit v € Pg, V une sous-variété projective de dimension d et de
degré d(V) de Pn(C,) et p I'idéal de définition de V de rang n — d dans
Cu[Xo,...,Xn]- On note U; = v - Xo+ -+ ul - X, (i = 1,...,d)
des formes linéaires en Xj,...,X, et de nouvelles indéterminées ug.') et
Uit1= Y, u‘(fﬂ) -m une forme de degré § en Xj,...,X, et linéaire en

meMs
des indéterminées us,‘,i D oume My parcourt ’ensemble des monOomes
en Xo,...,X, de degré 6. On note Cy[u] 'anneau des polyndmes en
les indéterminées ul” (z = 1,...,d + 1) & coefficients dans C,, M =
(Xo,...,Xn) et on définit

e(p) = (f € Cv[u]) dk Z O) f : mk C (p7 Ul)' "7Ud+1))7

l’idéal éliminant de p. Cet idéal €(p) est premier, principal (cf. [P1],
prop. 1.5) et nous appelons forme éliminante d’indice (1,...,1,6) € N¢+!
de p tout générateur de &(p).

Soit f une forme éliminante de p (d’indice (1,...,1,8)), c’est un
polynéme multihomogene en u(Y, ..., u(%+1) de méme degré égal a 6-d(V)
en u® (i = 1,...d) et degré d(V) en ul@tY. Soit P € Cy[Xo,...,Xn]
homogene de degré 6 et p : C,[uld*V)] — C, la spécialisation définie par
p(Ug+1) = P. Nous supposons P ¢ p de sorte que p(f) Z 0 est une forme
résultante de V N {P = 0}.
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La quantité M,(p(f)/f) ne dépend que de V et de P et pas de
la forme éliminante f choisie, nous 'appellerons hauteur locale en v de
P sur V. A linstar du théoréme de Wirtinger, nous interprétons cette
quantité comme une intégrale sur V. Le cas complexe a été essentiellement
traité dans [P2], §2, nous formalisons la démarche adoptée dans cette
référence qui se généralisera ainsi au cas p-adique. Nous donnons également
une interprétation similaire pour les fonctions “distance” Dist,(V,z), ou
z € P,(C,), introduites dans [P1], déf. 1.15.

A) Le cas complexe.

On a donc V C P,(C) de dimension d, et la (1,1)-forme de Fubini-
Study Q dont la puissance Q¢ donne une forme volume sur V. Précisément,
dans le fibré tautologique C**! \ {0} — P,(C) on écrit

Qz) = — 6310g||x|| ol &= Z— dr; et 5:2%-@,
1=0 ¢

et la normalisation de Q¢ sur V est donnée par le théoréme de Wirtinger :

A = d(V). On note encore o, la mesure de Lebesgue sur C et B(1)

8

la boule unité de C*, on a / p® = 7r_‘
B, (1) 8!

LEMME 1. — Soit g : V — R une fonction intégrable pour la mesure
associée 4 Q% on a :

/Vg(x),md(x) _ ((Z:i)!)d'/gm(l)d( ) g(z)) . u D ().

TEX,
ou X, = {zr € V(C); Ui(z) = --- = Uyg(x) = 0} lorsque cet ensemble est
fini et X, = 0 sinon. En particulier,
P T
1og (61)/1) - [ 108 (TTE) - 04(0)| < a(a+ 2) ogrn-+1)-(v) -0
Démonstration. — L’évaluation du membre de droite fait ’objet de

la proposition 5 de [P2] lorsque g(z) = log(||z||/|zo|). Et la démonstration
de cette méme proposition conduit & 1’égalité du lemme ci-dessus, ’en-
semble des u ol X, n’est pas fini étant u.-négligeable. Appliquant cette
égalité & la fonction g(x) = log(|P(x)|/||z||®) on obtient la seconde partie
5
du lemme. En effet, posons ||6(z)]|? = Y. |m(z)?et N+1= (n+ )

meMs 6
alors, avec le théoréme 1 et les propositions 1 et 4 de [P2],
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log M(p(f)/f) - ((T:r:;i)!)d ./1; (1)

N+1
(3 v () s 3 2]

est majoré par 4(d+ 1)log(n +1) - d(V) - 6. D’ou le résultat, car

I:BII QA
I/ og 6z )" QN (g )— —‘<1+log(n+1) d(V)-é.

Rappelons encore que pour zo € P,(C) on a défini dans [P1] une
“distance” Dist(V, zg). Plus précisément, on a un homomorphisme
o : Clu] — C[s]

défini par M (U;(zo)) - Dwo(u(’)) = Z Tk ,)c et on pose

Dist(V, zo) = M (35, (f)/f),

ol f est une forme éliminante de p (ici, d’indice (1,...,1)). En particulier, si
V est réduite & un point = on obtient une fonction Dist(z, z9) = Dist(zo, z)
sur P, (C) x P,(C) qui mesure la proximité de = & xo. Notons encore Q,
la (1,1)-forme qui s’écrit dans une carte affine centrée en

1 —
on(x) = —_MT - 00log "z"v

ol ||z|| = (Jz1|2 + - - + |2n|?)? est la distance de z & zo dans la carte affine
choisie. Par exemple, la multiplicité m,, (V') de V en z, est égale au nombre

de Lelong lim (66 log [E]
p=0 JVNBa (o) —im

80 log ||z||\ Ad
/ 9(z) - Q%(z) = hn% 9(z) - (——g"—”)
V\{zo} L0 JVn(Ba(r)\Ba(e) -

Parallelement au lemme 1, on peut énoncer

Ad
) . On notera encore

LEMME 1’. — Soit g : V — R une fonction intégrable pour la mesure
associée & Q29, alors

To ?

(o) [ e (X @) e,

Eexa,a:o
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ol Xy = {z € V;0,,(U1)(x) = -+ = 0,,(Ua)(z) = 0} lorsque cet
ensemble est fini et X, z, = 0 sinon, est égal &

f 9(z) - Q24(2) + may(V) - g(x0).
V\{zo}

En particulier d(V) — mg, (V) = /
V\{zo}

log Dist(V, zo) — /V log Dist(z, zo) -QQ:(:D) <12(d+1)log(n+1)-d(V).

Q0% (x) et, sizo ¢V,

Démonstration. — On rameéne, par transformation unitaire, o &
(1,0,...,0), et on remarque que o apparait ms, (V) fois dans X, ;, pour
s en dehors d’un ensemble po-négligeable. On reprend alors 'idée de la
démonstration de la proposition 5 de [P2], en un point z tel que z; # 0

n
on parametre I'intégrale du second membre par s(()‘,"l) =-3 s((,‘,’} - zj/z
Jj=2
(@ =1,...,d). On vérifie ainsi que ce second membre est égal &
[ g@) 9@+ may(V) - g(a)
VNn{z1#0}

N

ou

20 =B 5 ([ sosemmugne) - Lol d/)

-2
2<i,j<n

n n 2
avec gz = {(80,2, see ,30,,,); E ISO,J'|2+| E 80, °ZJ'/21| < 1}. L’évaluation
i=2 i=2
de lintégrale sur &, faite dans [P2], jointe & un calcul de développement
montre que P(z) = e - 901log ||z|| = Rz, ().

Appliquons la premiére égalité du lemme & g = 1. Le cardinal de
Xs,z, st égal & d(V) pour s en dehors d’un ensemble p.-négligeable, d’ott
I’évaluation de Q04 (z).

V\{zo}
Appliquons encore la premiére égalité du lemme a
9(z) = log M(030(Ua+1)(2)/Uas1(2)) = log Dist(z, zo),
olt Uy4 est ici une forme linéaire (i.e. § = 1 dans les notations du début du
paragraphe). Si zo ¢ V on obtient, avec la proposition 4 et le théoréme 1
de [P2] et en notant 9, I’homomorphisme déduit de 9, en ne retenant

que l’action sur ul (t=1,...,d),
log M (820 (1)/3% () ~ [ log Dist(,0) - 22(a)
< 8(d+1)log(n+1)-d(V).
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Mais d’aprés la remarque, p. 33 de [P1], on a
|log M (95, (f)/f)| < 4(d + 1) log(n + 1) - d(V),
d’ou le résultat.

Appliquant le lemme 1’ & g(z) = log(|P(z)|/||z||’) on obtient une
formule approchée ayant la structure d’une formule de Bochner-Martinelli
sur VsizggeV.

COROLLAIRE. — Pour tout zo € P,(C) et P € C[Xo,...,Xn]\ p
homogéne de degré § satisfaisant xo ¢ V N Z, ot Z est la variété des zéros
de P dans P,(C), la quantité

ma:o(V) -log (|P(-"30)|) _ L\{z }log (|P($)|) . (Q/\d _ Q;\:)(m)

llzoll® ll=1I®

~log Dist(V N Z, :vo)|
est majorée par 16(d + 2)log(n +1) - d(V) - 6.

Démonstration. — En réalité c’est & ¢'(z) =log(|P(z)|/M (Ug+1(x)))
qu’on applique le lemme 1’, ce qui, avec le théoréme 1 de [P2], majore

[, 9@ 08+ mas(V) 5/ (z0) ~Tog My 1)/ )|
par 8(d + 1) log(n + 1) - d(V) - 8. De plus, on a, par la remarque, p. 33 de
[P1]

| log M (02, (£)/p(f)) +log M(p(f)/f)| < 4(d+1)log(n +1) - d(V) -6,
et enfin, par définition, M (9., o p(f)/p(f)) =Dist(V N Z,zo). Regroupant
on obtient que

l / d(z)- QQ:(a:) + mg, (V) - ¢'(z0) — log Dist(V N Z, zo)
V\{zo}

—log M(p(f)/f)

est majoré par 12(d + 1)log(n + 1) - d(V) - 6. On conclut avec le lemme 1
et en remarquant |g(z) — ¢'(z)| < log(n+1) - 4.

On notera que si 2o ¢ V le terme mg, (V) - ¢'(zo) disparait dans
les inégalités ci-dessus et dans I’énoncé du corollaire on n’a pas de terme
Mao (V) - log(|P(z0)|/llzoll®)-
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B) Le cas p-adique.

Soit maintenant V' C IP,(C,), nous voulons trouver une mesure 3,
sur V telle que

* |P("v)lp *
[av=dv) e [ rog i) O = log My(p(9)/ 1)

Nous allons commencer par interpréter M, par intégration dans C,, mais,
C, n’étant pas localement compact, il n’y a a priori pas de mesure de Haar
sur le groupe (C,, +) et nous devons définir notre intégration différemment.

Intégration sur C, : Q,, est canoniquement plongé dans C, qui est le
complété d’une cloture algébrique de Q,. Considérons une extension finie
L de Q, dans C,. Nous notons Oy, I'anneau des Z,-entiers de L et py, son
idéal maximal, nous posons ¢ = [L : Q,] et ¢ = pf le cardinal du corps
résiduel Or,/pr,. Le corps L est localement compact et muni d’une mesure
de Haar pj, bien définie lorsque normalisée par ur(Or) = 1. Ainsi, pour
g fonction de L & valeurs dans R (ou plus généralement, un corps complet

pour une valeur absolue), l'intégrale / 9(z) - pr(z) est définie par la

L
formule klim g F. Y g(Z) € R, lorsque cette limite existe et ne dépend
— 00 OL /l”f‘

pas des choix des représentants T € Oy, des classes de O/ p’i. Soit s un
entier > 1, D = {z € Cp; |z|, < 1} et Bs(1) = D’ 1a boule unité dans C,.
DEFINITION. — Soit g : Bs(1) — R, nous dirons que g est Bs(1)-
intégrable d’intégrale I = / 'E uf?s € R si et seulement si pour tout
€ > 0 il existe une extensionB;’i(Ilii'e L de Q, telle que pour toute extension
L' finie, contenant L on ait : ] . g-u$F— Il <e.
L1)¢

On vérifie /

B,(1)
/_/"p =1
D

PROPRIETES. — i) L’ensemble des fonctions Bg(1)-intégrables (a
valeurs dans R) est un R-espace vectoriel sur lequel ,uf?s est une mesure
positive.

g - 1¥° < sup{g(z); z € By(1)} et /B ( )N?s _
o(1

ii) Si P € Cp[Tx,. .., Ts| alors log |P|, est Bs(1)-intégrable d’intégrale
égale a log Mp(P) = log max{t € Bs(1); |P(t)|p}.
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Démonstration. i) est clair. Pour ii) il suffit de traiter le cas s =1
et on est alors ramené & démontrer le résultat pour un facteur linéaire de

la forme T" — tg. On a dans ce cas, avec kK = max{ -1 [:1;)—0%%0—“ -Z] },
| tostt = taly - st
q:';;;:og [tolp + (Tl‘i-g;’—)e L q:_"ll] si to g Op
= 1) si to€Op.

Et donc /_log [t — tolp - pp(t) = log max{1;|to|p} en tout cas.
D

s
Si P =a- [[(T—1t;) on a par la multiplicativité de la norme de Gauss
i=1

)
log M, (P) = log|al, + Z log max {1; |t;|,} > logmax {t € D; |P(t)|»},
i=1
et, avec le calcul précédent,

log M,(P) = [ 1og|P(O),  y(t) < logmax{t € T [P(O), ).

Remarque. — On vérifie Lg-pp =0sig=0sur {z € Cp; |z|, =1},
D
'intégrale sur C, ci-dessus est & rapprocher de celle de Schnirelman.

Intégration sur V. C P,(C,) : supposons V ¢ {X, = 0}, et notons
Vo laffinoide V N {|X;|, < |Xo|p; ¢ = 1,...,n} (cf. [FP], § 3.4.7). Soit
B :=Cp(Xy,...,X,)/p Valgebre affinoide associée & Vj, si 7 € Mg ,(B(1))

est telle que B soit finie sur Cp(t(Y1),...,7(Ya)), ou 7(Y;) = Y ug-i)Xj
Jj=1

(i=1,...,d), et si (uf,l),...,u(()d)) € Bg(l)on a
X, = T_l(u(()l), . ,u(()d)) N Vo.
L’ensemble X, est fini pour p,-presque tout u € Bn41)a(1)-
DEFINITION. — Soit g : V — R, nous dirons que g est Q}-
intégrable d’intégrale I = / g-Qy € R si et seulement si la fonction
Gu) = Y g(z) si X, est ‘1/3111' et = 0 sinon, est B(n41)q(1)-intégrable,

TEX,

d’intégrale I. Autrement dit,

/V g-Qb = /B (nmd(l)( Z g(x)) - @Oy

TEX,
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Remarque. — Le mesure 3, est globale et ne s’obtient pas comme
limite sur L, extensions finies de Q,, de mesures sur V(L). Ces derniéres
relevent de la géométrie analytique p-adique souple tandis que notre
définition s’interpréte en géométrie rigide.

LEMME 2. — Avec la définition ci-dessus, on a
* P z *
d(V) =/ Qy et log My(p(f)/f) =/ log (ill_p) Q.
v v =I5
Démonstration. — Soit A € C,, avec la notation &, du lemme 1

considérons 'intégrale

= PQ2)lp)\ | ot
b /B(n+1)d(1)(z§ulog( llz(I8 )) b (u).

Par définition, on a

|P(x)lp
I, =logl|A ~6-/Q*+/lo -3
A el Ip v v v g( “93"2 ) v

Fixons u € Bny1)d(1) tel que X, # @ et notons p, la spécialisation
correspondante, on a

P(z)
pu(p(f)/ ) = .
u( ) Zerf[‘(u Ud+l(x)
. s 1 .o (d+1) . n+6
Intégrons sur les indéterminées u. , on obtient avec N + 1 = 5

/B ) 0Bl Dy = 3 10g(1P@)/ el

TEX,

car [ 1og[Uzia @)l uEND = logmax{|m(a) i m € M} = |l
N+1(1

d’aprés la propriété ii). Par ailleurs, f étant de degré d(V') par rapport aux
indéterminées u!**?) 'ensemble X, est de cardinal d(V) pour u en dehors

d’un ensemble pp,-négligeable. Reportant dans l'intégrale Iy on a
I =log |\, - 8- d(V)

+ / log|p(f)/ flp - u@ 14 @ SN+
B(n+1)a(1)XBn41(1)

=log [Alp - 6 - d(V) + log Mp(p(f)/f)
encore d’aprés la propriété ii). Comparant les deux évaluations de I on

vérifie la premiere égalité du lemme lorsque |A|, tend vers l'infini et la
seconde avec A = 1.
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On peut également définir, par analogie avec le lemme 1’, des mesures
Q,,v pour zo € P,.(C,). Et on démontre un lemme 2’ pendant du cas
complexe. Plus précisément, on pose

o) - Uy (@) = [ 9(z)) - pSann1/2(5),
/V\{wo} o Bn(n—l)/Z(l)d( E ) k

’
zeXs’xo

o X, = {z € V, 2 # 0; 05, (U1)(2) = -+ = 05,(Ua)(z) = 0} lorsque
cet ensemble est fini et X; , = @ sinon.

Soit V une sous-variété projective de P, définie sur un corps de
nombres K, de dimension d. Pour toute place v € Pg on définit les mesures
V.o et O sur V(C,) par

(Eo,V,‘U

*x _ ONd * — ONd s
Ve =0 et Qy v, =% si v|oo,

Qo =W, e Love=% v, sl

1
On notera aussi Qy, = W -, et si g > 0 sur V(C,) alors
/ g- QV,’U Z 0.
V(Cy)
Soit P € C,[Xo,...,X,] homogene de degré é, on considére comme

dans l'introduction une forme éliminante f d’indice (1,...,1,8) € Né+! de
V et p la spécialisation de Uz41 en P. On note aussi €, = 1 si v = 0o et
€y = 0si v = p, rappelons qu’on a défini dans [P1] des fonctions “distance”
Dist, (V, z) pour tout v € Pg. Récapitulant les énoncés complexes (lemmes
1 et 1’) et p-adique (lemme 2) précédents on peut énoncer

PROPOSITION 1. — On reprend les notations ci-dessus, soit g €
Pn(Cy).

i) / Yo = d(V) et / Qv =1
V(Cy) V(Cy)

i) [ Qv = A(V) = Mgy (V)
V(Cy)\{z0}
iil) si p(f) #0 (i.e. P¢p)ona
P@lY .
o8 M o()/0) o8 (M) 9

B4

< 4e,(d+2) log(n+1)-6-d(V)

iv) sizg ¢ V(C,) on a

l log Dist,, (V, z¢)— / log Disty, (z, 20)Q5, v, | < 1264 (d+1) log(n+1)-d(V)
V(Cv)
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v) soit g(z) = log(|P(w)|v/Hw||f,) et Z la variété des zéros de P dans
P,(Cy), alors, sizg ¢ VN Z,

M, (V) - 9(20) — / 9(z) - (W, — %, v.) — log Disty (VN Z, z0)
V(Cu)\{zo}

est majoré>par 16e,(d + 2) log(n + 1) - d(V) - 6.

Démonstration. — Le cas v = oo se déduit directement des lemmes
1 et 1’ et de leur corollaire. De méme, lorsque v = p les assertions i) et iii)
découlent du lemme 2. Pour montrer ii) et iv) on reprend textuellement la
fin de la preuve du lemme 1’ tandis que pour v) c’est la preuve du corollaire
des lemmes 1 et 1’ qu’on reproduit mot pour mot. On notera que ’analogue
de la premiere assertion du lemme 1’ dans le cas v = p est une conséquence
immédiate de la définition de 2} ;.

2. Tailles locales de sections globales sur les variétés projectives.

Soit v € Pg et V une variété algébrique définie sur C, plongée dans
P,(C,), de dimension d. On note p 'idéal homogene, premier de définition
de V dans A = C,[Xy,...,X,] et B = A/p anneau quotient.

Soit P € C,[Xo,- .., Xn] un polyndme homogene de degré §, on pose :
Hp,v(P) = inf{Hv(Q)§ QeAQ= P(p)}>

_ |P()lo .
“P”V,’U - Sup{ "w“g ) z e V}7
P(x)|® 1/s
I1Plls,v,o = ( v |||5£||3'£ 'QV,U("’)) )

My (P) = exp ( [ Tog(IP(@)/l15) - 2v,0(2))

ou Qy,, désigne la mesure définie & la fin du paragraphe précédent. Si P € p
on a, par convention, My, (P) = Hp ,(P) = ||P|lv,, = 0.

Ces trois quantités ne dépendent que de la classe de P modulo p et
définissent donc bien des applications de B & valeurs dans I’ensemble R
des réels > 0. Dans la suite de ce paragraphe, nous fixons la place v et, pour
alléger les notations, nous omettrons parfois les indices v. Rappelons que
nous associons également & v un nombre ¢, € {0,1} de la fagon suivante :
gy =18iv=o00et e, =0 sinon.
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A) Premiéres propriétés.

On a clairement Hp(P) = ||P|ly = 0 si et seulement si P € p, et
d’apres la proposition 1)iii) My (P) = 0 si et seulement si p(f) = 0, c’est-
a-dire encore si et seulement si P € p.

Si A € C; on a Hy(AP) = |A|y - Hy(P), [IAP|ly = |Aly - |IP]lv et
My (AP) = |Aly - My (P) car / Qv = 1. On remarquera encore que, si

P,Q € A et e est un entier > 0, on a My (PQ) = My(P) - My(Q) et
I1Pellv =P[5

La proposition suivante éclaircit les positions relatives des différentes
notions introduites.

PROPOSITION 2. — Pour v € Pg et P € A fixés, la fonction
s — ||P||s,v,» est croissante, bornée par ||P||y,, et satisfait

lim |Pllov = Myo(P) et, siv =00, lim [Plsve = [Plve.
En particulier on a, pour tout s > 0,

My,y(P) < ||Plls,v,v < IPllv,o < Hpo(P) - (n+1)%.

—_ o =

Démonstration. — On suit de prés [HLP], §6.7-10, en utilisant le fait
que Qy est une mesure positive de masse totale 1 sur V.

|P(x)]

ll=ll®

s sa sa g "qt-e
1Pl = [ a0 = 1Pl /V(uPu:,v) '
<Pl = 1PIZy,

Notons g(z) =

>0, etsoit 0< s’ <s,ona, avec a =s'/s,

0@ \o e (@)’
e < - 1-— f. [HLP], thm. 9, p. 17).
o (7o) <o e, T e (e [HLP] thm. 9, p.17)

De méme log(g°/|| P|l5 ) < ¢°/I|P|l5,, —1 et, aprés intégration contre
Qy, on a s - log(My (P)/||P|ls,v) <0 d’oa My (P) < ||P||s,v. Maintenant
posons ¢'(z) = g(z)/IIPlv < 1, on a

‘°g(”ul;”|f'vv)<i (o) =2) =3+ o - o,

1 s(log g')?
t — -1)-1 —_—=
€ s (g” ) —logg’ < 1-slogg’’
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D’ou résulte

Pls
g (1Pl /My (P) = og (AF02) - [ og -

(log g')? / "2
<s- — 2 . <g- 1 . .
<s /Vl—slogg’ Qv <s V(ogg) Qv
La fonction (log g’)? étant Qy-intégrable ceci entraine

lim |1Plls,v/My(P) = 1.

On a clairement ||P||s,y < ||P|lv pour tout s > 0 et la fonction
s — ||P||s,v croissante, bornée, a une limite < ||P||y quand s tend vers
oo. De plus, si v = oo, pour tout € > 0, on a g(z) > ||P|lv — ¢ dans un
ensemble de mesure g > 0. Ainsi,

1Plsv 2 (IPllv =€) - p¥/* et lim |[Pllsy 2 IPlv —¢,
ce qui entraine lim ||P||s,v = ||P|lv. Enfin, on vérifie aisément ||P|y <
8—00
Hy(P) - (n+1)%v.

Remarques. — 1) Soit ¢ € P,(C,) et Z la variété des zéros de P
dans P,(C,), on déduit du lemme 2.2 de [P1]

My ,(P)\4V) . 156, (d+1)d(V)6
—_ 7 . < Ev
( P ) Dist,(V N Z,20) < (n+ 1)
- [Disty (V, o) + Disty(Z, zo)].
SiH>1,0<n<1et Dist,(Z,z0) < néi‘r}{l;H. Dist,(z,20)"}, on déduit
T
de la preuve de la proposition 2.5 de [P1]
My(P)\¢V) . d+1 45 3
el £LA VA . < . ey (d+1)3d(V)6
(Mv(P) ) Dist,(V N Z,z0) < H™*! - (n+ 1)
- Dist, (V, z0)",
ou d(V) est le degré de V.
2) Si K C C, est un corps de nombres, P € K[Xp,...,Xp] et V est
définie sur K, on déduit des propositions 1.12 et 1.17 de [P1]
_ . h(V)
27e, (d+1)[K:Q]6 _ . .
(n+1) exp ( 13[K : Q](d(V) 5+ h(Z)))
< Mvo(P) _
- M,(P) T
ol les définitions de h(V'), h(Z) = h(P) sont celles de [P1]. Dans la méme
situation la proposition 1)iii) sommée sur v € Pk s’écrit

R(VNZ)=6-h(V)—hy(Z)-d(V)| <4(d+3)log(n+1)-6-d(V),

(n + 1)85,, (d+1)6,
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ou hv(Z) = hv(P) = 621: L%{IJ—%]l : logMV,v(P)'

Lorsque V = P, on sait que
H)(P) - (n+1)"% < Mp,(P) < ||Ple, < Ho)(P)- (n+1)°,

il est intéressant de voir dans quelle mesure les inégalités ci-dessus peuvent
s’étendre pour une variété projective V' quelconque. Dans ce cas général,
on a facilement les inégalités suivantes

My (P) < |Pllv < Hy(P) - (n+ 1)~

a partir des définitions et avec €, = 1 si v = 00 et £, = 0 sinon.

Probléme de comparaison. — Existe-t-il des réels a = a,(V), b =
by(V), ¢ =¢,(V) > 1 tels qu'on ait

0™t 57 Hy(P) < |Pllv < Hy(P)- (n+ 1)

et
¢ ®-||P|lv < My(P) <||Pllv

pour tout P € A?

Pour clarifier la situation, disons que nous voulons montrer ’existence
d’un réel c,(V) tel que [|Pllvy < ¢(V)® - My,(P) pour tout P € A,

homogene de degré 6. En quelque sorte
(V) = sup { sup{(IIPllv,o/Mv,»(P))*/°}} € Ry U {400}

ou le second supremum est pris sur As (les formes de degré § de A). On
a ¢,(V) > 1 et, bien siir, rien ne nous assure qu’avec cette définition
cw(V) < 400, mais si tel est le cas alors ¢,(V) est le meilleur réel qui
convienne dans le probléme de comparaison ci-dessus. Lorsque v = +o0 il
est indiqué dans [BGS], §6.2.1, Rmgq. 2, que ¢,(V) < 400 pour toute sous-
variété V de P,(C,). On souhaiterait encore estimer c,(V'), par exemple
quand V est définie sur un corps de nombres.

Si ¢,(V) < +4oo la fonction My, définit une taille locale sur
A/p au sens de [P3]. Plus précisément, on considére la famille d’écarts
(1P(@)o/ 12| € P)zev(c,) et la valeur absolue ultramétrique (co(V)EP)
pour P € A/p. On munit la premiére famille de la mesure Qy,, et on a
Ty(P) = My, (P) et

) : A d°P;
To(Py,.-.., Pe) < max {[|Fillv,o} < max {To(P)} - max {eo(V)*}.
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Si V est définie sur un corps de nombres K et si

[szQv]
(V) := Blo i3] (V) < 400,
,,;K K:qQ >

alors on peut définir une taille globale (cf. [P3]) par

1(P) = h(P)i= 3 i tog ()
vEPK
pour P € K[Xy,...,Xn]/p. Si A € K* on vérifie hy(\) = 0 et pour
Py,...,P. € K[Xo,...,Xn]/p on a Ty,(Py,...,P:) # 1 pour au plus
un nombre fini de places v € Pg. On peut trouver u € K* tel que
lrgfgck{Tv(uPi)} > 1 et ainsi

log (T(uPy,...,uPx)) < Z 1Ky : Qo] logmax{T(uP,);...; T(uP)}

vEPK [K : Q]
<log(T(P,...,P)) +c(V)- gggk{dopi},

Sans préjuger du fait ¢,(V) < 400 ou non, nous mentionnons ici
deux corollaires de nos définitions. Le premier est un analogue du classique
lemme de Gel’Fond (cf. [W], lemme 4.2.14, p. 109) pour A/p.

COROLLAIRE. — Avec les notations ci-dessus on a, pour P, Q € A,
0 0
(V)" Py - [1Qllviw < IPRlIviw < [IPllvio - [1RIV,es
My, (P + Q) < My, (P) - o (V)¥'P + My,o(Q) - e(V)*9.

Démonstration. — On utilise la comparaison entre | P||y et My (P)
donnée par ¢, (V), et les relations évidentes My (PQ) = My (P) - Mv(Q),
I1PQllv < IPllv - IRQllv et [P+ Qllv < [IPllv + [ Qllv-

COROLLAIRE. — Si f est une forme éliminante d’indice (1,...,1,6) €

N+l de V et P € A est homogéne de degré &, on note p la spécialisation
de Ug41 en P. Alors

IPllv.e > M(p(f)/f) - (n+ 1)~ 4e(@+2)8dV)

et
IPllv,e < M(o(f)/f) - (co(V) - (n + 1)%e(4+DA)®,

Démonstration. — On compare M (p(f)/f) & My (P) par la propo-
sition 1)iii) et ensuite on utilise la définition de ¢, (V).
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B) Maisons et tailles sur les extensions pures de type fini
de Q.

Nous voulons montrer dans cette section comment adapter les idées de
ce paragraphe pour étendre la notion de taille d’'un nombre algébrique (sur
Z) aux éléments algébriques sur un anneau de polynémes. Plus précisément,

donnons-nous 2z, ..., 24 des éléments algébriquement indépendants sur Q
dans un corps K (de caractéristique 0). Soit ¢ un élément de K entier
sur Z[z1,...,24), lui est associé un unique polynéme E irréductible dans
Z(Xy,...,X4,Y] tel que :
w-—1
E(z17"'7zd,C) =Cw+ Zai(zla""zd) 'Ci =0
i=0

ol a; € Z[Xy,...,Xa] et w € N* est le degré de ¢ sur Z[z1,..., 24].

Le cas extréme d = 0 correspond aux entiers algébriques sur Z pour
lequel on peut prendre K = Q C C et on a la classique notion de maison
de ¢, notée m, qui est le maximum des valeurs absolues complexes des
conjugués de (. Cette maison coincide dans ce cas avec la taille de { et
est la quantité de base intervenant dans les mesures d’approximation par
exemple. Lorsque d > 0 on peut définir la taille de { comme la taille
du polynoéme E, mais cette quantité ne se comporte pas assez bien pour
I’addition ou la multiplication de deux éléments ¢ et ¢’. Une notion moins
satisfaisante consiste & choisir une base d’une extension finie de Z[z1, . . ., 24|
contenant ( et & définir la taille de { comme le maximum des tailles
des coefficients de ’écriture de { sur cette base (cf. [W], chap. 1, §1).
La réduction au cas d = 0 montre la faiblesse de cette notion trop peu
canonique.

Soit v € Pg, on remplace maintenant Z par un anneau intégre
O c C,. Notons V I'hypersurface définie par E dans C¢+1, au-dessus de

tout Z € C¢ la variété V a w points (%,v1),- .., (%, Yw) OU Y1,..., Y sont
les solutions de E(Z,Y) = 0 (comptées avec multiplicités). Nous associons
z = (1,z1,...,74) € C&1 & tout ¥ = (z1,...,74) € CZ et nous notons

w—1 .
I¢(z)], = max{|y1|v,-- -, |Ywlv} (rappelons que E =Y™ + Z; a; - Y* avec
a; € 0[X1, ce ,Xd]).

DEFINITION. — Nous appellerons poids de ¢,
p(Q) = max_{dai/(w-d)},
<i<w-1

et (v)-maison de ¢,

ICl, = sup{[C(2)], ; & € Ba(1)}.
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Si¢=a€0[z,...,24) alors E=Y —a, w =1 et dans ce cas p(a)
est simplement le degré de a en 21, ..., 24 tandis que

lal, = sup{|a(@)l, ; & = 1}.
On a alors pour tout ¢’ entier sur O[zy, ..., 24], p(al’) = p(a) + p(¢').
LEMME 3. — Soit v € Py, z = (1,21,...,74) € CIH, w,w' € N,

i €{0,..., w—1}, m €N, s € R et (,{’ des entiers sur O[z1,...,24] de
degrés w et w' respectivement.

in@mS(f)-K@MTﬂmwi=@unﬁd€C$

. [€(@)] 2@y,
it) Y < 2% .max 4 1;max ; cow—1
llz]ls { ”x”(w—z)s }}

iii) [(¢+¢) @)y < K@), + 1< ()], siv =00
< max{|¢(2)l,, [{"(2)],} siv=p,
iv) {(¢¢)(@)l, < (@), - 1€ ()], et [C™ ()], = ()] 5"

w
Démonstration. — i) On écrit E(Z,Y) = [[(Y — y;) d’olt
i=1
ai(Z) = (_l)w_i Z You « - Yoy _i»
1<a; < <ay—i <w
et on majore simplement.

ii) Soit y = y; (2 € {1,...,w}), si v = 0o et |y| > 2||z||° on écrit, en
divisant E(Z,Y) par ||z|*¥,

vy Jai(5)| vl ly] \w-?
< a@l o (LY
(HMP —oéﬁﬁil|mWwﬂ»} (o o+ (o
@)y (ol y=
< J A S B Q) TN
= odign1 { Tzl "2 (le”s)

Si v = p linégalité ultramétrique conduit & la méme majoration sans
facteur 2 dés que |y|, > ||z[|;- On en déduit en tout cas le résultat annoncé.

iii) On écrit simplement [(¢ 4 ¢')(z)|, < max {|y; + ¥}]}, car les

1<iw

1<J<w'

sommes y; +y; (1 <i<w, 1< j < w')sont les racines de R(Z,Y"”) ou R
est un polyndme unitaire en Y (résultant de E(Z,Y) et E'(Z,Y"” - Y)
par rapport & Y), multiple du polynéme minimal de (" = ¢ + ¢’ sur

O[Zl, cee ,Zd].
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iv) On a |(¢¢")()], < {Iyzyjl }, tandis que

1< <w
¢ (=), = 1<at<xw{|yz | b= (max {lul})™ = C@)IT
COROLLAIRE. — p(¢) = min {s € R; sup {|[¢(z)],/|lz][5} < +o0}.
zeC¢

Démonstration. — Pour s < p(() il existe ¢ € {0,...,w — 1} tel que

. (@) . d :
d%a; > (w — i)s et donc Tz n’est pas borné sur C¢, le lemme 3.)

x
entraine que li( ||).~3|v n’est pas non plus borné sur C2¢. En revanche pour
s> p(¢) on a E la ”z(fu )zl)s borné sur C¢ pour i = 0,...,w — 1, le lemme 3.ii)
T
entraine que |ﬁ|($||)lv est aussi borné sur C2.
v

Dans le corollaire suivant, nous noterons d% E et d E (= w) les degrés
de E par rapport & X = (X,...,X4) et Y respectivement.

COROLLAIRE. — Soit ¢ un élément entier sur O[z,...,z4] alors,
avec les notations introduites,

H,(E) < (2% - max{L; G, )% ° - (d+1)% %7

et
= d+ d% E\\¢v
< . .
d. < mm)- (2(“F 7))
Démonstration. — On applique le lemme 3.i) et ii) (avec s = 0) en
remarquant
()<=
)
d+d%;\®
(d+ 1)—55vdoai 'Hv(az’) < sup {‘al(j”v} < Hv(ai)' ( + az) ,
#€Ba(1) d
et
H,(E) = ma,x{l;osrinsa.u)](d{Hv(ai)}} , dXE o S {doa,}
PROPRIETES. — Soit (,(’ deux éléments entiers sur O[z1,. .., zq] et

m € N.
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i) p(¢+¢") < max{p(¢); p(¢")}, p(¢¢") < p(()+p(¢) et p(¢™) = m-p({),
) [C+¢1, @, +1¢, siv=o0 et max{l(],;[Cl,} siv=p,
1<, <Xl - 1¢1, et 1C™], =1¢Im

Démonstration. — 1) Soit s = max{p(¢);p(¢')} alors il suit du
lemme 3.iii)

Nz T "(z

TN < . e sup { e, qup (EC 1Y
zecd [E4(H zeca b llzll3 7 zeca b Nzl

Le premier corollaire montre d’abord que cette derniére quantité est < +oo0,

et ce méme corollaire entraine en retour s > p(¢ + ¢’). On procede

pareillement avec le lemme 3.iv) pour les autres relations.

ii) Les relations indiquées se déduisent directement du lemme 3.iii) et
iv) en prenant le supremum sur £ € By(1).

Pour faire le lien avec la section précédente, considérons une trans-
formation unitaire 7 € Gl,41(C,) telle que B = A/p soit finie sur Ay :=
Co[r~Y(Xo),-..,771(X4)], elle induit un morphisme 7 : V — Py4(C,). Si
P € A = Cy[Xo,...,X,] est une forme de degré § nous appliquons les
définitions ci-dessus & ¢ = P € B (la classe de P dans B = A/p). L’anneau
B étant une extension finie de Ag, ’élément ( est entier sur Ag et p(¢) n’est
rien d’autre que le degré § de P. Pour la maison de ¢ on a, en notant 1
le cone de C**! engendré par V et 7 : CP*! — C3+! la projection induite
par T,

T, =sup{PWl v € 7. 70) € Ba(0)} =sup (=0 v < 7

car P est homogeéne de degré 6. On en déduit ’encadrement
”P"V,v < K' ”P“Vv . Tv(V)6’
olt Ny (V) 2 sup{[lyllo/ 17 (®)llo; y € V}.
Dans le méme ordre d’idées My, (P) se compare &
Mp,(Normeg 4, (P)).
Revenons pour finir cette section 8 O =Z C C et 23,...,24 € C, on
applique ce qui précéde avec v = oco. Si ( est entier sur Z[zy, ..., zq4] on a,

avec les notations du début de la section et en utilisant le théoréme 1 de
[P2] et le lemme 1.13 de [P1],

mw > |—aa = sup{|ao(Z)|; |Z|| =1} > (d+ 1)—4'wp(()
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d’ott [¢] > (d + 1)=%P()). On définit la taille de ¢ par
t(¢) = max{log [Cl; (¢)},

avec cette définition on a toujours t(¢) > p(¢) > 0. Si a € Z[zy,...,24]
alors t(a) coincide avec la taille (logarithmique) usuelle de a tandis que si
d = 0 on retrouve la taille usuelle d’un entier algébrique a (on a p(a) =0
et o] est la maison usuelle de &) (voir [W], chap. 1, §1). En vérité, lorsque
a € Z[X,,...,X4), la taille de a est plus habituellement définie avec H(a)
(ou méme M (a)) & la place de [a|, mais les logarithmes de ces quantités ne
different que d’un multiple de d%a et les notions de tailles correspondantes
sont donc équivalentes.

Soit maintenant ¢ € C un élément algébrique sur Z[z,...,24] (non
nécessairement, entier). L’anneau Z[z21, ..., z4] étant factoriel I'idéal a des
éléments D € Z|zy,...,24) tels que D - ¢ soit entier sur Z[zy,...,24] est
principal (voir [B], chap. VII, §3). Il existe donc un unique (au signe pres)
D(¢) € Z[z,...,24] engendrant a, on définit alors naturellement la taille
de ¢ par t(¢) = max{t(D(¢));t(D(¢) - ¢)}. La encore cette taille généralise
les notions usuelles des cas polynomiaux et entiers algébriques (sur Z) (voir
[W], chap. 1, §1).

Remarque. — Dans ces conditions une généralisation de la notion de
mesure d’un nombre algébrique serait, par exemple,

M(Q) = exp (/vn(«:xsd(l)) max{0;log yl} - od(j))

ot S4(1) désigne la spheére unité de C? et o4 la mesure canonique sur Sy(1)
de masse totale 1. Ainsi, log M(¢) coincide avec la mesure mg, (1yxs,4(1)(E)
dans les notations de [P2], §1.

C) Produits hermitiens et fonctions théta.

Reprenons les notations du début du paragraphe, lorsque s = 2 et
v = oo, on peut écrire ||P||3 ;, = (P, P)y avec

1 P(z) - Q(z) Ad
(P.QWv = 7577+ | D 2@,
pour tout P,@ € A. Pour chaque § > 0, (-, -}y définit un produit hermitien
sur l'espace vectoriel des éléments homogenes de B de degré 6. Nous
montrons ici que, lorsque V' est une variété abélienne, ce produit hermitien
est équivalent & celui induit par les fonctions théta. Ce résultat semble avoir
été déja remarqué par G. Kempf.
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Soit donc maintenant X une variété abélienne définie sur C, X est
un tore complexe C9 /A muni d’une forme H de Riemann sur C9. La forme
H définit un fibré en droite sur X grace auquel on peut plonger X dans
un espace projectif P, via une base 8 = (fy,...,60,) des fonctions théta
de facteur d’automorphie canoniquement associé & H (voir [BL], § 3.2).
Nous notons encore p 1'idéal homogene, premier de définition de X dans
A = C[Xy,...,X,] et B 'anneau quotient. Si P,Q € A sont de degré §
on peut définir le produit hermitien (aussi dit de Petersson) suivant (voir
[BL], §3.4 et 8.5)

(PQxn= [ POIQEE) e o5z,

ol u®9 est la mesure de Lebesgue sur C9. Cette quantité ne dépend que
des classes de P et Q modulo p et définit donc encore une application de
B x B dans R, on note ||P||% i = (P, P)x,u € Ry.

PROPOSITION 3. — Il existe des réels A\(X), N'(X) > 0 ne dépendant
que de X et H tels que

|log || Pllx.& —log || Pll2,x| < A(X) - 6 + X(X),

lorsque P est une forme de A de degré 6.
Démonstration. — Soient P et @ deux formes de A de méme degré

6, on écrit
_ [ POEIRORE) 46, 00,
(P)Q>X,H _/Cg/A ”0(2)”26 Q( )6 lu’®g( )

ot &(2) = ||0(2)|? - e~ ™H(#2), Par ailleurs, on a

(~2im)-Q0() = Y (85~ 0:(2) 0j(z)) d6i(2) A dB;(2)

2 2
o 8] B8]
ou §. . désigne le symbole de Kronecker. Mais on vérifie encore
— 00; 00;
dbi(2) Ad;(z) = ) o (2) - o 2 (2) - dz, AdZs,
1<k,t<g
d’ou
(—2im) - QB(2)) = Y Jre(2) dze NdZe,
1<k,t<g
avec Jio(2) = Lo — / z). Posons
v = 3 (eE ) )

J(z) la matrice dont les entrées sont les fonctions Jk,g(z), il suit de
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I'expression de Q ci-dessus 79 - 2(0(2))"9 = g! - det J(2) - p®9(2). On a
donc

9 P(6(2))Q(6 _ A
P.Q)xn =5 /C n —(%)T"(z}i)  8(2)° - det J(2)~L - (0(2))",

et par ailleurs

_ 1 P(0(2))Q(6(2))
d(X) Jesn  10(2)]1%

Maintenant 7;9,@ = Jp r et ®, det J sont des fonctions & valeurs réelles > 0,
continues, sans zéros dans C9, on fixe un domaine fondamental D C C9 de
C9/A et, D étant compact, il existe des réels a(X), j(X) > 1 tels que pour
tout z € D on ait

<P’ Q)X

- Q(6(2))".

a(X) < 8(2) < a(X) et F(X)7! < ’;—, et J(2)~! < j(X).

On a donc, en appliquant ce qui précéde & P = Q,
d(X)-a(X)™%-§(X)7 - IP|5 x < Pk, < d(X)-a(X)® - 5(X) - | P13 x-

Le résultat s’en déduit avec 2A(X) = loga(X) et 2)(X) = logj(X) +
log d(X).
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