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SUR LA TOPOLOGIE DE L’ESPACE DES
SYSTEMES LINEAIRES HAMILTONIENS
ANTISYMETRIQUES ACCESSIBLES

par NGUYEN HUYNH PHAN

I. Introduction.

Une classe des systémes linéaires hamiltoniens antisymétriques
accessibles, qui est notée HA, ,, et qui a été aussi abordée dans [32],
est étudiée dans cet article. La définition de ces systémes sera rappelée
ultérieurement, mais nous rappelons tout d’abord qu’une matrice réelle

An Ar
A =
[Am Az ]

d’ordre 2n est dite hamiltonienne si (JA)T = JA, ot J est la structure

complexe standard
o I,
=15 3]

et (JA)T est la transposée de J A.

Si A est hamiltonienne et si S est une matrice symplectique, c’est-a-
dire si (STJS) = J, alors SAS™! est aussi hamiltonienne. Nous identifions
’espace vectoriel complexe C™ avec R?" par I'isomorphisme réel

(IL‘1 +iy1,12+iy2w--7$n +7'yn) — (x17$2a‘"anay17y2a"'7yn)-

On sait encore qu’une matrice réelle A est hamiltonienne antisymétrique
si et seulement si A;; = Agg, A12 = —A2; et que la matrice complexe

Mots-clés : Forme normale — Stratification — Décomposition cellulaire — Fibré principal —
Homotopie — Homologie — Systéme linéaire hamiltonien accessible.

Classification A.M.S. : TOHO5 — 55N10.
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X = Aj; + 1A, est antihermitienne, i.e. X = —X*. On trouve ainsi que A
est une matrice orthogonale symplectique si et seulement si X est une
matrice unitaire et A3 = —Ag1, A11 = Agg (voir [28]).

Une classe importante de systémes dynamiques linéaires de dimen-
sion n, d’entrée m et de sortie p, donnés par les équations d’états

o { z(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cz(t),

ou donnés par des applications entrée-sortie

(II) y(t) = C(A - ZIn)_lBu(t),

est I’ensemble Ly, ., , des systémes accessibles, c’est-a-dire des systémes
donnés par (I) ou (II) avec
rang|B, AB, A’B, ..., A" 'B] = n,

ou A, B, C sont des matrices dans F**" F**x™ Frx" (F = R ou C)
respectivement, i.e. (4, B,C) € F**" x FnXm x FPXn. ¢t c Ret z € C.

Nous considérons maintenant une sous-classe spéciale de Ly, p;
dans le cas F = C, c’est la classe des systémes linéaires hamiltoniens
antisymétriques accessibles. On dit qu’un systéme linéaire donné par (I)
ou (II) est un systeéme linéaire hamiltonien antisymétrique si

(4, B,C) € C™™ x Cm*™ x CPo™,

c’est-a-dire si A, B, C sont des matrices complexes, si A est antihermitienne,
i.e. A= —A* etsirang [B,AB, A’B,..., A" 1B] =n.

Un changement de base z(t) — Sxz(t) := Z(t), avec S € GL(n,C) dans
P’espace vectoriel complexe C™ transforme (I) en I’équation équivalente :

Z(t) = SAS™1z(t) + SBuf(t),
{ y(t) = CS~1Z(t).

Si (I) est un systéme antisymétrique et si S est une matrice unitaire, on a des
résultats analogues. Ces transformations induisent des actions analytiques
(elles s’appellent actions semblables) du groupe linéaire général GL(n, C) et
du groupe unitaire U(n, C) sur les ensembles En,m,p et ﬂn,m,p suivants :

¢ Lump={(4,B,C) € C"™™ x C™™ x CP*";
rang[B,AB, A’B, ..., A""!'B] = n};
action de GL(n,C) : S+ (4,B,C) = (SAS~!,SB,CS™1).

(T)
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e HAnmp = {(A,B,C) € Lymp; A= —A*};
action de U(n,C) : S - (A, B,C) = (SAS~1,SB,CS™1).

Parce que deux triplets de matrices semblables définissent la
méme application entrée-sortie (II), en théorie du controle, on identifie
P'espace des systémes linéaires accessibles Ly, m, , (resp. systémes linéaires
hamiltoniens antisymétriques accessibles HA,, ., ) avec I’espace des orbites
En,m,p/ GL(n,C) (resp. 'espace des orbites I}An,m,p/ U(n,C));

Lnmp = 2;n,m,p/ GL(n,C), HApmp= ﬁAn,m,p/ U(n,C)
(cf. [17), [18], [19] ou [21]).

La structure topologique de Ly, ,, , a été beaucoup étudiée et on a déja
obtenu des résultats trés subtils et profonds. Brockett dans [6] et Brunovsky
dans [7] donnent les systémes complets des invariants de ’action du groupe
linéaire général GL(n,C) sur Ly, ;. Dans [14] et [15], Hazewinkel trouve
les formes normales des systémes linéaires accessibles. Du point de vue
de la géométrie algébrique, les résultats de Brockett [6], Brunovsky [7],
Hazewinkel [15], Helmke [17], Hinrichsen [12] et Popov [33] ont permis de
progresser dans I’étude de la topologie de Ly, ., . Toutefois, nous verrons
plus loin que Ly ., est homotopiquement équivalent & HAp ;. Clest
pourquoi — du point de vue de la théorie d’homotopie — pour étudier
la topologie de Ly, m, p, il suffit d’étudier celle de HAy, mp qui est moins
encombrante que Ly, m p.

Le but de cet article est d’étudier la toplogie de HAy, m p. Il comprend
deux paragraphes. Dans le premier paragraphe nous présentons des formes
normales des systémes linéaires hamiltoniens antisymétriques accessibles
et une stratification de HA, m;,p. Dans le deuxiéme paragraphe, nous
donnons ensuite une décomposition cellulaire analytique, et nous examinons
I’homologie et 'homotopie de HAy, p, p. ‘

2. Forme normale et stratification.

Tout d’abord on trouve que par l’accessibilité, 1’ensemble ﬁ",m,p
est un sous-ensemble ouvert de Zariski de I’espace vectoriel réel de tous
les triplets (A, B, C) dans C™*™ x C"X™ x CP*™ tels que A = —A*, car un
triplet (A, B,C) n’appartient pas & Iffjﬁln,m,p si et seulement si tous les
déterminants des mineurs d’ordre n de la matrice [B,AB,..., A" 1B]
s’annulent. Donc P/I\;ln,m,p est une variété analytique réelle naturelle de
dimension n? + 2nm + 2pn.
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En calculanl_qirectement, on peut montrer que le groupe de Lie
U(n,C) agit sur HA, n, p librement, analytiquement et que le graphe de
P’action, c’est-a-dire I’ensemble

{(S-z,2);S € Un,C) et = € HApmyp},

est une sous-variété analytique fermée de I’f;ln,m,,, X ﬁn,m,p. Dans ce cas,
(cf. [11] et [28]), la structure variété de P’espace des orbites HA, mp est
définie comme suit :

ProrosiTION 1. — La projection canonique P : I?Zn’m,p — HApmp
est un fibré principal de groupe structural U(n,C). En outre, HA, m p
est une variété analytique de dimension 2n(m + p) = dim ﬂn,m,p -
dim U(n, C).

On construit maintenant les formes normales des systémes linéaires
hamiltoniens antisymétriques accessibles qui seront employées pour calculer
le groupe d’homologie de HA, m p plus loin. On rappelle tout d’abord la
définition, donnée par Birkhoff et Maclane, reconnue standard dans la
théorie des systémes.

DEFINITION 2 (voir [2]). — Soit G un goupe topologique qui agit sur
I’espace topologique X. On dit qu’une application NV : X — X est une
forme normale (pour Paction de G) si :

(i) £ ~ N(z) (z et N(z) sont dans une méme orbite);

(ii) z ~ y si et seulement si N(z) = N(y). On dit que N(z) est la forme
normale de z.

Si N est une application continue, on dit que NN est une forme normale
continue.

Par exemple, la forme normale de Jordan dans ’algebre linéaire est
une forme normale en sens de cette définition, mais elle n’est pas continue.
Remarquons que si N est une forme normale, elle induit une application
N:X /G — X telle que le schéma suivant est commutatif
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ou X/G est l'espace des orbites; P est la projection canonique; N est
définie par la [G-orbite de z] — N(z). Naturellement, N est continue si
et seulement si N ’est. Par conséquent, ’existence des formes normales

continues sur X tout entier a un rapport avec la structure topologique
de X/G.

Pour construire une forme normale de (A,B,C) € ﬂn,m,p, nous
les associerons avec une base unitaire spéciale de 1’espace vectoriel
complexe C™ et nous présenterons A, B,C dans cette base. A cet effet,
soit B = [biba...by), oll b; est la j-ieme colonne de B. Nous allons de
gauche & droite dans le systeme de nm vecteurs :

{bl, Aby, A2b1, ey An_lbl,
by, Abg, A%by, ..., A" by, ...,
by Abm, A%bpm, ..., A" by }.

Nous effagcons tous les vecteurs qui dépendent linéairement des
vecteurs qui les préceédent. Par Paccessibilité de triplet (A, B,C), i.e. le
rang de systéme des vecteurs ci-dessus est égal & n, les vecteurs restants
forment une base de C™. Ils sont ordonnés ainsi

H(A,B) = [b1,Aby, ..., A" by, by, Abg, ..., A7 by, ..,
b, Abpm, ... AF71b,],

m
ol les k; sont des nombres entiers non-négatifs et 3 k; = n. On note :

Jj=1
k(A,B) = (k1,k2,. .-, km)-
Il est clair que k(A,B) est un invariant de similitude car k(A4,B) =
k(SAS~!,SB) pour tous les S € U(n,C). On pose :
Kpm= {(kl,k2, .. km) €Z™; k; entier > 0 et ij = n}
j=1
Alors k(A, B)k € Ky m maintenant chaque k € Ky, m, on pose :
H(k) = {(A,B,C) € HApmp; k(A,B) = k}.

On peut montrer que :
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PROPOSITION 3. — La collection {H (k) ;k € K, m} est une partition
de H Ay m,p, c’est-a-dire satisfait les trois conditions suivantes :

(i) H(k)#0;
(i) H(k)NH() =0sik #¢;
(iil) HApmp=U{H(K) ;k € Knm)}.
Soit S(A, B) une matrice unitaire obtenue par le procédé d’orthogo-
normalisation de Gram-Schimidt de matrice H(A, B). On pose :
(A, Bk,Cx) = (S(A,B)AS(A,B)™',S(A,B)B,CS(A,B)™1).

Nous arrivons au résultat suivant :

TutorEME 4. — L’application (A, B,C) — (Ag,Bk,C) est une
forme normale continue (pour action semblable de U(n,C)) sur chaque
sous-ensemble H (k). En outre, Ay et By ont les formes spéciales suivantes :

Ay, = diag[Ny, No, ..., Np], By = [b5, 0%, ... bk

ou

_.’L'jl —aj2 ] [ 7]

ajg *

. . . K
N; = T b bj = | ajn | habetksoatl

0

—Qjk; :
L Ujk;  Tik; | L 0

etj=1,2,...m.

Les nombres ajz, .. .ajx,; sont des nombres réels positifs; a;; est un
nombre positif si k; > 0 et aj; = 0 si k; = 0. Les nombres z;1,. .., T;k; sont
des nombres imaginaires (leurs parties réelles sont nulles). Les éléments
notés x dans bg? sont des nombres complexes. La matrice Cy n’est pas de la
forme spéciale.

Soit N(k) =k1 + (k1 +k2)+...+ (k1 + ka2 + ...+ km—1). On trouve
ainsi que le nombre des parametres réels indépendants de Ay, de By et
de Cy, est égal a 2n + 2N (k) + 2np.

En utilisant ce résultat on peut prouver :
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COROLLAIRE 5.
(i) H(k) est une sous-variété analytique de I,-I\;ln,m,p.
(i) H(k) ~ U(n,C) x R2+2N(®)+2np (homéomorphisme analytique) par
Papplication (A, B,C) — (S(A, B), (A, Bk, Ck)).
(iii) H (k) est invariante par Paction de U(n,C) et I’espace des orbites
H(k) := H(k)/U(n,C) ~ R?"+2N(k)+2np (homéomorphisme analytique).
C’est-a-dire que H (k) est une cellule de dimension 2n + 2N (k) + 2np.

DEFINITION 6 (voir [23], [36]). — Soit X un ensemble sous-analytique.
Soit {(X;) ;¢ € I} une famille localement finie de sous-ensembles sous-
analytique non singuliers connexes de X. On dit que la famille {X; ;i € I'}
est une stratification sous-analytique de X si :

(i) La famille {X; ;i € I} est une partition de X.
(ii) La fermeture X; de X; dans X et le bord X;\X; de X; sont des

sous-ensembles sous-analytiques de X. Les sous-ensembles X; sont appelés
les strates de la stratification.

(iii) On dit qu’une stratification de X satisfait la propriété de la frontiére
si, chaque fois que X; N X;#0,ona X; D X. Dans ce cas la fermeture X,
et le bord X, :\X; de X; sont des réunions des X; qui ont des dimensions
plus petites que celle de X;. Nous poserons :

H={H(k) = Hk)/U(n,C) ;k € Knm}
La collection H a un caractere topologique tres important.
THEOREME 7. — La collection H = {H(k) ;k € Knm} forme une
stratification finie satisfaisant la propriété de la frontiére de HA,, p, p.

La démonstration que H satisfait la condition de la frontiere est un
peu compliquée. Nous allons donc présenter quelques techniques pour la
prouver (cf. [31] ou [32]) :

(1) Soit (4, B) € H(O)NH(k), Cest-a-dire H()NH (k) # 0. Alors (4, B)
est une limite d’une suite {(4, B)} C H (k). Soit B = [b1, b, . .., bm] et soit
B = [by,b2,...,by] ol b;j (resp. b;) est la j-éme colonne de B (resp. B).
Comme nous avons, pour tout 0 < j < m,

rang[bl, Abl,Azbl, ey An_lbl, ey bj, Abj,Azbj, ey An_lbj]
=l+l+-+ 4

et comme les fonctions rang sont semi-continues supérieurement, il en
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résulte que si (4, E) approche (A, B), on a, pour tout 0 < j < m,

rang[l;l,}lvgl,...,.Z”‘ll;l,...,l;j,géj,...,gn_li)j]
=ki+ka+-+ki>bh+l+- -+

(2) Soit k = (k1,k2,...,km) € Kn m. Pour chaque 1 < j < m, posons :
Nij(k)=ki+ko+---+k;.
On démontre alors que I’ensemble K, ,, muni de I'ordre < défini par £ < k si

N;(¢) < N;j(k) pour tout 1 < j < m, forme un réseau (voir [1]). En vertu de

la remarque précédente, si H(¢) N H(k) # 0, on a £ < k. Comme (Knm, <)
est un réseau, on déduit dans ce cas (voir [1]), qu’il existe des éléments
Pp1,D2,-..,pt dans Ky o, tels que £ = p; < pa < -+ < p_1 < ps =k ou
p; est successeur de p;;1 (c’est-a-dire qu'il n’existe pas ¢ € K, m tel que
p; < ¢ < piy1). Vu la définition de 'ordre <, il est clair que ’élément
k est le successeur de £ = (€1,%a,...,¢y) si et seulement si k est de la
forme k = (€1,€2,...,4; + 1,441 — 1,...,£y) pour un quelconque ¢;; > 1
(voir [1] et cf. [17], [18]). Si £ et k sont comme cela et (A, Be, Ce) € H(£), en
utilisant les formes normales données dans le théoréeme 4, on peut trouver
dans H (k) une suite (A4, By, Cy) qui converge vers (Ag, By, Ce).

1l en résulte H (k) 2 H(¢). On en déduit que
H(k) = H(pt—1) 2 -+ 2 H(p2) 2 H(p1) = H(¢)

parce que P : P/f;ln,m,p — HAp m p est un fibré principal et alors

P(H(k)) = H(k), P(H(K)) = H(k).
Par conséquent :
K(k)=|J{K@©®;t<k, teKnm}.
Ensuite, nous remarquons que (A, B, C) appartient & IT{ (k) si et seulement si

rang[by, Aby, A%by, ..., A" by, ..., b;, Abj, A%b;, ..., AV 1b;]
Skitkat--+kj

pour 1 <j<m. 1l en résulte que I:{ (k) est un sous-ensemble algébrique
de ﬁn,m,p et que H(k)\H(k) est la différence de deux sous-ensembles
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algébriques de HAnm,p (cf. [22]). Donc H(k) et H(k)\H(k) sont des
sous-espaces analytiques de ’espace des orbites HA, , p.

On sait que 'on a H(k) = |J{H(£) ;£ < k}; en particulier
H((n,0,...,0)) = | J{H(©),£< (n,0,...,0)} = HAp m,

car (n,0,...,0) est 'élément maximal du réseau (Kp m, <). C’est pourquoi
HA, . p est une variété connexe. De plus, H((0,...,0,n)) est fermé
dans HA,, ; p car (0,...,0,n) est ’élément minimal du réseau (K m, <),

HA, . p n’est donc pas compact parce que HA, ,, contient le sous-
ensemble fermé H((0,...,0,n)) qui n’est pas compact.

3. Décomposition cellulaire, homologie et homotopie.

Nous rappelons (voir [3]) :

DeriniTION 8. — Une stratification qui satisfait la propriété de la
frontiere de la variété analytique X est appelée une décomposition cellulaire
analytique de X si ses strates sont des sous-variétés analytiques de X et si
elles sont C'*°-homéomorphes aux quelconques R™i. Dans ce cas, les strates
sont, appelées les cellules.

En utilisant la corollaire 5 et le théoréme 7, on a :
CoROLLAIRE 9. — La collection {H (k) := H(k)/U(n,C) ;k € Knm}
forme une décomposition cellulaire analytique de HAp,

Nous allons maintenant calculer le groupe d’homologie de HAp m, p.
En effet, en utilisant le théoréeme 6 et le théoréeme de Borel et
Haefliger (voir [3], [24]) sur ’homologie d’une variété analytique qui est
décomposable en cellulaires analytiques et en comparant avec ’homologie
d’une grassmannienne (voir [27]), nous arrivons au :

TrEOREME 10. — Soit
t; = cardinal{k € Ky, tel que codim H(k) =1}.
Pour tout i > 0, on a alors
Hi(HAnmp 3 2) = 2% = Hy(Grnym1(C)  2),

ol Gpnim—1(C) est la variété de Grassmann des n-plans dans C"+™m~1
et Z I’anneau des entiers.

Concernant I’homotopie de HA,, , p, nous avons le résultat :
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THEOREME 11. — On am;(HAp m p) = m;—1(U(n, C)) pouri < 2m—2.
Le théoréme 11 est démontré grace au lemme suivant :

LEMME 12. — Pouri < 2m —2,0n a wi(ﬂn,m,p) = {0}.

En effet, comme P : I‘I\:fln)m,p — HApmp est un U(n,C)-fibré
principal, on a la suite exacte longue d’homotopie

-+ — mi(U(n, C)) — mi(HAn,mp) — Ti(HAn m,p)
— 7r12—1(Ij(na (C)) R Wi—l(HA//‘ln,m,p) h— 7ri—l(lyfln,m,p) e

En vertu du lemme 12, on obtient le théoreéme 11.

Comme le théoreme 11 a un rapport avec une application pour la
démonstration du théoréme de périodicité de Bott (voir [4], [5], [26]), que
nous aborderons & la fin de ’article, nous voulons donc présenter en détail
la démonstration du lemme 12. Nous aurons besoin pour la démonstration
de ce lemme, des quelques résultats algébriques géométriques suivants.

LEMME 13. — Soit
Anmp={(A,B,C) € C"*" x C"*™ x CP*" ; A= —A"}.
Pour chaque 0 < r < n, on pose :
HApmp(r) = {(A, B,C) € Ay mp ;rangB, AB, A%B,..., A" 'B] =r}.

Alors mn,m,p(r) est une sous-variété analytique de &n,m,p de dimension
n? + 2mr + 2pn.

Preuve. — Si r = n, le résultat est clair car mn,m,p(n) = f{\;ln,m,p
est un sous-ensemble ouvert de Zariski dans Ay, -, ,. On va donc considérer
le cas r < m. Soit

&n,m — {(A,B) e CrXn « CnXm CA= —A*}.
Pour 0 < r < n, on pose :
mn’m(r) = {(A, B) e Kn,m ;rang[B,AB,AZB, .. ,A""lB] = 1"}.
Alors mn,m,p(r) & I’-:T\;ln,m(r) x CP¥", On en déduit :

dim mn,m,p(r) = dim HA,, r(7) + 2pn.
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Soit é\[&n,m(r) le sous-ensemble de tous les (A, B) € ‘&n,m de la forme :
_ A1 0] _ B,
=15 &) 2=[5]
ou Ay = —Aj et (A1,B;) € mr,m('r), ce qui signifie que

rang[By, A1 B1, A2By,..., AT !By = -

Puisque ]I-fll\zgam(r) est une sous-variété ouverte de l’espace vectoriel
réel A, ., SA, (r) est une sous-variété réelle de A, ,, de dimension
72 + 2rm + (n — r)2. Soit

D(r,n—r):=U(r,C) x Un —r,C)
le sous-groupe du U(n, C) de toutes les matrices unitaires de la forme :

S O
0 S

| 5150 € vn0) x Um0,
Nous considérons une action du groupe de Lie D(r,n —r) sur
U(n,C) x SA,, m(r) donnée par
P-(S,(A,B)) — (SP™',P-(A,B)),

avec P (A, B) = (PAP~!, PB). On peut vérifier (cf. N.-H. Phan [31], [32])
que cette action est libre, analytique et que son graphe est une sous-variété
fermée de

(U(n,C) X SAnm(r)) X (U(1,C) X SAnp (7).

On en déduit (voir Dieudonné [11], Mneimné et Testard [28]) que 'espace
des orbites U(n, C) x SA,, (r)/D(r,n — r) est une variété de dimension :

dim(U(n, C) x SAp m (7)) — dim D(r,n — r) = n? + 2rm.

Ensuite, on trouve que l'espace des orbites U(n, C) x g\[%n,m(r) /D(r,n—r)
est analytiquement isomorphe & HA, ,,,(r) par 'application :

[D(r,n —r) orbite de (S, (4, B))] — (SAS™', SB).

Le lemme est donc démontré.
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Le résultat suivant est clair.

COROLLAIRE 14. — Le sous-ensemble
X = &n,m,p\fﬁn,m,p = U {mn’m,p(r) ;0<r<n-1}

est une réunion des sous-variétés différentiables de A,, , , dont le minimum
de ses codimensions est 2m.

Démonstration du lemme 12. — Soit f : 8 — HAp np une
application continue de la sphére S* de dimension i dans ﬁﬁn,m,p. Nous
allons prouver que f équivaut homotopiquement & ’application constante
¢: S {¥} € HAnmp-

Puisque f est continue et S* est compacte, il existe une C*°-application
fo: S — I}vAn,m,p telle que tf(z) + (1 — t)fo(z) € I,I\//ln,m,p pour tout
t € [0,1], ce qui signifie que f est homotopiquement équivalente & la
C*>-application fo (voir exemple Narasimhan [29], Hirsh [20]). Soit

in: HAnmp = Anmp

Pinclusion naturelle. Posons f =inof et fo = inofo.

Comme A'n,m,p est un espace vectoriel, fy, est homotopiquement
équivalente & l’application constante ¢ : S* — {x} par ’homotopie
H: S x[0,1] = Ay, définie par H(x,t) = tfo(z) + (1 — t)*. De plus,
nous avons

FoS) NHAnmp(r) =0 et {*} ¢ HApmp(r)

pour tout 0 < r < n — 1. Il en résulte  que les deux apphcatlons fo et ¢ sont
transverses & toutes les sous-variétés HA,, m,p(T) de An mp (0<r<n-—1)
(voir Narasimhan [29]). D’aprés le théoreme de transversalité de Thom (voir
Guillemin et Pollack [13], Narasimhan [29]), il existe une C'*°-application
H :S* x [0,1] = A, p qui satisfait les deux conditions :

(i) H = H sur le sous-ensemble S* x {0,1} de §* x [0, 1].
(ii) H est transverse & toutes les sous-variétés mn,m,p(r) de Ay, 1 p-

Il en résulte que si

dim(S* x [0,1]) =i +1

< min{codim HAp mp(r);1<r<n-— 1} =2m,
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nous aurons
H(S* x [0,1]) NHA, mp(r) =0

pour tout 0 < 7 < n —1, en vertu du théoreme de transversalité de Thom
(voir Narasimhan [29]). Donc H est une application de S¢ dans HAp, mp
joignant f et la constante c. Le lemme est démontré.

Revenons maintenant a la théorie des systéemes en appliquant nos
résultats & la topologie de HA,, r, p.

Premiere question. — Pouvons-nous trouver une forme normale
continue sur la totalité de Eﬁn,m,,,, c’est-a-dire pouvons-nous paramétrer
continuellement tous les systémes linéaires hamiltoniens antisymétriques
accessibles ?

En appliquant les théorémes 11 et 12, on a la réponse immédiate
suivante :

CoROLLAIRE 15. — Il existe une forme normale continue N :
HApmp — HApmp pour laction semblable du groupe U(n,C) si et
seulement sim = 1.

En effet,sim =1,on a I/f;ln,l,p = U(n,C) x R27(1+P) et I’application

T1 —a2 a1
o . 0
(A,5,0) — , b =11 ],08(4,b)7"
—an :
L Gn  Tn 0

est une forme normale continue sur totalité I’-:T\;ln,l,p.

~_ Quand m > 1 et N est continue, alors on peut montrer que
HApmp = U(n,C) x HAp, m p. On trouve ainsi que

H,(HApmp;Z) = H,(U(n,C) x HAn mp ; Z)
~H, (U(n, C) ;Z) ®z H(HApmp ;Z).
Nous en concluons que l'on a :
Z Hy(U(n,C) ;Z) ®z Hy(HAn,mp;Z) = O
p+g=1

pour i < 2m — 2, car Hi(ﬁn,m,p;Z) = 0 pour i < 2m — 2. D’oul une
contraction d’apres le théoreme 10.
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Bien qu'’il n’existe pas de formes normales continues sur la totalité de
ﬂnym,p quand m > 1, nous avons trouvé une forme normale continue sur
les sous-ensembles H (k) d’une partition contenant (n+m—1)!/n!(m—1)!
éléments (nombre égal au cardinal de ’ensemble gp, ). Peut-on répartir
ﬂn,m,p en des sous-ensembles X;, i € I tels que card ] < card K, , et
tels que sur chaque X; on trouve les formes normales suffisamment belles ?

DeriNiTION 16. — Une forme normale N : I/{\Zn,m,p — ﬂn,m,p
est appelée une forme normale cellulaire s’il existe une décomposition
cellulaire analytique {X; ;i € I} de l'espace des orbites HA, ., telle
que la restriction de N sur P~1(X;) soit une application continue, ot
P: I/{\;ln,m,p — HAp mp est projection canonique.

La forme normale dans le théoréme 4 ci-dessus est une forme normale

cellulaire.

Deuxiéme question. — Existe-t-il une autre forme normale cellulaire
telle que le nombre de ses cellules est moindre que celui indiqué dans le
théoreme 47

La réponse est la suivante :
COROLLAIRE 17. — Tous les formes normales cellulaires sur fI\jﬁlnymyp
ont exactement (n+m — 1)!/n!(m — 1)! cellules. Ce qui signifie que la

stratification donnée dans le théoréme 7, sur les strates de laquelle on a des
formes normales continues, est optimale.

En effet, supposons que {X; ;i € I} est la décomposition cellulaire
analytique de HA, m, p associée une forme normale cellulaire. D’apres le
théoreme de Borel et Haefliger (voir [3], [25]), on a

H.(HAp mp; Z2) = (Zg)* 1.
D’autre part, on a :
Ho(HAp m p; Lo) & (Zg)<2rd Knm
On en déduit cardI =card K,y = (n+m —1)!/nl(m —-1)1
Nous allons discuter maintenant de la relation d’homotopie entre

b Y . Yo .
HA,mp €t Lpmp (espace des systémes linéaires accessibles). Nous
considérons le diagramme commutatif :
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e inclusion ~
HA'"'?mYP --------- - nYm)p
P jv jv P
w
HAnmp ---------- = Lnmp

Nous avons le résultat suivant :

TuaEoOREME 18. — L’inclution W est une équivalence d’homotopie.

Avant de présenter une application du théoréeme 18, nous allons
répéter les travaux de Guest [12] et de Helmke [17] . Soit L2’  I'espace
des systéemes linéaires complexes accessibles et observables, c’est-a-dire
les systémes donnés par (I) ou (II) avec (A,B,C) satisfaisant les deux

conditions :

o rang[B, AB, A%B, ..., A" 1] = n (condition accessible);

o rang[CT, (AT)CT, (AT)2CT,...,(AT)""1CT] = n (condition obser-
vable).

Posons :

L., ={(4,B,C) € C™" x C™™ x CP*";
(A, B, C) est accessible et observable}.

a0

Par la méme raison que précédemment, L7", ,

orbites de L2 /G(n,C)

n,m,p

est identifié a ’espace des

Lyt p = Lo »/G(n, )
ot GL(n, C) agit sur L3’  par
S-(A,B,C) = (SAS™',SB,CS™).

De l’observabilité, on déduit que L;‘,?mm est une sous-variété ouverte
de Lpm p.

Dans [17], Helmke démontre que :
THEOREME 19 (Helmke). — L’inclusion naturelle
in: wi(L“n?m’p) — Ti(Ln,m,p)

est un isomorphisme pour i < 2p — 2.
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_ Comme tous les triplets (A,B,C) dans la méme orbite de
L2, ,/G(n,C) définissent la méme matrice de transfert C(zI, — A)~'B

(avec (A, B,C) accessible et observable), L%  est identifié encore &

'espace des matrices de transfert G(2) := C(zI, — A)~1 B, c’est-a-dire :

L2, = {C(zI. — A)'B; (4,B,C) € L3, , et z€C}.

n,m,p

Soit M(S?; G m+p(C)) Pespace des applications holomorphes de la
sphere de Riemann S? dans la grassmanniene G, m4,(C). Alors Segal [35]
(pour le cas n = 1), et Mann et Milgrams [24] (pour le le cas n > 1)
(cf. Byrnes [8]) prouvent que :

M(S?; Gnm4p(C)) = {C(2I, — A)"'B;(A,B,C) € LY, et z € C}.

n7m7p

Lorsque n = m = p, en utilisant la construction des fibrations de
drapeaux définis sur une grassmanniene, Guest calcule en détail dans [12]
des groupes d’homotopie de M(S? ;G 2,(C)). Il a obtenu beaucoup de
résultats dont celui-ci.

THEOREME 20 (Guest, [12]). — Pouri<n-—1,ona:
i (M(S% G2 (C)) = Tiy2(Gr2n(C)).
En vertu du théoréme de Helmke, sin > 1, on a
Ti(Lnn,n) = Tiy2(Gn,2n(C))
pour i <min{n —1,2n — 2} =n—1.
De plus, il est bien connu que pour i < 2n — 2 (voir [26], [27]),on a:
Tir2(Gn,2n(C)) 2 miy1(U(n,C)).
Donc
Ti(Lnnn) = Tit1 (U(n, (C))

pour i <min{n —1,2n—2} =n—1sin > 1.

D’autre part, L, est homotopiquement équivalent & HA, ,n
d’apres le théoreme 18. En vertu du théoreme 11, nous avons alors

Ti—1 (U(’I‘L, (C)) = Ti4+1 (U(’I‘L, (C))

pour tout ¢ <n — 1.
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En prenant n grand, on sait que les groupes d’homotopie 7; sont
stabilisés (voir Bott [5] ou Milnor [26]) dans la suite

U@1,C) cU(2,C)c---cUn,C)c--- CcU),
ce qui signifie que (voir Milnor [26], p. 128), pour tout n, les inclusions
7 (U(n,C)) - m(U(n +1,C)) - m(U(n+2,C)) — - -+

sont des isomorphismes pour tout ¢ < 2n — 1. Ici, U(C) est la limite directe
homotopie de la suite

U(1,C)cu,C)c---cUn-1,C)cUn,C)C---
(voir Milnor [26], exemple 2, p. 149). On arrive au résultat suivant :

CoroLLAIRE 21 (le théoreme de périodicité de Bott [4], [5], [26]). —
Pouri>1,0ona:

Ti—1 (U((C)) = Ti4+1 (U((C)) .
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