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ESPACES HOMOGENES PRINCIPAUX,
UNITES ELLIPTIQUES ET FONCTIONS L

par Ph. CASSOU-NOGUES ) et M.J. TAYLOR

1. Introduction.

Dans cet article si C/F est une algébre commutative sur un corps de
nombres ou un corps local, nous notons O¢ son anneau d’entiers. Si R est
un anneau nous désignons par R* le groupe multiplicatif de ses éléments
inversibles.

Soit N/F une extension galoisienne et finie de corps de nombres
de groupe de Galois G. L’anneau des entiers O posséde une structure
naturelle de module sur ’algebre de groupe Or[G]. Beaucoup de questions
se posent alors dans cette situation : Oy est-il libre sur Or[G] ou sur un
ordre convenable de ’algebre F[G]? Oy, apres extension des scalaires, est-
il libre sur un ordre maximal de F[G]? Ces questions anciennes, étudiées
notamment par Hilbert, puis par Leopoldt, sont devenues plus récemment,
grace aux travaux de Frohlich, le centre d’actives recherches. Lorsque
F = @, un des résultats les plus intéressants de ce sujet est le lien
mystérieux, deviné par Frohlich et démontré par le deuxieme auteur, entre
ces probléemes de structure et le comportement des fonctions L-d’Artin
associées aux caractéres de G, [T1].

(*) La plus grande partie de ce travail s’est effectuée alors que le premier auteur
bénéficiait d’une bourse du S.E.R.C. & UMIST.

Mots-clés : Espaces homogenes principaux — Ordres de Hopf — Courbes elliptiques —
Fonctions L.

Classification A.M.S. : 11G16 — 11G40 - 11R33 — 11R65.
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Beaucoup de travaux ont montré la difficulté a obtenir, dans le cas
relatif, ou F' # Q, une théorie générale. On sait grace & E. Noether
que la ramification de lextension N/F joue un réle fondamental dans
la structure de Op. On cherche donc & étudier des familles d’extensions
N/F & ramification donnée. On souhaite aussi traiter des situations qui
imposent le choix d’un ordre naturel de F[G] sur lequel étudier nos modules.
Ces considérations ont conduit le second auteur & introduire I’étude de
la structure galoisienne des espaces homogenes principaux, e.h.p., comme
modules sur les ordres de Hopf. De nombreux résultats ont déja été obtenus
dans ce cadre [ST], [AT].

Nous étudions ici une situation relative dont le cadre est défini par la
géométrie. Plus précisément, les ordres de Hopf qui interviennent sont ceux
qui définissent les schémas en groupe affines associés a des sous-groupes
des points de torsion du groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique
E/F & multiplication complexe qui posséde partout bonne réduction. Les
résultats de cet article complétent ceux de [AT]. Nous montrons notamment
en utilisant les travaux de Rubin [R], comment la fonction L-p-adique
de Katz, Manin et Vishik, lorsqu’elle posséde un zéro en s = 0, permet
la construction explicite de classes de e.h.p. non triviaux, libres, apres
extension des scalaires, sur ordre maximal. L’existence de telles classes
était démontrée dans [AT]. Nous utilisons cette fonction L et les unités
elliptiques qui permettent de la définir pour construire une base de nos
espaces sur l’ordre maximal. Encore une fois nous sommes dans une
situation ou le comportement d’une fonction L domine le probleme de
structure galoisienne.

Le plan de cet article est le suivant. Les notations et les princi-
paux résultats sont rassemblés dans le paragraphe 2. Nous énongons les
théoremes 1, 2 et 3. Puis nous utilisons ces théoremes et les méthodes
de Rubin pour démontrer le théoreme 4. Les paragraphes 3, 4 et 5 sont
respectivement consacrés aux démonstrations des théorémes 1, 2 et 3.

2. Notations et résultats.

On consideére une courbe elliptique F définie sur un corps quadratique
imaginaire K, & multiplication complexe par Ok . Soit F' une extension finie
et abélienne de K, de groupe de Galois A telle que E/F posséde partout
bonne réduction.



ESPACES HOMOGENES PRINCIPAUX 633

On fixe un nombre premier p, p > 5, qui ne divise pas 'ordre de A et
tel que pOg = p - p* ou p et p* sont des idéaux premiers distincts de K.
On suppose en outre :

1) E/K a bonne réduction en p et p*.
2) p (resp. p*) est non ramifié (resp. totalement décomposé) dans F.

Puisque le nombre de classes de K est égal a 1, les idéaux p et p*
sont principaux. On choisit 7(resp. 7*) appartenant & Ok tel que p = 7Ok
(resp. p* = m*Ok) et p = nm™.

Suivant la terminologie de [CW] on suppose dorénavant que p est
anormal, c’est-a-dire que w + © = 1 ou de maniere équivalente que la trace
de I’endomorphisme de Frobenius de E modulo p est égale a 1.

Soit n un entier, n > 1. On désigne par Epn (resp. E,.») le groupe
des points de p™ (resp. p*") division de E. On note Epe (resp. Egu) le
groupe U Epn (resp. U E,.n). Si L/K est une extension finie de K on

n>1 n>1
définit :
(2.1) n=L(Ep) (resp. L, = L(Epn))
L(Ep) (resp. L}, = L(Ep=))
et 'on pose :
Un (L) ={unités de L, (I%J K, congrues & 1 modulo les idéaux premiers

au-dessus de p}
(2.2) &,(L) = le groupe des unités de Oy,
(L) = En(L) N Un(L)
€,.(L) = I'adhérence de la projection de &, (L) dans U, (L)
Us(L) =lgn Un(L), Exo(L) =lEn E.(L)
oll les homomorphismes de transition sont donnés par la norme. On définit
les groupes U* (L), Ux (L), &x(L), &X' (L), et €, (L) en remplagant L,, par
Ly et p par p*.
Soit X, (resp. X};) le groupe Gal(F,/F) (resp. Gal(F;;/F)). Puisque
p est non ramifié dans F' on a les égalités
F,.NK=FNK =K.
On obtient, par restriction, des isomorphismes qui permettent d’identifier
les groupes
X, — Gal(K,/K)

(2.3) ~
X2 2 Gal(KZ/K).
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On fixe une cloture algébrique F¢ de F. Si L est une extension de K
contenue dans F'° on note 2y, = Gal(F°/L). Le groupe Qx opére sur Epe
et Ep.. On en déduit des caractéres p-adiques naturels

(2.4) K1 Qg — Aut (Bpe) — O — Z)

. ~ X ~
K" Qx — Aut (B ) = Of | — I}
Par restriction de I'action de Qx aux groupes Epn et Eg.n, k et *
induisent respectivement des homomorphismes de Qg sur (Z/p™Z)* et par
passage au quotient des isomorphismes &, et k), de X, et X sur (Z/p"Z)*.

On confond dans nos notations k, k*, k,, et K}, et leurs restrictions a Qp.

Nous introduisons maintenant le groupe d’espaces homogenes princi-
paux naturellement associés & cette situation. On peut se reporter & [BT],
[CNT] Journées arithmétiques 1993 (& paraitre J. de Théorie des Nombres
de Bordeaux) ou [AT].

On note Gy, (resp. Gy,) le groupe Eyn (resp. Eg.n) et 'on considére
lalgebre de groupe F°[G,,]. Le groupe Qp opére a la fois sur G, et sur F*.
On note A, la F-algébre des points fixes (F°[Gy])**. Le groupe QF opére
également sur la F-algébre des applications de G,, dans F*°. On désigne par
B,, la sous-algebre des éléments fixes par Q. Il s’agit 14 de F-algeébres de
Hopf, duales par la dualité de Cartier :

A, x B, — F
(25) a= 3 a0.f— (@)=Y a,f(9).
9€Gn g9€Gn

Soit £/ Spec(OF) le modeéle de Néron de E/F. On sait, grace a la
propriété universelle de ce modele, que la multiplication par 7™ induit un
endomorphisme. 7" : £ — £. On pose &, = Ker(#"). Puisque E/F a
partout bonne réduction &,/ Spec(Or) est un schéma en groupe affine,
fini et plat, dont la fibre générique peut étre identifiée & Spec(B,,). 1l existe
donc un unique ordre de Hopf 9B, de B, tel que &,, = Spec(B,). On
associe & B, son Op-dual

(2.6) A ={a € Anl(a, f) € Op, Vf € B,}.

On obtient ainsi un ordre de Hopf de A,. En remplacant G, par G}, on
définit les F-algebres A, et B} et les Op-ordres A;, et B;,.

Une A,-algebre C est une F-algébre commutative sur laquelle A,
agit a droite et qui satisfait

(2.7) (zy)a = Z(xau)(yazi) Vz,y € C, Va € A,
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ol, si A, désigne la comultiplication de A,, on a

Ap(a) = Z a1; @ ag;.

DEFINITION 2.8. — Un espace homogéne principal pour B, e.h.p.,
est une An,-algébre telle qu’il existe une extension finie L/F' et un isomor-
phisme

F F

de A, ® L algebre.

Remarque. — Lorsque les points de p™-division sont rationnels sur
F, Talgebre A, est 'algébre de groupe F[G,] et la notion de e.h.p. coincide
alors avec celle de G,-algebre galoisienne.

DEFINITION 2.9. — Un espace homogeéne principal pour 8,, est un
ordre O dans un e.h.p. (C/F) pour By, stable par 'action de A, et tel que
¢ induise par restriction

f M O ® OL L’ %n ® OL
OF OF
un isomorphisme de Or-algébre qui respecte ’action de A,,.

L’ensemble PH(B,,) des classes d’isomorphisme d’e.h.p. pour B,, peut
étre muni d’une structure de groupe commutatif. Les méthodes de descente
galoisienne permettent d’établir un isomorphisme

PH(B,) = HY(F,G,).
L’application O — OF induit un homomorphisme injectif PH(%8,) —
PH(B,,). Ainsi, via I"isomorphisme précédent, on peut considérer PH (8,,)
comme un sous-groupe de H!(F,G,). On montre, [BT], que tout e.h.p.
pour B, est localement libre sur 4,,. Ceci nous permet d’associer & un tel

espace sa classe dans le groupe des classes C¢(A,). On construit ainsi un
homomorphisme de groupe

v, : PH(B,) — C{(A,)
(€) — [€] - [Anl.

Si 9, désigne l'ordre maximal de A,, en composant ¥, avec l’extension
des scalaires, on définit

(2.10)

(2.11) ¢n : PH(B,) — CEOMN,,).
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On appelle invariant de Picard de € dans C¥(A,,) (resp. C¢(91,,)) 'élément
[€] — [An] (resp. [€M,,] — [M,,]). Par abus de language on dit qu’un e.h.p.
€ pour ‘B, est libre sur 9, lorsque €M, est libre sur M, et 'on appelle
base de € sur 91, toute base de €M, sur Nt,,.

Si L/K est une extension de corps, on définit le groupe de Tate-
Schafarevitch III(L) de E/L comme le noyau de ’homomorphisme naturel

(2.12) HY(L,E) — [[ H' (L., E)

ol v parcourt ’ensemble des places finies de L.

On définit le groupe de Selmer S,(L) de E/L relatif & 7™ comme le
noyau de I’homomorphisme

(2.13) H'(L,G,) — [[ H'(L., B).
On a une suite exacte
2.14) {0} — ﬂf&z) s Sn(L) — (L) n —» {0}

ou II(L) .~ désigne le sous-groupe des éléments de II1(L) annulés par ™.

Remarque. — Si la définition de S, (L) est intrinseque, ’application
€ Wfél(/}/) — Sp(L) dépend du choix de .

On peut montrer que S,(F) est un sous-groupe de PH(%B,). On
s’intéresse aux invariants de Picard des éléments de Sy, (F').

DEFINITION 2.15. — On définit
Dn(F) = Sp(F) NKer ¢,
Dp(K) = Sp(F)2 NKer @y,

Si M est un (Z/p"Z)[X}]-module et 6 un caractere de X; —
(Z/p™Z)* on pose M le sous-module de M sur lequel X opére via 6.

Notre premier résultat est de donner une description en terme d’unités
des groupes D, (F) et D,p(K). On pose ¢ = p™. Si M est un Z,-module on
pose

M, = {m € M tels que gm = 0}.

THEOREME 1. — Pour tout entier n, n > 1, il existe des isomor-
phismes de groupes
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1) ®px:Dp(F)~ ((EX(F)N U;;(F)‘J)/g;;’(p)q)(n;)
2) @, k : Dp(K) =~ (£ (K) NUZ(K)9)/EX (K)T) ).

Remarques (2.16). — 1. Puisque la conjecture de Leopoldt est
démontrée pour les corps K et F, on a des isomorphismes de groupes :
et (E3/(L) NUR(L))/E/(L)T) = (E7/(L) NUR(L)?)/E 7 (L)?)
pour L = K ou F'. Par raison de simplicité on note ®,, les homomorphismes

S, ket Py pet ®,, les homomorphismes ®,, o c,.

2. Nos hypotheéses impliquent que L}, ® Ky« ne contient pas de racine

K
p-ieme de l'unité si L = K ou F. On en déduit que x — z9 induit un
isomorphisme de groupe
(Us(L)/E (D)™ = (€ (L) N UL /E (L)) .

Comme on le voit dans la démonstration de ce théoreme, §3, la définition
de ®,, dépend du choix d’un point primitif de p*™ division.

Si M =lim M,, notons m = [my,] avec m,, € M,, tout élément de M.
On considére le module de Tate T« =lim Ey«» ol les homomorphismes
de transition sont donnés par la multiplication par 7*. C’est un Z,-module
libre de rang 1 dont nous fixons une base g* = [g}]. Les applications &,
sont pour tout entier n associées & ce choix de g}. On désigne par x, le
caractere de G,
Xn : Gn — g

9 — wn(9,9,)

ou w, désigne I’accouplement de Weil sur les points de g division de E.

(2.17)

Pour tout entier ¢, 0 < i < n, on note N, ; (resp. Ty /;) la norme (resp.
la trace) de F sur F}*. Plus généralement pour toute algébre commutative
C/F on note encore N, /; (resp. T/;) les applications induites par la norme
(resp. la trace) de F} %) C — F? % C. Le théoréme 2 fournit une méthode

de construction d’une base sur ’ordre maximal d’un e.h.p. dont on connait
I'image par ®,.

THEOREME 2. — Soit € un e.h.p. pour B,, dont la classe appartient
4 D, (F). On suppose que l'on a :
,(C) = 0, &Y (F)? avec an € E(F)NU(F)4.
Alors
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1) Si C = €F, il existe un unique élément y de C ® F} tel que
F

Y =a, et ¥ =yxa(9), Vg€ G,.

On note ol/? cet élément.

2) L’élément de C, c(ay,) = w%" ST /O(Nn/i(a,l/ ) est une base de
=0
M, sur M,,.

Soit Xo, (resp. X)) le groupe de Galois
Gal(K/K) (resp. Gal(K3 /K)).
On consideére le groupe
Hom(Ty- , U(K)/€ 5 (K)) .
Les travaux de B. Perrin-Riou montrent que ce groupe est isomorphe & un
sous-groupe de S(K) =lim S,(K), [R] Proposition 2.4. Il n’est donc pas
surprenant que le théoréeme 1 nous permette, pour tout entier n, n > 1,

d’associer & tout élément f de ce groupe une classe (€, (f)) de D, (K). Plus
précisément si f(g*) = 7€ %, (K), ott ¥ = [yn], on définit (€,(f)) par

T (Ca(f)) =8 E(F)P".

Nos hypotheéses impliquent que tout e.h.p. pour B, est totalement dé-
composé (c’est-a-dire est localement trivial) au-dessus de p*. On pose
Cn(f) = Cu(f)F et Cn(f)p (resp. Bpp+) lalgebre Cy(f) %) Fp-

(resp. By % F,+). 11 existe donc un isomorphisme d’algebre :
Cn(f)p* L’ Bn,p* .

Cet isomorphisme est unique puisque Autp,.(Byp+) s’identifie au
groupe des Fy+ points de Gy, ici réduit & {1}. En composant I’isomorphisme
précédent avec ’homomorphisme d’augmentation de By, ,« on obtient un
homomorphisme de F,-algebre

(2.18) pp+ : Cn(f)pe — Fpe.

Soit E (resp. Gr) le groupe formel de Lubin-Tate défini sur Ok,
associé & la réduction modulo p* de la courbe E//K (resp. le groupe formel
multiplicatif). Si L désigne le complété de ’extension abélienne maximale
non ramifiée de K-, on sait qu'’il existe un isomorphisme de groupe formel
7, défini sur Or, de G,, sur E, [L] VIIL La théorie développée par Coleman,
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[C], affirme I’existence pour tout élément v = [v,] de U% (K) d’une unique
série formelle ., de Ok, [[X]] telle que

hy(g7) =", Yn2>1.

On note k. la série formelle h, o7 de OL[[X]] et ji, la mesure de Z, &
valeurs dans Oy, qui lui est associée lorsque ’on choisit 1 pour générateur
topologique de Z,,.

Le groupe X3, se décompose en un produit direct d’un sous-groupe
isomorphe & 7, et d’un sous-groupe canoniquement isomorphe & X7. On
peut voir les valeurs de k] comme appartenant & Z,,. Si A est un Z,[X%]-
module, considéré par restriction des scalaires comme un Z,[X}]-module,
il se décompose en somme directe.

-1
(2.19) A="® AW
k=1
ott A®) est le sous-module de A sur lequel X} opere via ki*.

THEOREME 3. — On suppose qu’il existe un élément non trivial
f € Hom(Tye, UZ (K) /€ 5 (K)) X
tel que f(g*) = 7& %, (K) out v € UL" (K). Alors

1) II existe un entier ng tel que pour tout entier n, n > ng, €,(f) n’est
pas isomorphe & B,,, mais €,(f) est libre sur M,,.

2) Pour tout entier m, m > 1, il existe une base ¢, de €,(f) sur M,
telle que
Ppr (cm) = 7" 1y (p"Zp) mod p™.

Nous terminons ce paragraphe en montrant comment, via les travaux
de Rubin, [R], la fonction L-p-adique nous permet de construire grice au
théoreme 3 des e.h.p. pour B,,, non triviaux, libres sur I’ordre maximal de
An.

Nous adoptons dorénavant les notations de [R], notamment celles des
paragraphes 5 et 6. Si n est un entier, n > 1, on note C};(K) le groupe des
unités elliptiques de K}, [R], §3, et 1'on pose

C*(K) = l'’adhérence de la projection de Ci(K) dans U}(K)
C* (K)=limC}(K)

otl les homomorphismes de transition sont définis par la norme.
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Soit R le complété de 'anneau des entiers de K ® K;, X¥oo =
K

Gal(Ko K3 /K). On désigne par £, la fonction L-p-adique & 2 variables
de Katz, Manin et Vishik. C’est la fonction L-p-adique de module fp*~
considérée dans [dS], II, 4.16, our f est le conducteur du caractere de Hecke
associé & E/K. On sait que £, est une mesure de X & valeurs dans R.
On note R[[X.]] la R-algebre de ces mesures. La définition de £, sous-
entend un certain nombre de choix précisés dans [R], §6, et notamment
celui d’un générateur W* de Tyr~. Le générateur g* de T+ considéré dans
le théoreme 3 est choisi tel que

g*=-N(Hwr.

Nous commengons par traiter le cas ou n = 1. Le lecteur peut se
reporter & [T3] pour des résultats plus complets dans ce cas.

En considérant ] comme un caractére de X, & valeurs dans Z, on
définit L‘p(n{_l). On note hg;,1 V'ordre de la composante A du p-sous-
groupe de Sylow A du groupe des classes de K. On note § le groupe formel
de Lubin-Tate de parametre *, défini sur Ok,., qui possede 7*X + XP
pour endomorphisme.

1

Si x et y sont des entiers p-adiques on note z ~ y lorsque zy~" est

une unité p-adique.

COROLLAIRE. — On a les propriétés suivantes :
1) D1(K) est d’ordre 1 ou p
2) Dy1(K) = {1} si et seulement si £p(n‘{_1)hl‘<},1 est une unité p-
adique.
3) On suppose Sp(n’{'l)h“}’l ~ p™ avec m > 1, alors D,(K) est

engendré par a”m_lolz’{(K ) ol a est un point primitif de 7* division de §
ety =— 3 ki (0)o.

oceX]

Puisque X} est d’ordre premier & p on sait que (U7 (K)/E {(K))®
est isomorphe au quotient de groupes
Ut (E)DC1(E)D)/E 1K)V /Ci(E)D).
Le lemme 9 de [CW] affirme que le groupe (UF(K)M/(UF(K)W)P est
d’ordre p. On en déduit que (UF(K)M/C*(K)M), qui est un p-groupe
abélien est cyclique. En outre par [T3], (14) on a 1’équivalence :

U (K)D : CHE)D) ~ £, (k] ).
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On sait par un résultat de Kolyvagin que (€ (K)®) : C3(K)M) est équi-
valent a hk» 1. Puisque grace au théoreme 1 on a I'isomorphisme D; (K) =~
(UF(K)M /E1(K)VP), on déduit 1) et 2) des équivalences précédentes.
Posons o/ = a1, On sait par [CW] lemma 9 que o/ définit un générateur de
(U (K)M /Uy (K)(P). Puisque K7 ,. ne contient pas de racine p-iéme de
1'unité on en déduit que o/ définit un générateur de Uy (K)W /(U (K)D)P™
et donc de Uy (K)V/EX(K)MW qui en est un quotient. On conclut que

m—1__ —_
o E1(K) est un générateur de D;(K) identifié avec son image par @;.

O

Remarque. — Si £,(k} ) ~ 1 alors Up(K)W/EX(K)® = {1}.
On sait qu’alors (U*(K)/(E%(K))) = {1} pour tout entier n, [CW],
Corollary 32, et que par conséquent D, (K) = {1}.

Nous revenons maintenant & la construction d’e.h.p. & partir de £;.
On consideére le plongement

(2.20) i*:C* (K) — R[[XZ]]

décrit dans [R], Théoréme 7.2.

Nous montrons maintenant comment associer & tout € de C % (K) un
élément du groupe Hom (T, (U*(K) ® Q) /€ %(K))X.
Le caractere p-adique k* induit un homomorphisme d’algebre
K5 L[ XS] — Zp.
On pose J* = ker k*. On fixe un générateur 6 de J* sur Z,[[X%]] en posant
6 = zk*(x~1) — 1, ot = est un générateur topologique de X% qu’on peut
choisir tel que log, k*(z) = p.

Soit r un entier, tel que
(2.21) Cr(K)c J" Ex(K) et T (K)C J (UNK)®Q).
Puisque U}(K) n’a pas de #"-torsion, [dS], III, (1.3), I’élément 8~ "¢ est
bien défini dans U}(K) ® Q. On pose
(2.22) F(g") = (07e)E 5 (K)
et on prolonge f{” par Z, linéarité & Tr~. On a construit ainsi £
appartenant & Hom (T, (U% (K) ® Q)/E % (K))X.

On déduit de (2.20) et de (2.22) une application A — A, de Im i*
dans Hom (T, (UL (K) ® Q)/E %, (K))*% en posant

)
(2.23) A= 10
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La restriction de £, & K%, définit un élément de R[[X % ]|. Le théoréme
7.2 (i) de [R] affirme que £y, K, appartient & Im ¢*. Ainsi, en suivant la
construction précédemment décrite, pour tout entier r satisfaisant (2.21),
on construit & partir de £, un élément de

Hom Ty, (U, (K) ® Q)/ 5 (K)) ™~
qu’on note £, .

On désigne par (, ), accouplement défini par la hauteur p-adique et
décrit dans [PRI1]
(s )p: S(K) x 5*(K) — Q
ott §(K) =lim S,(K) (resp. $*(K) = lim S}(K)). Enfin, nous notons
ord, (L) 1’orgre du zéro en s = 0 de la fo;ction analytique de la variable

s associée & £, et au caractére p-adique &, [R], §7. Avec les notations du
théoreme 3 on obtient :

THEOREME 4. — On suppose le groupe II(K),, fini, 'accouplement
(, )p non dégénéré et I'entier r = ordx (Ly) > 1. Alors
1) II existe des entiers N et ng = no(N) tels que pour tout entier
n > ng, €, (Eﬁf:) est un e.h.p. pour B,, non isomorphe a B, libre sur
2) On pose ﬁgj: (¢*) =€ % (K)) ouy € U;‘;l) (K). Pour tout entier m
~ N
il existe une base ¢,, de €, (2{,’,,) sur M, telle que :

pp+ (Cm) = 7" fiy (p"Zp) mod p™.

_Sous les hypothéses considérées, Rubin démontre [R], Proposition 4.4,

que £, est un élément non trivial de Hom(Ty+, (UZ (K)®Q)/ & % (K))X.
Il existe donc un entier p" tel que

ap™N * T * X5

L5, € Hom (Trr, UZ (K)/ E5.(K)) .
Puisque le groupe Hom (T, (U (K) ® Q)/€ 5 (K ))X:" se plonge dans le
groupe S(K) qui ne contient pas d’élément d’ordre fini, on en déduit que
~ N
£§’T est non trivial. On achéve la démonstration du théoréme en appliquant

~ N
a la fonction f = £7 . les résultats du théoreme 3. O

Remarque. — On note que I'image de Ep,r dans S(K) est ’élément
noté x'(f) par Rubin [R]. Il est remarquable de constater qu’alors que le rang
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r de S(K) est quelconque, I’élément x'(f) de S(K) construit & partir de £,
définit, précisément & une puissance de p pres, un élément de lim D, (K).
On remarque également que les bases de nos e.h.p. sont construi:c:as a partir
d’unités elliptiques.

3. Description des groupes D, (F) et D,(K).

On suppose Pentier n, n > 1, fixé dans ce paragraphe.

On consideére les algebres et les ordres de Hopf Ay, B, A, B, An, Br
introduits dans le §2. On désigne par 9, (resp. M) Pordre maximal de
Ay, (resp. B}). On s’intéresse & ’homomorphisme

(3.1) ¢n : PH(B,) — C{(OM,).

On rappelle la description de Frohlich, [F], du groupe C2(9,,) ainsi
que celle de ¢,.

Si A/F est une F-algebre commutative et U un ordre de A on note
J(A) le groupe des ideles finies de A et U(U) le groupe des ideles unités de
U. Silon pose _

U=1[th

ou v parcourt Pensemble des places finies de F, U(U) est le groupe des
unités de . On a un isomorphisme de groupe

(3.2) Cl(My) = J(An)/(U(Mn)Az).

Soit € un e.h.p. pour %B,. On pose C = C€F (resp. c=¢® .Zn)

Puisque C (resp. €) est libre sur A, (resp. A,) il existe c € C (resp. ¢ € €)
tel que

(3.3) C=cA,, €=0cA,.

On en déduit I'existence d’un élément A de J(A,,) tel que ¢ = é- A
L’application ¢,, est définie par
(3.4) ©on(€) = AU(9M,)AX.

Puisque les points de 7™ division de E/F ne sont pas rationnels sur

F, G, n’est pas contenu dans A, et de ce fait I'algébre C, stable par A,,
ne lest par G,. Néanmoins si 'on étend les scalaires & F,,, C ® F,/F,
F
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devient une G,-algebre galoisienne. Notons exponentiellement 1’action de
X, sur Gy, et considérons le groupe V,, produit semi-direct

(3.5) V, = Gy % Xn
ou z gz = g%, Vz € X, g € Gp.

L’algebre C <18:> F,, devient une V,-algébre galoisienne sur F. Plus

généralement on définit Paction de V,, sur (C @ Fy,)[Gy] par la relation
F

(3.6) ( Z a,gg)a = Z agg® sioc=hz

9€Gn 9€Gn
ou h (resp. z) appartient & G, (resp. X,). L’algébre A, est alors I’algébre

des éléments invariants par V,, i.e.

(37) A= ((C & F)(Gal) ™.

Si B/F est une F-algébre commutative, on prolonge ’action de V,, &
(c (% F,) ® B en posant

(a®b)° =a"®b, VaEC%Fn, be B.

On considére notamment le cas ou B = F,, ol v est une place finie de F' et
B = Ad(F') 'anneau des adéles de F'.

On rappelle maintenant la notion de résolvande.

Soit C/F un e.h.p. pour B,. On définit P’application résolvande
introduite dans [T4]

rc:C — (CQ F,)[Gy]

par rc(c) = 3. 997 1. Si B/F est une algébre commutative, on prolonge
9€Gn
naturellement . en une application de C ® B dans (C' ® F,, ® B)[G,]. On

déduit immédiatement de la définition que r¢ est un homomorphisme de
A, ® B module.

Lorsque C est fixé, on note r la résolvante r¢.

On associe & c et ¢ considérés en (3.3) des éléments 7(c) et 7(¢) de
(C ® Ad(F,))[Gr]. On déduit de la relation ¢ = éX I'égalité r(c) = r(¢)A
dans cette algébre. Par un résultat standard de théorie de Galois, on sait
que r(¢) € (C ® Ad(F,.))[Gn]*. On en déduit que

(3.8) re)r(@)~t = A
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On considére ’homomorphisme d’algebre
F¢[Gp] — Map(G;,, F°)
(3.9) T —

Si ¢ =) x4g on vérifie que l’application qui, & z, associe Z définie par
g

2(9") =Y _zown(g,9"), Vg" € Gy
g
induit un isomorphisme de F-algébre de A,, sur B}, et par conséquent des
isomorphismes de groupes

AX = ByX = Map (G}, F2*) ™"

n'Tn
U(M,) = U(M) = Map (G5, U(Or;)) ™
J(An) = J(B) = Map (Gy,, J(F2)) .
L’homomorphisme de groupe
J(Fp) — J(Fy)/(U(Or;) F7)
induit un homomorphisme

(3.11)  J(BL)/U(D)BL — Map (G, J(F2)/ (U (Or:) F)) .

(3.10)

On déduit de (3.2), de (3.10) et de (3.11) un homomorphisme
(3.12) An : CE(OM,) — Map (G2, J(F2)/ (U (Ops ) F2 X)) ™.
On pose 0, = A, © p,. On sait par (3.4), (3.6) et (3.7) que
(3.13) 0,(€) = §
ol f(g*) est représenté dans J(F}) par #(c)(g*)7(¢)"*(g*).
THEOREME 3.14.
1) 0, induit un homomorphisme de groupe de PH(B,) dans
Hom (G5, J(F2)/(U(Ops ) F2¥)) ™.
2) Ker6,, = Kerp,.

Soient B/F une algebre commutative, £ = Y. 249 un élément de
9€Gn
B[G,] et m un élément de Z, on pose

[m]z = Z zgg™.

QEGn
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On note ¢ = cr™™ et & = én~™ et l'on considere ’élément r(c/)r(¢')~! =
r(c)r(¢)~! de J(A,). Soit m € Z. On pose

am = ([m]r(c))r(c)™™, bm = ([m]r(@))r(@)™™.

Par définition a,, (resp. b,) appartient & (C ® F,)[Gn]* (resp. (C ®
Ad(F,))[Gr]*). On sait en outre par [AT], Lemma 4.6, que b, est une
unité de I'ordre maximal de (C ® Ad(F,))[G~]. En utilisant le lemme 4.25
de [AT] on montre que a,, (resp. by,) est invariant par I’action de V,,. Grace
a (3.7), on en déduit que a,, (resp. b,,) appartient & AX (resp. U(M,)).
Ainsi, pour tout m € Z

(3.15) [m(r(c)r(&)™") = (r(c)r(€) ™)™ mod A;U(My,)

m

et par conséquent (7(c)#(&) ™) (¢*") = (7(c)7(¢) 1 (¢*))™ mod U (O ) F,
ce qui démontre 1).

Pour démontrer 2), il suffit de démontrer que ker 6,, est contenu dans
ker ,,. Soit (€) un élément de ker 6,,. On sait que ¢, (€) est représenté dans
J(B;) par f = #(c/)#(é’)~!. On veut montrer I'existence de u (resp. v)
appartenant & B* (resp. U(9))) tel que f = u.v. On remarque qu'il
suffit de définir v et v pour un élément de chaque orbite de G} /X;.
Puisque K} N F = K on peut choisir {g3,g%,...,9%.} avec gf = p" g},
et g* primitif de p*”-division comme systéme de représentants de G, /X
Puisque 6,(€) = 1 on sait que

f(g*) €eU(Or;) 3™, Vg* € G
11 suffit donc de montrer que
f(gr) €U(Opz)Frx, 0<m<n.
La démonstration se fait en deux parties suivant que m > 1 ou m = 0.

On suppose m > 1. On décompose f(gF,) en produit

F(95) = Noym (F(92)) F (G5 ) Ny (F(95)) ™

1l suffit donc de démontrer que

* * -1 %
(3.16) F(gm)Num(£(g7)) " € U(Opy ) FrX.
Puisque p est décomposé dans K, on identifie X et (Z/p"Z)*. Si X,
désigne Gal(F,/Fy), puisque m > 1, {1+ jp™, 0 < j <p" ™ —1} est un
systeme de représentants des éléments de X, ,,. Puisque f commute avec
l’action de X on obtient

Nom(f)) = II £ +5p™)gr)-

0<j<pn~—m—1
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Compte tenu de la définition de f on décompose f(g},)Np/m (f (g;))_1 en
un produit um (g )vm(gk) avec

um(gy) =) " ™gn) I (@ +ip™)es)

0<j<pr—m—1
it =@ @ "e) I @ +™)e)
0<j<pr—m—1
On pose maintenant

tm=" ") [ (L +s™]r())

0<j<pn—m—1

=@ [ (+amr@)

0<j<pn—m -1

Par définition z,, € (C ® F,)[Gr], tandis que y,, est une unité
de Vordre maximal de (C ® Ad(F,))[Gr]. Montrons que z,, et y, sont
invariants par l'action de V,,. Les démonstrations pour z,, et y, sont
semblables et nous nous contentons de vérifier cette propriété pour z,,.
Soit o € V,,. On sait, [AT], Lemma 4.25, qu'il existe g, € Gy, tel que pour
tout ¢ € Z

(ldr(©)” = [glr(c')g8.
On en déduit
" r(e)” = [p" (g

[T a+ipmr@=( II  R+p™r@)s

0<j<pn—-m—1 0<j<pr—m -1
n—m
n (p B 1)
2

On conclut que z,, (resp. y.,) appartient & AX (resp. U(9M,)). Or,
on a les égalités

ota=p" " ™+p

Um(9n) = 2m(9n)» vm(9n) = Im(9y)-
C’est donc que um(g};) € Fyi (resp. vm(gy) € U(Opyz)). Puisque pour tout
w€ X3, ona: Em(97)” = Em(gn ) = um(gn ) = um(gn) = Zm(gn)
on conclut que um(g;) € Fy, et de méme que vy,(gy;) € U(OF:) ce qui
démontre (3.16).

On suppose pour terminer que m = 0. On sait par ’étude du cas
précédent que f(g7) € U(Op;)F;™. On sait en outre, grace & (3.15), que
[plf = f7 mod BLXU (9M,).
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On en déduit que
f(g0) € U(Opy) FY™.

Puisque f(go) est invariant par X, on obtient que Ny /0f(go) = f(g0)?~" €
U(OF)F*.

En conclusion, on a montré que ¢, (€)?~! = 1. Or, puisque PH(‘B,,)
est contenu dans H!(F, E;»), tout élément de ce groupe est d’ordre une

puissance de p. On conclut que ¢, (€) = 1, ce qui achéve la démonstration
du théoreme. O

On déduit de la définition méme de S, (F') que 'image par restriction
d’un élément de S, (F) dans H'(F,, E,~) appartient & E(F,)/n"E(F,).
On définit le sous-groupe ¥, (F) de S,,(F) comme le noyau de I’homomor-
phisme

Sa(F) — [1 (BE(F)/x"E(F,)).

v|mw*

Si L est un corps de nombres et v une place finie de L on note L, le
corps résiduel de L, en v. Si E/L, est une courbe elliptique définie sur
L, on note E,, la courbe réduite en v. Si n est un entier, n > 1, on note
tn(Ly) le groupe des racines n-iemes de 1'unité contenues dans L,. Sous
nos hypotheses on a le lemme suivant :

LEMME 3.17.

1) Si v est une place de F au-dessus de p* 'ordre du groupe Ev(fv)
est premier a p.

2) Pour tout entier n et toute place w de F) au-dessus de p* alors
pp(Fr o) = {1}

3) Pour tout entier n on a I’égalité

Zn(F) = Sn(F).

Les démonstrations sont standard.

Puisque p* est totalement décomposé dans F, on a ’égalité Ev(ﬁv) =
E,, (Ky,) si v désigne la restriction de v & K. Supposons 7 choisi comme
la valeur en vg du Grossencharakter associé & F/K. On a ’égalité

(1= 1)1 = 7) = | Eyy (Kuo)|

ou |H| désigne l'ordre du groupe H.
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Puisque 77 = p on en déduit que p divise |E’v0 (I~(uo)| si et seulement
si m + 7 = 1 mod p, c’est-a-dire, puisque |7| = /p, 7 + T = 1. Or, ceci est
impossible, car p n’est pas anormal.

Supposons que Fy , contienne (, une racine primitive p-ieme de
P'unité. Il existe g € E, (resp. g* € E«) tel que (g,g*) =  ou (, ) désigne
le pairing de Weil sur les points de p division. Puisque g* € E(F; )

(9°,9%) = (9*,9"") = (9.9")° = (9,9")
pour tout w € Gal (F;,/Fy,,). Cest donc que g € E(Fy,,). Puisque
la réduction en w est injective sur le groupe des points de 7 division, on
en déduit que E, (ﬁ,’{’w) contient un point d’ordre p. Puisque (F}/F) est
totalement ramifiée au-dessus de p* on a 1’égalité Ew(f’;{w) = E,(F) si
w|, = v et par conséquent, on sait par 1) que ce groupe ne contient pas
d’élément d’ordre p. On conclut que u,,(ﬁ,’{vv) = {1}. Pour démontrer que
Yo (F) = Sp(F) il suffit de vérifier que E(F,) = n"E(F,) pour toute place
v au-dessus de p*. Soit F;(F,) le noyau de la réduction en v. Grace & 1)
on sait que l'indice de E;(F,) dans E(F,) est premier & p. Il suffit donc de
montrer que la multiplication par 7 induit un automorphisme de E;(F,),
ce qui est bien connu puisque 7 et v sont premiers entre eux. a

On utilise maintenant un théoréme de B. Perrin-Riou, [PR1], III,
Proposition 1 ou [PR2].

On pose

V(FY) ={z = (zy), z € U(F}) tels que z, = 1, Vv, v|p*}.

THEOREME 3.18. — Il existe un isomorphisme de groupe
* ~ * * * * X:;
On note que cet isomorphisme est l'isomorphisme n;‘;l de [PRI]
puisque sous nos hypotheses Sy, (F) = X, (F) et ppn(Frr) = {1}.

Démonstration du théoréme 1. — Le théoréme 1 se déduit facilement
des théorémes 3.14 et 3.18. On obtient immédiatement I’isomorphisme

(319)  Da(F) = Hom (G}, U(Op) Fy* /(V(ED)E¥)) .
Des isomorphismes classiques de groupes, on déduit que

(U(Or-)E) [ (V(EDET) = (U(Ory))/ (V(EREL(F))
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et par définition de V(F})
(3.20) (UOF)/(V(FR)ER(F)) = Oy e [E7(F).

Posons q = p". Le groupe 0},5; p+ S€ décompose en un produit direct de
U;(F) par un sous-groupe d’ordre premier & p. L’injection U}t (F) — O;ﬁ.,p*
induit donc un isomorphisme

(3:21) Us(F)/E(F)), = (0% e /E2(F))

Puisque p,(Fy,,) = {1}, c’est immédiat que 2 — 29 induit un isomor-
phisme

(3.22) (Un(F)/E(F)),, = (& (F) NUL(F)T) /(& (F))".
L’application f — f(g}) est un isomorphisme de
Hom (G5, U (O ) Fa™/(V(F3) Fy¥)) ™

dans (U(OF;)F,‘{X/(V(F;:)F;{X))gn:‘). En composant cet isomorphisme
avec les isomorphismes (3.20), (3.21) et (3.22) on obtient I'isomorphisme
du théoréme 1 (1). Pour démontrer (2), il suffit de montrer que ’homomor-
phisme naturel

t: &/ (K) NUL(K)T/€(K)? — (€7 (F) NUL(F)1/€} (F)?)
est un isomorphisme lorsqu’on a identifié les groupes A et Gal(Fy/K}).
On note N la norme de F}/K}, on pose m = [F : K| = [Fy : K}] et 'on
rappelle que (m,p) = 1. En composant ¢ avec ’homomorphisme induit par

N on vérifie facilement que N ot et to N sont I’élévation a la puissance m.
Le résultat est alors immédiat. O

A

4. Construction de générateurs de e.h.p.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréeme 2. Nous
commengcons par rappeler les résultats de la théorie de Kummer pour les
e.h.p. Notre référence est [AT], §7 et 8.

On fixe l'entier n, n > 1, on pose ¢ = p™. On considére ’extension
N = F}F, de F. Cette extension contient le groupe des racines g-iémes de
'unité. On rappelle qu’au choix d’un point primitif de p*" division, noté
g, est associé le caractére x, de G, introduit en (2.17).

Pour se trouver dans une situation kummeérienne habituelle on étend
les scalaires & N. On introduit les algébres de Hopf B, y = Map(Gp, N)
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et A, v = N[Gy], duales 'une de I'autre par la dualité de Cartier et I’on
désigne par B, n(resp. A, n) lordre de Hopf qui définit G,, considéré
comme schéma en groupe sur Spec(Oy) (resp. le On-dual de B, n). On
obtient alors un isomorphisme 6, y :

(4.1) PH(By,n)~Hom(Qn,Gr) — Hom(Qn,pu,) — N*/N*9.

Le premier isomorphisme est décrit dans [BT], II, le second est obtenu via
Xn €t le troisieme est celui de la théorie de Kummer.

Si C est un e.h.p. pour By, n et c une base de C' comme A, y module,
on a

(4.2) On,N(C) = Xn(r(c))IN>9.
L’isomorphisme réciproque O;j\, est définie par

0, n(aN*?) = N[X]/(X? — a) = N[z]
avec 29 = zxn(g), Vg € Gp.

Si C est un e.h.p. pour B,, et ¢ une base de C sur A, on vérifie que
Xn(r(c))? € F*9 et Pon définit
On,F : PH(B,) — F;*JF;*9
(C) — xalr(c))Fy ™.

L’extension des scalaires d’une part et l'injection canonique d’autre part
permettent de définir

in: PH(B,) — PH(B, N)
dy : % JF;*9 — NX /N>,
On déduit de [AT], §6 et Proposition 7.5.

(4.3)

PROPOSITION 4.4.
1) i, et d,, sont des homomorphismes injectifs.
2) Le diagramme suivant est commutatif
PH(B,y) =% NX/N%a
in] dn |
PH(B,) ‘™5 F*X/F*xa
3) ip induit un homomorphisme

PH(B,) — PH(B, x)

4) 0, F induit par restriction a Dy (F) I'isomorphisme ®,, r.
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Démonstration du théoréme 2. — Nous commencons & montrer 1)
sous forme d’un lemme :

LEMME 4.5. — Soit (€) € PH(B,,) tel que ,(¢€) = a,&/(F)? ou
an €EY(F)NUX(F)!. On pose C = €F. Alors il existe un unique élément
yn de C ® F tel que

Yi =an et yh =ynxn(9), V9 € Gn.

Démonstration. — On a égalité
an Fr* = xu(r(c))IFy 9.
1l existe donc A, € FX* tel que

Qn = ()‘n Z chr-zl(g))q-

9€Gn
On pose

(4.5) Yn =An > Ix(9) = An ) Cwn(—g,6})-
9 g9

Par définition v, appartient & C ® N. Pour démontrer qu’il appartient a
C ® F il suffit de montrer qu’il est invariant par Gal(N/F,;). Comme dans
le §3, on sait que C ® N/F est une T,-algebre galoisienne en posant

T,=G,xY, avec Y, =Gal(N/F)
oul o lgo=g°,Vge G, o€,
Puisque F,, N F} = F, le groupe Gal(N/F}) s’identifie par restriction
a4 X,,. Pour tout w € X,, on obtient

Y = An chwwn(_gw,g:;“) =An chwwn(_gw?g;)’
g g

Or ¢g* décrit G, lorsque g décrit G,,. C’est donc que y¥ = yn,, Vw € X,,. Si
he G, ona

vh = wn(-g,97)-
g

On conclut que y* = ywn(h, g2) = Ynxn(h).

Montrons maintenant 'unicité de y,. Soient y et z des éléments de
C ® F satisfaisant les propriétés du lemme. On pose u = yz—!. Puisque
u est invariant par G, c’est un élément de N; puisqu’il est invariant par
X, il appartient & Fyf. Or u? = 1. Comme pq(Fy) = {1}, u = 1 et donc
Y=z 0
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On déduit de (3.9) I'isomorphisme de F-algebre

n
Ay~ kea Fy

0
> g — ;1:_90 (Z Tgn (g,p”"“gfl))-
9 g

n
On identifie dorénavant, via cet isomorphisme A, et @ F};. Pour toute
k=0

(4.6)

algébre commutative R/F on définit I’opérateur norme

(4.7) or=(F; ® R — (A, ® R)”

par ogr(z) = kgeo Np/k(z) ot Ny sont les homomorphismes de norme

introduits §2. On désigne par ¢ ’application R-linéaire
R[G,] — R
PP 1 sig=1
définie par £(g) = { .
0  sinon.
Puisque € définit un élément de D,,(F') on peut considérer pour base

de C sur A, une base ¢ de €M, sur M,,. On pose y, = a}/ . On sait par
(4.5) que

(4.8) a/® = A\, xn(r(c)) avec A, € FXX.

On pose 0 = o¢. En appliquant ¢ aux deux membres de 1’égalité
(4.8) on obtient dans (C'® N)[G,]

(4.9) o(a}/q)r(c)_l = 0(M)o(xn(r(c)))r(e)t

Par définition o(\,) € AX. En outre [AT], Proposition 8.4, affirme que
o(xn(r(c)))r(c)~! € A}. On obtient ainsi que o(a/Nr(c)~! € A%. On
pose z, = ooy )(7"r(c)~!). On vient de démontrer que z, € A}.
Montrons que z, € 9X. Puisque ¢ désigne une base de €M, sur M,,, [T2],
Théoréme 3 ou [AT], Lemma 4.6, implique que 7"r(c)~! est une unité de
l’ordre maximal de (C ® F,,)[G,]. De méme puisque o, € E'(F), a(a,ll/ 7
est une unité de ’ordre maximal de (C' ® A,). C’est donc que z,, est une
unité de ordre maximal de (C' ® F,,)[G,]. On conclut que z,, € MX. Ainsi

(4.10) m"o(al/?) = r(c)z, avec z, € MX.

Posons ¢ = cx,. C’est une base de €M, sur M, telle que r(c) =
W”U(a,lr/q). Puisque £(r(c')) = £(2c'9g~1) = ¢/, on obtient 1’égalité .

(4.11) ¢ =n"(a(al/?)).
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Pour achever la démonstration du théoréme 2, il reste & vérifier le lemme
suivant :

LEMME 4.12.

2(0'( l/q ZTz/O n/z(a /q))

Par définition de o, on sait que o(ax o ?) est un élément de (4, ® C)*,
F

al/9) Z ag9-

9g€Gn

qu’on écrit

Par la formule d’inversion de Fourier, on a 1’égalité

gt(o(ay/?) = qao =Y _ x(o(a}/?))
X

ou x parcourt les caracteres de G,,.

On traduit cette égalité par

gao= Y agwa(g,9%).

geEGn
g*eGy,

Puisque ) a4g est invariant par I'action de Qp, cette égalité s’écrit
g9€Gn

(4.13)  gag = ZTz/O( > aguale,p"'gh))-

9€Gn
Or, grace & (4.6) et (4.7)

(414) Z agwn(gv v zg;:) n/z(a /q)
9€Gn
L’égalité souhaitée se déduit de (4.13) et (4.14). O

5. Formules locales et mesures p-adiques.

Le but de ce paragraphe est essentiellement de démontrer le théoreme
3. Le théoréme se déduit de propositions que nous allons démontrer.

PROPOSITION 5.1. — Soit € un e.h.p. pour B, tel que (€) € D, (F).
On suppose qu’on a

20 (€) = 0 EL(F)? ol ap =78, Y € Un(F).
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Alors pour tout entier m, m > 1, il existe une base c,, de €M, sur M,
telle que

1 n
pp+(Cm) = ey Z T;/0(Nyp /(7)) mod p™.
i=0

On pose dans cette démonstration p = p,«. Par abus de notation c
désigne & la fois un élément de C' = €F et son image dans Cy-.

On suppose que
D,(C) = a,&(F)! avec a, =pY et B, € U,(F).
On déduit du théoréme 2 lexistence d’une base c¢(a,) de €M, sur M,, telle
que

1
"

Z T30 (Nn/i(p(arlz/q))'
=0

(5.2) p(c(an)) =

Puisque p est un homomorphisme d’algebre, dans Fy .. on a les égalités

p(a}z/q)q = p(an) = p(ﬂn)q ’
d’ou
(5.3) p(a;/q) = p(Brn), puisque py(F, .) = {1}.
Par définition de a, et o, il existe u, € € (F) tel que a,, = a/,ud. On en
déduit que B2 = (Ynu,)? et comme précédemment que B, = YpUn.

Puisque u, est limite d’une suite de &/(F), pour tout entier m,
m > 1, il existe v, € EY(F) et wy, € UL(F), wyn = 1 modp™t™, tel
que
ﬁnvm = TnWm.
Posons ) = (B,vm)?. Puisque 'on a ®,(€) = al/&Y (F)?, de (5.2) et (5.3)
on déduit ’existence d’une base ¢, de €M, sur M, telle que

1 n
(5.4) plem) = —2 > " Tijo(Naji(vnwm)).
i=0
On en déduit immédiatement la congruence souhaitée. O

Soit f un élément non trivial du groupe

Hom (T, U (K) /€ 5, (K)) .

Pour tout entier 7, n > 1, notons s, la projection de UX, (K)/E % (K)
dans Uz(K)/€%(K). On rappelle que g* est un générateur fixé de Tj-.
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Il existe un entier ny tel que pour tout entier m, n > ng, sp(f(g*))
est un élément non trivial de U}(K)/E%(K). Soit w un générateur de
Gal(KX /K}). Alors

sn(£(9%)) = sn(F(9"))* = sn(f(g™"))-
C’est donc que s, o f induit un homomorphisme de groupe de

T /(w = D)Tpe — Un(K)/ER(K).

Puisque l'on sait que la projection de Typ+/(w — 1)Ty« sur E .» est un
isomorphisme, on conclut que s,(f(g*)) est un élément non trivial de
(U3 (K)/E 1K) Ainsi, si f(g%) = 7E5(K) ot v = [m], pour
tout entier n, n > ng, Y,€X(K) est un élément non trivial du groupe
(U2(K)/E4(K))%m). On définit (€,(f)) comme I'élément de D, (K) tel
que
(5.4) ®.(Ca(f)) =18 En(K)

dans le groupe ((€5(K)NUX(K)P")/(EL(K)P ))(K:‘). Il vérifie les pro-
priétés exigées par le théoreme 3.

Remarque. — Puisque f(g*)? = f(g9*)?, Vo € X2 on vérifie que N =
41 mod £, (K). On suppose dorénavant que I’on a choisi y € UZ, = (K).

Compte tenu de la proposition 5.1, il suffit, pour achever la démons-
tration du théoreme 3, de montrer

PROPOSITION 5.5. — Soit n un entiern > 1 et ¢ = p™. Soit vy = [Vx],
v e UL, Alors

—Zﬂ/o(% = fiy(9Zy)-

On utilise les notations du §2. Si §/Ok,. est le groupe formel de
Lubin-Tate associé & la série de Frobenius f et si a € Ok,. on note [a]s
I'endomorphisme de § défini par a. Soit K7 l'extension maximale non
ramifiée de K+, on note ® le Frobenius de KX/ K, prolongé par continuité
3 L. Grace & [L], VIII, Théoréme 3.1, il existe un homomorphisme de groupe
formel 5 : G, — E, défini sur Oy, tel que

(5.6) nolalf =lalfron, Vae Ok,.
n(x) = ex mod deg 2 ol ¢ est une unité de O, telle que €% /e = 7*/p = 7~ 1.

On note ici f = (1+ X)P — 1 (resp. f’ la série de Frobenius pour 7*)
a laquelle G, (resp. E) est associée. En outre 7 satisfait ’égalité

(5.7) n®=0ox ;.
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Soit v = [v,] un générateur du module de Tate associé & G.,. Pour
tout entier n, n > 1, on pose

(5.8) gn = [7"] 5 (n(vn)).

On a les relations :
(715 (95) = "] (n(v)) = n([p"]5(vn)) = 0
[7*]4(gn) = [7" 14 o [pl g (n(vn)) = (7" g (1(vn—1))
et donc [1*]4(g) = g5_1. C’est donc que g* = [g};] est un générateur de

Tx+. On suppose que le générateur de T« qu’on a fixé a été obtenu de cette
maniere.

(5.9)

On rappelle maintenant briévement comment associer & tout élément
de OL[[X]] une mesure sur Z,, & valeurs dans Or. On sait que L et Qp({peo)
sont linéairement disjoints sur Q.

On consideére I'isomorphisme de Op-algebre
O[[X]] —lim (O[X])/((X +1)P" - 1)),
[L], V, §1, défini par
(5.10) h — [hy)

ot hy, est le reste de la “division euclidienne” de h par (X 4+ 1)?" — 1. On
sait en effet, [L], V, Théoréme 2.1, qu’il existe un couple unique (¢, hy),
tn € OL[[X]], hn € OL[X] et deg(hn) < p™, tel que

(5.11) h=((X+1)P" =1ty + hy.
On considere alors les isomorphismes
(5.12) OL[X]/(X +1)P" —1) — OL[X]/(X*" —1) X —>(X-1)
(5.13) OL[X]/(XP" =1) — OL[Z,/p"Z,] X — 1.
Par passage & la limite, on déduit de (5.10), (5.12) et (5.13) I’isomorphisme
OL[[X]] — OL[[Z]]
h — Hh-

Avec ces notations, on vérifie facilement que pour tout entier n et

tout entier k, 0 < k < p™, alors

(5.14) pr(k +p"Zp) = ak;n
ol ax , est le coefficient de X* dans h,(X — 1).
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On peut désormais démontrer la proposition 5.5. Soit h, la série de
Coleman associée a 7. C’est un élément de Ok, [[X]] tel que

hy(g}) =, Vo> 1.

Compte tenu de (5.8), on a :
(5.15) hyo[m"]g on(vp) =vn Vn>1.

On fixe dorénavant n, n > 1. La théorie du corps de classe local
associe & m un élément o, de Gal(K}, ,. /Kp+) et 'on a :

*\o_ 1 * *

(5.16) (9")° =In]p(g"), V9" € Epun
([ds], 1, Proposition 1.8).

Puisque 9(v,) € Eq.n et que h, € Ok,. [[X]] on obtient grace & (5.15)
et (5.16)

(5.17) hyon(u) =", 1<i<n.
C’est-a-dire, en posant fz., =hyon,

(5.18) hy(vi)=7", 1<i<n.

On associe & h., via (5.11) le polynome k., ,, et I'on écrit
Byn(X —1)=ag+ a1 X +-+-+ag1 X!, ¢;€0, 0<i<qg—1
On évalue maintenant ag de deux maniéres différentes. De (5.14), on
déduit que
(5.19) iy (aZ,) = ao.
Notons ¢, 'image de 1 dans Z/gZ. C’est un générateur de ce groupe

cyclique. Notons dorénavant Cy ce groupe et multiplicativement sa loi. On
considére ’élément

-1
T=ag+a1cp + -+ ag_1¢}

de OL[Cq]. En utilisant une nouvelle fois la formule d’inversion de Fourier,
on obtient

(5.20) a0 = (1/9) Y_ x(=)

ol x parcourt les caracteres de Cj.

Pour tout entier i, 0 < i < g, 1 + v; est une racine primitive p'-ieme
de 'unité qu’on note (pi. On désigne par x; le caractére de Cy défini par

Xi(cn) = Cpt-
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On a alors les égalités

(5.21) Xi(@) = by () = hoy(vs) =9, 1<i<n.

Puisque L D Ky« (Ep) alors L((pi) = L(Ey:), 1 < i < n. En outre
w — w|k; , induit un isomorphisme de Gal(L(Gpi)/ L) sur Gal(K ;. /Ky+).
On a donc pour tout entier 7, 1 <17 < n.
(5.22) X¢ (@) = (@) = (%), Yw € Gal(L(¢y)/L).
De (5.20), (5.21) et (5.22) on obtient

(5:23) a0 = (1/g) (=(@) + Y Tiyo())

i=1
ol ¢ est le caractere trivial de C,.

Puisque ¢(z) = il%n(O) = h,(0) = h,(0), en comparant (5.19) et
(5.23) on obtient ’égalité

(5.24) i (aZp) = (1/@)(hy(0) = %0) + (1/0) Y _ Tijo(7:)-

=0

On sait que 7o € Ug(K), en outre c’est une norme de Ky .. pour tout
entier n, n > 1. Ainsi 7o = 1 mod p*", pour tout entier n. On conclut que
Yo = 1.

Pour achever la démonstration de la proposition 5.5 et donc du
théoreéme 3, il nous suffit de montrer que h(0) = 1.

On reprend les notations du §2, (2.19).
LEMME 5.25. — Soient v € Ug;l) (K) et hy la série de Coleman
associée. Alors :
1) hyo(X) = hy([s*(0)](X)), Vo € X2 ;
2) hyy (X) = hy(X) Dy (X), V7,75
3) hy(0) = 1modp.

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser ’unicité de la série de Coleman.
Puisque pour tout entier n, n > 1, on a

(hy(92))7 =71 = hy(92") = Ay ([K*(0)](97))s
on en déduit 1). L’égalité 2) se déduit du fait que

hy(gr)hy (97) = Yn ¥, YR 21
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Enfin si p* est I'idéal maximal de K, on a la congruence h.(0) =

Yn = 1 mod p*. Puisque h,(0) € Kp-, on en déduit 3).

Soit v € Ug;l) (K), alors on a :
H ,yNI(a)‘la
oc€EXY
lorsqu’on identifie X & un sous-groupe de X3 .

On déduit du lemme
B (X) = [ sy (K (@)X

d’olt Iégalité
he=10) =[] hcz0-1(0)-

hy(97)

Puisque Zn‘{ () = 0, on obtient, grace & 2) que H h w1 (o) 1(X)

hi(X) = 1 Il en découle que hE~1(0) =1 et gréce & 3) que h ~(0) =

o

O
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