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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
13, 2 (1963), 1-60.

GROUPOIDES SOUS-INDUCTIFS
par Charles EHRESMANN (Paris)

INTRODUCTION

Cet article a été rédigé, il y a deux ans, avec l'intention
d'en faire une partie du 2e chapitre d'un livre sur la théorie
des catégories ordonnées. Le plan du livre ayant été modifié
dépuis, en fonction de résultats nouveaux (catégories struc-
turées [3]), seul le premier chapitre et la partie 1 du 2e chapitre
ont été publiés ([1] et [2]). Ici nous avons réuni le texte
des parties II et III du chapitre 2, en l'abrégeant; la partie IV
sera publiée plus tard.

La théorie des groupoïdes sous-inductifs, et plus particulière-
ment des atlas complets dans les groupoïdes sous-inductifs, a
été exposée dans différentes conférences, tant à Paris qu'à
l'étranger; la partie II a aussi été multigraphiée à Paris. De
plus les théorèmes ont été publiés, sans démonstration, dans [4].

Les principaux résultats de ce mémoire sont : l'existence et
les propriétés des groupoïdes sous-préinductifs des atlas faibles
complets et des atlas complets attachés à un groupoïde
sous-préinductif; les théorèmes de complétion d'un
groupoïde prélocal; les théorèmes d'existence du groupoïde
sous-inductif des filtres sur un groupoïde sous-préinductif.
Cet article est une généralisation, et une étude plus appro-
fondie, de la théorie des groupoïdes inductifs, qui intervien-
nent dans de nombreuses questions; il peut donc être considéré
comme la suite de [5].
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PLAN

Quelques rappels.
1. Groupoïdes sous-Çpré^inductifs.
2. Groupoïdes sous-locaux et sous-pseudogroupes.
3. Atlas complets dans les groupoïdes sous-inductifs.
4. Groupoïdes sous-préinductifs des atlas complets.
5. Complétion des groupoïdes prélocaux.
6. Groupoïde des filtres.

Bibliographie.

QUELQUES RAPPELS

Le texte avait été écrit en supposant connue la partie 1 ([2]) ;
bien que certaines démonstrations tout à fait analogues à celles
faites dans [2] aient été omises dans les n08 1 et 2, nous allons
rappeler quelques définitions et conventions afin que cet article
puisse être lu indépendamment de la partie 1 [2].

Dans une catégorie (°, la loi de composition est toujours
désignée par le signe ., le composé de g et f étant donc noté
g.f, s'il est défini. La classe des unités de 6 est notée (°o,
les unités à droite et à gauche de f étant représentées resp.
par a(/*) et ?(/*). Le mot foncteur signifie toujours foncteur
covariant.

Si Jfc est une classe ordonnée, et si Jb est une sous-classe
de A) admettant une borne supérieure (resp. inférieure) dans Jb,
nous appellerons cette borne supérieure (resp. inférieure)
Vagrégat (resp. V intersection) de A et nous la noterons U A
(resp. f1 A). Si B ne contient que deux éléments a et a', nous
écrirons aussi : n A = a n a ' et U A = = a u a ' .

DÉFINITION 1. — On appelle classe préinductive une classe
ordonnée A) telle que deux éléments quelconques aient une inter-
section et que Jb admette un plus petit élément 0. On appelle classe
inductive, une classe ordonnée <A) dans laquelle toute sous-
classe admet une intersection.
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DÉFINITION 2. — On appelle groupoïde Çpré^inductif (1) un
groupoïde if muni d'une relation d'ordre < pour laquelle if
soit une classe (^pré^inducti^e et telle que l'axiome suivant soit
vérifié :

(I) Pour tout feif, soit 9(/*) la classe des éléments /'</*;
l'application: />->9(/l) est un foncteur généralisé de if y ers if
appelé foncteur d'induction.

L'axiome (I) est équivalent à :
1) Soit e e ̂  et h <; e'y alors on a h e HQ ;
2) On a h < g.f si, et seulement si, h = g'./*', où g' <; g

et f < /•.
En particulier, si f<f, on a a(f) < a(/*) et ?(/")<?(/').

1. GROUPOÏDES SOUS-(TRE^)INDUCTIFS

Dans une classe ordonnée, nous désignerons par û^ la
classe des éléments plus petits qu'un élément a.

DÉFINITION 1. — Une classe ordonnée A> est appelée classe
sous-Çpré^inductive si A) a un plus petit élément 0 et si, pour
tout élément a e Jb, la classe a> est une classe (^pré^)inducti^e
pour l'ordre induit.

PROPOSITION 1. — Soient Jfc une classe ordonnée et B une sous-
classe de Jb majorée par a e Jfc. Pour que b soit l'intersection de B
dans Jto, il faut et il suffit que b soit l'intersection de B dans a>.

En effet, la classe des minorants de B dans A est identique
à celle des minorants de B dans a>.

COROLLAIRE. — Pour que <A) soit sous-^prê^inductif, il faut
et il suffit que A) admette un plus petit élément 0 et que toute sous-
classe (^finie^) de Jfc majorée dans Jfc admette une intersection,

PROPOSITION 2. — Soit Jb une classe sous-préinducti^e, a e Jb
et b e Jb ; si a n b est défini, alors a' n b' est défini, pour tout
a' < a et tout V < &.

Démonstration. — Les éléments a' et a n b étant majorés
par a, ils ont une intersection a n (a n b) == a n 6; de même

(1) Les mots ou membres de phrases placés entre les signes Ç ^ peuvent être lus
ou supprimés simultanément dans un énoncé ou une démonstration.

1.
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les éléments V et a n & ont pour intersection (a n b) n &' == a n b\
Les éléments a' n b et a n V étant majorés par a n b, ils ont
pour intersection (a' n 6) n (a n &') = a' n 6'.

DÉFINITION 2. — Soit A) une classe sous-préinducti^e, B
une sous-classe de A); 51 B admet un agrégat dans c>, afor5 c^
agrégat sera appelé c-agrégat ou sous-agrégat de B et sera noté

^ J B ; la classe de tous les sous-agrégats de B sera appelé congré-
gation de B dans Jk et désignée par [ J B ; si B n9 admet pas de

sous-agrégat, nous écrirons : \ J B = .̂

PROPOSITION 3. — Soit Jk une classe sous-Ç^pré^inducti^e et B
une sous-classe de A) majorée par c e A) et admettant un c-agrégat b ;
alors b est aussi le c-agrégat de B, où c' est un majorant de B

tel que c n c' soit défini dans Jb : [ J B == [ J B .
En effet, c' n c est aussi un majorant de B ; comme c' n c appar-

tient à c>, on a b < c n c et b est un majorant de B dans (/>.
— Soit c" un majorant de B tel que c" <; c'; comme c" n c est
défini et majore B dans c>, on trouve b <; c" n c < c" et fc
est aussi l'agrégat de B dans c^.

c . b
COROLLAIRE 1 (2). — Si b= UB, on a b= \\ B. Si &i= ( J B

et si b n &i est défini, alors b = b^

COROLLAIRE 2. — Si B admet un agrégat U B dans A, afor^

UB == 1 J B pour <ou^ majorant c de B.
Une classe sous-inductive Jlo est une classe ordonnée admet-

tant un plus petit élément et telle que la classe des majorants
d'une sous-classe B de Jfc soit vide ou admette des éléments
minimaux, tout majorant c de B étant plus grand qu'un majo-

rant minimal, à savoir 1 J B .

PROPOSITION 4. — Si A) est une classe préinductive et si
B est une sous-classe de Jfc, on a 1 J B == \; U B ^ si B admet

un agrégat dans Jlo, sinon 1 J B == ^.

(2) Dans le corollaire d'une proposition ou d'un théorème, nous supposons vérifiées
les hypothèses de la proposition ou du théorème.
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En effet, supposons que B admette un c-agrégat; pour tout
majorant c de B, puisque c n c est défini, on a :

d'où
ÙB=QJB<C',

(JjB= U B .

DÉFINITION 3. — Un groupoïde if est appelé groupoïde
sous-^pré^inductif s9 il est muni d'une relation d'ordre pour
laquelle if est une classe sous-^pré^inductive et si l'axiome (I)
est vérifié.

PROPOSITION 5. — Soit if un groupoïde muni d'une relation
d'ordre vérifiant l'axiome ( I ) ; pour tout feif et tout e e if^ tel
que e < a(/*) (respectivement e <; ?(/*)), il existe un et un seul
élément g < f pour lequel a(g) == e (respectivement (3(g) == <°); g
est appelé l'élément induit (respectivement induit à gauche)
par f sur e.

COROLLAIRE. — Pour qu'un groupoïde if muni d'une relation
d'ordre vérifiant l'axiome (I) soit sous-^pré^)inductif^ il faut et il
suffit que ^o sot^ une classe sous-^pré^inductive pour l'ordre
induit.

La démonstration est analogue à celle de la proposition
2-1,1 [2]. Démontrons le corollaire: soit F une sous-classe
Çjfinie^) de if majorée par ge^ ; alors a(F) est majorée par
a(g), donc e = 0 a(F) est défini; soit g' l'élément induit
par g sur e\ pour tout /* e F, on a g' <; f. Si À est un minorant
de F, a(À) minore a(F), d'où a(A) << <°; par suite h est l'élément
induit par g' sur a(A) et h < g\ Donc g' == D F.

Remarque, — II y a des exemples importants de groupoïdes if
sous-préinductifs dans lesquels la condition suivante est véri-
fiée : Soient E une sous-classe de ^o? el et el deux sous-agrégats
de E dans ^o 5 alors il existe un et un seul fe if tel que fe ^ J E,
a(/-) = </ et ?(/•) = c".

PROPOSITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif;
si E est une sous-classe de ^o? ^a congrégation de E dans ify
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est contenue dans la congrégation de E dans if; pour toute
sous-classe A de if, on a les relations:

«(ÛA)=Û'(A); P(1»=ÛP(A),

(U^-Ut^')-
<7 b a(/7)

En effet, soit b = [ J A == [ J A ; montrons que ^_J a(A)
est défini et égal à a(6). On a a(&) < a(g) et a(&) est un majo-
rant de a(A). Si e est un majorant de a(A) tel que e < a(&),
l'élément &' induit par b sur e est un majorant de A, donc

a(&) <x(<7)
5' == b et par suite e = a(6). D'où a(6) == \^J a(A) == |j a(A).
La suite de la démonstration est analogue à celle de la propo-
sition 3-1, 1 [2].

PROPOSITION 7. — Soit ^ un groupoïde sous-préinductif,
.a(/) .̂ /),

A une sous-classe de if majorée par fe tf; si 1 J a(A) ou^J jî(A)

e5( défini, alors 1 J A e5( défini; si f1 A 65( défini, alors f1 a(A)
^ n p(A) sont définis', si fi a(A) ou fl ^(A) e5t efé/îm, nA
e5( défini. On a les relations:

a ( n A ) = n a ( A ) ; [3(1-1 A) = n j3(A).
Démonstration analogue à celle de la proposition 4-1, 1 [2].

PROPOSITION 8. — Soit if un groupoïde sous-préinductif;
la loi de composition dans ïf peut être étendue en une loi de
composition appelée pseudomultiplication, définie pour tous
les couples (f, f) tels que e = af/*') n a(/*) soit défini, en posant:

(/*',/*)->/''/*== g', g, où g est l'élément induit à gauche sur e
par f et gf Isolément induit sur e par /*'.
Cette pseudomultiplication vérifie Vaxiome d9 associati^ité sui-
vant :

Si (hg) et (gf) sont définis, alors h{gf) et {hg)f sont définis et
égaux.

Démonstration. — Comme dans le cas préinductif (proposi-
tion 6-1, 1 [2]) on montre (3) que f'f est le plus grand élément

(3) On montre que /// est défini si, et seulement si, la classe K admet un plus
grand élément.
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de la classe K des composés A'. A, où h << f et A' < /*'. — Si Ag
et g/* sont définis, a(A) np (g ) et a(g) n ?(/*) sont définis; par
suite o^Ag) n ?!(/*) et a(A) n ^(gf) sont aussi définis, ainsi que
(hg)fet h(gf). L'égalité de ces deux pseudoproduits se démontre
comme au § 1 [2].

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; les
Unités du groupoïde if sont les seuls éléments idempotents pour
la pseudomultiplication ; si e et e' sont deux unités telles que
e ne' soit défini, on a e n e == ee' = e'e. La relation d'ordre
dans if est compatible avec la pseudomultiplication et elle peut
aussi être définie par une des conditions suivantes : /*' <; f
si, et seulement si, il existe e e ifo tel que fe soit défini et égal à f;
f <; f si, et seulement si, il existe ef e ify tel que e^f soit défini

et égal à f.
Cette proposition se démontre comme la proposition 7-1, 1

[2] et admet un corollaire analogue ; en particulier :

COROLLAIRE. — Soient f e if et f e if tels que f'f soit défini;
alors on a les formules:

f'f== W)) • W)f) ; (f'f)-1 == /•-1/"-1.
LEMME 1. — Soit Jb une classe munie dune loi de composition

partiellement définie, vérifiant l'axiome d associativité (A) :
(A) Si W et Vb" sont définis, alors (&&')&" et b{Vb"} sont

définis et égaux;
et V axiome de commutativité (C) :

(C) Si W est défini, alors b'b est défini et W == Vb.
Si, de plus, tout élément de A) est idempotent et si Jfc admet un
élément 0 tel que Ob == 0 pour tout & e A), alors A) est une classe
sous-préinductwe pour la relation :

V <^ b si, et seulement si, V == Vb.
Démonstration analogue à celle du lemme 1-1, 1 [2].

THÉORÈME 1. — Soit ^ une classe munie d'une loi de compo-
sition partiellement définie vérifiant l9 axiome (A). Soit ^o
une sous-classe de if formée £idempotents, stable pour la loi
de composition et contenant un élément 0 tel que Oe == 0 pour
tout e e ^o* Supposons vérifiés les axiomes 1, 2, 3 suivants:

1) La restriction de la loi de composition à if Q X if o vérifie (C).
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2) Pour tout feif, la classe des éléments e <= ^o tels que fe
soit défini et égal à f admet une intersection a(/"), telle que
/>a(/>) soit défini et égal à f, pour la structure d'ordre sur ^ç
définie dans le lemme. De même, la classe des éléments ef e ̂  tels
que ef soit défini et égal à f admet une intersection ?(/") telle quem=f-

3) Pour tout feif, il existe f e ̂  tel que ff et ff soient
définis et que Von ait : ff == w.{f) et ff =?(/').
Alors if est un groupoïde sous-préinductif pour la structure
d ordre définie par la relation:
f <; f si, et seulement si, il existe e e ̂ o te^ î^6 fe sott défini

et égal à f ;
ifo est l^ classe de tous les éléments idempotents de ^. Si, de
plus, ^o es^ une classe sous-inductive pour la relation d^ordre
considérée dans le lemme, alors ïf est sous-inductif.

La démonstration est analogue à celle du théorème 1-1,1 [2].

PROPOSITION 10. — Le groupoïde produit de deux groupoïdes
sous-^prê^inductifs, muni de la structure d) ordre produit, est un
groupoïde sous-^pré^inductif, appelé groupoïde sous-^pré^)-
inductif produit des groupoïdes donnés.

THÉORÈME 2. — Soit ïf un groupoïde sous-Çjprê^inductif
et soit ^ le sous-groupoïde de ïf X iS formé des couples (/*', f),
où f << f, muni de la relation :
{f, f) <; (g', g) si, et seulement si, f == 0, ou si f = g et f <; g .
Alors if est un groupoïde (^prê^inductif.

Démonstration. — ^ admet pour plus petit élément l'élé-
ment (0, 0). Soient (f, f) e y et { g , g) e ^f ; si f-^ g, l'élément
(0, 0), qui est le seul minorant de (f', f) et (g', g), est leur
intersection. Si /*== g, l'élément f n g' est défini et on a :
(/*', f) n (g', f) = (f n g ' , /*). Donc ^ est une classe préinductive.
— Le composé (g', g). (/*',/*) est défini si, et seulement si, g'./*'
et g./* sont définis; pour que l'on ait (A', h) <^ (g'./"'? g-/*)?
il faut et il suffit que h == 0, ou que : h = g.f et h' <i g .f,
d'où A' == g[.f[, avec gi<g' et /'l</>'. Comme tout élément
majoré par une unité est une unité, ^ vérifie l'axiome (I)
et ^ est un groupoïde préinductif. — Si if est sous-inductif,
soit A une sous-classe de tf majorée par {f, f) e ̂ ; tout élément
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de A est de la forme (a, /*) et la classe des éléments a tels que
(a, f) e A admet un /*-agrégat a' dans ^. Par suite, dans ^f,
on aura : (a', /*) = UA, donc ^ est inductif.

2. GROUPOÏDES SOUS-LOCAUX
ET SOUS-PSEUDOGROUPES

DÉFINITION 1. — Une classe sous-^pré^locale est une classe
sous-^pré^inductive A) dans laquelle l'axiome de distributivité (D)
suivant est vérifié:

(D) Soit B une sous-classe de Jb admettant un c-agrégat et

soit a e Jlo tel que ^ ̂ J B J n a 50^ défini; alors la classe des éléments

b n a, où & e B, admet ( ^ J B^ n a pour c-agrégat:

(|^jB)na=|jj&na.
6EB

L^M groupoïde sous-^pré^) local e^ im groupoïde sous'^pré^)-
inductif dont la classe ^o ^(0^ unités est une classe sous-^pré^locale.

PROPOSITION 1 — Soit Jk une classe sous-prélocale, B une
sous-classe de Jfc admettant un c-agrégat et a <= Jb (eZ çue

rf == ^ J {b n a) eta n d soient définis; alors on a: d == [ [ J B ) n a.

Démonstration. — d est un minorant de \ J B et de a,
puisque a n cî est défini; soit d' un autre minorant de a et

de l J B ; les éléments d' et d sont majorés par a, donc d n rf'
est défini et, d'après l'axiome (D) :

d n rf' == |jj (6 n a n d'} == ij (6 n d') ;
6EB 6€B

par ailleurs d ' n [ [ J B ^ est aussi défini et on a :

df =à! n (Lj8)== LJ {àf n 6)== d n d^ôeB

d'où rf' < d et ^ = (Lja) n a.
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PROPOSITION 2. — Un groupoïde sous-prélocal if est une
classe sous-prélocale.

La démonstration de la proposition 2-2, 1 [2] s'applique
en prenant pour A une sous-classe de if admettant un A-agrégat

ii
et en supposant g = f n [ J A défini.

Étant donnés un groupoïde sous-préinductif if, A et A' deux
sous-classes de if, nous désignerons par A'A la classe des
pseudoproduits a'a, où a e A, a' e A', a'a défini.

PROPOSITION 3. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, A
et A' deux sous-classes de if; on a:

(C»(UA)=UA'A.
Démonstration. — Soient

^-ÙA-ÙA et ^'-ÙA'-ÛA'
tels que e = v-{g)^{g) soit défini; alors g'g est défini et, par
une démonstration analogue à celle de la proposition 3-2, I,

i g l g ion montre que : g'g = [ J A ' A ; donc A'A admet g'g == b'eb
pour fc'efc-agrégat.

DÉFINITION 2. — Soit A) une classe sous-préinductive. Une,
sous-classe Jfc' de Jfc est appelée sous-classe inductive (respective-
ment partie sous-inductive) (^faible^ de Jfc si elle vérifie les
axiomes 1 ^ 2 {respectivement M et 2) suivants:

1) Soient a e J(/, a' e Jb' tels que a n a/ soit défini; alors
a n a' e <A/.

1') Soient a e Jb', a' e Jb', a" e Jb' apec a' < a, a" < a; <m
a: a' n a" e Jl/.

2) Jb' ^ (^faiblement^) \\-saturée, c'est-à-dire pour toute
sous-classe B de *A/ admettant un b-agrégat Cjoù b e A'^), on a :

|^jBe=Jfc'.

Une sous-classe inductive faible et une partie sous-inductive
faible d'une classe sous-^pré^inductive sont des classes sous-
Çpré^inductives pour l'ordre induit. L'intersection d'une
classe de sous-classes inductives (respectivement parties sou^-
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inductives) Çfaibles^) d'une classe Jb sous-préinductive est une
sous-classe inductive (respectivement partie sous-inductive)
Çfaible^) de Jla.

DÉFINITION 3. — Soit Jk une classe sous-préinductive, B
une sous-classe de Jb. Si B est la classe des b-agrégats des sous-
classes de B (où b e B^, B est appelée base Çfaible^) de B.
L9 intersection S> des sous-classes inductives (respectivement
parties sous-inductives) (^faibles^) de Jk qui contiennent B
est appelée sous-classe inductive {respectivement partie sous-
inductive) Çfaible^ de Jb engendrée par B.

PROPOSITION 4. — Soit B une sous-classe d'une classe sous-
prélocale Jb contenant avec deux éléments majorés dans Jlo leur
intersection; alors B est une base Çfaible^) de la partie sous-
inductive (^faible^) % qu'elle engendre dans A.

Comme dans la proposition 5-2, 1 [2], % est la classe des
c-agrégats des sous-classes de B ^où c e B^).

COROLLAIRE. — Si B est une sous-classe d'un groupoïde
sous-prélocal if telle que Ba(B) c B, alors B est une base (^faible^)
de S) et on a : ÈBa(â$) c âS ; de plus, a(âî) est une sous-classe inductive
faible de ^o-

La première partie se démontre comme le corollaire de la
proposition 5-2, 1 [2]. Soient e == a(/*), f e ^6, e ^ a(%) tels que
ee' soit défini. La relation fe' e %a(^8) c % entraîne

a(/é?') == ee e a(%).

Soit E une sous-classe de a(%) admettant un a(g)-agrégat où
g e S) ; pour tout e e E, on a ge e % ; par suite :

/.a(^). \ . 9 ,^(u^u^^
.a(^) / g \

et U E = a (U^ E ) e a W•

DÉFINITION 4. — 5o^ ^ un groupoïde sous-préinductif;
on appelle sous-groupoïde sous-préinductif de if un sous-
groupoïde tf' de if vérifiant les conditions suivantes :

1) Soient e e ̂ , e' e ̂ , c" e ̂  avec e' < <?, e" < e; alors
e 'n^e^.

2) Soient f e 9" ^ e e ^o? ^ < a(/*) ; afors on a fe e ̂ '.
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PROPOSITION 5. — Soit if un groupoïde sous-préinductif
et y un sous-groupoïde sous-préinductif de if; alors if' contient
f n /'" avec deux éléments f et f" majorés par fe if'.

En effet, on a <') < <), a(f) < <), d'où a(f) n a(f) Œ ̂et r^r=fWMn)-^^
COROLLAIRE. — if' est un groupoïde sous-préinductif pour

Vordre induit.

DÉFINITION 5. — Soit if un groupoïde sous-préinductif y
on appelle sous-pseudogroupe Çfaible^) de if un sous-grou-
poïde if' de if stable pour la pseudomultiplication et (faible-
ment^) 1 j -saturée.

Un sous-pseudogroupe faible d'un groupoïde sous-préinductif
est un groupoïde sous-préinductif pour l'ordre induit.

PROPOSITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif;
pour qu^un sous-groupoïde if' de if soit un sous-pseudogroupe
faible de if, il faut et il suffit que if^ soit une sous-classe inductiw
faible de if^ et que if' soit un sous-groupoïde sous-préinductif
de if.

En effet, supposons que f'f soit défini, où feif' et jfe^';
alors e = a(f) n ?(/•) e ̂ , fe^if\ ef^if^ d'où ff^if'. La
fin de la démonstration est analogue à celle de la proposition
9-2, 1 [2].

PROPOSITION 7. — Un sous-groupoïde if' d'un groupoïde
sous-préinductif if qui est saturé par induction est un sous-
pseudogroupe faible de if.

L'intersection d'une classe de sous-pseudogroupes Çfaibles^
d'un groupoïde sous-préinductif if est un sous-pseudogroupe
Cfaible^ de if.

DÉFINITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif^
B une sous-classe de if; Vintersection % des sous-pseudogroupes
(^faibles^) de if contenant B est appelée sous-pseudogroupe
Çfaible^) de if engendré par B dans if', si tout élément de S) est
un b-agrégat £ une sous-classe de B Çoù b e B^), alors B est dit base
Çfaible^de %.
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PROPOSITION 8. — Soit B une sous-classe Sun groupoïde
sous-préinductif if vérifiant les conditions suivantes:

1) On a a(B)cB; (S(B)cB; B-1 == B.
2) Si e e B n ^o? b eB et si be est défini, alors on a bée B.

3) B est faiblement ^ j - sa tu ré .
Alors le sous-groupoïde 9> engendré par B dans if est un sous-
pseudogroupe faible de if.

La démonstration est analogue à celle de la proposition
11-2, 1 [2J.

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-prélocal et B
un sous-groupoïde de if stable pour la pseudomultiplication;
alors B est une base (^faible^) du sous-pseudogroupe (faible^)
qu^il engendre dans if,

Cette proposition se démontre comme la proposition 12-2, 1
[2] et admet des corollaires analogues.

DÉFINITION 7. — Soit if un groupoïde sous-préinductif:
on appelle sous-classe compatible de if une sous-classe F telle
que, pour tout fe F et tout f e F, f^f et ff"1 soient définis
et appartiennent à ^o.

En particulier toute sous-classe majorée d'un groupoïde
sous-préinductif^ est compatible; pour qu'une classe d'unités
de if soit compatible, il faut et il suffit que l'intersection de
deux quelconques de ses éléments soit définie.

PROPOSITION 10. — Soit if un groupoïde sous-préinductif,
fe if et /*' e if. Pour que Von ait f^f"1 e ^o, il faut et il suffit que
f n f soit défini et que l'on ait: f^ff= f^f) = /t/a(/'). Dans
ce cas on a: ff-1 = p(/*n f).

En effet, montrons que la condition est nécessaire : a(/*) n a(/")
étant défini, f^f) et f'^f) sont définis; de plus on a :

fr^çr^.wf-1)^^
d'où fa^^a^^nf.

PROPOSITION 11. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, F
et G deux sous-classes compatibles de if; alors <p(F), F^ et
GF sont des sous-classes compatibles, où <p(F) est la classe des
éléments induits des éléments de F.

2
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En effet, l'existence de (g/1)-1 {g ' f ) , où gfe GF et g'/" <= GF,
résulte de celle de g^g'. On démontre comme à la proposition
4-2, 1 [2] : (g n g ) {fn f) = gf^g'f) = g'f'^gf}. Remarquons
que la sous-classe inductive engendrée par F n'est pas néces-
sairement compatible.

DÉFINITION 8. — Un sous-pseudogroupe ^faible^) ^' (Sun
groupoïde sous-préinductif if est dit propre si if' admet une
base (^faible^) B telle que a(B) et (Î(B) soient .des sous-classes
compatibles,

En particulier, si 37' est formé £unités, on dira que ^' est
une 50M5-classe inductive (^faible^) propre de ifo.

PROPOSITION 12. — Soit tf un groupoïde sous-préinductif;
si tf' est un sous-pseudogroupe faible propre de if, alors ^
est une sous-classe compatible de HQ et le sous-pseudogroupe
engendré par ^ r dans ^ est propre.

En effet, soit B la base faible de îf telle que a(B) et (î(B)
soient compatibles; toute unité de ^/ étant majorée par un
élément de B, ^ est compatible. Comme ^' est une base
du sous-pseudogroupe qu'il engendre, ce dernier est propre.

Remarque. Un sous-pseudogroupe propre n'est pas toujours
un sous-pseudogroupe faible propre.

DÉFINITION 9. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, F
un sous-pseudogroupe de if et A une sous-classe de tf. On dit
que A est pseudo-saturé à droite (respectivement à gauche)
relativement à F si A F == A (resp. FA = A). Si A est pseudo-
saturé à droite et à gauche relativement à F, alors A == FA == A F
est dit pseudo-saturé relativement à F. Si A est pseudo-saturé
relativement à ̂ , A est appelé composante inductive faible de ^f.

Si A est pseudo-saturé à droite relativement à F, alors a(A)
est contenu dans la classe <p(Fo) des éléments induits des élé-
ments de FQ.

Soit if un groupoïde et soit ^+ le groupoïde inductif obtenu
en adjoignant à ^ un élément 0 et en considérant sur ^+

la relation triviale :
f <^f si, et Seulement si, f = f, ou f == 0.

Pour que A soit un sous-groupoïde saturé (4) de tf, il faut

(4) Un sous-groupoïde A de ^ est saturé dans 9' (1-1 [1]) si A = A.^f == Î^.A.
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et il suffit que la classe A4' obtenue en adjoignant 0 à A soit
une composante faible de if^.

PROPOSITION 13. — Soit if un groupoïde sous-préinductif.
Pour qu^une sous-classe A. de if soit une composante inductive
faible de if^ il faut et il suffit que Vune des conditions équivalentes
suivantes soit vérifiée :

1) A est un sous-groupoïde saturé de if et une sous-classe
saturée par induction dans if.

2) On a : a(A) c A et A est pseudo-saturé à droite relativement
à if.

3) On a P(A) c A et A est pseudo-saturé à gauche relativement
à if.

Démonstration. — Soit A une classe vérifiant la condition 2$
pour tout fe A, on a f~1 == v'(f)f~1 e= Aif = A et A~1 est contenu
dans A. Soit g e if tel que gf soit défini; les relations:
gf= (y-ig-i)-i^ f-i e A et f^g-1 e Ait' = A entraînent gf^ A,
donc if A. c A et, puisque A c if A pour toute sous-classe
A, on a if A. == A; par suite A est une composante inductive
faible de if. On démontre de même que si A vérifie la condition
3, alors A est une composante inductive faible de if. — Soit A
une composante inductive faible de if et soit /'<= A. Comme
on a : v\f) =/'-Ye^A== A et ^(f) = ff-1 e Ait == A, les
conditions 2 et 3 sont satisfaites et le début de la démonstra-
tion prouve que A~1 est contenu dans A. Pour tout h e if
tel que fh soit défini, on a fh e A; il en résulte que A est un
sous-groupoïde saturé et saturé par induction dans if. — Soit A
un sous-pseudogroupe faible vérifiant la condition 1; alors
<c(A)cA; soit fe A et geif tels que fg soit défini; on a:
fg = (f^(g)).(<x.(f)g)'y puisque A est saturé par induction,
f^(g) es A; A étant aussi saturé dans if', on a a(/*)ge^, et
par suite fg e A, c'est-à-dire Ait c A et A vérifie la condition
2. Donc A est une composante inductive faible de if.

COROLLAIRE 1. — Pour qu^une sous-classe CQ de ifo soit
une composante inductive faible de ifç, il faut et il suffit que CQ
soit une sous-classe de ^o saturée par induction.

COROLLAIRE 2. — Vintersection Sune classe de composantes
inductives faibles de if est une composante inductive faible de if.
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DÉFINITION 10. — Soit if' un groupoïde sous-préinductif. Un
sous-pseudogroupe A' de if qui est engendré par une composante
inductive faible A de if est appelé composante inductive de if.

PROPOSITION 14. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, A'
un sous-pseudogroupe de if ; pour que A' soit une composante
inductive de if^ il faut et il suffit que A' soit une composante
inductive faible de if.

Démonstration. — Soit A' une composante inductive de if
engendrée par la composante inductive faible A; puisque if
est sous-prélocal, A' admet A pour base; donc A' est saturé
par induction dans if. Soit h e if et a(À) e= Ay ; il existe une
sous-classe E de A() telle que a(A) e 1 J E. D'après la proposition

3, on a : h = 1 J A E . Comme A est pseudo-saturé, et que
y.(he) == e e AQ, on a he e A pour tout e e E, d'où h e= A'. Par
suite A' est saturé dans if et A' est une composante inductive
faible de if. La condition est évidemment suffisante.

COROLLAIRE 1. — Pour quune sous-classe Co de la classe
sous-prélocale if^ s01^ une composante inductive de ^o, il faut
et il suffit que Co soit une sous-classe inductive de ifç saturée
par induction.

COROLLAIRE 2. — L9 intersection d'une classe de composantes
inducti^es de ^ est une composante inductive de if.

Ce corollaire résulte du corollaire 2 de la proposition 13.

DÉFINITION 11. — Soit B une sous-classe d'un groupoïde
sous-préinductif if; on appelle composante inductive faible
de B dans ^ l'intersection A des composantes inductwes faibles
de if contenant B. Le sous-pseudogroupe A engendré par A
est appelé composante inductive de B dans if.

PROPOSITION 15. — Soit B une sous-classe d'un groupoïde
sous-préinductif if; la composante inductive faible de B dans if
est la composante (5) A dans if de la classe <p(B) des éléments
induits des éléments de B. Si tf est sous-prélocal, la composante

(5) La composante de C dans î^, où C c .9', est le plus petit sous-groupoïde saturé
de 9' contenant C.
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inductive A' de B dîan^ tf e^ le groupo'ide saturé de if tel que A^
soit la sous-classe inductive de ifç admettant Ao pour base.

Démonstration. — D'après la proposition 13, A est une compo-
sante inductive faible de t f$ comme A contient B, A est la
composante inductive faible de B dans tf. Si if est sous-prélocal,
le sous-pseudogroupe A' admet A pour base et Ao admet Aç
pour base; la proposition résulte donc de la proposition 14.

COROLLAIRE 1. — La composante inductive faible dans if y
Sune sous-classe Bo de ifo est la classe ç(Bo).

COROLLAIRE 2. — La composante inductive de B dans if
est l9 intersection des composantes inductives de if contenant B.

Remarque. — Les composantes inductives (^faibles^) d'un
groupoïde sous-préinductif if ne forment pas une partition
de tf; en effet, la relation « f appartient à la composante induc-
tive Çfaible^) de g» n'est pas une relation symétrique. On
obtient une partition de if en considérant les composantes
surinductives de ify c'est-à-dire les composantes inductives
faibles A de if telle que pour tout e e Ao, la relation e <; e'
entraîne e' e Aç. Une composante surinductive de ^ est ainsi
une composante inductive de ^ qui contient avec un élément
tous ses majorants et tous ses minorants.

3. ATLAS COMPLETS
DANS LES GROUPOÏDES SOUS-INDUCTIFS

Soit if une groupoïde sous-préinductif. Si F et G sont deux
sous-classes de y, nous désignerons par F~1 la classe des
inverses des éléments de F, par G.F la classe des composés
g.f et par GF la classe des pseudo-produits gf^ où g e G et
/eF.

PROPOSITION 1. — Soit F une sous-classe faiblement [ J -
saturée de if telle que Fa(F) == F et p(F)F == F. Alors F est
une partie sous-inductwe faible de ^, tandis que a(F) et p(F)
sont des sous-classes inductives faibles. On a: F^F = F'̂ F;
FF~1 = F.F"1; les groupoïdes engendrés par a(F) = F^F
et b(F) = FF~1 sont des sous-pseudogroupes faibles de iS.
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Démonstration. Soient /*e F et f e F. Si f et /" sont majorés
par /'" e F, on a f n f == /a^') e F, donc F est une partie sou&-
inductive faible; si a(/*) n a(/1') est défini, on a :

0 n a(f) = a(/a(f)) e a(F).

Soit E une sous-classe de a(F) admettant un a(/*)-agrégat ê;
la classe fE est une sous-classe de F majorée par fet admettant
fè pour /'-agrégat en vertu de la proposition 7-1; par suite
fè <= F et è = a(/e) e a(F). Ainsi a(F) est une sous-classe indue-
tive faible. Si />~l/>' est défini, il est égal à

w/rMW)^1-^
on en déduit F^F = F^.F. Montrons que a(F) vérifie les
conditions de la proposition 8-2. En effet, comme

a^.n-a^^f^.feF-i.F,

on a a(a(F)) == a(F)ca(F); de même (î(a(F)) =a(F)ca(F);
de plus (a(F))-i == (F-^F)-1 == F-1. F = a(F). Si ee a(F) et
si g={ff-^.f)e est défini, alors g = f-^fe) es F^F. Soit K
une sous-classe de a(F) admettant un /'-^'-agrégat /c; puisque
a(K) est une sous-classe de a(F) majorée par e = ̂ (f^f) e a(F),
on a : ef = ù ̂ ^e a(F) et k = {f'lnef e a(F)-
Par conséquent il résulte de la proposition 8-2 que le sous-
groupoïde engendré par a(F) est un sous-pseudogroupe faible.
La démonstration est analogue pour &(F).

DÉFINITION 1. — On appelle atlas Çfaible^ complet de ^
une sous-classe F de ïf qui est CJaiblement^) [^-saturée et telle
que Von ait :

F a(F) c F, où a(F) == F^F.

Un atlas ^faible^) complet F qui admet pour base ^faible")
une sous-classe F' telle que a(F') et jî(F') soient des classes
compatibles est dit propre.

Cette définition entraîne Fa(F) = F.
Si F est un atlas faible complet propre, alors a(F) et ?(?)

sont des classes compatibles. Un atlas complet propre n^est
pas forcément propre en tant qu'atlas faible complet.
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Si C est une classe d'atlas Çfaibles^) complets, la classe
intersection des F e C est un atlas Çfaible^ complet. Par suite
toute sous-classe B de tf est contenue dans un plus petit
atlas Çfaible^) complet de ïf, appelé atlas ^faiblé^) complet
engendré par B dans if.

Soient 1 une classe d'indices et if X (I X I) le groupoïde
produit de if avec le groupoïde des couples (I X I); on iden-
tifie avec 0 tous les éléments ((),(/, i)), où (/, i) e 1 X I. Muni
de la relation d'ordre : (/'', (/', i')) < (/*, (/, i)) si, et seulement
si, f <f et (/', i') = (/, i), îC X (I X I) est un groupoïde
sous-préinductif. Soient F un sous-pseudogroupe de if X (I X I)
et Fji la classe des éléments /*tels que (/>, (/, i)) e F.

PROPOSITION 2. — Avec les notations précédentes^ F^ est un
atlas complet^ ?„ est un sous-pseudogroupe; on a (F^)"1 == F^;
F^ = F^. Fji == F^F .̂ est un atlas faible complet saturé par
induction dans F^ et a(Fji) est une composante inductwe faible
de F,, ; de plus F .̂ est pseudo-saturé à droite relativement à F^
et à gauche relativement à F .̂

Démonstration.—On a évidemment (F^)""1 = Fy. Un élément
de F majoré par (/*, (/, i)) étant de la forme (/*', (/, i)), où f <; /*
et /'/ e F^, F^ est une partie sous-inductive. Puisque F est un
sous-pseudogroupe, on a F^Fy, c F^. Il en résulte que F,,
est un sous-pseudogroupe de ^. La relation

F,(F^F,)cF^cF,
entraîne que Fy est un atlas complet. On a F^.F^ = F^-. F^,
car :

F,,F,, c (F,,p(F,,)). (a(F,,)F,,) c (F,,F^. (F^,,) c F,,. F,,
Comme : (F,F,,)F, == ^(F,,. F,,)F, c F,,(F,,F,) c F.F,, c F,,^ F^
est une composante inductive faible de F«; en particulier
a(F^) est saturé par induction dans a(F^). Soit g < /''/', où
/e F,,, f e F,, et g e F,,; les relations : a(g) < a(/1) et a(g) e a(F,,)
entraînant :

g = {ffMê) = f'Wë)} e F\/F^) ^ F^ - F^.
F^ est saturé par induction dans F^; de plus F^ est un atlas
faible complet en vertu de :

F».F,. = (F,,. F,,)F, c F^(F,.F,,) c F,, et F^F,. c F,..
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PROPOSITION 3. — Soit F un atlas faible complet de if.
Alors F est une partie sous-inductive faible de if; on a

F == Fa(F) == p(F)F

et a(F) == F-1. F; a(F) et 6(F) = FF-1 = F.F-1 50^ rf^
sous-pseudogroupes faibles de ^ tels que a(a(F)) == a(F) et
a(fe(F)) ==(i(F); ^ p^ 6(F)F==F.

Démonstration. — On a Fa(F) c Fa(F) == F, car a(F) c a(F),
et:

P(F)Fc(F.F~ l)FcF(F- lF) == Fa(F) = F.

D'après la proposition 1, F est une partie sous-inductive
faible, a(F) == F-!. F et &(F) == F.F-1. Les relations :

(a(F))^ == (F^.F)-1 == F.F-1 == a(F)
et

(a(F)).(a(F)) = (F-t.F).^) == F^.F = a(F)

montrent que a(F) est un sous-groupoïde, donc un sous-
pseudogroupe faible, d'après la proposition 1$ de même 6(F)
est un sous-pseudogroupe faible. Comme :

F == (Î(F)F c 6(F)F
et

&(F)F= (F.F-^FcF^F) = F,

on obtient F == &(F)F.

COROLLAIRE 1. — Si F est un atlas faible complet, F-1

est un atlas faible complet tel que a(F-1) == 6(F) et 6(F-1) == a(F).
En effet, F-1 est une partie sous-inductive faible et on a :

a(F-1) == (F-1)-^-1 = 6(F); 6(F-1) == F-^F-1)-1 = a(F)

et
F-la(F-l) = (&(F)F)-1 = F-1.

COROLLAIRE 2. — Soit 1 = |1, 2 ^ . Si F est un atlas faible
complet de ,̂ la classe réunion de (F, (2, 1)), (F-1, (1,2)),
(a(F), (1, 1)) et (&(F), (2, 2)) est le sous-pseudogroupe faible de
^ X (I X I) engendré par (F,(2, 1)).

PROPOSITION 4. — Soient B une sous-classe de tf et F
MM sous-pseudogroupe faible de ^ contenant a(B). Si on a
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(BF^^BF) c r et si A est la composante inductive faible de
(BF^fBF) dans F, alors BA est un atlas faible complet tel
que a(BA) == A.

Démonstration. — On a :

B^B c (Ba(B))-i(Ba(B)) c (BF^BF) c A
et

a(BA) === (BA)-i(BA) c (BF^BF) c A.

Si {bf)f est défini, & <= B, /*eA et f e A, on a, en vertu de
Fassociativité partielle du pseudoproduit :

(W = Wb}f})f = &((a(&)/)f),

puisque w.(bf} n ?(/") est défini; il en résulte:

(BA)A c B((a(B)A)A) c B((AA)A) = BA,

car a(B) c B^B c A et AA == A. Donc (BA)a(BA) c (BA)A c BA.
Soit C une sous-classe de BA admettant un /^-agrégat c, où
/ e BA. Comme a(C) est majoré par a(/*) e A et a(C) c a(BA) c A,
et comme A est un sous-pseudogroupe faible, on obtient :

a(/)

a(c)=|ja(C)eA,
d'où c = /*a(c) e (BA)A c BA.

Ceci montre que BA est un atlas faible complet de tf. — Toute
unité de (BF^BF) étant majorée par un élément de a(BF), A
est le groupoïde engendré par la classe A' des /*' e F tels qu'il
existe 6 e B et g e F avec ^(f) < o^(bg)', par conséquent,
pour tout f e A', on a :

f = {bg)-^bg)r = (^P(/"))-l((6g)/>').
Puisque

&gp(f) e B(FA) c BA et (&g)f=6((a(&)g)f) e B(FA) c BA,

on en déduit f e (BA^BA) = a(BA) et par suite A est contenu
dans le groupoïde a(BA). Donc A == a(BA).

COROLLAIRE 1. — Soit B une sous-classe de if telle que 8(B)
soit une classe compatible. Si F est un sous-pseudogroupe faible
(resp. faible propre) de ^ contenant B-^B et si A est la compo-
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santé inductive faible de F engendrée par B^B, alors BA est
un atlas faible complet (resp. complet propre) tel que a(BA) == A.

En effet, on a a(B) c B^B c F et, puisque p(B) est compa-
tible : (BF^BF) == F^B-^F) c r(ir) c r;
de plus la composante inductive faible A de B^B dans F
contient I^B-^r = (FB^BF), donc est identique à la
composante inductive faible A de (BF^^BF) dans F. Par
suite le corollaire 1 est conséquence de la proposition 4.

COROLLAIRE 2. — Soit B une sous-classe de if telle que jî(B)
soit une classe compatible. Si F est le sous-pseudogroupe
faible engendré par B^B dans if, alors BF est l9 atlas faible
complet engendré par B dans ^ et on a: a(BF) = F.

Ce corollaire résulte du corollaire 1.

COROLLAIRE 3. — Soit B une sous-classe de ^ telle que B~1. B
soit un sous-pseudogroupe faible de if et que l^on ait:

P(B)BcB et BÇB^.B^B.
Alors B est un atlas faible complet de if.

En effet, la condition (i(B)B c B entraîne B-^B^B-^.B;
par suite on a B(B-1B) c B et (B(B-1B))-1(B(B-1B)) c B^B.
Le corollaire se déduit donc de la proposition 4.

PROPOSITION 5. — Soient E et E' deux sous-classes inducti^es
faibles de ^o. La classe F des fe.iS tels que a(/*) e E, p(/') e E',
P(/'E) c E' et a(ET') c E est un atlas faible complet dit maximal;
a(F) et b(¥) sont des atlas faibles complets maximaux; on a
F = FE == E'F.

Démonstration. —— Soient e' e E', fe F et e'jfe E'F. On a:

a(.7)eE et p(.7) = e'W) <= E'.

Les relations : e" e E' et f" = e"Çe'f) <s E'(E'F) entraînent :

P(D = c'^e'f) e E',

donc f" == P(D/'e ET et a(f) e E.
Si f = {ef)e est défini, où e e E, on a a(/") = a.{ef}e e E,
d'où f = /a(f) e FE et ?(/") e E'. Par suite e'fe F, c'est-à-dire.
E'F c F ; on montre de même FE c F. Comme on a aussi
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F c FE et F c ET, il en résulte F == FE = ET. En utilisant
les conditions :

(3(F)F c ET = F et Fa(F) c FE == F,

on obtient G == F(F-1F) == F. (F-1. F),

a (G)ca (F )cE ; ?(G) c p(F) c E';
GE c F(F-1(FE)) = G et E'G c G.

/
On en déduit G c F. Enfin, s i [ J A est défini, où A c F
et fe F, on a

/ / a(/) \

U^AU^V^^
car E est une sous-classe inductive faible. Donc F est faiblement
l^ J-saturée et F est un atlas faible complet.

COROLLAIRE 1. — Soient F un atlas faible complet de ^
et F' une sous-classe de F saturée par induction dans F et
pleine dans F {c'est-à-dire telle que ?(F') .F.a(F') = F').
Alors F' est un atlas complet de ïf.

Démonstration. — La classe Fi des /'<= if tels que a(/*) e a(F'),
?(/•) e (3(F'), a((S(F')/1) c a(F') et p(/a(F')) c (î(F') est un atlas
faible complet d'après la proposition 5; comme la classe inter-
section de deux atlas faibles complets est un atlas faible complet,
la classe Fi des fe F tels que /*e Fi est aussi un atlas faible
complet. On a évidemment Fi c F' ; inversement si ff e F', les
classes |î(F')/" et f^ÇF') étant majorées par f, elles sont
contenues dans F' ; il en résulte F' c Fi, d'où F' = Fi.

COROLLAIRE 2. — Soit F un atlas complet propre de t f$
il existe un atlas faible complet propre Fi, saturé par induction
dans F, formant une base de F.

En effet, soit B une base de F telle que a(B) et ^(B) soient
des classes compatibles; soient E et E' les sous-classes de a(F)
et p(F) formées des éléments induits des éléments de a(B)
et p(B); la classe Fi = E'.F.E étant saturée par induction
dans F, c'est un atlas faible complet d'après le corollaire 1$
de plus Fi est propre et F^, contenant B, est aussi une base
de F.
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PROPOSITION 6. — Soit F un atlas faible complet de tf;
si p(F) est contenu dans F, alors F e5( contenu dans a(F); 51
on a F c a(F), afor5 &(F) c F 6( &(F) e5( un sous- groupoïde saturé
par induction de afF), dont a(F) e5( un élargissement (déf.
3-2, III [1] et [4]).

Démonstration. — Si j3(F) c F, on a F == (î(F)F c F-1 F == a(F).
Supposons F c a(F); alors &(F) = FF-1 c Fa(F) = F; les condi-
tions /'ea(F) et ^(f) <= ?(F) entraînent /*== (î(/l)/>€= F^F) = F;
par suite F === (î(F).a(F). De plus: 6(F) c ;S(F).a(F).P(F) et

(3(F).a(F).(î(F)cF.a(F).P(F) = F.jî(F) c F.F-1 = 6(F),

d'où &(F) = P(F).a(F).(3(F) et 6(F) est un sous-groupoïde
plein de a(F). Pour tout e s a(¥) et tout g e &(F) avec 6 < a(§r)?
on a g<° <= F'~l(Fa(F)) == &(F) ; donc &(F) est saturé par induction
dans a(F). Comme la composante de &(F) dans a(F) contient
F, elle contient P(F) ainsi que û(F). Par conséquent a(F)
est un élargissement de &(F).

COROLLAIRE 1. — Soient 1 une classe £indices contenant 1
et 2 et F un atlas faible complet de tf ; soit 9 le sous-pseudo-
groupe faible du groupoïde sous-préinductif if X (I X I) engen-
dré par la classe des triplets (/*, (2, 1)) tels que f<= F. Alors fa(F),
(1, 1)) et (&(F), (2, 2)) sont des sous-pseudogroupes faibles de S
saturés par induction et dont chacun admet 9 pour élargissement.

Démonstration. — 9 est la classe réunion des classes (F, (2,1)),
(F-1, (1, 2)), (a(F), (1, 1)) et (&(F), (2, 2)). La sous-classe G
de 9 formée des triplets (g, (2, i)), où i == 1, 2, est un atlas
faible complet de tf X (I X I), puisque

(^ (2, /)) ((g', (/, 2)) (g, (2, Q)) = (g"(g'g), (2, .)) e G.

Comme (î((g, (2, i))) == ((S(g), (2, 2)) e G, la proposition 6
entraîne que a(G) contient G; donc a(G) == 9 et 9 est un élargis-
sement de b{G) = (&(F), (2, 2)).

COROLLAIRE 2. — Soit E' u7ze sous-classe de ^o saturée
par induction; F = E'^ 05^ un 0^05 faible complet tel que a(F)
soit la composante inducti^e faible de E' dans if.

En effet, on a (S(F^) c p(F) c E', car E' est saturé par induc-
tion; par suite F est un atlas faible complet en vertu de la
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proposition 5, et a(F) est la composante inductive faible
de E' = p(F), d'après la proposition 6.

PROPOSITION 7. — La c^a55<° 9ê(if) des atlas faibles complets
de ^ est un groupoïde pour la loi de composition définie par:

(G, F) -> G.F si, et seulement si, a(G) == 6(F).

9ê(if) admet pour classe d'unités la classe des sous-pseudo-
groupes faibles de .̂

Démonstration. — Soient Fe=3ë(^) et Ge3ë(tf). Montrons
que, si a(G) == &(F), G.F est un atlas faible complet tel que
a(G.F)==a(F) et 6(G.F) == &(G). En effet, les relations:
GFc(Gp(F) ) . (a (G)F)cG.F entraînent G F = G . F et

p(G.F) (GF) c p(G) (GF) c GF.
Comme

a(G.F) = (G.F)-1.(G.F)
= F-i.G-^G.F = F^.^F^F == a(F),

on a (G.F)a(G.F) == G.F et il résulte du corollaire 3 de la
proposition 4 que GF est un atlas faible complet tel que
a(G.F) = a(F). De plus, on a:

&(G.F) = (G.F).(G.F)-1 = G.F.F^.G-1

== G.a(G).G--1 = 6(G).

— Dans 3ë(^), F admet les pseudogroupes faibles a(F) et
6(F) pour unités à droite et à gauche. D'après Fassociativité
de la loi de composition dans ^, on a

H.G.F = H.(G.F) = (H.G).F,

si H. (G. F) est défini dans 3ê(^). Donc Ï6(if) est une catégorie.
Enfin, d'après le corollaire de la proposition 3, F-1 est un
atlas faible complet, qui est l'inverse de F dans <%(^).

COROLLAIRE. — La sous-classe de ^ê(^) formée des atlas
faibles complets propres de ^ est le sous-groupoïde plein 3ë'(tf)
de 3ë(rf) dont la classe des unités est la classe des sous-pseudo-
groupes faibles propres,
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Étant donné un groupoïde sous-prélocal if y nous désignerons
par F la partie sous-inductive engendrée dans if par la sous-
classe F de ^C. Soient G et F des sous-classes de if. Si G c F,
on a G c F. Si F et G sont des bases de F et <5 resp. on a :
G F c GF, en vertu de la prop. 3-2.

PROPOSITION 8. — Soit if un groupoïde sous-prélocal.
Si F est un atlas faible complet de if, la partie sous-inductive F
engendrée par F dans if est un atlas complet admettant F pour
base et tel que a(F) == a(F).

Démonstration.—Puisque Fa(F) == F, il résulte du corollaire
de la proposition 4-2 que F est une base de F. Soient K, K' et
L des sous-classes de F admettant des sous-agrégats dans if',
on a, d'après la prop. 3-2 :

s - (ùL) ((ù ̂ (ù K')) - û ̂ -^
les relations : K-^K' c F-1 F = a(F) et HK-^K') c Fa(F) == F
entraînent g <= F. Par suite Fa(F) c F et F est un atlas complet.

COROLLAIRE 1. — Soient P un sous-pseudogroupe de if
et B une sous-classe de if telle que a(B) c F et (BP^BP) c P;
soient A la composante inductive faible, et S la composante
inductive, de (BP^^BP) dans P; alors la partie sous-inductive BA
engendrée par BA est un atlas complet de if admettant BA pour
base et tel que A soit le sous-pseudogroupe engendré par a(BA)
dans if.

En effet, d'après la proposition 4, BA est un atlas faible
complet de if tel que a(BA) == A; par suite BA est un atlas
complet admettant Bî pour base ; comme a(BA) est une base
de a(BA), c'est aussi une base de a(BA), donc

a(BA) = a(BÀ) == S.

COROLLAIRE 2. — Soit B une sous-classe de if telle que
B^.B soit un sous-pseudogroupe de if, que (Î(B)B c B et que
B(B'~1.B) c B. Alors B est un atlas complet pour lequel

o(B) = B^.B.
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Démonstration. — Comme (Î(B)B c B, on a B^B = B^.B,
d'où B(B-1B) = B. Des relations : a(B) c B-^.B c B-^.B,

B^B c (B(B-1.B))-1(B(B-1.B)) = H
et H c (B(B-1B))-1(B(B-1B)) = B^B c B^B = iF1'̂ ,

on déduit que B^.B est la composante inductive de H dans
B^B et, en vertu du corollaire 1 de la proposition 8,
B(B-1B) == B est un atlas complet tel que a(B) == B-^B.

COROLLAIRE 3. — Si E et E' sont deux sous-classes inducti^es
de ifo, la classe F des f^ if tels que a(/") e E, p(/1) e E', P(/E) c E'
et o^E'/*) c E est un atlas complet de ^.

En effet, d'après la proposition 5, F est un atlas faible
complet; montrons que F est iJ-saturée, d'où il résultera
en vertu de la proposition 8 que F est un atlas complet. En
effet pour une sous-classe A de F admettant un y-agrégat/*, on a
a(y) e E et P(/1) e E' ; d'après la prop. 3-2 : ((J A) E c (J (AE),
d'où (S(/'E)eE'; de même a(E'y) e E et /*e F.

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, F un
atlas complet de ^C, a(F) et 5(F) les sous-pseudogroupes engendrés
resp. par a(F) et 6fF). Alors on a Fa(F) == F = 5(F)F. De
plus la classe des atlas complets de ^ est un groupoïde A)(^)
pour la loi de composition:

(G, F) -> G o F = GF si, et seulement si, a(G) = 5(F).

Démonstration. — On a F = Fa(F) c Fa(F). D'après la
proposition 9-2, a(F) admet a(F) pour base. Soit H c a(F)

h

et A = = [ J H e a ( F ) . Si fh est défini, où /*e F, on a, d'après

la proposition 3-2, fh <= [ J / ' H ; comme F est [J -sa turé
et fH c Fa(F) = F, on en déduit fh^F, donc Fa(F) = F.
De même 5(F)F = F. — Soit GeJb^) avec a(G)==5(F);
montrons que G o F est un atlas complet tel que a(G o F)=a(F)
et 5(G o F) = 5(G). En effet, les relations :

GF c (G(3(F)).(a(G)F)) c (G5(F)). (a(G)F)
= (Ga(G)).(5(F)F)cG.F
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entraînent GF == G. F. Il en résulte :

p(G.F) (G.F)c^G) (G.F)c(^(G)G)F = G F = G . F
et
(G.F^G.F) = F-^G-^G.FcF^.W.F^: F-^F^^F),

d'où
(G.F) ((G.F)- l . (G.F))c(G.F)a(F)cG(Fa(F)) == GF

et
(GF^GF^^F).

D'autre part, supposons ff= F, f e F et />-l./'/ défini. Comme
e = p(/*)e=a(G), il existe une sous-classe E' de a(G) telle que
e e ^ J E' $ on en déduit :

^^^{Jf^n^^w^______ ____
= F-^G-1. G.F) c (GF)-1(GF).

Par suite a(F) = (GF^GF). Du corollaire 2 de la proposition 8
il résulte que G. F = G o F est un atlas complet tel que
a(G o F) = a(F). De plus on trouve :

5(GoF) == (G^^G^)-^ G.(fc(F).G-1)
=== G.(5(F).G-1) ==5(G).

— Dans A).(^), F admet resp. a(F) et 5(F) pour unités à droite
et à gauche. Soit H e Jfc(^) ; si H o (G o F) et (H o G) o F sont
définis, ces atlas complets admettent chacun H.G.F pour
base; par conséquent ils sont égaux et la loi de composition o
est associative. Enfin F~1 est inverse de F dans A)(^).

COROLLAIRE. — La classe A/(tf) des atlas complets propres
de ^ est le sous'groupoïde plein de <A)(tf) admettant pour classe
de ses unités la classe des sous-pseudogroupes propres de if.

PROPOSITION 10. — Soit F un atlas complet d'un groupoîde
sous-prélocal if; si (Î(F) c F, on a Fca(F). Si Fca(F), alors
5(F) c F et 5(F) est un sous-groupoîde plein saturé par induction
de <a(F), qui admet a(F) pour composante inductive dans a(F).

La démonstration est analogue à celle de la proposition 6.
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4. GROUPOTOES SOUS-PRÉINDUCTIFS
DES ATLAS COMPLETS

Soit ^ un groupoïde sous-préinductif. Soient F, G et H
des sous-classes de ^. Si la classe E réunion de a(H) et de (3(G)
est compatible, on a, en vertu de Passociativité partielle du
pseudoproduit :

H(GF)c(HG)F;

si la classe E' réunion de a(G) et jî(F) est compatible, on a
de même :

(HG)FcH(GF);
si E et E' sont compatibles, on a donc :

(HG)F == H(GF),
et dans ce cas on peut supprimer les parenthèses et écrire :

HGF == H(GF).

La partie sous-inductive faible engendrée par F sera notée F.

THÉORÈME 1. — Soit ^f un groupoïde sous-prélocal. Le
groupoïde W{^) des atlas faibles complets propres de if (propo-
sition 7-3) est un groupoïde sous-préinductif lorsqu^il est
muni de la relation:

F' < F si, et seulement si, F' = Fa(F') == ?(F')F.

Démonstration. —Soient Fe^'(^), F'e 3ë'(^) et F^e^'^).
On a :

Fa(F) = F == (3(F)F, d'où F<F;

si F' < F et F" < F', on trouve : a(F") = a(F')a(F") et

F" = F'a(F") == Fa(F')a(F") = Fa(F");

de même F" = P(F")F, c'est-à-dire F" < F. Les conditions
F' < F et F < F' entraînent :

F' == Fa(F') == F'a(F)a(F') = F/a(F/)a(F) = F'a(F) = F.

Donc la relation <; est une relation d'ordre.
3



30 CHARLES EHRESMANN

Soit F un sous-pseudogroupe faible propre de ^. Montrons
que si F << F, F est un sous-pseudogroupe faible de ïf. Comme
F= Fa(F) = p(F)r, les relations:

a(F) = a(F)a(F) c Fa(F) = F et |î(F) = P(F)p(F) c F

entraînent, d'après la proposition 6-3, a(F) c F c &(F) et
6(F)cFca(F) resp., d'où a(F) = &(F) = F. Donc Fe^'(^)o.
Supposons F' < F; puisque oc(F) et (î(F) sont compatibles,
on trouve :

a(F') = F'^F' = (F-^F'^F' = F-^Fo^F'))
- a(F)a(F') = a(F')a(F),

et par suite a(F') < a(F) ; de même b(F') < &(F). On en déduit
de plus : Fa(F') = F(a(F)a(F')) == Fa(F') == F'; &(F')F == F';
b ( F ' ) F a ( ¥ ' ) = F ' .

— Supposons H < a(F) et montrons que l'on a : FH e 9<o'(^')
et FH < F. En effet, comme :

(FH^FH) = H^F^FH = H-̂ F)!!) == H^H == H,
p(FH)FHc ((FH).(FH)-1) (FH)

c FH^FH^FH)) c FHH = FH
et

(FH^FH^^FH)) = (FH)H = FH,

FH est un atlas faible complet, d'après le corollaire 3 de la
proposition 4-3, tel que o(FH) == H. On a a(FH) = a(H);
tout élément de a(FH) étant majoré par un élément de a(F),
la classe a(FH) est compatible. Par conséquent FH e 3ë'(^).
De plus on a les relations :

FH == F(a(F)a(H)) = Fa(H) = Fa(FH)
et

P(FH)F c &(FH)F == ((Fa(H)).(Fa(H))- l)F
= Fa(H)F-lF = Fa(H)a(F) == FH;

l'égalité fff.(h) = ̂ (fv.{h))f, où fe F et A e H , entraînant
Fa(H) c p(FH)F, on obtient : Fa(FH) == FH = j3(FH)F, d'où
FH < F.

— Soit G e 3S6'(a') tel que a{G) == &(F). On a : G. F c GF et

GFc(Gp(F)).(a(G)F) == (Ga(G)).(R(F)F) = G.F,
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i r ' Ï&'i^ F'e3^'(8')'^^"^w^^^
^'..^^•«r^^.).-)-^^-1''»^-'

G- F' = G'(?(F')F) = P(G)(G. Ï ) ,
et . .• r- F- < G F Inv.rs.m.nt »oit K < GJ; d_,pr«
r̂dê a'̂ n^on, on uouv., .(K) <»F),

p..F«(K).W, F^1'.,, a(F)=a(K)•
^^«'(Fi-oC3); „„.

^^•^.^'. ° l )

"rF-tG^.F^^GF^^G.FW-K.

-S^^?^?^^^^^^^^

^S(H% ̂ "(O^H t̂H .̂ -Pa .̂ P————

H==ra(H')a(H");

on obtient : ,,j^ __ TT
H- = a(H")a(H')r - aWH' - a(H")ra(H') - H a(H ) ̂  H

m c a(H")a(H')rH - «^"^^^^ (̂̂ ^«(H^ - H.

'i 1 H est un sous-pseudogroupe Jaible.

•^^y::^-
turé, H'a(H) est faiblement U-58^6-

H'a(H) = ra(H>(H") -H =- a(H)H'

et wa(îy]- == H == -- " ~ , „ .̂  H" Si K est un minorant* »+ H ̂  H' de même H < " • i:31 Iv
entraînent l-l^""0 — „
^p H' et de" H" dans 3^ , on a K < H, car
KHH;K)=H•.H•.K))=H•<H>(K)=H«(K)cH.K,
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et
H a ( K ) c H o ( K ) = K = K;

par conséquent H = H' n H" et 3ë'(^) est un groupoïde
sous-préinductif.

COROLLAIRE. — La classe 3/(^) des sous-classes inductwes
faibles compatibles de ïf (définition 7-2) est le sous-groupoïde
plein saturé par induction de ^ê'(^) dont la classe des unités
est la classe des sous-classes inducti^es faibles compatibles de ^o-

Démonstration. — Soit Fe3/^); on a a(F) = a(F) et
&(F) = p(F) ; les conditions fe F et f e F entraînent

W) = ^ n f e F ,

d'après la proposition 10-2, d'où Fa(F) = Fa(F) == F et
Fe3^'([f). Réciproquement si Fe3ë'(tf), a(F) == a(F) et
fc(F) == jî(F), alors on a /•-Y' e ^o, ff~1 ̂  ̂  pour tout /e F et
tout f eF , donc Fe3/^).

THÉORÈME 2. — Soit ^ un groupoïde sous-préinductif;
le groupoïde 96(V) des atlas faibles complets de ^ (proposition
7-3) est un groupoïde sous-inductif lorsquil est muni de la
relation :

F' < F si, et seulement si, F' c F et F' = Fa(F') = ^(F')F.

Démonstration. — Soient Fe^(^), F'e^(^) et F"e^(tf).
On a : F < F. Si F' < F et F < F', alors F' c F c F', d'où
F' = F. Si F' < F et F" < F', on a : F" c F' c F; les relations :

F" — F"a(F") c Fa(F")
et Fa(F") c (Fa(F"))a(F") c (Fa(F'))a(F") == F'a(F") == F"

entraînent F" = Fa(F"); de même F" = [Î(F")F; donc F" < F
et la relation <€ est une relation d'ordre.

— Soit F un sous-pseudogroupe faible de tf. Montrons que
si F <€ F, F est un sous-pseudogroupe faible de ^. Comme :

a(F) = a(F)a(F) c Fa(F) = F et (S(F) c F,

il résulte de la proposition 6-3 que : F == a(F) = 6(F) e 3i6(tf)o.
Supposons F'<F; alors F' == F.a(F') == (î(F').F, car:

F.a(F')cFa(F') = F'



GROUPOÏDES SOUS-INDUCTIFS '33

et, pour tout f e F', on a : f =/•'. a(/") e F. a(F'). Évidemment :

a(F')ca(F) et a(F') c a(F)a(F'); ;

par ailleurs :

a(F)a(F') = (F-^F)^) c F^F' c (F-^F'^F'
== F'-ip' == a(F')

et par suite: a(F') == a(F)a(F') et a(F')<a(F); de même
6(F')<&(F). Déplus:

Fa(F') = (Fa(F')). (a(F)a(F')) = F'a(F')= F' = &(F')F,
F.a(F /)=F.F- l .p(F').F /=6(F).p(F /).F /=è(F').F /=F /

et, de même, F '==&(F') .F.
— Supposons H<a(F) et montrons que F. H est un atlas

faible complet tel que F. H < F. En effet, on a :

F .HcF.a(F) = F;
puisque :

FH=(Fp(H)).(a(F)H)cF.H,
on a

F.H=FHetp(F .H) (F .H)cp(F) (F .H)=( (3 (F)F)H=FH;
comme

(F. H)-i.(F.H) = H.F-i .F.H == H.a(F).H == H
et

(F.H)((FH)-i.(FH)) = (F.H)Hc F(HH) == FH == F.H,

les conditions du corollaire 3 de la proposition 4-3 sont vérifiées
et FH est un atlas faible complet tel que a(FH) = H. Les
relations :

Fa(H)cFH = F.H == F.(a(F)a(H)) = Fa(H) = Fa(FH)
FH == Fa(H) c p(FH)F

et

P(F.H)Fc6(F.H)F = ((F.H).(F.H)-i)F
c(F.H.F- l)FcF(Ha(F)) == FH

montrent que F. H = Fa(FH) = ?(FH)F, donc F .H<P.
— Soit G e 9ê{if) tel que a(G) = è(F) ; de la relation :

G.FcGFc(Gp(F)).(a(G)F) = G.F,
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on déduit G . F = G F . Supposons G'e3ë(87), a(G') == 6(F'),
F'<F et G'<G; on obtient: G'.F'c (G.F)a(F') et

(G. F)a(F') c G(Fa(F')) = GF' = G(a(G'). F') c G'. F',

c'est-à-dire G'. F' = (G. F)a(F') ; de même G'. F' = (3(G') (G. F)
d'où G'. F' <G.F. Inversement soit K < G . F ; posons;

F' = F . a (K)<F et G' - G . & ( F ' ) < G ;

on a :
G'.F' = G.6(F').F' = G.F.a(K) = K.

Ceci prouve que l'axiome (I) est vérifié dans 96(^).
La relation : H' < H, où H et H' sont des sous-pseudogroupes
faibles, équivaut à :

H' est une composante inductive faible de H.
Par suite toute sous-classe A de 3€{^) majorée par H admet
pour intersection dans 36(iS) la classe intersection (corollaire 2,
proposition 13-2) des sous-pseudogroupes faibles H'e A,
et 3é(if) est un groupoïde sous-inductif d'après le corollaire
de la proposition 5-1.

COROLLAIRE 1. — 3-6'(tf) est un sous-groupoïde saturé par
induction de 36(if) ; muni de la relation d'ordre induite par <Ï6(^),
le groupoïde ^-ê'^) est un groupoïde sous-inductif, que nous
noterons Wf^i}.

COROLLAIRE 2. — 3/^) est un sous-groupoïde saturé par
induction de 3^(iS) ; muni de la relation d'ordre induite par <,
le groupoïde 3/^) est sous-inductif; nous le noterons 3/(^);
^ s'identifie à un sous-groupoïde sous-préinductif de 3y(^),
en identifiant feif à la classe f> des éléments induits par f.

En effet, 3/tf) est évidemment saturé par induction dans
3ë(tf); l'application : f->f> identifie tf à un sous-groupoïde
de 3/(3'6), encore noté ^, qui est stable pour la pseudomulti-
plication puisque :

(^-(^(D. si f^ et ge^.
DÉFINITION 1. — Soit ^ un groupoïde sous-préinductif;

on appelle sous-classe faiblement complète, ou complexe, de ^
une sous-classe de if saturée par induction dans tf et compatible.
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THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde sous-prélocal. La
classe des complexes de ^ est un sous-groupoïde ^f saturé de
3/.(tf) sur lequel les relations <; et <^ induisent la même relation
d'ordre, définie par:

F' <; F si, et seulement si, F/ c F.

îT est la composante inductwe de ^ dans 3y(^) et admet ^
pour base. De plus ^' est un groupoïde local.

Démonstration. — Pour tout f^^, soit f> le complexe
des éléments induits par f. Soient F e ̂ ' et F' e 3/tf) ; la
relation F'< F entraîne: F' = Fa(F') c F, d'où F'< F$
comme fe=(fé?)a(f)ŒFa(F')=F', où f e F' et <?<a(f),
F' est un complexe; ainsi tf' est saturé par induction dansw

— Soit F'e^' et F 'cF; on a F'cFa(F'); si f e F et
si feF ' , la relation fff.{f)=fnf entraîne /a(f)eF' ,
puisque F' est saturé par induction, d'où F' < F. Par suite
les relations < et < induisent sur ^/ la même relation, à
savoir: F 'cF; de plus Ï S ' est un groupoïde inductif, dans
lequel l'intersection d'une classe A de complexes est la classe
intersection des G e= A.

— Soit F«=^) et a (F)e t f ' ; puisque:

fe = fW)e) e Fa(F) = F,

où fe F et e<^w.(f), F est un complexe. Donc ^f est un sous-
groupoïde saturé de 3y(^).

— Pour tout F es y et tout /*e F, le complexe f> est contenu
dans F et F est un majorant de la classe F> des /l> e y", où
/*<=F; soit K un autre majorant de F> dans 3j(^); des rela-
tions : f> = Ka(/*)>, il résulte F= Ka(F) < K, et F est l'agrégat
de la classe F^ Donc ^ est une base de tf'.

— Soit A une sous-classe de ^o admettant un sous-agrégat E'
dans 3/(^) ; tout complexe E e A est contenu dans la classe
des éléments induits des éléments de E'; par suite la classe E"
réunion des classes E e A est compatible et c'est un complexe,
qui est l'agrégat de A dans ^'. Des relations E = E'E c E'E",
on déduit E"cE'E"; par ailleurs E'E" c E", puisque E" est
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saturé par induction; donc E" == E'E" et E^^E'; par
conséquent E' == E". Comme ^' est saturé dans 3y{^), ceci
entraîne que (Sf est la composante inductive de if dans 3y(^).
Enfin si B e ^o, on a :

U A n B = I J ( E n B )
EeA

et Faxiome (D) est vérifié dans iT.

Remarque. — Soient f et g deux éléments de ^ admettant h
pour sous-agrégat dans ^; alors f et g sont compatibles;
dans tf' les complexes f> et ^> ont pour agrégat la classe réunion
de />> et g> ; cette classe est différente de la classe ̂ .

THÉORÈME 4. — Soit tf un groupoïde sous-prélocal; le
groupoïde *A/(^) des atlas complets propres de ^ (proposition
9-3) est un groupoïde sous - préinductif lorsqu^il est muni
de la relation :

F' < F si, et seulement si, F' == Fa(F') = (3(F')F.

Démonstration. — Pour tout Fe«A/(^), nous désignerons
par Fi une base de F saturée par induction dans F et telle que
a(Fi) et P(Fi) soient des classes compatibles; si F' <; F, on
choisira pour F[ la classe des éléments induits des éléments
de Fi sur o^F^, c'est-à-dire F^F').

— On a: F==Fa(F)==p(F)F; si F'<¥ et F<F', on trouve :

F' == Fo(F7) = Fla(Fi)a(FO = F, a(F,)a(Fi) = F7a(F)- = F;

si F' < F et F" < F', les relations :

Fo(F") = Fa(F'a(F")) == F(o(F>(F^
= Fia(F,)a(FÏ) = F'a(F") == F"

et, de même : (Î(F")F = F", entraînent F" < F. Ainsi la rela-
tion <; est une relation d'ordre.

— Supposons F <; F, où F est un sous-pseudogroupe propre
de ÏC; comme

F = Fa(F) et a(F) c a(F)a(F) c Fa(F) = F,

il résulte de la proposition 10-3 que l'on a : 5(F)cFca(F) ;
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de même (Î(F) c F et a (F )cFc5 (F )$ d'où F=a(F) est un
sous-pseudogroupe propre.

— Supposons F' < F; puisque :

a(F') = F'-^F'^ F^FOFi = F^Fi
= Fr^F^FO == a(F)a(F') =a(F)a(a(F)),

on trouve a(F') < a(F)$ de même 5(F') < 5(F).
— Supposons H < a(F) et montrons que FH est un atlas

complet tel que FH < F et a(FH) = H. En effet, on a :

a(FH) c a(F)a(H) c a(F^) (a(F,)a(Hi))
== a(Fi)a(Fi)a(Hi) - a(Fi)a(H,) = H

et

((FH)H)-^(FH)H) = H^Fr^H.H, _________
== H,a(F,)Hi = a(Hi)a(F,)a(H,) == H,

de sorte que, d'après le corollaire 1 de la proposition 8-3,

(FH)H = FiH^Hi = FH

est un atlas complet pour lequel a(FH) == H. De plus, comme

FH== Fia(Fi)a(Hi) == Fa(H) = Fa(FH);
FÎÎ== Fa(H) c (î(FH)F

et

P(FH)F c FiHiFr1^ = FiHia(Fi) = F.H, = FH,

on obtient : FH < F.
— Supposons Go F et G'oF' définis dans Jlo'(^), G'<G et

F' < F. Nous avons déjà démontré (proposition 9-3) que
G.F = GF. Comme la classe E, intersection de a(Gi) et de
(3(Fi) où Fi et GI sont des bases propres saturées par induction
de F et G, est une base de a(G), les classes EFi et GiE sont
aussi des bases de F et G; c'est de telles bases que nous nous
servirons dans la suite de la démonstration. Les relations :

G' o F' = (G^G^^F^F) = G,a(GOp(FQF3^^l;^1l)1-!

= GiF' = GiFia(F,) == (GoF)a(F')
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et, pour la même raison, G'o F' = p(G') (G o F) entraînent
G' o F' <; G o F. Inversement, soit K<< G o F; d'après ce qui
précède, on a : a(K) < a(F),

F' = Fa(K) == Fa(K) < F; G' = G6(F') < G;
5(F') = a(G')

et G' o F' < G o F ; par ailleurs :

G' o F' = (G6(FQ)Fi = GF' = G^{K^) = (G o F)a(K) = K.
Donc l'axiome (I) est vérifié dans Jk'(^).

— Supposons H' <; F, et H" <; F, où F est un sous-pseudo-
groupe propre de ^. Posons : H == [\a(Hi)a(HÏ), où I\, Hi
et Hï sont des bases telles que la classe réunion de a([\),
a(Hi) et a(H^) soit compatible. On trouve :

H-i = a(HOa(HO[\ = a(H")H' - ̂ îî'^(îî[)
== H"a(H') = ria(HÏ)a(HO = H

et

HH = a(HÏ)H,Hi = a(HQ (^ïî[)r,)îî, = a(HOa(HQHi = H.

Par suite H est un sous-pseudogroupe. Des conditions :

H'a(H) == r,a(HQa(H,) = r,a(H,)a(H,)a(HÏ)a(l\)
= r,a(HQa(HÏ) = H

et, de même, H"a(H) = H, on déduit H < H' et H < H".
Si K est un autre minorant de H' et de H" on a :

K = H'a(K) = H,a(HÏ)a(Ki) = Ha(K),

où KI désigne une base de K telle que la classe réunion de a(K.i)
et de a(ri) soit compatible, d'où K <; H. Par conséquent
H == H' n H" dans <A/(tf) et A/(tf) est un groupoïde sous-
préinductif.

COROLLAIRE. — La sous-classe 3(tf) de Jb'(^) formée des
sous-classes inducti^es de ^ admettant une base compatible
est un sous-groupoïde plein saturé par induction de A)'(tf).

En effet, on a F e 3(^f) si, et seulement si, F est un atlas
complet propre tel que a(F) et 6(F) soient resp. les sous-classes
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inductives de if engendrées par a(F) et (3(F). Par suite la
classe des unités de 3(if) est la classe des sous-classes inductives
de 97 admettant pour base une sous-classe compatible de ^o5
elle est saturée par induction dans <A>'(^), puisque F' <; E,
où Ee3(tf)o, entraîne que F' admet la classe Ea(Fi)c^o
pour base.

THÉORÈME 5. — Soit ^ un groupoïde sous-prélocal; le
groupoïde Jb(^) des atlas complets de ^ (proposition 9-3)
est un groupoïde sous-inductif lorsqu9 il est muni de la relation:

F' <^ F si, et seulement si, F' c F
et F' = Fa(F') == p(F')F.

Démonstration. — Montrons que la relation F' <^ F est
équivalente à

F' c F et F' = Fa(F') == (î(F')F,

c'est-à-dire F' < F dans 3ë(^) (théorème 3). En effet, soient
FeJb(^) et F'eA)^). Si F'< F, on a F'c Fa(F') c F', d'où
F'==Fa(F ' ) ; de même F' == p(F')F. Inversement, si F'c F
et F' = Fa(F') == (Î(F')F, on a :

F' == F' = Fa(F') == ^(F')F.

Il en résulte que la relation < est une relation d'ordre, que, si
F' <€ F, on a aussi :

F'= F.a(F') == (Î(F').F

et qu'un élément F de A^) est majoré par un pseudogroupe F
si, et seulement si, F est une composante inductive de F.
Par suite toute sous-classe majorée A de Jlo(^)o admet pour
intersection dans Ao(tf) la classe intersection des H <= A. Si
F' < F dans Jb(^), on_a_a(F') < a(F) dans ^), donc
a(F')ca(F) et ^(F7) == a(F)a(F'), d'où

a(F') = a(F)a(a(F')) < a(F).
De même 5(F') < 5(F).

— Soit H < a(F) ; puisque H est saturé par induction dans
a(F), on a :

Ha(F)cH, d'où FH c (Fa(H)).(a(F)H) c F. H;
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on en déduit :

F H = F . H ; p ( F H ) ( F . H ) = p ( F ) ( F . H ) c F H = F . H ;
(F.H)-1.(F.H) = H.F^.F.H^ H . a ( F ) . H = H ,

d'où:

(FH^FH) = H et (FH) ((FH-^FH))
c (F .H) HcF(HH)=FH.

Ainsi les conditions du corollaire 2 de la proposition 8-3
sont vérifiées et F. H est atlas complet tel que a(FH) = H;
de plus on trouve :

Fo(H)cFH= F.(a(F).a(H))cFa(H) =Fa(FH);
FH= Fa(H)cp(FH)F

et
^Fï^Fc^F.H^F.H^F^F.H.F-^Fc FÏ^Ho^^F^

donc

FH == p(FH)F == Fa(FH) et FH < F dans Jb(tf).

— Soit GeA^), a(G)==5(F); l'atlas complet Go F admet

GF= (G^(F)) .(a(G)F)=G.F

pour base; soient G' < G, F' < F et a(G') = 5(F') ; on obtient :

G'TF7 c(G.F)a(G'.F') c(G.F)a(F')
et ______ ______ __ ______

(G.F)a(F')cG(Fa(F')) = GF'c(G?(F^)F' ___
= (Ga(G'))F' = G'F',

c'est-à-dire G'oF' == (GoF)a(F'); de même

G'oF'=p(G') (Go F), d'où G ' o F ' < G o F .

Inversement si K < G o F on a, à l'aide d'un raisonnement
analogue à celui utilisé dans le théorème 3,

F'= Fa(K) =F.a(K) < F;
G' = Gfc(F') < G et G' o F' < Go F.
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Enfin :

G'oF' == (G.p(F')).(F.a(K)) = (GoF).a(K) = K.

Par conséquent Jb(^) est un groupoïde sous-inductif.

COROLLAIRE 1. — Jk(^) admet JI</(Ï) comme sous-groupoïde
saturé par induction; muni de la relation <€? A'(^) est un
groupoïde sous-inductif que nous désignerons par Jb'^).

THÉORÈME 6. — 3(^) (corollaire du théorème 4) muni de la
relation <$ est un groupoïde inductif, que nous noterons J(^).

Démonstration. — 3(if) est saturé par induction dans ^o(^),
donc est un groupoïde sous-inductif. Il suffit de montrer qu'il
est préinductif, car il en résultera qu'il est inductif. Soient
F'e3(^) et Fe3(^). Supposons F'c F saturé par induction
dans F$ on a F'cFa(F'); soit Fi une base de F formée par
une sous-classe compatible saturée par induction dans F$
la classe F[ intersection de F' et de F^ est une base de F';
si f e Fi et fe Fi, on a :

W)=fnf=^nf<f\

d'où fx(f) e F' etJFo(F^) = F^FQ c F' ; par suite F' = Fa(F') ;
de même F'==p(F')F et F'< F. — Supposons F" e J(^) et
montrons que F' et F" admettent pour intersection dans 3(ïf)
la classe G des g tels que geF', g e F" et ga(F') == ga(F").
Soient f e F', g e G et f < g; la relation

f-^O^^F'QcF"
entraîne :

fa(F') c g«')a(F')) c ga(F') = g^F") = F",
d'où:

fa(F') c fa(fa(F')) c f'^F") c fa(F')

et f e G. Soit B une sous-classe de G admettant un sous-agrégat
b; comme ba{f) e (J (Ba(/")) c F", on a :

&a(f) = &a(6a(f)) e 6a(F"),

donc b e G. Soient Fi et V[ des bases compatibles de F' et F",
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saturées par induction resp. dans F' et dans F". Si g e G,

il existe A'c F, et A" c ¥ ' , telles que g==UA '=UA^
9

on en déduit g === 1 j A, où A est la classe des f n /*", où f e A'
et /*" e A". Ainsi G admet pour base la classe Gi des éléments
/" n /*", où f e Fi et f e Fï, qui est compatible en vertu de la
proposition 11-2; donc G G 3(^) et, G étant saturé par induction
dans F' et F", on a G < F' et G < F". Si K est un minorant
de F' et F", on a, puisque K = F'a(K) = F ' .a(K)cF":

Ka(F') == (F'.a(K))a(F')cF'a(K) = KcF";

il en résulte, si k s K, f e F' et si /ca(/") est défini:

/ca(/> ')=/ca(/ca(/•'))e/ca(F / /);

de même /ca(F") c /ca(F'), et par suite K c G et KcGa(K) ;
de plus :

Ga(K) c F'a(K) = K, d'où K = Ga(K).

On en déduit que K < G et que G est l'intersection de F'
et de F" dans le groupoïde inductif 3(tf).

DÉFINITION 2. — Soit J(o une classe sous-préinducti^e ;
on appelle paratopologie de Jb ou sur a e Jb une sous-classe
inductwe faible de <A) admettant a pour plus grand élément.

THÉORÈME 7. — Soit t3(tf) la classe des paratopologies sur
un groupoïde sous-prélocal t f ; alors S(^) est un sous-groupoïde
sous-préinductif saturé de 3/tf) et de 3/(^). Si iS est sous-local,
S^) est un groupoïde sous-inductif pour la relation <^, et ïf
en est un sous-pseudogroupe faible saturé par induction.

Démonstration. — Soit T une paratopologie sur ( < = ^ ;
alors a(T) et p(T) sont des paratopologies sur a(() et sur p(()
et T s'identifie au triplet (^(T), t, a(T)). Montrons que S(^)
est un sous-groupoïde saturé de 3j-(^) ; soit F <= 3/^) tel que
a (F) soit une paratopologie sur e\ il existe f e F tel que
a(/-) = e. Si f e F, on a a(f) < e, d'où f - ra(/1) = f n f< ̂
et F est une paratopologie ([Î(F), /*, a(F)) sur /*. Soient T' et T"
deux paratopologies sur t' et t" resp. majorées par T dans
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^)_alors T_nT_est une paratopologie sur t ' n t " , puisque
1 0 1 — ^«(1 )«(! ) d après le théorème 1, et que TafDafT^contient : ^ \ / \ /

ta^XF) = ('a((") = t' n (ff.

Pour toute paratopologie E sur e telle que E < a(T) (resp
E < a(T)), TE est une paratopologie sur te. Ainsi S(îf) est
un sous-groupoïde sous-préinductif de 3j{if) (resp. de J/^))

— Supposons if sous-local; soit A une classe de paratopo-
logies T' sur (/ majorée par T dans 3,(if) ; la classe des éléments
t admet un (-agrégat.C e T ; soit T' la classe des éléments
J e i tels que / < ( ; T est une paratopologie sur ("; comme :

T' c T'aCT) c Ta(T') = T', et de même T' = p(T')TW,

T" majore T'e A. Soit M<T une paratopologie sur m
majorant A; on a T < M, d'où t' < m < t et t" < m. Par
suite ^

T'^^T^mafrQcMafr);

inversement, si /-s T", on a mx(f) == fy.tm) = fe T' de sorte
que Ma_p = T" .de même T- J^T^M, c'estidire T^ M
Ainsi r est le T-agrégat de A dans S(^) et W est un
groupoïde inductif. ' /

— tf s'identifie à un sous-groupoïde de ^if), en identifiant
f. J avec le complexe f>. Si T < /•, T est saturé par induction
dans />, donc T - (> et T. if. Par suite if est saturé par
induction dans S(^). p

Remarque. — La congrégation d'une sous-classe de Sftf)

tt^d^^ généralement P- la mê- <î- sa congréga-

5. COMPLÉIÏON DES GROUPOÎDES PRÉLOCAUX

Nous allons considérer plus particulièrement dans ce S
le cas ou if est un groupoïde prélocal. Alors JbW) == jfcm
et le sous-groupoïde 3(if) de Jfc(^) (corollaire du théorème 4-4
est la classe de toutes les sous-classes inductives compatibles
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THÉORÈME 1. — Si if est un groupoïde prélocal, 3 (if) est
un groupoïde inductif (pour la relation <).

Démonstration, — D'après le corollaire 2 du théorème 4-4,
3(^) est un sous-groupoïde saturé par induction de Jl)(tf),
donc un groupoïde sous-inductif pour l'ordre induit. Nous
allons montrer que c'est aussi un groupoïde préinductif,
d'où résultera qu'il est inductif. Pour que l'on ait : F' < F
dans 3(iS), il faut et il suffit que F' = Fa(F'); en effet cette
condition est nécessaire; si elle est vérifiée, F' est contenu
dans la sous-classe inductive saturée par induction engendrée
par F; par suite deux éléments f e F et/1' e F' sont compatibles,
c'est-à-dire :_ w} - f n r = mfe P(F')F-
d'où P(F')F = F' et F' < F. Soient F et G deux éléments
de 3(^), H la classe des f n g, où f e F et g e= G; montrons que H
est l'intersection de F et G dans 3(^). Comme H est contenu
dans la classe saturée par induction déduite de F, c'est une
classe compatible, et H est base d'une sous-classe inductive H$
pour tout h e H, on a :

h == f n g = /a(A) e: Fa(H).

Inversement, si f e F et h e H, on trouve : h == f n g et
f'^h)=f^fng)=(rnf)ng^tl.

Donc H = Fa(H) et H < F ; de même H < G. Soit K un
minorant de F et G dans 3(9') ; alors K admet pour base la
classe des éléments :

ki = /*a(/c) n ga(/c'), où k s K et k' e K;

puisque k^ = (f n g')a(A'i), on a K c Ha(K); par ailleurs :
(/•ng)a(/c) = /a(/c) n ga(/c) e K,

d'où Ha(K) c^K. On en déduit K == Ha(K) et K < H. Ceci
prouve que H est l'intersection de F et G dans 3(^) et que
3(^) est un groupoïde inductif.

COROLLAIRE. — if s^identifie à un sous-groupoïde de 3(tf)
stable pour la pseudomultiplication. Si ^ est local, ^ s^ identifie
à un sous-pseudogroupe faible de 3(^), saturé par induction.
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Démonstration. — L'application : f—>f>, où fe tf, identifie ^
à une sous-classe de 3(^), que nous noterons encore if. Des
relations :

<n=w}?, w = (P ,̂ "(gT )̂ == (g ,̂
on déduit que ^ est un sous-groupoïde de 3(tf), stable pour
la pseudomultiplication. — Supposons if local; si F e 3(^) et
F <; />>, comme on a F = (/^afF), F est saturé par induction
dans if et F est majoré par f dans if. Donc F admet un agrégat
dans ^ et F == (UF)^ Ainsi if est saturé par induction dans
w

Remarque. — Une démonstration analogue à celle du théo-
rème 1 montre que, si if est un groupoïde prélocal, alors
3f{if) (corollaire 2, théorème 2-4) est un groupoïde inductif.

DÉFINITION 1. — Soit if un groupoïde préinductif : on appelle
sous-classe complète de if une sous-classe inducti^e de if qui
est compatible et saturée par induction.

Si F est une sous-classe compatible de if, alors l'intersec-
tion des sous-classes complètes qui contiennent F est appelée
sous-classe complète engendrée par F dans if.

PROPOSITION 1. — Soit if un groupoïde prélocal', la sous-
classe complète engendrée par une sous-classe compatible F
de if est la sous-classe inductwe F' engendrée dans ^ par la
classe Fi des éléments induits des éléments de F, et F' admet F^
pour base.

En effet, d'après le corollaire 2 de la proposition 12-2, [2]
la sous-classe inductive F' engendrée par F^ est saturée par
induction. D'après les propositions 13-2, [2] et 11-2, F^ et F'
sont compatibles, donc F' est la sous-classe complète engendrée
par F.

COROLLAIRE. — Si F est saturée par induction^ la sous-classe
complète engendrée par F dans if est identique à la sous-classe
inductive engendrée par F dans if.

PROPOSITION 2. — Soit if un groupoïde prélocal'y la
sous-classe if du groupoïde préinductif 3(if) (théorème \.)
formée par les sous-classes complètes de if est un sous-pseudo-
groupe faible de 3{if) saturé par induction et admettant if
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pour base. De plus if est un groupoïde local pour l'ordre induit
par 3{if).

Démonstration. — Si F et G sont des sous-classes complètes
de if, les sous-classes a(F), [^(F), F"1 et GF sont saturées par
induction, donc appartiennent à tf, et if est un sous-grou-
poïde de 3(if) stable pour la pseudomultiplication et contenant
if. Soit H un élément de 3(if) qui est majoré par un élément F
de if; puisque H = Fa(H), la classe H admet pour base la
classe des éléments /a(A), où fe F et h e H; cette base étant
saturée par induction, H est aussi saturé par induction d'après
le corollaire 3 de la proposition 12-2, 1 [2], donc He if et if
est saturé par induction dans 3(if). Il en résulte que if est un
sous-pseudogroupe faible de 3(it). Soient Feif et G e ^ f ; si
F == Ga(F), F admet pour base la classe des éléments gv-(f),
où g f= G et /*e F; comme G est saturé par induction, ga(/*) e G
et F est une sous-classe de G. Inversement si F est une sous-
classe de G, on a F c Ga(F) ; pour tout g e G et f e F la relation :
ga(/*) == g n /e F entraîne Ga(F) c F. Donc la relation d'ordre
dans if est équivalente à la relation :

F <; G si, et seulement si, F est une sous-classe de G.

— L'agrégat d'une sous-classe A de if majorée est la sous-
classe inductive engendrée par la classe des f tels que f^ F et
F e A. Par conséquent tout élément G de if est l'agrégat dans if
de la sous-classe de if formée des g e G et if est une base de if.
Enfin, si B est une sous-classe de ifç et E e ^o, les classes (UB)E
e t [ J (E'E) admettent pour base la classe des éléments e'o, où

E'eB
e e E' et e e E, d'où (UB)E = \^J (E'E) ; par suite l'axiome (D)
est vérifié. ^^

COROLLAIRE. — 3(if) est une extension inessentielle ((T; 3(if))
de if, où a- est un fondeur de 3(if) vers if compatible avec la
pseudomultiplication et l'intersection; if est un groupoïde
quotient de 3(if) (définitions 5-1, III [1] et 10-2, 1 [1J).

En effet, soit Œ l'application qui associe à F e 3(^) la sous-
classe complète F engendrée par F dans if. Si G e 3(^), les
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classes o-(GF) et o-(G)o-(F) admettent pour base la classe
des éléments e'gfe, où e^if^, ^'^o? g e G et /'es F; donc
o-(GF) == (T(G)o-(F). La classe cr(G n F) admet pour base la
classe des éléments (g n f)e et la classe o-(G) n o-(F) admet pour
base la classe des éléments

(ge n fe) = (g n />)^', d'où Œ(G n F) = Œ(G) n Œ(F).

L'injection canonique i de ^ dans 3(^) est un foncteur
section relativement à a- (définition 2-2, I [1]) et ^ est un
groupoïde quotient de 3(if) d'après la proposition 10-1, I [1].

DÉFINITION 2. — Un groupoïde inductif if est dit (^relative-
ment̂ ) complet si toute sous-classe complète F de if Cjbelle que
Ua(F) et U[Î(F) existent^) admet un agrégat dans if.

Un sous-pseudogroupe d'un groupoïde inductif (^relative-
ment^) complet est un groupoïde (^relativement^) complet pour
la structure d'ordre induite, mais un sous-pseudogroupe
faible peut ne pas être ("relativement^) complet.

Remarques. — 1) Soit if' un sous-pseudogroupe faible
du pseudogroupe if tel que if' contienne l'agrégat de toute
sous-classe F de if' majorée dans if et telle que a(F) et ^(F)
soient majorés dans ifo. Cette condition peut être vérifiée
sans que ^' soit un sous-pseudogroupe de ^.

2) Soit y" un sous-pseudogroupe faible de if tel que toute
classe compatible F de ^' pour laquelle a(F) est majoré
dans ifo admette un agrégat dans if', ceci peut arriver sans
que if ni ^' ne soient relativement complets.

THÉORÈME 2 {de complétion). — Soit iS un groupoïde prélocal.
Le groupoïde local if. (proposition 2) est complet et caractérisé
à une équivalence près par la condition (C) suivante (6) :

(C) Si ït est un groupoïde local complet dont if est une base,
Vinjection canonique de if dans S étant compatible avec l'agréga-
tion, il existe un foncteur ^ de if sur S dont la restriction à if est
Videntité et qui est compatible avec V agrégation.

Démonstration. — Soit B une sous-classe compatible de if',
la classe des f <= if tels que f e F, F e B est compatible dans if

(6) Pour une caractérisation plus canonique de 9', voir [3].
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et la sous-classe complète qu'elle engendre dans ^ est l'agrégat
de B dans tf; donc if est complet. Montrons que if est carac-
térisé par la condition (C). En effet, soit F € = ^ ; la sous-classe
complète F de ^ est une sous-classe compatible dans ï, car :
Soient f et g deux éléments de F; désignons par f n g et /T | g
leurs intersections dans ^ et ï respectivement. On a S

f^g<fr\g'
s

Puisque tf est une base de S, il existe une sous-classe H de
s

de ïf telle que f\\ g == [ J H; pour tout À <= H, on a A < /*et
s s

A< g, d'où h<ifn g e t i J H<</*n g^il en résulte fn g :=/*[ |g .
S

Donc la classe F admet un agrégat dans 2; soit TT l'application
- 1 s!qui associe à F e ̂  l'agrégat [ J F de la sous-classe F dans S.

Soit A une sous-classe de ^ majorée; alors UA est la classe
complète A' engendrée dans ^ par la classe A" des éléments f
tels que f e F et F e A. On a :

v v

^UA^U^-U^-
s

Puisque IT;(F) == [ J F, on trouve :

ù^-LKu^ù^1 Tl

FeA F6A

Donc il est compatible avec l'agrégation. — Soit ^' un grou-
poïde local vérifiant la condition (C) ; il existe aussi un foncteur
^ de ^' sur ïf compatible avec l'agrégation et se réduisant à

_ ^
l'identité sur 97. Soit f e ̂ '; on a : f == |̂ J F, où F est une
sous-classe de if. Par hypothèse : —

^'(f) = U^'(F) = UF et T:W)) == ^(UF) = LJ F ==f;

de même TC'TC === identité; donc TC' == Tc~1 et 11 est une équiva-
lence de ^ sur '̂.
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COROLLAIRE. — II existe un fondeur section y relativement
à Ti: et S est un groupoïde quotient de if.

Démonstration. — Soit /*'e S et soit F' la sous-classe de if
S

formée des éléments ftels que f<^f/ dans S. On a />/== [ J F'.
La sous-classe F' est une sous-classe inductive de if saturée
par induction; puisque F' est majorée dans S, elle est compa-
tible dans S. A fortiori elle est aussi compatible dans if.
Donc F' est une sous-classe complète de if. Soit 9 l'application
qui associe F' e= if à /*' e S. Soient f s Ï J , g ' e S et g'./*' défini;
posons G'==9(g') . G'oF' est défini et G'oF' c 9(g'/"); un
élément de if majoré dans S par g'./"' est de la forme g./*; par
conséquent G'. F' == ç^g'./*') et 9 est un foncteur de 2 vers if.

S
De plus pour tout /" e S, on a : ̂ (f)) = ^(F') = (J F' = f,
ce qui montre que 9 est un foncteur section relativement
à it et, d'après la proposition 10-1, 1 [l], que ^ est un grou-
poïde quotient de if. Remarquons que y est compatible
avec l'ordre dans ïi et if mais non avec l'agrégation.

THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde prélocal et soit if le
sous-pseudogroupe faible de if engendré par if dans le pseudo-

— v

groupe if du théorème 2; alors if est un groupoïde local carac-
v

térisé à une équivalence près par la condition (C) suivante:

(C} Si ïj est un groupoïde local contenant tf et tel que le
v v

sous-pseudogroupe faible engendré par ^ dans Ïà soit H, l^ injec-
tion canonique de ̂  dans ï étant compatible avec V'agrégation^ alors
il existe un fondeur ï de if sur ^ dont la restriction à if est

v

l^identité et tel que, pour toute sous-classe B de if admettant un
agrégat dans if, on ait: îi:(UB) == U^B).

Démonstration. — if est le sous-groupoïde de if formé
des sous-classes complètes de if majorées dans if. Soit ïi
un groupoïde local vérifiant (C) et soit ï le groupoïde obtenu
par complétion de H; d'après le théorème 2, S contient ïi
comme sous-pseudogroupe faible et il existe un foncteur ic
de if sur S. Soit TT la restriction de TT à if', si F e if, alors îc(F)
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est l'agrégat dans S de la sous-classe F de if majorée par f^if,
donc appartient au sous-pseudogroupe faible ^ de S et ^{if) c S.
La fin de la démonstration du théorème 2 et celle de son corol-
laire s'appliquent en remplaçant -n; par TT, S par S et if par &.
Par suite :

COROLLAIRE 1. — Si if est un groupoïde local, alors ïf
s9 identifie à if.

COROLLAIRE 2. — II existe un foncteur $ section relativementv y *
d TT et ïj est un groupoïde quotient de if.

THÉORÈME 4. — Soit if un groupoïde local et soit if le
sous-groupoïde plein de if ayant ^o comme classe des unités;
alors if est un groupoïde local relativement complet caractérisé à
une équivalence près par la condition ((î) suivante:

(C) Si ïi est un groupoïde local relativement complet conte-
nant if comme base et tel que ïio soit identique à ifo, alors il
existe un foncteur ï. de if sur H dont la restriction à if est l9 iden-
tité et qui est compatible avec l9 agrégation.

Démonstration. — if étant saturé par induction est un sous-
pseudogroupe faible de if. Si À est une sous-classe compatible
de if dont les classes d'unités à droite et à gauche sont majorées
dans ify == ifo, alors la sous-classe complète ~K engendrée
par la classe A des éléments f de if tels que /*€= F et F e À
est telle que a(A) et ?(A) soient des sous-classes majorées
dans ^o; donc a(î)e^o, p(î) e if^ X appartient à îf et
l'agrégat de À dans if est A. Ainsi if est un groupoïde local
relativement complet. Si à est un groupoïde relativement
complet contenant if comme base et tel que $0 solt ég^ à ify,
on peut compléter ^ en un groupoïde local complet 2 et TC est
la restriction à if du foncteur TT de if sur S; on a îc(^) == ÎI.
La démonstration se termine comme celle du théorème 2.

COROLLAIRE 1. — Si if est complet, on a if == if.

COROLLAIRE 2. — II existe un fondeur y section relativement
à î. et X est un groupoïde quotient de if.
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PROPOSITION 3. — Soit if un groupoïde local et soit S la
composante de if dans if-, alors S est un élargissement de if
et un sous-pseudogroupe faible de if saturé par induction;
de plus toute sous-classe compatible ¥ de if telle que a(F) ou
P(F) admette un agrégat dans if admet un agrégat dans if.

Démonstration. — ^ est le sous-groupoïde de if engendré
par la classe des éléments F de if tels que a(F) appartienne
à ^o. Alors ^o es^ formé des sous-classes complètes E' de ifç
telles qu'il existe F' e ̂ aveca(F') e ̂  et (ï(F') == E'. Pour tout
E^. on a |(EF'')==Ep(F')=ËE' et a('EF') < a(F'), d'où
a(EF')€=^, EF'e^ et EE'e^. Ainsi ^ est saturé par
induction. Puisque if est plein dans if, il est saturé par induc-
tion dans if. Donc if est un sous-pseudogroupe faible de if
contenant if comme sous-pseudogroupe faible. Toute sous-
classe compatible F de if telle que a(F) ou (3(F) admette
un agrégat dans ifo admet F e if comme agrégat, où F est la
sous-classe complète de if engendrée par F.

DÉFINITION 3. — Une sous-classe complète F Sun groupoïde
local if est dite réductible s9 il existe deux sous-classes complètes
Fi et Fg strictement contenues dans F et dont l9 agrégat dans if est F.
Une classe qui nest pas réductible est dite irréductible.

Pour qu'une sous-classe F de if soit irréductible, il faut et il
suffit que, quelles que soient les deux sous-classes complètes
Fi et Fg strictement contenues dans F, la sous-classe complète
engendrée par la classe réunion de Fi et Fg soit strictement
contenue dans F.

PROPOSITION 4. — Soit if un groupoïde local. La classe des
sous-classes complètes irréductibles de if forme un sous-grou-
poïde if plein saturé de if.

Démonstration. — Soit F une sous-classe irréductible de if
et soient Ei et Eg deux sous-classes complètes strictement
contenues dans a(F). Soit Fi == FEi la sous-classe de F ayant
pour éléments les f tels que (x.{f) e Ei ; cette sous-classe est
une sous-classe complète de F; en effet, Fi est saturé par induc-
tion; d'autre part, si F7 est une sous-classe de Fi admettant
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un agrégat, on a a(UF') = Ua(F') e E^, d'où UF'eFi.
De même la sous-classe Fg == FEa est une sous-classe complète.
Supposons que l'on ait E^ u Eg = a(F). Alors pour tout /*e F
on a a(/*) === (UE^) u (UEg), où E^ et Ea sont des sous-classes de
EI et Eg respectivement. C'est-à-dire a(/*) ==== ei u e^ où
^ === UEi' e F», i = 1, 2. Donc /*=== /î?i u /^a et par suite
F = Fi u Fg dans tf, ce qui est contraire à l'irréductibilité
de F. Ainsi a(F) et ^(F) sont irréductibles. Inversement si F
est réductible, il existe deux sous-classes complètes Fi et Fa
strictement contenues dans F et telles que, dans tf, on ait
Fi u Fg == F; comme a(Fi) u a(Fa) == a(F) et comme a(Fi) et
a(F2) sont strictement contenues dans a(F), la classe a(F)
est rédutible. Donc if est un sous-groupoïde plein saturé
dans .̂

o
Remarques. — 1) Pour que feif appartienne à ^, il faut

et il suffit que la sous-classe f> soit irréductible; puisque toute
sous-classe complète contenue dans f> appartient à ^, f> est
réductible si, et seulement si, f est l'agrégat d'un ensemble
fini d'éléments de if.

0 —

2) En général ^ n'est pas un sous-pseudogroupe faible de ^,
car la sous-classe complète engendrée par une réunion de
sous-classes irréductibles contenues dans une classe irréduc-
tible n'est pas toujours irréductible.

3) La considération des classes irréductibles conduit à une
théorie de la complétion des groupoïdes inductifs analogue
à la théorie des « bouts » dans les espaces topologiques.

6. GROUPOIDE DES FILTRES

Soit Jb une classe sous-préinductive.

DÉFINITION 1. — On appelle base de filtre sur A) une sous-
classe non vide B de Jb telle que, pour tout b <= B et tout V e B,
il existe b" e B satisfaisant à : 6" < b et &" <^ V.

On appelle filtre sur A) une sous-classe F de AQ qui est une base
de filtre et qui, pour tout fe F, contient tout majorant de f dans Jb.

Si un filtre sur Jb contient le 0 de Jo, il contient tout élément
de Jfc$ ce filtre sera appelé filtre trivial de A).
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Soit F un filtre sur Jb; soient fe F et f <= F deux éléments
tels que f n f soit défini ; comme il existe /*" e F tel que f" << f et
/ t / /</ t /? on a /*"</*n /*' e F; par suite la classe obtenue en
adjoignant à F le 0 de Jb, que nous désignerons par F4", est
une sous-classe inductive de Jlo.

DÉFINITION 2. — OTZ appelle quasi-Çbase de^ filtre sur Jfc
une sous-classe de Jb contenant 0 ^ cîon( Za classe des éléments
différents de 0 e^ '̂cfo ou ̂  unÇjs base de^) filtre sur Jb.

PROPOSITION 1. — iSo^ B une (^quasi-^base de filtre sur Jb;
la classe F ayant pour éléments ÇO eQ les majorants des éléments
de B (^différents de 0^) <?^ un (^quasi-^filtre appelé (^quasi-^)
filtre engendré par B dans Jb, ou Çquasi-^filtre de ^quasi-^
base B.

PROPOSITION 2. — Soit B une quasi-base de filtre sur Jb
qui est une base d'une partie sous-inducti^e B. Alors B est une
quasi-base du quasi-filtre F engendré par B dans .A).

Remarque. — En général, une quasi-base de filtre n'est
pas une base du quasi-filtre correspondant, considéré comme
une sous-classe inductive de J(o. Si F est un quasi-filtre, alors F
est une sous-classe inductive dont toute base est une quasi-base
de filtre.

PROPOSITION 3. — Soient B,, où i = 1, 2, deux quasi-bases
de filtres sur A); pour que les quasi-filtres engendrés par B;
soient identiques, il faut et il suffit que, pour tout bi e B^, il
existe bj e Bj tel que bj < &„ / == 1, 2, j^i.

THÉORÈME 1. — Soit if un groupoïde sous-préinductif;
la sous-classe 3t(^) de 3ë(^) (théorème 2-4) formée des atlas
faibles complets qui sont des quasi-bases de filtres sur if est
un sous-groupoïde saturé par induction de 3@(^).

Démonstration. — Soit Fe3t(^), F^O; soient fe F,
f €= F, ^ e F et f[ e F tels que f-Y et f^f, soient définis. Il
existe f e F, f^O tel que f </•; /•" < /"; f < f, et f < /•,;
par suite :

a(^)^-i.^<y-iy/ et ^-(rx/r^;
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ainsi a(F) est une quasi-base de filtre. — Supposons Ge3î(^),
a(G) === &(F), et montrons que G.F est une quasi-base de filtre;
soient g <= G et g e G tels que g./* et g'.j^' soient définis; il
existe g" e G tel que g" =/= 0, g" << g et g" < g'; comme a(G)
est une quasi-base de filtre, il existe e <= a(G) tel que e =7^= 0,
^<a(g") et ^<p(f ' ) ; donc:

(g".).«')e(Ga(G)).(a(G)F)-G.F,

et { g " e ) . (ef") est un minorant de g.f et de g •f', ainsi
G.Fe3t(tf). II en résulte que 3î(^f) est un sous-groupoïde
de 3ë(^), car F-1 e 3t(^). — Soient F e .'K(a') et F' < F dans X(^).
Si F'=0, on a F ' e 3 i { i S ) . Supposons F'^0; soient /" e F'
et f[ e F' ; comme F' est saturé par induction dans F, il existe
/'<= F' tel que f-^ 0, f< f et f< fi; de la relation :

f=f^n^F^F')=F',

on déduit que F' est une quasi-base de filtre. Par conséquent
3t(^) est saturé par induction dans Së^).

THÉORÈME 2. — Soit tf un groupoïde sous-prélocal. La
sous-classe âS(^) de Jb(^) (théorème 5-4) formée des atlas
complets qui sont des quasi-bases de filtres sur ^ est un sous-
groupoïde saturé par induction de Jfc(^).

Démonstration. — Soit Fe^B(^). D'après le théorème 1,
a(F) est une quasi-base de filtre, donc a(F) est aussi une quasi-
base de filtre, en vertu de la proposition 2. Si G e %(^) et
a(G) == 5(F), comme Go F admet pour base G.F, une démons-
tration analogue à celle du théorème 1 montre que G o F e £B(tf) ;
par suite 3à(iS) est un sous-groupoïde de .A)(37). De plus %(^)
est saturé par induction dans A)(^), car F' <€ F dans Jlo(^)
entraîne F' < F dans 9^), d'après le théorème 5-4, d'où
F' e %(^) à l'aide du théorème 1.

PROPOSITION 4. — Un quasi-filtre sur un groupoïde sous-
préinductif ^ est un atlas complet de ^. —

En effet, soit F un quasi-filtre; alors F est [ j - s a tu ré ;
si /", f et f" sont trois éléments de F tels que />"(/'-l/l') soit défini,
il existe un ^ e F, ^ ̂  0, ^ < f, fi < f et ^ < f. Puisque :

A = /i(/r1/!) < f'(/m
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on a r^"1/1') e F, d'où Fa(F) = F et F est un atlas complet
de if.

PROPOSITION 5. — Soit F UM filtre sur le groupoïde sous-
préinductif if-, a(F) ^ p(F) sont des bases de filtres a*(F) et
P*(F). 5i G est un filtre sur if tel que a*(G) = p*(F), la classe
GF = G. F est base d'un filtre G* F pour lequel on a:

a*(G * F) = a*(F) ^ p*(G * F) = (3*(G).

Démonstration. — Soit F un filtre non trivial sur if (sinon
a*(F) et p*(F) sont identiques au filtre trivial) et F4- le quasi-
filtre correspondant. D'après la démonstration du théorème 1,
a(F4-) est une quasi-base de filtre, engendrant un quasi-filtre
dont a(F+) est aussi une quasi-base de filtre. Donc a(F) est
une base de filtre et le filtre a*(F) engendré par a(F) admet
aussi F^F pour base. De plus, pour tout h e a*(F) et tout
/*e F, il existe e e a*(F) tel que e < a(/*) et e < A; la relation
fe < fh entraîne fh e F, d'où Fa*(F) = F. — Supposons
a*(G) =(S*(F); soient /•e F, f e F, g e G et g'e G tels que
gf et g/* soient définis; il existe f e F tel que f ̂  0, f < /;
F < f, et g" e G tel que g" ^= 0, g" < g et g" < g ; puisque
a(G) est une base de filtre, il existe e e a*(G) vérifiant les
conditions : e < a(g") et e < (3(f), et, si G n'est pas le filtre
trivial, e ^=- 0. Des relations :

et
(gv).(.'rxg/; (gv).CT<gr
(gV).(.T)e(Ga*(G)).(p*(F)F) = G . F ,

on déduit que GF est une base d'un filtre G* F; de plus on a :
gf=grfi, g"e < gi et^'f < /i, d'où gi e G, ̂  e F et GF==G.F.
Enfin a*(G*F) admettant a(G.F) et a(F) pour bases, il est
identique à a*(F).

THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde sous-préinductif.
La classe ^(if) des filtres sur if est un groupoïde sous-inductif
pour la loi de composition définie par:
(G, F) -> G* F si, et seulement si, a*(G) = (3*(F) (prop. 5)
et la relation d'ordre :

F' <; F si, et seulement si, F c F'.
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Démonstration. — Soit Fe^). Alors F admet a*(F)
(5*(F) pour seules unités à droite et à gauche resp. Si H* (G* F)
est défini dans 3^), il est engendré par la base de filtre
H. (G. F) d'après la proposition 5 ; comme H. (G. F) == (H. G). F,
le filtre (H* G)* F, qui admet (H. G). F pour base, est identique
à H*(G*F). Ainsi la loi de composition * est associative. La
classe F-1 est un filtre et on a : F-1 * F = a*(F) et F * F-1 = p*(F).
Donc 3^) est un groupoïde. Soit H un filtre admettant une
base E formée d'unités. Le filtre a*(H) admet a(H), et par
suite E, pour base, d'où a*(H) = H. Ceci prouve que la classe
des unités de 91^} est la classe des filtres admettant une base
formée d'unités.

— Soit H <= 9^)0 ; soit E une base de H formée d'unités et
soit F' < H; pour tout /" e F' et tout e e E, il existe e' e F'
tel que e < e et e < f ; on en déduit e' e a(F') et
a*(F') = F' e ^(a%. Supposons H < a*(F) ; si f^ F, ^ e F,
e e E et ^i e E, il existe e e E tel que e < e, e < <?i, et
/2 f= F tel que /g << /*, /g <; ̂  ; si H n'est pas trivial, il existe
e'1 e E tel que e"^0, e" < e' et e" < a^); si /e et f^ sont
définis, les relations :

V < fiei ; y < fe et V e FE

entraînent que FE est base d'un filtre (FE)* < F. On a
a(FE) c a(F)E c H. Inversement soit h e H et fe F; il existe
e e E tel que e < A, e < a(/*) et on trouve /e e FE et a(/ô) < A,
d'où A e a*(FE)* et H c a*(FE)*. Ainsi a*(FE)* = H.

— Supposons G* F et G'* F' définis, G'<G et F'<F;
comme G* F admet G.FcG'.F ' pour base, G* F est contenu
dans G'* F'. Inversement si K < G * F , posons:

F' = (Fa(K))* < F et G' = (Gp(F'))* < G;

d'après ce qui précède, on a G'* F' < G* F et a*(G' * F') = a*(K) ;
montrons que G'* F' admet (G.F)a(K) pour base; en effet soit
À € = G ' * F ' ; pour tout g./*e=G.F, il existe A 'eG'*F ' te l que
h' <; g.f et A' <; h', comme a(K) est une base de a*(K), il
existe e e a(K) avec e <i a(A') et on a :

hre< h, /^eG'*F' et h'e == {g.f)e e (G.F)a(K).

Ainsi (G.F)a(K)cK est une base de G'* F'. Par ailleurs
G. F c K et, pour tout k e K, il existe k' e K, /c' < k et V < g.f,
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il en résulte: /c'= (g./*)a(/c') e (G.F)a(K) et (G.F)a(K) est
aussi une base de K. Donc K^G^F' et ^(if) vérifie l'axiome (I).

— Soit A une classe de filtres F,, où i e I, majorée par F e SÇif) ;
soit M la classe des éléments |\f^ où f^ <= F^ et où Io est une

ieio
sous-classe finie de I $ soient [ | fi e= M et | ) fi <= M. Pour

t-elo t'elo
tout f c= F et tout i appartenant à la classe réunion ï'o de Io et
de Io, il existe f, e F, tel que fi < /,, f, < f, et f'[ < /•; par
suite ( 1 /^ est défini et on a ( \ f"i e M; donc M est une base

W ^ re^
de filtre. Soit M* le filtre engendré par M; ce filtre contient F(
pour tout i e I et, si N est un filtre contenant tout F;, N contient
aussi M, puisque N est saturé par intersection finie. Donc M*
est l'intersection de A dans ^{if). Remarquons que M* peut
évidemment être le filtre trivial de if, lequel est l'élément 0
de S(if}.

COROLLAIRE. — if s ^identifie à un sous-groupoïde plein
•4- ^

saturé if de 3^), saturé par intersection finie, en identifiant
f e if au filtre /'< des majorants de f dans if. Si if est sous-inductif,
4-

if est un sous-pseudogroupe de SfÇif).

Démonstration. — Soient F e eî(^) et a*(F) == e^ où
e e ^ Q ; puisque a(F) est une base de a*(F), il existe /*sF
avec a(/*) == e\ pour tout g e F, il existe /" e F tel que f < g,
f < /et e < a(f) ; par suite a(f) = e, f = f< g et F -= /•<

4-

Ainsi ^ est un sous-groupoïde saturé de 3?(^). — Pour que l'on
ait g< < /l< dans â?^), il faut et il suffit que l'on ait g < f

+
dans &; donc ^ est isomorphe à if et peut lui être identifié.
. "+" +

Si />< e ̂  et g< e ̂  on a : ̂ < n /^^(g n y*)^— Si ^ est sous-induc-
4-

tif, soit A une sous-classe de if admettant un sous-agrégat F
dans S^); tout élément f de F appartient à /^eA; donc
la classe A' des h tels que ^ e A est majorée par f e F et
admet un y-agrégat g(f) dans if. Pour tout /i e F, il existe
f e F tel que f <fet f < f, ; par suite on a g(f) = g(f} = g(^),
d'où g(f) = g < f pour tout jf e F, et ^< < F. Par ailleurs,
comme h <i g, pour tout h e A', le filtre g< est un majorant
de A et il existe un g< -agrégat F' de A d'après le théorème 3.
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La relation g< <, F entraîne F' == F = g<. Par conséquent
4-

tf est un sous-pseudogroupe de 3^).

Remarque. — En général ^(^) n'est pas un groupoïde
inductif.

Si F et G sont deux filtres tels que G* F soit défini, Go F
n'est pas toujours défini. Inversement si Go F est défini,
G* F est défini, mais peut être différent de Go F.

THÉORÈME 4. — Soit ^ un groupoïde sous-préinductif;
3^) est un groupoïde quotient de 3t(^) relativement au fonc-
teur ^ qui associe à 0 le filtre trivial et à Fe3t(^), F =/= 0,
le filtre ^(F) tel que ^(F)4" admette F pour quasi-base; de plus
F7 < F entraîne ^(F) < ̂ (F') si F' ̂  0, et '^(0) = 0.

Démonstration. — Si F <= 3t(^) et si la classe des éléments de
F différents de 0 est une base du filtre F', nous dirons pour
simplifier que F est une base de F'. Soient F e 3t(^) et G e 3t(^)
tels que G.F soit défini; le filtre ^(G.F) admet GF pour base;
il en est de même pour le filtre ^(G)*^(F), de sorte que
^(G.F) = ^(G)4(F). Soit He3t(^)o; soit A e H ; comme H
est un groupoïde, il existe h' e H tel que A' < h et A' < afA),
d'où A' = a(/i') et a(H) est une base de ^(H). Par suite ^(H)
est une unité de 9(^} et ^ est un foncteur.

— Soit F e 3?(^), F ̂  0. Montrons que l'on a a(F+) < a*(F)+;
pour tout h e a*(F), il existe e <= a(F) tel que e << A; on a aussi
e < A-1, d'où /i-^ea^F); il en résulte que a*(F)+ est un
sous-groupoïde de ̂  On a a(F+) c a*(F)4- et a(F+) c a*(F)+a(F);
par ailleurs, soient f(= F et Aea*(F) ; si fh~1 est défini, les
relations : fh-1 e Fa*(F) c F et

h^f) = h{f-^f) = {fh-^f e F-^F = a(F)

entraînent: a*(F)a(F) c a(F); on en déduit:
a(F+) = a*(F)+a(F+) et a(F+) < a*(F)4- dans ^(tf).

De même &(F+) < ?*(F)+ dans 3^).
— Soient F' et G' deux filtres tels que a*(G') ===P*(F')=^:0;

d'après ce qui précède, a(G'4') et ^(F'"1") sont majorés par
a*(G')+ dans 3t(^). Soit K l'intersection de a(G'+) et 6(F'+)
dans 3t(^), qui existe d'après le théorème 5-4; soit geG ' ;
puisque K est contenu dans at^G^) et que a(G') et o^G') sont
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des bases de a*(G'), pour tout k e K il existe g' e G' tel que
a(g') << k et a(g') < ^(g)' Puisque K est saturé par induction
dans a(G'+), on a a(g') e K. Donc K est une base de a*(G')
et, de même, de ?*(?'). Posons F" = KF'+ et G" = G'^K;
d'après le théorème 5-4, on a

F" < F'+, G" < G'+ et &(F") = a(G") = K;
en vertu du théorème 1, F" et G" sont des quasi-bases de
filtres; le filtre ^(G") admettant G'K pour base, il est identique
à G'; de même ^(F") = F' et :

^(G".F")=: G'* F'.
Ceci prouve ([3], [4]) que 3^) est un groupoïde quotient de
3t(^).

THÉORÈME 5. — Soit ïf un groupoïde sous-prélocal; 9(^)
est un groupoïde quotient de SïÇif) relativement à la restriction
de ^ à %(^) (théorèmes 4 et 3).

Une démonstration analogue à celle du théorème 4 montre
que la restriction ^' de ^ à %(^) est un foncteur de â6(^) sur
9^) et que, si F e= g^), on a a(F) < a*(F)+ et &(F)<p*(F)+.
Supposons G'* F' défini; soit K l'intersection de a(G') et de
^(F') dans £8(^) ; on montre comme dans la démonstration du
théorème 4 que K est une base du filtre a*(G') ; de plus
F" = KF7 et G" = G'K appartiennent à %(^) et on a :

^(G"oF") = G'* F'.
Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons que ^ est un

groupoïde préinductif.

THÉORÈME 6. — Si ^ est un groupoïde préinductif^ 3^)
est un groupoïde inductif.

En effet, si F, e â?(^) pour tout ie I et F, < F dans 3^),
soit F' la classe intersection des F^, qui est non vide. Si f <= F'
et f e F', on a f n f e F, pour tout i e I, d'où f n f e F'.
Ainsi F est un filtre, qui est l'agrégat de la classe (F^igi
dans 3^).

PROPOSITION 6. — La classe A> des minorants d'une classe A
de ^ est une sous-classe complète^ la classe A< de ses majorants
est un filtre si elle nest pas vide.
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Remarque. — Si if est un groupoïde sous-préinductif,
la classe des minorants d'un filtre n'est généralement pas une
sous-classe complète de ^, puisqu'elle n'est pas ^J -sa turée
et la classe des majorants d'un complexe peut ne pas être
un filtre.

THÉORÈME 7. — Soit ^ un groupoïde prélocal; la classe— •+-
-saturée ^" engendrée par if (corollaire théorème 3)

dans 9Çif) est le groupoïde plein saturé de 9(^) formé des filtres F
tels que F == (F .̂ De plus ^' est un groupoïde inductif quotient
de S (théorème 3-5). -+-

Démonstration. — Comme tf est un sous-groupoïde saturé
de 3^), stable pour la pseudomultiplication, iS/ est un sous-
groupoïde de 9^) plein et saturé et admettant if pour base;

4-

soit B une sous-classe de if admettant un agrégat F dans
3^). Pour tout f e e B , on a F c fc^ c'est-à-dire fceF^ soit
h e (F^; alors b < h et b< < /^ d'où F = u B < /^ h e F et
(F^ c F. Comme on a évidemment F c (F^, il en résulte
F = (F^. Inversement, supposons F e 9(iS) et F = (F^;
tout élément de l'agrégat H de la classe des fitres g<, où g e F^
appartient à g<, donc à (F^ == F, et H c F ; comme tout
élément /*<= F majore g, on doit avoir g< <i f<, ou encore
H < f< et F c H. On en déduit F = H et F <= if\ Tout F e ̂

-+• +
est majoré par />< e ̂ , où /*e F, donc ^ est une base faible
de if\ La démonstration du théorème 3-5 prouve que ^ est un
groupoïde quotient de if relativement au foncteur ^ qui associe
à C e $ le filtre C^ qui est l'agrégat dans ^(if) de la classe
des c^, où c e C.
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