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Introduction.

Weil a donné dans [12] une description des groupes de Lie simples non
exceptionnels comme groupes d'automorphismes d'algèbres semi-simples
à involution. Le but de cet article est de généraliser cette construction
au cas Z/2Z-gradué. Dans la première partie, on démontre un résultat
adaptant au cas d'un super groupe de Lie C°° un théorème de Cartier, ce
qui permet d'affirmer qu'un sous foncteur en groupes de GL(n, m) défini
par des équations est représentable par un super groupe de Lie.

Dans la seconde partie, on décrit les super algèbres semi-simples à in-
volution sur C et l'on montre que leurs groupes d'automorphismes sont des
types suivants : P06'F(n, 2m, C), PGL(n,m,C), PP(n,C), PQ(n,C).

Mots-clés : Super groupes de Lie - Super algèbres de Lie - Algèbres de Hopf - Algèbres
semi-simples à involution.
Classification A.M.S. : 14A22 - 14L05 - 14M30 - 17A70 - 20Gxx.
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La troisième partie est consacrée aux formes réelles : pour passer
au cas réel, il faut montrer que les automorphismes des super groupes
complexes obtenus proviennent cTautomorphismes des super algèbres à
involution, ce qui chez Weil se traduit par l'exclusion du groupe 50(8).
En effet, celui-ci a six automorphismes extérieurs dont deux seulement
proviennent de l'algèbre à involution. Si l'on se place, comme Weil, dans le
cas d'un sous-corps k d'un corps K, on constate que si le groupe de Galois
de K sur k est 5s ou As, le phénomène de la trialité peut faire apparaître des
fc-formes de 50(8, K) auxquelles ne correspond aucune forme quadratique
sur k (voir Jacobson, Exceptional Lie algebras, Marcel Dekker, 1971, §5).

Le cas Z/2Z-gradué n'introduit pas de difficulté supplémentaire,
d'après Serganova [9].

Je souhaite remercier Michel Duflo, qui m'a proposé le sujet de ce
travail et en a suivi attentivement la réalisation.

1. Généralisation au cas Z/2Z-gradué
d'un théorème de Cartier.

Cartier a démontré dans [3] que les schémas en groupes sont lisses en
caractéristique zéro.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soit (G, Oo) un super groupe de Lie différentiable,
OG désignant le faisceau des germes de fonctions C°° sur G. Soit T un
idéal Z/2Z-gradué localement de type fini de OG- Notons (m, m*) la
multiplication de (G,OG?); on suppose que m*(Z) C p\(T) +p^(Z), pi et
p2 étant les deux projections de G x G sur G. Alors il existe un sous-super
groupe (H^On) de (G, Oc) tei que î soit l'idéal des germes de fonctions
nulles sur H.

Montrons tout d'abord le résultat au voisinage de l'élément neutre
e de G. Soit (/i , . . . , /y^, < ^ i , . . . , <pq) un système de générateurs de I au
voisinage de e. Considérons la matrice jacobienne :

(Qfi/9y, QfilQr],\
\9(pi/9yj 9 (p i /9 r î j )
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dans un système (^/ i , . . . , yn, 771,. . . , rjp) de coordonnées locales de G au
voisinage de e. Prenons sa valeur en e et extrayons un ensemble maxi-
mal de lignes indépendantes. Supposons que ces lignes correspondent à
( / i » - - - î / f c , ^ i , . . . , ^ ) .

Complétons (/i,... , / fc î^ i? • • • 5^) en un système de coordonnées
locales, qu'on notera dorénavant (^i,... ,^n,$i, . . . ,$p) (on a : x\ =
/!,..., Xk = fk^l = <^l , . . . , ^ = ipl).

On considère maintenant la sous-super variété (X,0x) de (G, Oc)
définie par :

m =o , . . . , ^=(Ui=o , . . . , ^=o .
On définit un germe de loi de composition interne sur X, notée (g^h) —>•
g * /i, de la façon suivante : si g, h, et m(g, h) sont dans l'ouvert de
coordonnées et que g et h sont dans X, g * fc est la projection de m(<7, h)
sur X (i.e. l'élément de X ayant les mêmes coordonnées que m(^, A) selon
(a;fc+i,...,a;n,^-n,...,^,)).

On se propose de démontrer que les applications ( / fc+i , . . . , fmi ^+i?
. . . , (pq) s'annulent sur X.

Soit TeX l'espace tangent à X au point e. Soit d un élément de TgX,
on lui associe un germe en e de champ de vecteurs sur X, noté V^, défini
de la façon suivante : si / est un germe de fonction sur X en e, on pose :

Va(f)(g)=d(h^f(g^h)).

LEMME 1.1. — Si f est la restriction a X d'un élément de Z, il en est
de même pour Vd(f).

Démonstration. — Soit u un élément de Z dont la restriction à X est
/. Composons le germe de / avec le germe de projection de G sur X (qui
a servi à définir la loi *) et notons fx le résultat. Alors u — fx s'annule
sur X, ce qui prouve que fx appartient à Z; sa restriction à X est /. De
plus, si ^,/i, et m(g,h) sont assez voisins de e, /^(^(p,^)) = fxÇg * h)
par construction.

Calculons Vd(fx)(g) = d{h ̂  fx(g * h)). Le germe

{9^)^fx(g^h)=fx(m(g,h))
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appartient à m*(Z). Or m*(Z) C PÎCT +^ÇZ"). Donc il existe des germes
a^, &î, c^ di de sections de OGXG en (e, e) tels que :

y^*^) = Ea^' w^)+ E ̂  ̂ ^) + Ec^ /l)^)
t i i

+^di(g,h)<pi(h).
i

Donc

WXff) = E )̂-̂ ) + E^W^) + Y,{dhCi)fi{e)
i i i

+ E W^ e) + E^)^6) + "EWi)di(g, e)
i i i

où dh, désigne la dérivation partielle par rapport à h dans la direction d.
Or d(fi) = d{(j>i) = 0 : en effet le système de coordonnées locales a été
construit pour !

Donc VdÇf^g) = E d^fiÇg) + E dM(g) Cl. n

Notons I ridéal des germes en e des restrictions de I à X. On vient
de voir que I est stable par tous les Vdi d € TçX^ donc par toutes les
dérivations de X au voisinage de e.

Rappelons la définition d'une super algèbre proche, adaptée de
Weil [11].

DÉFINITION 1.1. — Soit k un corps de caractéristique zéro, on appelle
super algèbre proche sur k une super algèbre locale de dimension finie super
commutative de corps résiduel k.

Par exemple, l'algèbre extérieure fc[$i,.. .$n] en n variables impaires
est une super algèbre proche.

LEMME 1.2. — Soit I un idéal gradué de type fini de Panneau des
germes en 0 de fonctions C°° sur R^"^, stable par toutes les dérivations
et ne contenant pas 1. Alors I == 0.

Démonstration. — Etudions le cas où n = 0, donc où il n'y a que des
variables impaires. On veut montrer qu'un idéal de A(RP) stable par toutes
les dérivations est soit nul soit A(RP). Soit I un tel idéal, supposons I -^ 0 ;
soit f3 un élément non nul de I . On considère un terme de /3 de plus bas
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degré possible, supposons que c'est 0^1 A ... A Çk' On multiplie alors fî par
^+1 A ... A $p, et on trouve a$i A ... A $p. Donc 1 contient A^R^. Or par
dualité de l'algèbre extérieure, A^R^) correspond à A^R^*) = R, et la
dérivation dans une direction définie par un élément de (R^)* correspond
à la multiplication par cet élément. Donc 1 = A(RP).

Plaçons-nous maintenant dans le cas général; notons (a;i,... ,a;n,$i,
. . . , $p) les coordonnées dans R^^ et /i,..., fm-> /m+i ? • • • ? fm^-q un
système de générateurs homogènes de 1 au voisinage de 0. Tout élément de
1 est considéré comme un germe d'application de W1 dans A(RP).

Soit v ç. R71. Dérivons le système de générateurs choisi dans la direc-
tion v. On obtient ainsi un système homogène d'équations différentielles :

9fk/9v= ^ akjfj^ fc=l, . . . ,m+ç (a^ e End(A(RP))).
l^j'<m4-9

Le cas traité ci-dessus (n = 0) montre que les conditions initiales de ce
système sont nulles. Par le théorème d'unicité des solutions des équations
différentielles, la solution nulle est la seule possible, n

Donc 1 est nul, donc î est identique à l'idéal des fonctions nulles sur
X, donc (/i,..., /fc, (^i , . . . , <^) est un système submersif de générateurs
de I au voisinage de e. La condition

m*(î)CpîW+P^)

implique que Hp est un sous-groupe de Gp pour toute algèbre proche P :
soit P une algèbre proche, on note Gp le groupe des points proches de G
à valeurs dans P, qui est défini comme suit : pour toute super variété
différentiable (X,0x), la théorie des points proches [11] permet, pour
toute algèbre proche P, de munir l'ensemble Xp des morphismes d'espaces
annelés ({pt},P) —> (X,0x) d'une structure de variété différentiable.

Soit H = Hy^ le sous-groupe de G = GR formé des points proches de
G à valeurs dans R où les sections de î sont nulles. C'est par définition
le support du faisceau d'anneaux OG/I^ et par hypothèse, c'est un sous-
groupe de G.

Pour prouver le théorème 1.1, il reste à voir que Z peut être engendré,
au voisinage de tout point h de ff, par un système submersif d'équations.

Définissons la translation à gauche par h :

(L^):(G,OG)-(G,OG).
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C'est la composée :
(id,/i) (m,m-)

(G, Oc)———>(G X G, OGXG)————>(G, Oc)

où les flèches sont : à droite la multiplication, à gauche le produit cartésien
des deux morphismes suivants de (G, Oç} dans lui même

id:(G,0G)-^(G,OG)

h.hçGft
h : (G, Oc)——({ptW———(G.Oc).

Soit A l'anneau des germes de sections de OG au voisinage de e.

Si l'on note A/i l'anneau des germes de sections de OG au voisinage
de A, (L/i, L^) induit un isomorphisme (ph.: ^h —^ A.

Notons J l'idéal formé des germes de sections de 1 au voisinage de e.

Notons 7/i l'idéal des germes de sections de Z au voisinage de h. On
est ramené à montrer que y?/i(J/i) = J.

Calculons l'application ^(/I,P) .' Gp —>• Gp qui correspond à
(L^L^).

L'application (m, m*) induit le produit mp dans Gp. L'identité
devient l'identité, il reste à déterminer ce que nous avons noté A. R s'injecte
dans P, donc il y a un unique point proche ({pt}, P) dans (G, Oa) qui se
factorise par

({PQ,R)-^(G,OG).

On note hp ce point de Gp.

Compte tenu de ce qui précède, L/^p est la translation à gauche (bien
définie car Gp est un groupe) par hp.

Soit Hp le sous-groupe de Gp défini par Tp ; (rappelons comment est
défini Tp : soit (X, Ox) une super variété différentiable, si U est un ouvert
de X et si / € Ox(U), pour chaque x ç [7p, on définit fp(x) comme
l'image de / par l'homomorphisme Ox(U) —> P associé à la donnée de
x. Alors fp est une fonction différentiable sur Up à valeurs dans P . Par
définition, Ip est l'idéal des fonctions différentiables sur Gp engendré par
les coefficients des /p, dans une base du R-espace vectoriel P , lorsque /
parcourt les sections locales de î.). L'élément hp appartient à Hp. En effet,
hp est un morphisme ({pt},P) -+ (G,OG)» {pt} étant envoyé sur h. On a
donc un homomorphisme a/ip : A/i —> P.
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Or par construction de hp, ce morphisme se factorise par R. Donc
Ker(û^p) est égal à l'idéal maximal de Ah et contient donc î^. Donc hp
annule les éléments de Zp, i.e. appartient à H p .

L'application Lh,p induit donc une bijection de HomAig(A/J,P) sur
HomAig(A/i/J/,,P). En faisant varier P, cela prouve que (ph(Ih) = I '

On a donc prouvé que l'on a des coordonnées locales partout, d'où le
théorème, o

Ce résultat tel qu'il est énoncé n'est pas très maniable. On a vu, au
cours de la démonstration, que la condition m*(Z) C PÎ(î)+p^(î) implique
que Hp est un sous groupe de Gp pour toute algèbre proche P. Dans le
cas C00, cette seconde condition est strictement plus faible que la première
(présence de fonctions plates). Par contre, dans le cas analytique, les deux
conditions sont équivalentes :

Soient (G, Oo) un super groupe de Lie analytique réel, Oc,e l'anneau
local des germes de sections de OG au voisinage de e, M l'idéal maximal
de OG,C et A le complété A^-adique de Oc,e' Soit 1 l'idéal des germes de
sections de 1 au voisinage de e. On note î son complété A^-adique. Avec
ces notations, la condition du théorème 1.1 s'écrit :

/^(J) C A0J + J0A,

où p,* désigne la comultiplication dans l'algèbre de Hopf A et 0 est le
produit tensoriel complété.

Montrons que si, pour toute algèbre proche P, I p définit un sous-
groupe Hp de Gp, alors cette condition est satisfaite :

Soit P une algèbre proche quotient de A(g)A par un idéal gradué J qui
contienne A(8)J+70A; notons / : A(g)A —> P l'homomorphisme canonique.
Montrons que fi(î) C J; on aura alors le résultat voulu par le théorème de
Krull (car A0J 4- J0A = Q J pour J idéal contenant A(g)J + J0A et de
codimension finie comme R-espace vectoriel).

Un point de Gp d'image e dans GR est un homomorphisme de A
dans P. L'homomorphisme / donné de A(g)A dans P définit donc un
couple (^1,^2) de G p . Comme le noyau J de / contient A(g)J + J(g)A, g^
et ^2 sont dans H p. Par ailleurs, / o /x est l'homomorphisme de A dans P
correspondant à g^. Or g^ e Hp par hypothèse, donc /i*(J) c J .

On a donc l'énoncé suivant, qui est la généralisation du théorème de
Cartier :
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THÉORÈME 1.2. — Soit (G^Oc) un super groupe de Lie analytique
réel, soit I un idéal cohérent de OG tel que pour toute algèbre proche P,
Zp définisse un sous-groupe fermé de Gp . Alors il existe un sous super
groupe de Lie (H, On) de (G, Oc) tel que I soit Pidéal des fonctions nulles
sur H.

En effet, la démonstration du théorème 1.1 se reproduit identiquement
en remplaçant C°° par analytique.

2. Super algèbres à involution
et super groupes complexes.

2.1. Involutions des super algèbres semi-simples complexes.

DÉFINITION 2.1. — Soie A une super algèbre complexe, on appelle
involution sur A un isomorphisme df algèbres de A sur A0^ de carré
l'identité (A0^ désigne l'algèbre opposée de A , i.e. la loi de multiplication
est (a, b)^ (~l)P^P^ba).

Les super algèbres considérées dans la suite sont de dimension finie.
On connait la classification des super algèbres simples sur C ([7], chap.3,
prop.6.4.7) ; nous les noterons Mn-^-emÇQ, {ri, m) e N x N\(0,0) et Mn(C+
eC), n 6 N* (rappelons que C + sC désigne le super corps de centre C
défini par l'adjonction d'un élément impair e de carré 1). On remarque
que Mn+emÇC) est isomorphe à Mm-^-enÇC). Une super algèbre semi-simple
complexe est un produit d'algèbres de ces types. Soit i une involution sur
une super algèbre semi-simple A = IIA^ , où les A^ sont simples. Comme
i est un isomorphisme d'algèbres, elle induit une permutation d'ordre < 2
(car elle est de carré l'identité) de l'ensemble des indices. Distinguons ce
qui se passe pour un bloc stable A^ x Ay de ce qui se passe pour un
facteur simple unique. Si A et B sont deux algèbres simples, se donner une
involution sur AxB qui permute les facteurs revient à identifier B et A0^.
Pour classifier les super algèbres simples à involution, il reste à déterminer
toutes les involutions des super algèbres simples citées plus haut.

Soit A une super algèbre simple complexe, nous allons décrire un
antiautomorphisme T de A tel que T2^) = (—1)^^ pour tout x
homogène dans A. Soit i une involution de A, ioT~1 est un automorphisme
de A , qui d'après la version graduée du théorème de Skolem Noether,
théorème 2.1 ci-dessous ([7] chap. III, prop. 6.5.1.) est intérieur au sens
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suivant : il existe un élément a homogène inversible dans A tel que
(îoT-1)^) = (-l^^Wûr1 Va: e A. Exprimons maintenant que i
est de carré l'identité. Soit a un élément homogène inversible de A , on
note (pa F automorphisme intérieur de A défini par a.

On calcule T o^pa ''

T o ̂ (x) = T^-lY^^axa-1)

To^{x) == (-l)p(a)p^(-l)^a~l)^aa;)^(a-l)T(a^)

^o^(^)=(-l)p(a)p(^)(-l)p(a)((p(a)+^))(-l)p(a)^(a)-l(-l)^^^^

To^(a;) =^T(a)-i oT(x).

Or î = (/?a o T , donc 1 = î2 = </?a o T o (pa o T = (pa ° ̂ (a)-1 0 T2.

Mais (pa 0 ^T(a)-1 = ^PaTÇa)-1 ; donc y?aT(a)-1 0 /^2(^) = ^ POUr tout
x, donc (^(a)-1^) = (-l)^^.

Remarque. — De plus, on voudrait avoir la classification des algèbres
à involution à automorphisme près. Soit (A,î) une algèbre simple à in-
volution, soit j = (^ o i un antiautomorphisme de A, un calcul analo-
gue nous dit que pour que j soit une involution, il faut et il suffit que
bi(b)~1 = A J , A e C * .

Par ailleurs, i et j sont conjuguées par un automorphisme de A si et
seulement si il existe c G Ax tel que b = ci(c) (on a noté A^ le groupe
multiplicatif de A).

Définissons maintenant T dans les deux cas considérés.

1) M^^(C),(n,m) e N x N\{(0,0)}

Soit Z une algèbre graduée super commutative; rappelons que
Mn-\-em{Z) est constituée de matrices par blocs :

/A B\
\C D

A étant une matrice (n,n), B une matrice (n,m), C une matrice (m,n) et
D une matrice (m,m), avec la graduation suivante :

(M,+^(Z))o ̂ f ^ ^Y AetD (resp. B et C)
[ \^ u )

à coeff. dans ZQ (resp. Z\}
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(M,+^(Z))i = { f^ B) , A et D (resp. B et C)
^ \0 ^/ ^

à coeff. dans Z\ (resp. Zo) ï .

On définit un antiautomorphisme, appelé la super transposition, de la façon
suivante :

^(^ Ï)={tAB ^) si (^ ^) appartient à (Mn^(Z))o

^ / A B\ ^A -tC\ . ( A B\ . . ... ^
[C D) = ̂ B ^ ) sl {C D ) appartient a (M,̂ (Z))i

voir [8], chap.3, §3, 1.
Il est clair que si Z est totalement pair, ^(^(a;)) == (—l)^^ pour

tout x homogène dans Mn-^em(Z).
On remarque que cette super transposition se déduit par extension

des scalaires de celle sur Myi+em(C).
On peut maintenant calculer toutes les involutions sur Mn+em(C).

Soit a un élément homogène inversible de Mn^-emÇC). Alors (pa ° T
est une involution de Mn+em(C) si et seulement si (—^^(paTÇa)-1^) == x
pour tout x homogène de Mn-^em(C).

Remarque. — x ^ (—1)^^ est Pautomorphisme intérieur de
^n-i-em(C) défini par la matrice a = ( ).

Donc la condition peut s^écrire :

aT(a)^aeC\

Distinguons maintenant deux cas suivant la parité de a.
/ ASi a est un élément pair, on peut écrire a = ( ^ „\ 0 D

Si a est un élément pair, on peut écrire a = ( ].

Il existe X ç C* tel que aî^a)"^ = XI.
DolicTÇaTÇa)-1^ = T(\I) = À^et^a^a)-^) = r^a-^a) =

aa^TÇa). Donc a^(a)-l(7aa-l^(a) = A2/, soit aî^a)-^-1^) = À2^.
Or a et T(a) commutent car chacun laisse stable la partie paire et la

partie impaire de C714"5771 et a = \T(a) sur la partie paire , a = —\T(a) sur
la partie impaire.
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On peut donc en déduire que À2 == 1. Donc aTÇa^a = 1, soit :
( A (H^A-1 0 \ ( I 0 \
\0 B ) \ 0 t B- l ) \0 - l ) ~~=±I

/A^-1 0 \
Y 0 -B^-1)' ±1.

Conclusion : ou bien A est une matrice symétrique et B est une
matrice alternée, ou bien A est une matrice alternée et B est une matrice
symétrique. Il y a deux classes d'automorphismes si n ̂  m, en effet si l'on
applique la remarque de la page 48, ceci est clair, car les parties symétrique
et alternée se séparent et chacune d'elles ressort de la classification usuelle
de ces matrices. De plus, si n ^ m, l'automorphisme Mn+em —> ^Im^en
permute les deux classes. Si n == m, il n'y a qu'une classe d'automorphismes,/o v/(-i)n
en choisissant a = l n ) •

Si a est un élément impair, on a m = n, puisque a est inversible.

Posons

/ O A\ - i ^ O B-^
^[B o j ' a ==^ 0 ) •

On écrit aî^a)-^ = XI, X ç C*. Effectuons le calcul :

( 0 A \ ( 0 B - ^ \ ( I 0 \
{B o ) {A-^ 0 AO -J-^-

Donc

(^B-1 0 \_
\ 0 B^-1)' ÀI-

On obtient le système :

f A = -^B
\B= -À^

ce qui impose À2 = 1.

On en déduit que a est de la forme :

/ 0 A\ .. ( 0 -A\
^^A 0; °"biena=^^ ^ ) .
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II n'y a dans ce cas qu'une seule classe cTautomorphismes d'après la

remarque de la page 48 (les deux représentants ( ) et ( - )

sont conjugués par la matrice ( ]).

2)M^(C+£C),neN*

Un élément de Mn(C + eC) s'écrit a + eb où a et b appartiennent à
Mn(C), avec e2 = 1, homogène de degré 1.

On pose T(a + eb) =* a + ̂ (-1) *& avec y/(-l)2 = -1.

On remarque que (conformément au théorème de Skolem Noether
énoncé ci-dessous) x ^-> (—l)^^ est l'automorphisme ^si qui provient
d'un élément impair.

Lorsqu'on écrit la condition nécessaire pour que y?A ° T soit une
involution, on obtient :

AT^A)"1.^^-!) appartient au centre.

Celui-ci ne contenant que des éléments pairs puisqu'il s'agit de C, il y a
une contradiction.

Conclusion : La super algèbre simple Mn(C-^-eC) n'a pas d'involution.

PROPOSITION 2.1. — On a les classes d'isomorphismes suivantes
d'algèbres semi-simples à involution sur C :

fin 0 0 \

a) (M^2em(C), (paoT), (n,m) ç N^{(0,0)}, a = 0 0 Im .
\ 0 -Im 0 /

b) (M^(C), ̂  oT), n e N*, a = f ° ^V
\^n U /

c) (Mn+£m(C) x Mn+£m(C)opp, inversion des facteurs), (n,m) e
N2\{(0,0)},n^m,

d) (M^(C + ̂ C) x M^(C + ̂ C)0??, jjlyersion des facteurs), n e N*.

2.2. Groupes d'automorphismes des algèbres semi-simples à involution.

Soit (A, Ï ) une super algèbre semi-simple complexe à involution.
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Soit P une super algèbre proche sur C, on note A(P) la super algèbre
A0P.

c
Décrivons les automorphismes (triviaux sur le centre, en particulier

P-linéaires) de (A(P),îp) où ip désigne Pinvolution sur A(P) obtenue par
extension des scalaires. Rappelons que l'on appelle centre de A l'ensemble
des éléments a e A homogènes tels que, pour tout x homogène dans A,
ax = (-l)P^P^xa.

THÉORÈME 2.1 (Skolem Noether). — Les automorphismes de A(P)
triviaux sur le centre sont intérieurs (voir [7], chap.3, prop. 6.5.1 dans le
cas où le centre est totalement pair).

La démonstration classique s'adapte aisément.

Soit u appartenant à A(P), u inversible et pair; soit (pu Pautomor-
phisme intérieur associé. Exprimons que (pu commute avec ip :

(R^ o ip = ip o (pu <=^ uip(a)u~1 = ip(uau~1), Va e A(P)

(p^ o ip = ip o (pu 4==> uip(o)u~1 = ip(u~l)ip{d)ip{u}

(R^ o ip = ip o (pu ^=> ip(u)u appartient au centre de A(P).

Dans le cas où A est simple, le centre de A(P) est P, donc (pu o ip =
ip o (pu équivaut à ip(u)u = X e PQ* (PO* est l'ensemble des éléments pairs
inversibles de P).

Remarque. — Rappelons-nous que u et fiu, ji e Pô*, définissent le
même automorphisme intérieur de A(P). Par ailleurs, on peut extraire des
racines carrées dans PQ* (lemme de Hensel, voir [7], chap.2, démonstration
du thm.4.6.1), donc il existe une racine carrée p, de À~1 et l'on a :

y^-u = ̂ u et ip(iiu)^u = 1.

(Comme tout A~1 a exactement deux racines carrées, on a deux choix
possibles pour le représentant de Pautomorphisme intérieur.)

Donc, si on note G(P) l'ensemble des v ç A(P)* tels que ip(v)v = 1,
v —^ (pv est un homomorphisme surjectifde noyau {-1,1} de la composante
neutre de A(P)* sur celle du groupe des automorphismes de (Ap,îp).
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Si A est semi-simple, on a vu qu'il suffit de considérer le cas A =
B x B0^, l'involution étant la permutation des facteurs, le centre de A(P)
devient P x P et l'on a :

ip(u)u = ip(ip(u)u), donc ip(u)u ç P(* x Pg*, et on peut l'écrire
(À, À).

Si ip(p,u)p,u = 1, où ^ = (^1,^2), on a la relation ^1/^2 = A~1, on a
donc une infinité de solutions et l'on en choisit arbitrairement une.

Donc, si on note G(P) l'ensemble des v ç. A(P)* tels que ip(v)v = 1,
v —> (py de B(P)* dans A(P)^ est un homomorphisme surjectif de noyau
PO* dans la composante neutre de Aut(Ap,îp).

Associons maintenant à (A, Ï ) un super groupe de Lie.

Soit V = VQ ® V\ un super espace vectoriel de dimension n -(- em^ n >
0, m > 0, m + n ^ 0. On choisit une base de V et on identifie les
endomorphismes de V avec les matrices de Mn^em' Pour toute algèbre
proche P, on définit :

GL(n,m,P) = {g ç. Mn-^-em(P)o,g inversible}, et l'on note GL[n,m)
le super groupe de Lie ainsi obtenu. Soit GL(A) le super groupe de Lie
complexe associé à l'espace vectoriel A.

Soit (p un élément de GL(A)(C). Dire que c'est un automorphisme de
l'algèbre à involution (A, Ï ) peut se traduire par :

( p o i — î o y? == 0
^p(xy) = ^p{x)(p(y) pour tous x et y dans A.

La deuxième équation s'interprète comme suit : notons p, la multiplication
de A, on peut dire que p, est un élément de A* (g) A* (g) A ; on fait agir GL(A)
sur A*(g)A*(8)A (par l'inverse de la transposée sur les deux premiers facteurs)
et on note Aut(A) l'ensemble des éléments qui fixent p,. Si P est une algèbre
proche, Aut(A(P)) est défini par les mêmes équations qui sont en nombre
fini.

La première équation, [y?,î] = 0, est identique sur chaque algèbre
proche.

On a donc un sous-ensemble de GL(A) défini par un nombre fini
d'équations, que l'on peut noter /i = 0, . . . , fk =0, telles que pour toute
algèbre proche P, /i,p = 0, . . . , / fc ,p = 0 définisse un sous-groupe de
GL(A(P)). Comme GL(A) est un super groupe analytique, nous sommes
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dans les hypothèses du théorème de Cartier, ce qui permet de conclure
que l'ensemble des automorphismes de (A, i) muni du faisceau structural
^GL(A)/^5 °ù 1 est l'idéal engendré par /i,.. . , /^, est un super groupe de
Lie, que nous notons Aut(A,î), et l'on a Aut(A,î)(P)=Aut(A(P),î).

Rappelons les définitions suivantes de certains super groupes de Lie :

Soit V = VQ (B V\ un super espace vectoriel de dimension n + em^ n >
0, m > 0, m + n ^ O .

Supposons que m est pair. Soit B une forme bilinéaire symétrique
paire non dégénérée sur V (i.e. B(VQ,V^) = 0, la restriction de B à VQ
est symétrique, la restriction de B à V\ est alternée). OS'P(n,m,P) est
défini comme étant le sous groupe de GL(n,m,P) préservant B. On note
OSP(n^ m) le super groupe de Lie analytique complexe correspondant.

Si n = m, soit B une forme bilinéaire impaire symétrique non
dégénérée sur V (la restriction de B à VQ x VQ et à V\ x Vi est nulle).
Le groupe P(n,P) est l'ensemble des automorphismes de GL(n,n,P) qui
préservent B, pour toute algèbre proche P. On note PÇn) le super groupe
de Lie complexe correspondant.

Enfin, on définit Q(n, P) comme étant le sous groupe de GL(n, n, P)

constitué des matrices qui commutent à la matrice ( ]. On notera

Q(n) le super groupe de Lie analytique complexe ainsi obtenu.

Faisons maintenant un tableau décrivant les groupes d'automor-
phismes.

On note PC? le quotient du super groupe G par son centre, en
remarquant que si l'on définit, pour toute algèbre proche P, PG(P) comme
le quotient de G(P) par son centre, on obtient un super groupe de Lie.

Dans la colonne de droite, on indique le sous super groupe Aut^A, i)
de Aut(A, i) défini de la manière suivante : pour toute algèbre proche
P, Aut^A,^?) est le sous-groupe de Aut(A,î)(P) formé des automor-
phismes intérieurs provenant d'éléments de A(P)o. Il est d'indice 2 ou 1
dans Aut(A,î) suivant qu'il existe ou non des automorphismes intérieurs
de (A, i) provenant d'éléments impairs de A.

Il y a des isomorphismes entres ces groupes : PG£(1,2) est isomorphe
à P05'P(2,2) et pour tout n -^ m, PGL(n, m) est isomorphe à PGL(m, n)
(ceci provient d'un isomorphisme entre les algèbres à involution correspon-
dantes).
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Algèbre

^^emW

(7i,m) CN^C^O)

M^+^(C)

n G N,n > 1

M^+^(C) x M^+^(C)°PP

(m, n) e N2\(0,0),m > n

Mn(C + 5C) X Mn(C + £(7)°??

n e N,n ^ 1

T

str

str

Involution

</?a oT
( ï 0 0\

a= 0 0 1 ]
\0 -I O/

^aoT
( Q I\

^[l 0;

Inversion

des facteurs

Inversion

des facteurs

Groupe obtenu

[indice dans

Aut(A,z)]

P06'P(n, 2m)

=06'P(n,2m)/{-l,l}

[1]

PP(n)

=P(n)/{-l,l}

[2]

PGL(n, m)

=G'L(n,m)/GL(l)

[2 si n = m

1 sinon]

PQ(n)

= Q(n)/GL(l)

[2]

Le groupe P05'P(n, 2m) n'est pas connexe si n est pair. No-
tons SOSP(n^2m) la composante neutre de 05'P(n,2m), le groupe
P05'P(n, 2m) est toujours connexe.

Le centre de SOSP(n,2m) est {—J,J}, si n est pair.

Le centre de P(n) est {—1,1}.

Si n = m, PGL^n) -^ PSLÇn^n) donc l'algèbre de Lie du groupe
obtenu n'est pas simple; l'algèbre de Lie de Q(n) n'est pas simple; lorsque
l'on compare avec [5], on vérifie que les autres super algèbres de Lie
obtenues sont simples à l'exception de celles provenant de PP(1), PP(2).

Remarque. — Dans [5], Kac n'utilise pas la même indexation : ce qu'il
note p(n) (resp. q(n)), nous le notons p(n + 1) (resp. q(n + 1)).

On appellera "vraiment classiques" les super algèbres de Lie prove-
nant des groupes que nous venons d'obtenir. Remarquons qu'on retrouve
ainsi les "séries étranges" de Kac, p(n) et q(n), les séries 5l(n,m), n ̂  m,
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Qi(n, n) et 05p(n, 2m), alors que les algèbres basiques classiques dites excep-
tionnelles, D(2,l, a), a ^ -2, -1, 0, -1/2, 0, 1, F(4), G(2), G(3), £;(6),
£"(7), E(8) n'apparaissent pas.

3. Formes réelles des groupes cTautomorphismes
des algèbres semi-simples complexes

à involution.

THÉORÈME 3.1. — Soit (G, Oc) un super groupe de Lie réel connexe,
notons (Z,0z) le centre de (G, Oc) et supposons que le groupe des
points réels soit trivial. Soit Q son algèbre de Lie. Supposons que la
complexifiée Qc de Q soit de Pun des types suivants : 05p(n,2m,C) avec
(n,m) e N^.l^S.O^.p^n.m.C), avec (n,m) e N^p^C)^ e
N,n > 2,pq(n,C),n ç N,n > 2. Alors il existe une super algèbre réelle
à involution dont la composante neutre du groupe des automorphismes
soit (G, Oc).

Soit QC de l'un des types désignés et soit (G^ Occ) un super groupe
de Lie complexe connexe de centre trivial d'algèbre de Lie Qc' Soit (A,%)
une algèbre semi-simple à involution sur C dont (G^OG^) soit le groupe
des automorphismes (voir le tableau précédent, (A,i) est déterminée à
isomorphisme près).

Notons Aut(G<^ Occ) l'ensemble des automorphismes du super groupe
(Gc.Occ), Aut(A,î) le groupe des automorphismes de l'algèbre à involu-
tion. Un élément de Aut(A,z) induit un élément de Aut(Gc,0Gc)- Réci-
proquement :

PROPOSITION 3.1. — Tout élément de Aut(Gc,0Gc) provient d'un
unique élément de Aut(A, i).

Démonstration. — II revient au même de regarder les groupes d'auto-
morphismes des super algèbres de Lie. Utilisons la classification des auto-
morphismes des super algèbres de Lie simples complexes faite par Serganova
dans [9], th.l. Il convient de travailler cas par cas.

a) Gc = PSOSPÇn, 2m, C), m ̂  0, (n, m) + (2,1), n ̂  0.

Si n = 2k + 1, k > 0, tout automorphisme de Q^ est intérieur, d'où
le résultat.
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Si n = 2k, k> 0, le groupe des automorphismes extérieurs est d'ordre
2. Or Aut(A, i) a dans ce cas deux composantes connexes, Gç et gG^ où

9 = ( A ° ) ,AeO(2fc) ,de tA=- l .
\ 0 hm )

L'élément g induit un automorphisme non intérieur de (Gc,OGc) ̂  est

d'ordre 2 module les automorphismes intérieurs.

b) GC = PGL(n, m, C) où on exclut le cas n = m = 2.

Si n = m, on remarque qu'alors, PGL(n,n,C) ^ PSL(n, n, C) : en
effet, 5'L(n,n,C) contient les homothéties, donc on a une suite exacte :

1 -> PSL(n, n, C) -^ PGL(n, n, C) -^ C* -> 1

par le bérézinien.

Cette suite définit un homomorphisme de C* dans le groupe des
automorphismes extérieurs de P5'L(n,n,C).

D'autre part, Serganova donne la suite exacte :

1 -^ C* -> Ext(p5((n,n,C)) -^ (Z/2Z)2 -> 1,

et sa description permet d'identifier la flèche de gauche de cette suite exacte
et l'homomorphisme ci-dessus. Il reste la classe de x ^str x~1, qui cor-
respond à l'automorphisme non intérieur de Mn+en(C) x Mn+e^C)01515 :
(A, B) ̂  (^B^A), et la classe du changement de parité, qui provient de

l'automorphisme intérieur défini par l'élément impair (( n1 ) 5 ( T- n1 ))\Vn 0 / Vn 0 ) )
de A.

Si n -^ m, alors P5'L(n, n, C) = PGL(n,n,C) et le seul automor-
phisme extérieur est

x ̂ ^ x~1 qui est bien un automorphisme de Aut(A,î).

c) Gc=PP(n,C), n>2.

De même que pour 5£(n,n,C), les homothéties sont dans
5P(7z,n,C) = {x e P(n,C)|Ber(.r) = 1}. Ce cas se traite de la même
manière que PG£(n,n,C).

d) Gc=PQ(n,C), n>2.
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Le groupe des automorphismes extérieurs de pq(n,C) est le groupe
cyclique d'ordre 4 engendré par (a + eb) ^—> (*a + £^&)~1 où on considère
Q(n,C) comme le groupe multiplicatif des éléments pairs inversibles de
^n(C -h eC) (cf p. 50). Il s'agit donc de ce que nous avions alors noté T
composé avec le passage à l'inverse.

On a donc la proposition. D

Démonstration du théorème. — Soit (A^,^) une forme réelle quel-
conque de (A,î) et soit a la conjugaison C-linéaire correspondante. Soit
(3 l'automorphisme antiholomorphe de (G^^Occ) défini par a. D'autre
part, soit </? l'involution antiholomorphe de (G^^Occ) dont l'ensemble des
points fixes est {G, Oc)- Alors (3 o (p est un automorphisme holomorphe
d6 (.Gc^Occ) (lul provient par la proposition d'un automorphisme ^ de
(A, i) ; alors a o ̂  définit un automorphisme antiholomorphe de (A, i) qui
correspond à (32 O(R dans (GC, Occ)' II es^ donc involutif et par conséquent
il définit une structure réelle unique sur (A,î). D

4. Formes réelles des groupes simples
complexes classiques.

4.1. Super groupe de Brauer de R ([10]).

Ecrivons d'abord la liste des super corps de centre R. Par ordre
croissant de dimension, on trouve :

R + çR, e2 = 1

R+dR, e2 = -1

m
C + Ê"C, e2 = 1 où l'automorphisme intérieur défini par e est la

conjugaison.

C + eC, e2 = —1 où l'automorphisme intérieur défini par e est la
conjugaison.

IHI + ^H, e2 = 1, où e commute avec tous les éléments de H.

H + £H, e2 = —1, où e commute avec tous les éléments de H.

Ce sont tous les éléments du super groupe de Brauer de R.
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Faisons le lien avec les algèbres de Clifford :

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur M muni d'une forme
quadratique non dégénérée Ç; son algèbre de Clifford est Z/2Z-graduée
centrale simple. Rappelons que le passage à l'algèbre de Clifford transforme
somme directe orthogonale en produit tensoriel Z/2Z-gradué, et qu'une
forme quadratique de signature nulle a une algèbre de Clifford de classe
nulle dans le super groupe de Brauer.

Remarque (8-périodicité). — L'algèbre de Clifford de Q{x^ y ^ z ^ t ) =
x2 + y2 + z2 +t2 est isomorphe à l'algèbre de Clifford de —Q. En effet, dans
l'algèbre de Clifford C(Ç), les éléments yzt, xzt^ xyt, xyz anticommutent
deux à deux et sont de carré —1, ils sont de plus homogènes de degré 1.
On utilise l'homomorphisme de C(—Q) dans C(Q) qui transforme x ' en
yzt^ y ' en xzt^ z ' en xyt, t' en xyz (propriété universelle des algèbres de
Clifford) : c'est un isomorphisme car les algèbres de Clifford sont Z/2Z-
graduées simples. Ceci montre que la classe d'une algèbre de Clifford dans
le super groupe de Brauer a pour ordre un diviseur de 8.

Cherchons maintenant la classe de chaque algèbre de Clifford dans la
liste des super corps.

C(ff) correspond à M

C(x2) correspond à R + dR, e2 = 1

C(x2 + y2) correspond à C 4- eC, e2 = 1

(car xyxy = —1 dans C(x2 + y2))

C(x2 + y2 + z2) correspond à H + eW, e2 = 1

(car (xy)2 = (xz)2 = (yz)2 = —1 et xy^ xz^ y z anticommutent.)

C(x2 + y2 + z2 +12) est isomorphe à M(l, 1, H) qui correspond à El.

On peut donc en déduire l'identification suivante du super groupe de
Brauer de M à Z/8Z suivante :

0 -^M

1 -^ R + dR, e2 = 1

2^C+£C, ̂ l

3-.E+£lHI, ^=1

4->]HI



SUPER GROUPES CLASSIQUES 59

5^B+£]H, e2=-l

6-^C+^C, ^=-1

7-^R+^M, ^==-1.

4.2. Classification des involutions des super algèbres simples sur M.

a) Algèbres simples de centre R.

Remarquons d'abord que si une algèbre centrale simple admet une
involution, elle est isomorphe à son algèbre opposée, donc sa classe dans le
super groupe de Brauer est d'ordre divisant 2. Elle est donc nécessairement
de la forme M^mW ou M^+^(E).

Comme dans le cas complexe, on introduit d'abord un antiautomor-
phisme T de l'algèbre tel que T2^) = {-I)P^X pour tout x homogène :

Mn^mW : T(x) =str x

Mn-{-emW : T(x) ==str x où x désigne la matrice dont les coefficients
sont les conjugués quaternioniques de ceux de x.

Soit i une involution d'une telle algèbre A ; on sait que i se déduit de
T par composition avec un automorphisme intérieur pair ou impair :

i = (pa ° T

avec y?ar(a)-i(^) = (-1)^^.

Cas Mn^rnW, a pair.

On a

^ ( A 0 \ ^ ( t A 0 \ /A^A-1 0 \
'-lu B ) - ^[o ^'aT^ = ^ 0 B^-iJ'

la condition ci-dessus s'écrit donc, quitte à échanger n et m : A symétrique
non dégénérée et B alternée non dégénérée, la classification se fait par la
"signature" de A, (p, n - p) avec p < n/2.

Cas Mn+emW, a pair.

Par le même calcul que précédemment, on obtient les conditions

suivantes a = ^ ^ j où A est une matrice hermitienne et B est
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antihermitienne, toutes deux non dégénérées, la classification se fait par
la signature de A, voir [1] §7.

Cas Mn+enW? û impair.

On a

. - ^ O A \ s t r - i ^ 0 -^-^ /A^-1 0 \
^BO;5 a -(^-1 0 J5^^ = ^ 0 -B^)-

la condition ci-dessus s'écrit donc B =* A et la classe de a est celle de

J O/

Cas Mn+en(H), a impair.

Par le même calcul que précédemment, on obtient que a est équivalent
b ( ° I}a^ O/

b) Involutions anti-C-linéaires des algèbres simples de centre C.

Cas Mn^m(C).

L'involution cherchée est la composée de Pantiautomorphisme anti-
C-linéaire

x ^str x
avec un automorphisme intérieur y?a.

En écrivant que le carré de la composée est l'identité, on trouve

comme précédemment : a == ( ) , avec A =* A, B = -*B , A et
v /

B non dégénérées; la classification se fait par la signature des matrices
hermitiennes A et iB.

Par ailleurs, si on cherche pour a impair, on obtient a = ( ) ou

a = [ _r n ) 5 qui ^onnent neu à des algèbres à involution isomorphes
comme dans le cas PP(n,C).

Ca^M^C+^C).

Une involution est la composée de l'antiautomorphisme anti-C-
linéaire

A + eB ̂  A + V^ïe^
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et d'un automorphisme intérieur nécessairement pair y?a.

En écrivant que le carré est l'identité, on obtient la condition a =* a.
La classification se fait par la signature.

c) Involutions C-linéaires des algèbres simples complexes.

Ce cas a déjà été traité dans 1.1.

4.3. Groupes d'automorphismes des algèbres semi-simples réelles
à involution.

Comme dans le cas complexe, la donnée d'une super R-algèbre semi-
simple à involution détermine un super groupe de Lie analytique réel : le
foncteur correspondant associe à toute algèbre proche P la composante
neutre du groupe des automorphismes de l'algèbre à involution tensorisée
par P. On applique comme dans le cas complexe le théorème de Cartier
pour montrer que ce fondeur est représentable.

Dans le cas d'une algèbre non simple, l'involution considérée est
l'échange des deux facteurs A et A01515, et le groupe est la composante
neutre du groupe des automorphismes de A. La classification revient donc
à celle des super algèbres simples sur R.

Il reste à faire une liste des résultats.

Nous avons défini p. 53 un groupe associé à l'algèbre à involution
(A,î), que nous avons noté Aut^A,^).

I. Nous avons fait p. 54 un tableau des groupes complexes obtenus comme
groupes d'automorphismes d'algèbres semi-simples complexes à involution,
provenant d'automorphismes intérieurs par des éléments pairs. Nous obte-
nons donc ces groupes complexes considérés comme réels.

II. Nous avons fait la liste en 3.1 des super corps de centre R. Soit A une
algèbre de matrices sur un tel corps, on considère l'involution de A x A0^
consistant à échanger les facteurs, le groupe associé est le quotient du
groupe multiplicatif Ax de A par son centre.

III. En dehors de ces groupes, nous avons trouvé les groupes du tableau
ci-dessous : (les notations sont celles de [5]).
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Algèbre

Mn-^-emW

^n+emW

Mn^nW

Mn+enW

M^m(C)

Mn^n(C)

Mn(C+eC)

Involution

^ao^

( A 0 ^
-(o B )
A hermitienne

de signature 2p-n,

B alternée

^ao^
( A 0\

-(o B )
A hermitienne de

signature 2p — n,

B antihermitienne

W^
( Q I\

^{i o)
^ao8^

/O I\
^(i o)

^ao8^
/A 0 \

^(o BJ
A hermitienne de

signature 2p-n, B

antihermitienne, iB

de signature 2q — m

^a^~
( Q I\

^[i o)
A-\-eB ̂  a-\-^et'h

composée avec </?a

où a ç Mn(C),

a hermitienne

de signature 2p — n

Groupe obtenu

PSOSP((p,n-p),m,R)

PSOSP((p, n - p), m, H)

PP(n,]R)

PP(n,IHI)

PSU((p,n-p),(q,m-q))

POP(n) (*)

PQ((p,n-p), R)

Forme complexe

PSOSP(n, m, C)

P6'05'P(2n, 2m, C)

PP(n,C)

PP(2n,C)

PGL(n,m,C)

PGL(n, n, C)

PQ(n,C)

(*) La notation est adaptée de celle de [9], cette algèbre n'apparaissant pas
dans [5].

On retrouve donc ainsi la liste des formes réelles donnée dans [9].
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