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0. Introduction.

Une connexion méromorphe sur une variété analytique complexe X, à
pôles le long d'un diviseur (réduit) Z C X est un Ojc[*^] -module cohérent
M. (où Ojc[*Z] est le faisceau des fonctions méromorphes sur X à pôles le
long de Z) muni d'une connexion plate V : M. —>• f^ 0 M.

Dans la suite de cet article (mis à part l'appendice), nous supposerons
que X est une surface. En effet on dispose dans ce cas de résultats
(encore partiels) sur la structure formelle d'une telle connexion (après
éclatements) au voisinage de tout point de Z. Des résultats analogues en
toute dimension semblent pour le moment hors d'atteinte. En dimension 2
une telle connexion est alors localement libre sur <?[*Z] et la donnée de V
correspond dans des coordonnées locales (^1,^2) à la donnée de matrices
Ai (.z*i, x ' z ) et AS^I,;^) à pôles le long de Z et satisfaisant la condition
d'intégrabilité

r\ r\
.—A2 - .—Ai = [Ai,A2].
ÔX\ ÔX-2

Nous nous proposons ici de déduire d'hypothèses sur la structure
formelle de M, des résultats sur la structure analytique de M. La démarche
est analogue à celle suivie en dimension 1 (voir par exemple [13]). Le
théorème essentiel, dû suivant les cas à Sibuya, Gérard-Sibuya [4] et en
toute généralité à Majima [10], qui est un théorème d'existence et d'unicité
locale de solutions de systèmes intégrables quasi-linéaires, est démontré
en appendice (en toute dimension). Nous avons cru utile de donner une
démonstration analogue à celle donnée par Ramis-Sibuya [16] en dimension
1. Nous avons notamment simplifié la présentation faite par Majima des
faisceaux de fonctions admettant un développement asymptotique, suivant
une suggestion de J.P. Ramis.

Ce théorème permet d'obtenir, lorsque Z = D est un diviseur à
croisements normaux dans X, la structure locale des ^A~^(^)\ [*-D]-connexions
admettant une très bonne structure formelle (où X(D) est un éclaté réel de
X et 'A~Y(D\ es^ ^e faisceau des fonctions C°° sur X(D) qui sont holomorphes
sur la partie isomorphe à X — D).

En un point général de D, la connexion M. est isomorphe à une
famille analytique de connexions en dimension 1, ce qui permet de définir
les (directions des) lignes de Stokes en famille. En considérant l'adhérence
dans X(D) de cette famille, on obtient une surface, a priori singulière (ce
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type de singularité a été étudié par Kostov [6]). Nous montrons, toujours
sous l'hypothèse d'une très bonne structure formelle le long de D^ comment
obtenir une définition globale de cette surface de Stokes, munie d'une
résolution partielle de ses singularités. Nous construisons cette surface
comme fibre d'une fibration (topologique) sur 51, appelée ici fibration de
Stokes. Par exemple, pour la connexion de rang 1 engendrée par e1/-^,
cette fibration est topologiquement équivalente à la fibration de Milnor
de la fonction analytique / composée avec l'inversion t ̂  1/t. L'outil de
base pour la globalisation est l'ensemble des variétés r-caractéristiques du
P^-module holonome associé à .M, variétés qui ont été introduites par Y.
Laurent [9]. La présentation qui en est faite au § 4 ainsi que la généralisation
du § 5 a été obtenue en collaboration avec F. Castro.

Supposons maintenant Z quelconque et soit x° e Z. Si il existe une
suite d'éclatements e : X —> X à centres ponctuels au-dessus de x° rendant
Z à croisements normaux et telle que la connexion image inverse e^M.
admette une très bonne structure formelle le long de e^Z), nous pouvons
utiliser les résultats précédents pour associer à (M^x°) une fibration de
Stokes de base S1 indépendante du choix de e. Nous montrons que la
fibre de cette fibration est une surface (réelle) semi-analytique avec des
singularités éventuelles au-dessus des points de croisement de e"1^). Dans
le cas où cette surface est lisse, c'est une surface orientée dont toutes
les composantes connexes ont un bord non vide : chaque composante a
alors le type d'homotopie d'un bouquet de cercles. Ceci est une variante
topologique d'un résultat de Z. Mebkhout concernant la perversité du
complexe d'irrégularité d'un Pjc-module holonome.

Ce complexe d'irrégularité peut s'obtenir, sous les mêmes hypothèses,
comme image directe de celui de e^M. le long de e^Z), et ce dernier
comme image directe du complexe d'irrégularité de la A-connexion associée,
par la projection de l'éclatement réel de X considéré plus haut vers X. Nous
détaillons alors la démonstration d'un résultat annoncé par Majima [11] : ce
dernier complexe n'a de cohomologie qu'en degré 0. De plus, nous montrons
un résultat de R-constructibilité pour ce complexe et nous précisons une
stratification adaptée à l'aide de la fibration de Stokes.

Une partie de ce travail a été effectuée lors d'un séjour de l'auteur à
l'université du Québec à Montréal et à l'université de Nagoya au printemps
1992.
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1. Très bonne structure formelle le long d'un diviseur
à croisements normaux.

1.1. — Soit X une surface analytique complexe lisse, D C X un
diviseur (réduit) à croisements normaux et M. une Ox[^D] -connexion (i.e.
un Ojc[*D]-module localement libre de type fini M. muni d'une connexion
plate V : M —^ ̂  0 M). Soit x° ç D. Nous noterons

Ô.Q=ox\b^=^OXIInD^O'

De même nous noterons M.xo = 0x0 0 M. o.
Q x

^x^o

Soit (p ç. Oa;o[*D]. Nous noterons 8^ la Oy^o [^Déconnexion libre de
rang 1, de base e telle que Ve = d(p 0 e. Si (p G Oa;o, la connexion est
isomorphe à la connexion triviale, de sorte qu'en général £^ ne dépend que
de la classe de (p dans Oxo[^D}/0^o.

1.2. — Nous dirons qu'une 0^[*D]-connexion est régulière si elle ad-
met localement un réseau (i.e. un sous-Ox-module cohérent qui l'engendre
sur Ox[^D]) stable par les champs de vecteurs logarithmiques le long de D.
On a de même la notion de O^o [*P]-connexion régulière, et toute O^o [*D]-
connexion régulière 7 ;̂o provient d'une 0^ ^o [^Déconnexion régulière :

7^3.0 = 0^0 ®0 ^X°'

Plus précisément, nous dirons qu'une Ojc[*D] (resp. Oa;o[*jD])-connexion
régulière est élémentaire dans les cas suivants :

• si x° est un point lisse de D = {x\ =0}, il existe une base dans
laquelle la matrice de x\Q^ est constante et n'a qu'un seul bloc de
Jordan, et la matrice de 9^ est nulle ;

• si x° est un point de croisement de D = {x^x^ = 0}, il existe une
base dans laquelle les matrices de x\Q^ et x^Q^ sont constantes
et n'ont qu'une seule valeur propre.

On voit qu'une O^o [*-D]-connexion régulière élémentaire provient
d'une connexion régulière sur 0^ ^o [^D] et l'on montre comme en dimen-
sion 1 que dans les deux cas toute connexion régulière est somme directe
de connexions élémentaires.
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1.3. — Soit M.x° une ^x° [*-D]-connexion. Nous dirons que M.x° admet
une bonne décomposition si il existe une décomposition

M^o = © ̂  0 Ka
QÇA

où A est un ensemble fini, (pa ^ Ox°[^D\/Oxo et de plus pour tous
a -^ f3 G A, fa ^ (p^ et les diviseurs {(pa) et (fa—fp) ont leur support dans
D, sont ^ 0 (au sens de l'ordre de Z ou Z2) et sont totalement ordonnés
pour cet ordre (cette dernière propriété n'est pas a priori satisfaite en un
point de croisement). On peut voir qu'une telle décomposition est alors
unique.

Nous dirons que A^^o admet une très bonne structure si après une
ramification convenable p autour de D, la connexion image inverse p^Mx0

admet une bonne décomposition.

Enfin nous dirons qu'une Ox [*-D]-connexion M. admet une très bonne
décomposition formelle (resp. structure formelle) en x° çz D si la formalisée
M.^0 = O^o 0 M. admet une bonne décomposition {resp. structure).

Remarque. — Lorsque D = {x\ =0}, on peut écrire (pa == a'^771" •
Ua (.TI,^) avec tAa(0,0) 7^ 0 (ou bien Ua = 0) et m^ ç N, si (x\^x^)
sont des coordonnées centrées en x°. Alors la condition de très bonne
décomposition implique que pour a 7^ j3

• ou bien HÛ;(O,O) 7^ n^(0,0)

• ou bien ^(0,^2) = up(0^x^) pour tout x^ proche de 0.

De même, si D == {x^x^ = 0}, on écrit (pa = x~'motUa avec UQ comme
ci-dessus et nia G N2 — {0}. Alors les ma sont totalement ordonnés. Les
résultats suivants sont clairs :

(1.4) PROPOSITION. — Si M. admet une très bonne décomposition
formelle en x°, les (pa Q111 interviennent dans la décomposition sont dans
Ox^miOx^' a

Ainsi, au voisinage de x°^ il existe un modèle élémentaire^ c'est à
dire une Ox [*-D] -connexion .Mi somme directe de 0^[*D]-connexions
élémentaires f^" 0%^, avec ^pa ^ ^xx°\.^^/^x x° e^ ̂ a rég^è^? telle
que.M^o =Mi^.
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(1.5) PROPOSITION. — Si M admet une très bonne décomposition
formelle en x° et si Mi est un modèle élémentaire en x°, c'en est aussi un
en tout point y° e D assez voisin de x°. Q

Soit e : X —> X un morphisme composé d'éclatements ponctuels
en nombre fini. Si Z C X est un diviseur réduit et M une Ox[^Z}-
connexion, on note e^-M le C^[*7r-^-module e^M muni de la connexion
naturellement induite par V. Il est naturel de conjecturer l'énoncé suivant :

CONJECTURE. — Soit M une Ox[^Z]-connexion et x° e Z. Il existe
une suite finie d'éclatements ponctuels e : X :—> X au-dessus de x° telle
que TT'^Z) soit un diviseur à croisement normaux au voisinage de n^fx0)
et que e^M admette une bonne structure formelle le long de TT'^Z) en
tout point de Tr"1^0).

Ici, "bonne décomposition ou structure" est définie comme "très
bonne..." ; cependant aux points de croisement de D on remplace 0-—

^ " x\D,x°
T-tOT' l ' I -̂̂  '

P^ °x^

2. Eclatements réels et faisceaux associés.

2.1. Fonctions C°° plates le long de D. — Soit D un diviseur à
croisements normaux sur la surface X. Soit P^0 le faisceau des fonctions
C°° sur X, plates le long de D (voir par exemple [12]). Considérons le
complexe de Dolbeault (P^ 0 8^,9) où Sx est l'anneau des fonctions

Sx
C°° sur X et S^ le faisceau des (p,ç)-formes C00. Soit par ailleurs 0——
le complété formel de Ox le long de D. Le résultat qui suit est un cas
particulier simple de celui de [2] (voir [11]).

(2.2) PROPOSITION. — Le complexe (P^0 0 ̂ •,<9) est quasi-isomor-

phe au complexe

°—^—°xî5—0
où Ox est pJacé en degré 0. Q

2.3. Eclatements réels. — On suppose désormais que toutes les
composantes irréductibles de D sont lisses. Nous désignerons par ~X{D)
l'espace obtenu par éclatement réel orienté successif des composantes D,
de D (ce n'est pas l'éclatement réel du diviseur D). On dispose d'une
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application TT : X(D) —^ X. Si x° est un point lisse de D, on a Ti-"1^0) c± S1

et si a;0 est un point de croisement Ti-"1^0) ^ (51)2. En coordonnées locales
(^1,^2), dans le premier cas, si D = {.z-i = 0}, X(D) a des coordonnées
(pi, ̂ i, ̂ 2) Ç R+ x 5'1 x C et TT est donnée par x\ = pi exp(^i) et dans le
second ca^, si D = {x^ = 0}, ~X(D) a des coordonnées (pi./^i,^) e
(R+)2 x (5'1)2 et a;i = pi exp(î(9i), ̂  = p2exp(^2).

Soit ' P — ^ le faisceau des fonctions C°° sur X(D), plates le long
de Tr"1^) (voir [12]). C'est un faisceau mou et on a

R^ p^-'W _ p<^~\D) _ p<D
^^'xw ~^^xw ~ x '

Soit x° ç Ti-"1^0). Si x° est un point lisse de D on peut caractériser
/ € "P—^ -o comme suit, en prenant les coordonnées locales ci-dessus : /
est définie et C°° sur un voisinage ouvert U de x°, nulle sur TT'^D) et

(2.4) V K compact C U, V n e N, 3 C^ > 0 tel que

ll/lloo,^ ^ ^,nPÎ- '

Si x° est un point de croisement de D,

(2.5) V K compact C U, V n = (ni, ̂ 2) e N2, 3 C^ > 0 tel que
l l ^ l l < r1 r^ (deî r1 ^i/-»7^
\\J\\oo,K ^^K,nP [—^K.nPl P2 )'

On voit alors que 'P— (JD) est un Tr'^xf*^]-module et un

Tr'^xt^-module. Par ailleurs le faisceau £—, des fonctions C°° sur
_ ^(•L))
X(D) est muni d'une action des champs de vecteurs logarithmiques le long
de D (on le voit en coordonnées locales) qui préserve P^ ^. Par suiteX{D)
P— est muni d'une action de TT^VX^D] et de Tr'^x^D}. On peut
ainsi considérer le complexe de Dolbeault

/^Tr-1^) ^-l.ç0^ ̂ \
[^xw ^e^ £ ^ - 0 ) '

(2.6) LEMME. — Ce complexe est une résolution de

A^ ̂ Ker-0 : P^ -. P^^-1^.
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Démonstration. — voir [11]. D

Du fait des formules de Cauchy, on peut caractériser A^0 plus
X{D)

simplement que V—^ : en reprenant les notations ci-dessus, / €X{D)
OxÇU-Tr-1^)) est dans A^.ÇU) si et seulement si / satisfait (2.4) (resp.X{L))
(2.5)) sur K - Tr-^ÇD). Ainsi A^0 est un sous-Tr'^Px^D-module deX{D)
P^ . On déduit alors du lemme ci-dessus et des résultats mentionnésX{D)
plus haut :

(2.7) PROPOSITION. — Dans Db(px) le complexe Rn^A^0 estX{L>)
quasi-isomorphe au complexe

O — O x — ^ — O

où Ox est en degré 0. D

(2.8) PROPOSITION. — A^^ est un /7^~10x-module plat.X{D)

Démonstration. — Soit x° ç D et x° C ^(D). Il s'agit de
montrer que si / i , . . . , /p e O^^o et si a i , . . . ,0p e ^f^\ ^o vérifient
ûi/i + • • • + o'pfp =z 0 alors (a i , . . . , ap) est une combinaison linéaire
à coefficients dans A^-0 . _o de vecteurs de relations entre /i,.. . , fp à
coefficients dans 0^ ^o. On le montre par récurrence sur p. Commençons
par le cas? == 2. Considérons une relation 01/1+02/2 = 0. On peut supposer
/i et /2 premiers entre eux. On peut supposer aussi que les diviseurs (/i)
et D n'ont pas de composante en commun, de même que les diviseurs (/2)
et D, car x\ (resp. x\ et x^ si D == {rci;^ = 0}) est inversible dans A^-0 .X{D)

La seule relation dans 0^ ^o est alors la relation évidente et il s'agit
de montrer que ai = A/2 et 02 = ~^fi avec À G A^-0 _o.X{D),x

Pour montrer l'existence de A, on choisit une suite d'éclatements
ponctuels (complexes) e : X —r X au-dessus de x° résolvant les singularités
de /i et /2 et telle que les transformés stricts de /i = 0, /2 = 0 et D
ne se coupent pas; c'est possible d'après l'hypothèse faite ci-dessus. On
en déduit l'existence d'un recouvrement ouvert (^)^çj d'un voisinage du
diviseur exceptionnel e"^0) et d'un a ç. N — {0} (resp. a ç. (N — {O})2)
tel que dans chaque Vz l'une au moins des deux inégalités suivantes soit
satisfaite :

|/i oe|[v^ l^il0 oe|^ (resp. l^oe^)
1/2 0 e|j^ ^ |^i Ie" o 6]^ (resp. {x^ o e^).
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Considérons en effet le cas où D = [x^ = 0}. Hors des transformées strictes
des courbes A = 0, /2 = 0 et x\ = 0, /i o e, f^ o e et xi o e définissent le
même ensemble, à savoir e"1^0), de sorte que dans ce cas l'existence de a
est claire.

Au voisinage d'un point d'intersection de e^Çx0) et de la transformée
stricte de j\ = 0, /2 ° e et x\ o e définissent aussi le même ensemble, d'où
l'assertion pour la deuxième inégalité.

Au voisinage du point de e'^O) sur la transformée stricte de x^ = 0
on a {/i o e = 0} C {x\ o e = 0}, d'où aussi la première inégalité (ou la
deuxième de manière analogue) pour un a convenable.

Le cas où D = {x\x^ = 0} est analogue.

On trouve ainsi un recouvrement fini (V^*),çj de V - JD, où V est un
voisinage ouvert assez petit de x° tel que sur chaque V^ on ait

IAI \v; ^ 1^1^* ou 1/2| 117 ^ \x\^v- •

Soit alors U un voisinage ouvert de x° dans X{D) contenu dans ^^{V)
sur lequel sont définies ai et 03, et U^ la trace de V^ sur U - TT'^D).
Sur chaque U^ on peut définir A par au-moins une des formules À = ai//2
ou À == —Û2//1 et lorsqu'elles sont toutes deux définies, elles coïncident.
De plus, A vérifie la majoration (2.4) (resp. (2.5)) sur chaque £/,*, d'où le
résultat.

On raisonne maintenant par récurrence. Soient / i , . . . , fp e 0^ o et
soit ̂  difi = 0 une relation à coefficients dans A^-0 o - En appliquant le

A.(.D) ,x
résultat précédent à fp et au pgcd de /i, . . . , /p_i, on se ramène au cas où
ce dernier est égal à 1.

Ensuite on remarque qu'il suffit de montrer la platitude de A^-0 _o
sur l'anneau 0^ ^o[x^1}, si (^1,^2) sont des coordonnées adaptées à D.
Enfin, on peut supposer que / i , . . . , /p sont sous forme de Weierstrass
par rapport à une coordonnée x^. Aussi, il suffit de montrer la platitude
sur K[x^}, où K = C{a;i} [x^1}. On choisit alors une relation de Bezout
p-i
S ^ifi = 1 avec ^i e ^[^2]- O11 en déduit une relation

p-i

(2.9) I>^V- - fp = °-
i=l
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Par ailleurs, on a une relation entre f \ i ' ' - ^ f p - \ à coefficients dans

^W^^^0^

p-i
y^2 +cipfphi)fi =0.
î=l

Par récurrence, le vecteur de composantes (a^ + apfphz)^^ ^ est com-
binaison de relations sur 0^ ^o[^]~1] ^tre / i , . . . , L_i. Du fait de la rela-
tion (2.9) on en conclut que (a i , . . . ,ûp) est combinaison de relations sur
O^o [^1] entre/i , . . . , /p. D

2.10. Complexe de de Rhâm "plat" sur l'éclaté réel. — Soit M. un Vx-
module à gauche et DRjc(A^) = (f^ ^Ox -^ ^0 1e complexe de de Rham
holomorphe. Nous allons considérer le complexe

DR-(M)^[A^D 0 Tr^DRxÇM^d
^W \ A(D) ^.-1^^ .

sur X(D). Nous considérerons aussi les solutions sectorielles plates de A4,
c'est à dire le complexe

R-Hom^^^M^^)

On déduit des résultats précédents

(2.11) COROLLAIRE.

1. RTr^DR—^^A^) est quasi-isomorphe (dans D^~ÇCx)) au com-
X{L))

plexe simple associé au complexe double

DRx(M) —. DR^(A^).

2. Dans la catégorie dérivée -D^Cx), on a

RTT, R^om,-î  (7r-1^,^^) = RTtom^ (^, {Ox -^ 0^}) •

D
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2.12. Le faisceau A-^^y — Les actions des champs de vecteurs
logarithmiques le long de D et leurs analogues anti-holomorphes s'étendent
à ^(QY Si par exemple D = {x^x^ •==- 0}, et si l'on choisit des coordonnées
polaires sur X{D) comme au §2.3 on a (pour j = 1, 2)

X39x, = ̂  (Pj 9
P3 .)• x,Q-?. = -^3^x =|(p^,+^).

On pose alors
f Kera:i<9^ nKer<9^ si D = [x^ == 0}

Â (D) -
^ Kera;i<9^ H Kerrz^c^ si D = {x^x^ = 0} .

Ainsi A^/^ est un TT^OJC-module, sur lequel on peut étendre l'ac-
tion de TT^VX en posant <9 .̂ = exp(-î6^)<9^.. On a donc A^-0 =

^X(D) ̂ ^xm} ^)n a une ca^actérlsatlon de A-^r^ par développements
asymptotiques :

(2.13) PROPOSITION. — Soit U = U^ x U<2 un ouvert de ~X{D). On
a f e A-^^{U) si et seulement si f est holomorphe dans U — 7^~1(D) et
admet pour i = 1,2 un développement asymptotique le long de Dz, i.e.
il existe des fonctions an{p2,02) C A^Q^U^ et MPiA) ^ A•D^(o^u^
telles que pour tout compact de U et tout n e N il existe une constante
C^ ̂  avec

n

f^-Y^a^x^ ^ C^n\x^
0

et
n

/(^)-E^(^)^ ^ C^nW^
0

sur K -Tr"1^). D

Si localement D = Di UD^, notons Zz, pour Z = Di, D^, D^ UD^ et
DI U D<z, l'idéal de A-^^ engendré par les images inverses des équations
de Z et posons

A — =\ïmA-^f^^^/Iîz.
X(D)|Z ^- ^^W z

On a une application naturelle Tz : A^/rn -^ A_—- . On a alors
v / X{D}\Z

l'analogue du lemme de Borel-Ritt (voir [10, thm 2.2 p. 27]).
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(2.14) PROPOSITION (Borel-Ritt).

1. Si D = {x^ = 0}, on a une suite exacte de ^~^T>x-modules sur
n-^D)

0 — ̂ %) - ̂ W^^ — °-

2. Si D = {x\x^ = 0}, en restriction à TT'^O),

(a) pour Z comme ci-dessus, Tz est surjective;

(b) 012 a une suite exacte

(2.15) O-^A^^A^^A^-.O;

(c) le complexe de Mayer-Vietorîs

0—>A^(^—>A_-—- ©A_— -^A_ — —>0^(D)"
X(D)|Di X(D)|D2 X(D)|DinD2

n^a de cohomologie qu^en degré 0 et on a un isomorphisme Ker (p c^
»A_-—- qui identifie '0 et TD.

X(D)|D

Remarques.

1. Dans le second cas on peut décrire plus explicitement A_^^ lors-
X(D)|Z

que Z = JDi, D^ ou 2^i D D^. On a A_ —— = TT^O —
X(D)|DinD2 X,DinD2

et A_—- est le faisceau associé au préfaisceau
X(D)|Di

U^A-^{UnD,)[x,]

où DI est l'éclaté réel de D\ le long de D\ D Ds.

2. Dans le premier cas on a "K^O—— = ^4__--^ , de sorte que la
_ X\D X{D)\D

suite exacte (2.15) existe sur X(D) alors que la description donnée
au point (c) ne vaut que pour les points de croisement.

Esquisse de démonstration de la proposition 2.14 — Tout germe C°°
de £~^(D\ admet un développement asymptotique en p ^ O (ou en p\^6\ à
coefficients C°° en p2^2i-"}- La condition d' "holomorphie" sur A-^ç^
montre que ces développements ne dépendent de p ^ O que via x\ = p\e101

et x^ = p^e'102. On en déduit le premier point de la remarque ci-dessus.
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On peut alors utiliser une méthode analogue à celle du cas d'une variable
pour montrer les points (1) et (2.a) de la proposition, pour Z = Di, D^ ou
D^ DD2.

Pour le point (2.c), la surjectivité de ^p résulte de ce qui précède.
Pour montrer que Kery? = Im^, il suffit, d'après la surjectivité de T^
et celle de T^, de montrer que si u^ est une section locale de A_ ̂ ^

1 X(D)|Di
avec -T^u- == 0, il existe une section locale u de Ay/^ avec Tp u = u^
et TD^U = 0. Si u- est définie au voisinage de 0°, on se ramène au cas où
0? = 0, puis on écrit u^ = ̂ dnÇx^xf et par hypothèse T^ dn = 0 pour
tout n. On pose, au voisinage de 0°, u = ̂ ^71(^1,^2)^? avec

f 0^2) (l - e-1/^-^ si ^i \an(x2)\ ̂  0
^nO^i,^) = ̂  0^2) si x^ = 0

[ 0 si an{x^) = 0

où c^_i > 0 est tel que |ayi(^2)| ^ ^^-i l^l71"1. Alors u vérifie les
propriétés requises : le fait que T^u = u^ est standard. Pour voir que
T^u = 0, on écrit pour m e N sur K - Tr'^D) (K compact)

__ m oo

^(^(.n,^? = ̂ + ̂  .
1 m+l

Du fait de la platitude des un, on peut majorer \Y^^\ par C^^x^.
Quant au deuxième terme, on utilise la majoration

00 00^ ̂ (x^x^ ^ ̂  i^i^r"1.
m+l m+l

Enfin le fait que u soit C°° résulte de la proposition 2.13.

Enfin il est classique que Im '0 s'identifie à A_—^ (voir par exemple
X{D}\D

[5, p. 41]), ce qui montre (2.c) puis (2.b). D

(2.16) PROPOSITION. — ^X(D) est un ̂ "^x -module plat.

Démonstration. — Au vu des résultats ci-dessus et de la proposition
2.8 le résultat est vrai sur la partie lisse de D. Aux points de croisement,
il suffit alors de montrer que les faisceaux A_^^ sont Tr^O^-plats ou

X(D)\D,
encore TT^O ̂ ^ -plats. Cela résulte de la platitude de A— sur TT^LO^.,

X\Dj Dj \Dj 3
facile puisque Dj est de dimension 1. D
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3. Structure des A^ç^ [*D]-connexions qui admettent
une bonne décomposition formelle.

Soit MA une A-^^ [*D]-connexion (i.e. un A^(^) [*^]-module lo-
calement libre de type fini, muni d'une connexion plate V : MA -^
7^-lnx.-^•MA)• soit eo e 7r-l(tro) et posons Àeo = ̂ eo' posons

•^A^ = ^0° ^ ^A' C'est donc une Àeo [*D]-connexion. On peut
—X(£»),00

alors définir la notion de très bonne décomposition formelle en (9° pour une
^(D)^]^01111^1^- Notons qu'une Ox [^D] -connexion M définit une
^(D)^]-^116™^ MA = ^XÇD) ^TT-IOX 7^-1•M•

(3.1) THÉORÈME. — Soit MA une A-^ç^D} -connexion qui admet
une très bonne décomposition formelle en 0° :

W ^AOO^ ® ff^^^a)
aCA \ /

Pour tout a e A, choisissons une Ox[^D\ -connexion régulière K^ re-
levant Ko,. L'isomorphisme formel (î) se relève en un isomorphisme de
^X(D) 0° [*^] -connexions

(*^) MAOO-^ e \£^ 0 (7r-1^)
' rMC- A / — — 1 / ' / - » \ v ''^a^o

ûGA ^ Or-1^)^

Remarque. — Une version de ce théorème, qui généralise à plusieurs
variables un résultat de Sibuya, a été montrée par Majima [10, thm III 2 1
p. 121].

Structure des A-connexions régulières. — Une .4^nJ*-Dl-connexion\ )localement libre est régulière si sa formalisée l'est.

(3.2) PROPOSITION. — Soit HA une A^ç^ Déconnexion régulière.
Alors il existe (localement sur D) une Ox[^D] -connexion régulière et un
isomorphisme au voisinage de tout 0° ç (S1)71 :

^A^ -^ {^X(D} ^ TT"^ .
V ^-l«^) ) ̂
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Démonstration. — Soit <9° e (51)2 et soit m' une base de T ^ . ^ o , rh'
la base induite de

^o = (^D10^)^ 0 TZ^o.
' (7T '^X^o

D'après le §1.2, il existe une base m dans laquelle la matrice A^ de x^Q^. est
constante, avec i = 1,2 si D a deux composantes et i = 1 si D n'en a qu'une
et dans ce dernier cas la matrice B^ de 9^ est nulle. Soit $ la matrice de
changement de base m = Ï-m' et relevons-la en ̂  e GLdÇA-^^. eo[^D}) en
utilisant Borel-Ritt (2.14). Considérons enfin la base m = ̂ ' m ' . La matrice
Ai de a;̂  vérifie A^ = A^ + d avec Q = 0 et A^ constante, et la matrice
B'2 de 9^ vérifie ^2 = 0. Cherchons une matrice ^ ç GLd(A-^ç^ ^o) telle
que ^ = Id et telle qu'après le changement de base mi = ^ • m la matrice
de ^<9^ soit A^ et celle de 9^ soit nulle. La matrice ^ cherchée est donnée
par une solution du système

Xi9^ = ad^W-^.Q (î=l,2)

ou de

.ri^^=ad^W-^.Ci

^^=^.^2

qui relève ^ = Id. Puisque ^ est solution du système formel associé, le
théorème A.6 donne l'existence de ^. D

Démonstration du théorème 3.1. — Elle est analogue à celle du cas
d'une variable, aussi nous ne ferons que l'esquisser (voir par exemple [13,
p. 210]). Elle se fait par récurrence sur cardA.

Fixons OQ ç A tel que m^ = max{mcj a e A}. On pose, pour tout
^ ^a = h^x-^ 'Ûa(x, y) avec Z4(0,0) = 1 et on relève Û^ en Z4. Notons

4.0 = [a e A! m^ = ^ao et ^=^ao}-

Supposons d'abord que A^ 7^ A. Nous allons relever à A^^ ^o la
décomposition de M relative à la décomposition de A en A^ U (A - A ).
Il existe donc une base de la connexion dans laquelle la matrice !î s'écrit

^11 ^12\

\^21 ^22 )
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où f^2 = 0, f^2i = 0, f2^ (resp. ^22) es^ foïmée de blocs diagonaux du
type

Id -^ + (ai Id +7Vi)ctei + (û2 Id -^N^dx-z

avec a ç A^ (resp. a ç. A—A^) , ai, 02 G C de partie réelle dans [0,1[ par
exemple et N\, N^ sont des matrices niipotentes. On est amené à résoudre
les systèmes portant sur les matrices inconnues S^ (de la taille de ^12) et

521 (de celle de ^21) :

^12 = ~^12 + (^ll'S'12 ~ ^12^22) + ^12^21^12

dS^ = —^21 + (^22^21 — ^21^1l) + ^21^12^21

avec de plus S^ = 0 et S^ = 0. On vérifie que ces sytèmes sont intégrables
(du fait de Pintégrabilité de f^). On peut les écrire sous la forme du système
(E) de l'appendice (voir §A.l). Les A^ sont ici de la forme ̂  — (p? avec
a G A^ et /3 € A — A^ ; en particulier on a m^ = m^ pour tout k (en
prenant les notations du §A.l). L'hypothèse de très bonne décomposition
formelle implique que l'hypothèse du théorème A.6 est satisfaite car Çt^
et ^21 sont a éléments dans A—0 . On peut donc trouver des solutions
612 et 5'2i qui satisfont S^ = 0 et S'2i = 0.

Si A = A^^, on remplace M.A pai" S'^060 ®M.A^ q111 vérifie l'hypothèse
de très bonne décomposition formelle. Si cette connexion est régulière, on
applique la proposition 3.2. Sinon, en notant m'^, == max {m^ ^J a € A},
on a A^/ ^ A et on peut décomposer cette connexion. D

4. Variétés r-caractéristiques.

La notion de variété r-caractéristique d'un P-module holonome le
long d'une hypersurface lisse a été introduite par Y. Laurent [9]. Nous
allons l'utiliser pour donner un sens intrinsèque et global aux exposants (pa
qui apparaissent dans la bonne décomposition formelle d'une connexion
méromorphe (lorsqu'elle en admet une). Ceci nous permettra de donner
une démonstration rapide des propositions 1.4 et 1.5. Nous allons d'abord
rappeler la construction des variétés r-caractéristiques en toute généralité.
Pour plus de précisions, nous renvoyons à [17]. Les définitions ci-dessous
ont été introduites dans [7] et [9].
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4.1. Muiti-filtration de Panneau T>x. — Soit X une variété analytique
complexe et Y une hypersurface lisse et connexe de X. Notons F.(V^) la
filtration croissante de l'anneau des opérateurs différentiels par le degré des
opérateurs. Elle est indexée par N et on a FoC^x) = ̂ x ' Nous poserons
Wx) = {0} Pour k ̂  -1.

Notons V.(T>x) la filtration croissante de "Dxi indexée par Z, associée
à l'hypersurface Y. On a par définition, pour tout k e Z et x € X

Vk(Px). = [P ^ ̂  P ' 4,. C 1^ V^ 6 Z }

où IY est l'idéal de Y dans X et 1^ = Ox pour £ ^ 0.

Soit r un rationnel > 0, avec r = ^o/^i? où £o et ^i sont des entiers
^ 0 premiers entre eux (et i\ 7^ 0). On considère la filtration croissante
r(FV)\ de 2\ indexée par Z :

-(FV)^)^ ^ ^(^x)n^(Px).
{(so,^)6Z2! ^oso+^i^i^^}

Soit (^, 1/1,..., î/p) un système de coordonnées locales tel que Y = {^ -==- 0}.
L'ordre d'un opérateur P pour la filtration ^(.Fy^P^) est noté ordy,(P).
Si P est le monôme tay(39^9^ où f3 et 6 sont des multi-indices, on a

ord,(P)=W|+7)+^i(7-^).

4.2. r-gradué. — L'anneau gr^^^'D^-) est commutatif car r est
non nul. Pour l'identifier, commençons par considérer l'anneau bi-gradué
gp-F g^y p^ L'anneau gr^ T>x s'identifie à l'anneau des opérateurs différen-
tiels sur le fibre normal NyX de Y dans X, opérateurs qui sont à coeffi-
cients polynomiaux dans les fibres de NyX —> X (voir par exemple [17]
ou [9]). L'anneau gr^gr^Pjc est donc l'anneau des fonctions sur le cotan-
gent r*(7VyX) à coefficients polynomiaux dans les fibres du morphisme
composé

F* (NyX) ———> NyX ———> Y.

L'interprétation suivante sera aussi utile : on a gr^ gr^ T>x = gr^ gr^ Dx
(voir une justification au §4.3 ci-dessous), où V gr^ T>x ^t la filtration
de gr^ Vx naturellement induite par VDx 'i cet anneau est alors aussi, de
manière naturelle, l'anneau des fonctions sur le fibre normal N^^T^X
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dans T*X de l'espace conormal T^X de Y dans X, à coefficients polyno-
miaux dans les fibres du morphisme composé

N^T-X -^ T^X -^ Y.

Pour le voir, considérons la filtration Vg^Vx- On a par construction

VgTFVx= C VgrfPx.
fc€N

Si P est une section locale de gr^Px qu'on écrit dans des coordonnées
locales

P= E^^"17^
\a\=k

l'ordre pour V d'un monôme a^t.y)^1^ = ^(^î/)Tal77Q'/ (^ec
b(0,y) ^ 0) est ai - £ = k - (la'l + t\ Ainsi, au décalage près de k sur
chaque gr^ P^ et en changeant les indices en leurs opposés, la filtration V
induit sur gr^ Vx la filtration par les puissances de l'idéal de T^X dans
r*X, d'où l'assertion.

Maintenant, les considérations du §4.3 ci-dessous montrent que
gr^^P^) s'identifie à l'anneau gr^gr^Pjc lorsqu'on munit ce dernier
de sa r-graduation naturelle.

4.3. Anneau de -Rees. — La filtration ^Fy^P^) n'est pas bornée à
gauche, aussi il est utile de considérer non seulement le gradué mais tout
autant l'anneau de Rees

^(FV)^)^® ̂ FV)^^ c-D^[w,w-1}.
Aez

C'est un faisceau cohérent d'anneaux ([17]). On a

gr^)^) = H^v^x) /^r^(Px)

et

^x = ̂ ÇFV)^X) ^ - l)^(i.v)(^x).

Cet anneau s'interprète comme l'anneau de la déformation plate de V^ sur

son gradué pour r{FV).

De même, on peut considérer l'anneau de Rees associé à la bifiltration
FVx n VDx ''

^FV^X = © (FV)^Px^V C Vx[u^^u-\v-1}.
déf

(M^z2^
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On vérifie que cet anneau est plat sur C[zA,i;]. La restriction à u = v = 0
peut donc se calculer de différentes manières : en restreignant d'abord à
u = 0 puis à v = 0 on trouve gr^ gr^ T>x \ en faisant l'inverse on trouve
gr^ g^y Vx ; de même, en restreignant d'abord à la courbe C['u, v] —> C[w}
définie par u \—> i(/°, v i—^ w^1, on obtient ^rfpv^^x) (volr [17]) puis en
restreignant à w = 0 on obtient gr1^Fv^'('D^).

4.4. La fonction d'Euler. — Toujours pour r rationnel > 0, gr^^ (Px)
est muni d'une section globale Q, qui, dans les coordonnées locales ci-dessus,
s'écrit 9 = ir. Elle définit une fonction

r*AyX —> C.

4.5. Module de Rees. — Soit M. un P^-module cohérent. Une
filtration croissante rG(A/l) indexée par Z est dite bonne pour ^FY^P^)
si le module de Rees

n^ÇM)^ C rG^M)wx cM[w,w~1}
ÀÇZ

est un module cohérent sur l'anneau ^r/py^^x)' ^Je module gradué
gT^ÇM) = KrG{M)/wU.G(M) est alors cohérent sur gr^^C?^).

Inversement, tout 7^^vJ'D^)-module gradué sans C[w]-torsion est
de la forme ^^(.M) pour une unique filtration de .M, et un tel module
est cohérent si et seulement si cette filtration est bonne.

4.6. Pentes le long d'une hypersurface lisse. — Nous allons rappeler
la notion de pente introduite par Y. Laurent [8], [9] et nous allons donner
quelques compléments. Le résultat suivant est montré dans [9] :

(4.7) PROPOSITION. — Si r est un rationnel > 0, Je support du module
gradué gr^^AI) est soit vide, soit une variété involutive r-homogène de
T*(7VyX). De plus, le cycle défini par ce module est indépendant de la
bonne filtration rG(Â/l) choisie. D

Rappelons que T*(7VyX) est muni de deux actions de C* : la première
est l'action cotangente de l'action de C* dans les fibres de NyX —> Y et la
seconde est l'action dans les fibres de r*(7VyX) —>• NyX. En coordonnées
locales :

A • (a-, y, ç, rf) == (A"^, y, À^, rf)

/^•(^y^) = (a;,y,^,^).
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On définit alors l'action "r-homogène" de C* en faisant agir t G C* par
(A, 11) avec \=t£l et p, = t^0.

L'existence d'une bonne filtration rG(M) n'est assurée que locale-
ment sur X. Le deuxième point permet de définir globalement un cycle
CChy^(.M) de T*(NyX), qui est involutif r-homogène. Le support de ce
cycle, i.e. celui du module g^^AI) est noté Chy^(.M). Il correspond à
Sy?j^ dans loc. cit.

Remarque. — Y. Laurent utilise le théorème de Gabber [3] pour
montrer l'involutivité de Chy^.M) lorsque M. est P^-cohérent et prouve
aussi l'inégalité

dimChy^(A^) ^ dimCh(M)

en utilisant un argument de platitude (cf. [9, théorème 4.1.1]). On peut
donner aussi une démonstration de cette inégalité basée sur le théorème de
finitude ci-dessous. On déduit en particulier de (4.8) que, lorsque M. est
holonome, Chy^.A^) est lagrangienne pour tout rationnel r > 0.

(4.9) DÉFINITION. — Soit r un rationnel > 0. Nous dirons que r n'est
pas une pente de M. le long de Y au voisinage de x ç. Y si il existe un
voisinage ouvert de r dans Q tel que pour tout rationnel r' > 0 dans ce
voisinage, l'ensemble Chy^/(A^) soit indépendant de r (au voisinage de x).
Nous dirons que r est une pente dans le cas contraire.

(4.10) DÉFINITION. — Nous dirons que 0 est une pente de M le long
de Y au voisinage de x ç Y si Chy^(A^) 7^ 0 pour tout rationnel r > 0
assez petit.

Nous noterons 'Py(.M, x) l'ensemble de pentes de M. le long de Y au
voisinage de x ç: Y. Dans le cas d'une seule variable, si M. = 2^/2^ P,
où P ç. P^c, cet ensemble coïncide avec l'ensemble des pentes du polygone
de Newton de P. On peut montrer :

(4.11) THÉORÈME ([9], [17]). — L'ensemble des pentes de M le long
de Y au voisinage de x ç.Y est fini. D

Remarques.

1. On peut montrer qu'un rationnel r > 0 est une pente si et
seulement si il existe une composante irréductible de Chyy(.M)
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qui n'est pas bi-homogène dans T*(NyX) (le tout au voisinage de
x).

2. Si C est une composante de Chy^(.M) dont l'image dans NyX
est contenue dans Y, cette composante est stable sous l'action
du champ de vecteur 9/9r puisqu'elle est involutive, donc est
homogène relativement à la filtration V. Par suite elle est bi-
homogène. Une telle composante n'intervient donc pas dans la
définition des pentes. En particulier, on voit ainsi qu'un V^-
module M. à support dans Y n'a pas de pente > 0 le long de Y.

Nous supposerons désormais que le module M. est holonome. L'en-
semble Chy^(.M) est donc équidimensionnel (car lagrangien) pour tout
rationnel r > 0. Nous pouvons alors considérer le cycle CChy^A^). Nous
noterons Ch' la réunion des composantes non bi-homogènes de Ch et CCh7

le cycle correspondant.

4.12. Localisation. — Supposons que M. = M[^Y\. Alors M est
aussi un T>x [*Y]-module cohérent. On peut munir l'anneau P^[*y] d'une
filtration F par le degré des opérateurs et de la filtration V relative à
l'hypersurface Y, où l'on impose de plus à t~1 d'être d'ordre 1. On a alors
la notion de filtration r-bonne sur M.. Soit r = £o/£i > 0. On a

^FV^OxW = V^^OxW = t^^Ox

et ^rpy^Ox^Y} est un 7 ,̂ ̂ ^(9^-module libre. De plus,

^çpv^X^Y} = Kr^v^xW (g) U^FV^X.
nT(FV)ox

Soit rGA/l une filtration de M. bonne pour r(FV)Vx• Alors le module

^FV}OxW ̂ ^Ox ̂ G^l

est un ^^v^P^[*y]-module cohérent sans C[w]-torsion (où w est le
paramètre du module de Rees, cf . §4.5). Il existe par suite une unique
filtration rG' M. avec

KrG'M =1^r^Fv)°x[^Y} 0 n^M
'R"rçFV)ox

et cette filtration est bonne. On a pour cette filtration

g/0' M = gr^^) Ox [*Y} ® y 0 M.
gr^v) Ox
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On en déduit que le cycle associé à gï^01 M. est formé de la somme
des composantes de CChy^.A^) qui ne sont pas contenues dans l'image
inverse de Y C NyX par la projection T * N y X —^ NyX. Les pentes de
.A/( = .A/([*y] peuvent donc être calculées à l'aide de filtrations sur Pjc[*^]-
On voit aussi que les deux cycles coïncident en restriction à O'^C*), où Q
est le champ d'Euler. On en déduit, d'après la remarque qui suit le théorème
4.11 :

(4.13) COROLLAIRE. — Si M. est holonome, on a

CChy^M) = CChy^(.M[*r]). D

4.14. Le cas formel. — Notons comme plus haut 0^~- le complété
A|Y

formel de Ox le long de Phypersurface Y et T)^~ l'anneau des opérateursX\Y
à coefficients dans 0^—-. A tout T^-module cohérent .M, on associe son

X|Y

formalisé M = "D-^ 0?^- M.. Si M. est muni d'une filtration rG{M.)
X\Y

bonne pour r{FV)(px\ le module M se trouve aussi muni d'une filtration
rG{M) = 0—— ®ox ''GÇM) qui est bonne pour ''{?¥)(?——}. Pour tout

X 1 1 X 1 Y

r > 0 on a g^^^ÇV——) = gr^^Pjc) et nous pouvons définir comme^•l2 ^^ ^^ __^
plus haut les objets CChy^(A^), Chy^(A^) et Vy{M.^x} qui vérifient les
mêmes propriétés.

(4.15) LEMME. — Soit M un Dx-module holonome. Pour tout
rationnel r > 0, on a CChy^A'l) = CChy^(À^). De plus, on a aussi
gr^A^t) = gr£/(À1) pour toute V-bonne filtration U{M). En particulier,
7V(A<rr)=7Y(A^;r).

Démonstration. — Posons r = ^o/^i- Oi1 a? pour tout k, t '
^Fy)^?^) c ''(FV)^ (Px)' Alors, en considérant la bonne filtration
ci-dessus, on a

^(^G^CM) = o^ ^o ̂ ^rc^M)
== ̂ ^xiY ^o ̂ ^rG^M)
=rG,(M)/rG^{M). D

4.16. Comportement par revêtement cyclique. — Soit p \ X/ —> X
un revêtement cyclique de degré v ramifié le long de Y. Par définition le
groupe Z/î/Z agit sur X', librement sur X/ - Y ' (où Y7 = p^ÇY) est
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isomorphe à Y) et trivialement sur V. Il existe des coordonnées locales
( t ' , y ' ) au voisinage de tout point de Y ' telles que l'on ait p ( t ' , y ' ) = (t^', ?/).
On a OX\Y C 0^,i y, en identifiant le premier anneau aux fonctions du
second invariantes par ï / v et 0^, est plat sur Ox- On a de même, en
restriction à V = Y, Px[*Y] C P^,[*y'] : en coordonnées locales on pose
i'Q,, = (l/^)tôt.

L'action de 7i/v préserve la filtration VO^, et l'on a en restriction à
Y '

Vk0x^0x=v^0x.
Ceci permet d'identifier gr^ Ox à un sous-anneau de gr^ 0^, (à savoir
le sous-anneau 0/cçzgr^ C^c/), ce (lul correspond au revêtement cyclique
induit par p et noté p ' : N y ^ X ' —> NyX. De même, l'inclusion

VxW c VxW ^ Ox' ^ ̂ xW
Ox

correspond au diagramme

T^NY^X'^-^P^T^NYX-^T^NYX

où (en dehors de l'image inverse de Y), la première flèche est un isomor-
phisme et la seconde un revêtement cyclique.

Soit maintenant M un Px-module holonome et p^M = O^i ̂  -i/n
p~1M. son image inverse au sens des P-modules.

(4.17) PROPOSITION. — On a CChy/^^+.M) = w p ' ~ 1 CChy^M)
pour tout rationnel r > 0.

Démonstration. — D'après ce qui précède, il suffit de montrer la
proposition lorsque M = M[^Y}. On a alors p^M = (p'^./VO^y].
En reprenant les notations plus haut pour "{FV^Ox^Y}, on voit qu'en
restriction à Y ' = Y, ̂ r^v^x'^'} est un ^^0^[*y]-module libre
et

^{FV^X'W == ̂ r^Ox'm 0 ^ÇFV^xW
^(FV^X^]

Si rGM est une filtration de M bonne pour r{FV)V^Y}, l'anneau

^(FV^X^} ^ n^M
^r^O^Y}
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n'a pas de C[w]-torsion et permet donc de définir une bonne filtration
^'(p+^t). On a

gr^ p^M = gr^) 0^ W ^ gr^ M
gr^^O^Y]

d'où le résultat. Q

(4.18) COROLLAIRE. — En restriction à Rouvert 9^0, l'application

w-^p' : CChy,^(p+.M) — CChy^M)

est un revêtement de degré v. D

4.19. Propriétés des variétés r-caractéristiques d^une connexion ad-
mettant une très bonne structure formelle le long de Y. — Nous revenons
à la situation du §1 : X est une surface analytique, D est un diviseur à
croisement normaux et M est une Ox[^D] -connexion. L'hypersurface lisse
Y sera ici la partie lisse de D. Nous supposons que M admet une très
bonne structure formelle le long de Y.

(4.20) PROPOSITION. — Soit r > 0 tel que Chy^(A^) + 0. Alors

1. Chy^A^) est lisse et la projection Chyy.(.M) —> NyX est un
revêtement d'image contenue dans NyX — Y ;

2. Chy^(A^) c e-^C*) et 9 : Chy^(A^) -^ C* est partout de
rang 1.

Démonstration. — L'énoncé est local sur Y et ne dépend que du
formalisé de M le long de Y, d'après le §4.14, et il suffit de le montrer
après un revêtement cyclique autour de Y, d'après le §4.16. On peut donc
supposer que M. admet une décomposition en somme directe de connexions
élémentaires. Commençons par le cas d'une connexion élémentaire de rang
1 de la forme E^ (g) x^, si Y = [x^ = 0}, avec (^(.ri,^) = x^uÇx-i.x^) et
m ç. N - {0}, n(0,0) ^ 0 (le cas régulier ne pose pas de problème puisque
Cb.Yr = 0 pour tout r > 0).

(4.21) LEMME. — Dans ces conditions, on a

1. PyÇM) = {m + 1} au voisinage de (0,0) ;
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2. si r = m + 1, Chy^(M) est défini par les équations suivantes dans
T^NyX :

x^Q+m'uÇO.x^) =0

^2+^(0,;z-2)=0.
Qx-z

Si l'on admet ce lemme, on voit, en utilisant l'additivité du cycle
CCh7 par extension, que la proposition est vraie pour toute connexion
élémentaire 8^ (^ 7^. Pour montrer la proposition clans le cas général il
reste à voir que lorsque M. admet une bonne décomposition formelle le
long de Y, les différentes composantes irréductibles de Chy^(M) ne se
coupent pas. Cela résulte des équations de Chyy.(^ ̂ 1Ï) et du fait que si
^a 7e ̂  on a ou bien ^(O,^) = 1^(0,0:2) pour tout x^ voisin de 0, ou
bien na(0, x^) ̂  ^(0, x ' z ) pour tout x^ voisin de 0. D

Démonstration du lemme. — On remarque d'abord que

M=^^xïî=/DxW/{P^P^

avec
ô(p 9y

Pi=a;i<9 - a - rc i—— et P^ = 9 - ——1 9xi 2 0x9Cl UX9

On en déduit que Chyy,(.A/() est une sous variété de la variété définie par
les symboles o-r(Pi) et ^(Pa). Par suite Chy^. = 0 s i r ^ m + l . I l reste à
voir, puisque {o'r{Pi)-,o'r(P2)) définit une sous-variété lisse irréductible de
T^NyX (celle donnée dans l'énoncé du lemme) que Chy^.^.M) 7^ 0. Or
on vérifie aussi que Chy^(.M) = 0 pour 0 < r < m + 1 (pour r > m + 1
c'est la section nulle de T*NyX)^ de sorte que Chy^-i-i ne peut être bi-
homogène. D

5. Variétés ^caractéristiques.

Nous restons dans la situation du §1. Soit M. une Ox [*D] -connexion
admettant une très bonne structure formelle le long de D. Pour chaque
composante irréductible (supposée lisse) de D nous avons construit les
variétés r-caractéristiques Ch^. y, C T*7Vp.X. Pour construire la fibration
de Stokes au §6 nous serons amenés à recoller les quotients de ces variétés
par l'action de R^ qui existe du fait de la r-homogénéité, au-dessus d'un
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point d'intersection de deux composantes Di et Dj de D. A cette fin, il
faut introduire des variétés caractéristiques associées à la paire (Di,Dj).
C'est cette notion que nous allons expliquer dans cette section.

Dans la suite, nous identifions X à un voisinage ouvert de 0 = x° dans
C2, muni de coordonnées .z-i, x^ telles que D = {x^ = 0}. La construction
des variétés r-caractéristiques est un cas particulier de la construction
décrite dans [17, Appendice].

5.1. Tri-filtration. — Dans les conditions ci-dessus, l'anneau Vx est
muni d'une tri-filtration croissante (indexée par Z3) :

(F^v^^x = F^x n ̂ Vx n ̂ Vx

où ^Vx est la filtration relative à l'hypersurface Di (voir le §4.1). Pour
simplifier nous noterons (FV)Vx cette tri-filtration. L'anneau Z^gradué
gr^^Vx est l'anneau des polynômes sur r*C2 = T * N ^ X muni de la
Z^graduation (FV) : si (^1,^2,^1,^2) sont les coordonnées sur T*C2,

x\ est de tri-degré (0, —1,0)
X2 it " (0,0,-1)

$1 " " (1,1,0)
6 " " (1,0,1).

On dispose des fonctions d'Euler Oi = x^i (i=l,2).

5.2. r-graduation. — Soit r = (ri,r2) G (Q";-)2 et posons r, = ^o/^
avec pgcd(^o,^i,^) = 1. Soit ^{FV)Vx la filtration (indexée par Z) définie
par

^FV^-Dx = ^ (FV)^.
{(sO,Sl,S2)eZ3 |^OSO+^lSl+^2S2^A}

On vérifie comme au §4.2 que le gradué gr (<FV^ Vx est isomorphe à
gj-^v} p^- lorsqu'on munit ce dernier anneau de la r-graduation pour
laquelle

x\ est de degré —i\
X2 it " -^2

^1 " " ^0+^1

^2 " " 4+^2.

5.3. Variété r-câractéristique. — De la même manière qu'au §4.3
on peut associer à tout Px-module cohérent une variété r-câractéristique
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Chj^ ̂  p : c'est une variété involutive r-homogène de T*C2. On dispose
des résultats généraux ci-dessous. Nous ne les utiliserons cependant pas
dans la suite.

(5.4) THÉORÈME (conséquence de [17, Appendice]). — Soit M. un
Vx-module cohérent. Il existe une subdivision de (R+)3 en cônes convexes
rationnels fermés de sommet F origine, ne se coupant que le long de
faces communes, telle que la variété Chj^ ̂  ,r(-^) ne dépende pas de r
lorsque (^05^1^2) varie dans une facette (relativement ouverte) de la subdi-
vision. D

On peut alors montrer que si M est holonome, Ch^ ̂  ^(.M) est
lagrangienne et munie d'une action de C* du fait de la r-homogénéité,
et on peut définir le cycle CCh^^p(.M). On note Ch^ ̂ p la réunion
des composantes de Chj^ ̂  j. qui ne sont pas tri-homogènes et qui ne
sont pas contenues dans l'image inverse de {x\x^ = 0} par la projection
T * N ^ X -^ TVrQ-.X, et CCh' le cycle correspondant. Alors pour r fixé, le
cycle CChj^^r (resp. CCh^ ̂  ̂ ) est additif dans une suite exacte de
modules holonomes.

On montre comme au §4.14 que CCh^ ̂ ^(-^O = CCh^ ̂  ,r(^)?
où M. = C [a*i, a^l Ç^Q M. est le formalisé de A4 en 0 et

CCh^^t) = CCh^^W.

Enfin, si p : X' —> X est un revêtement fini de X, ramifié le long de D,
cyclique d'ordre vi le long de Di, on a avec des notations analogues et en
posant vr = {y\r\^ ^2^2)

Ch^^rO^ = ̂ P'~1 Ch^ (̂.M).

Supposons maintenant que M. soit une 0^-[*D]-connexion admettant
une très bonne structure formelle le long de D en 0. Nous allons montrer

(5.5) PROPOSITION. — Soit C une composante irréductible (supposée
non vide) de Ch^ ^ r(-^)- Alors

1. Il existe une unique droite affine \} de Q2 d'équation m\s\ -\-m^s^ =
rriQ avec mo ^ 0 et m\ ou m^ -^ 0, (mo,mi,m2) € N3 premiers
entre eux, telle que r~1 e () et que C soit une orbite du sous-tore
H C (C*)3 d'équation X^X^2 = A^° via Faction de (C*)3 sur
T*C2 définie par

(Ao ,Al ,À2) • (^1^2^1^2) = (Âl" la' l ,A2 - lrK2,AoÂl$l,AoA2^2);
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2. La projection C —>• ^{Q}^ est un isomorphisme sur un ouvert de
N^X c± C2.

Démonstration. — Définissons, pour v ç. (N*)2, la droite v\} par
l'équation v\m\s\ -\- v^m^s^ = rriQ de sorte que r G \) ^==> vr e ïA). Il
suffit de montrer le résultat après un revêtement i^-cyclique le long de D et
après formalisation de M. de sorte qu'on peut se ramener, quitte à changer t)
en i^(), au cas où M est somme directe de 0^[*-D]-connexions élémentaires
puis en fait au cas où M. est élémentaire de rang 1, A4 = E^ (^> xa avec
(R = x~'mu(x-t, 3:2)5 m ^ N2, a ç C2 et ou bien n(0,0) ^ 0 ou bien ZA ^ 0
et m = 0.

(5.6) LEMME. — Pour M. élémentaire comme ci-dessus, Ch^ j^ r(-^)
n^est pas vide si et seulement si r vérifie m\r~^ + m^r^2 == 1 et dans ce
cas Ch^^ .̂M) est définie par les équations

0r^ei+mi^o.o) = o
1^02+^2^(0,0) = 0

et

r^ei+mi^o.o) = o
l 6 - 0

si m\ et m'z ̂  0

si m\ 7^ 0 et 777,2 = 0.

La proposition est donc satisfaite dans ce cas, en prenant pour (} la
droite d'équation m\s\ + 772252 =1- D

Démonstration du lemme. — Analogue à celle du lemme 4.21. D

Dans la suite il sera plus judicieux d'indexer les composantes des
variétés r-caractéristiques par les droites (} correspondantes plutôt que
par r. Nous noterons donc Ch^^ ̂  la réunion des composantes de
Dr Ch^) Q y qui sont ^-homogènes.

Remarques.

1. Si t) a pour équation m\s\ + 777,252 == ^ch on a toujours sur
Ch^^^ (si M admet une bonne structure formelle en 0) l'égalité

^^Qiin^ =^'l©2|^h/
l l c h Dl,Z52,^> "l011^!,^,!)

2. La variété Ch^^^ est lisse, i.e. ses différentes composantes
irréductibles ne se coupent pas dans T*C2. Cela résulte de la
condition de bonne structure formelle et des équations ci-dessus.
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3. La subdivision prédite par le théorème 5.4 est ici celle de R^.
définie par les hyperplans dont l'équation est l'homogénéisée de
celle de (), si Ch^^ ̂  -^ 0, ainsi qu'éventuellement d'autres
droites contenues dans les plans de coordonnées.

6. Fibration de Stokes.

Nous restons dans la situation du §1 et nous supposons que toutes
les composantes irréductibles de D sont lisses. Notons D° la partie lisse
de D. Soit M. une Ox [*-D]-connexion admettant une très bonne structure
formelle le long de D.

6.1. — On peut appliquer les résultats du §4 pour Y = D°. Pour
tout r e Q^, la variété r-caractéristique Ch^o ^(A^) est lagrangienne et r-
homogène, donc munie d'une action de C*. Cette action est induite par une
action sur T^N^oX. Lorsqu'on munit N^oX de l'action de C* "puissance
—^i" de l'action naturelle dans les fibres de N^oX —> D°, la projection

Ch^(M) —— N^X

devient équivariante pour ces actions C* (rappelons que r = ^o/^i)-

Soit SNj^oX le fibre en cercles associé à N^oX. C'est tout autant
le quotient de Nj^aX — D° par l'action naturelle de R"5_ C C* que par sa
puissance —i\. C'est aussi l'image inverse 7^~1(DO) de D° dans X(D).

L'espace de Stokes de pente r, noté <St^)o^(.M) au-dessus de D° est
par définition le quotient Ch'̂ o ^(.A/O/R^. On dispose d'une application
naturelle

StDo,r(M) ——> SNooX

car on a vu que Ch^o^A'One"1^) = 0, donc la projection de Ch'^o^(.M)
dans ND°X ne coupe pas D°. On dispose de même d'une application

Se : StD^r(M) —>S1 = C*/R^

induite par 6. L'analogue de la proposition 4.20 se vérifie de la même
manière :

(6.2) PROPOSITION.

1. StD°,r(M) Gst une variété analytique réelle (lisse) orientable;
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2. SQ est partout de rang 1 ;

3. Les fibres de SO sont des surfaces analytiques réelles lisses orien-
tables et la projection d^une fibre sur D° par composition de

SiDo,r(M) —^ SNcoX —^ D0

est un revêtement fini. D

Remarque. — Nous verrons plus loin que la projection sur SNr>oX des
"secteurs" Se^Gj, ̂ [) est le support de RHomÇTr^M.A^0 )^-i^ay
C'est la construction globale de ce support qui nécessite l'introduction des
variétés r-caractéristiques.

Si l'on appelle "surface de Stokes" de la connexion élémentaire locale
S^ (g) 7^, avec (p = x^^uÇx-i^x^) le sous-ensemble de SNo^X défini par
x^^uÇO^x^) ç R-, on voit que la "surface de Stokes" de la connexion M.
est définie globalement au-dessus de D° comme la projection sur SN^X de
SQ-1^). Son adhérence dans TT-^D) C ~X(D) est la "surface de Stokes"
de M. le long de D. Nous allons compléter la "surface de Stokes déployée"
SQ'^Çe'1^) au-dessus des points de croisement de D. Pour cela, nous allons
compléter d'abord ^(A^^U^t^o^.M).

r

Nous allons décrire d'abord les fibres de <St^(.M) au-dessus des points
de croisement de D. Nous effectuerons le recollement ensuite. Plaçons-nous
au point de croisement de deux composantes D\ et D^. Soit i) une droite
affine de Q2 telle que Ch^^^(.M) ^ 0. Soit H le sous-tore (C*)2 de
(C*)3 associé à () (voir proposition 5.5) et Hj^ sa partie non compacte
(R^)2. Nous poserons

Sto^D^) = Ch^^(A()/^R.

Puisque Chp^ ̂  (/A^) est réunion d'orbites (non singulières) sous H
agissant dans T ^ N r ^ X , on voit que <?tDi,D2,()(-^) est réunion de tores
réels (51)2 ^ (C*)2/^!^!)2. Par ailleurs, nous avons vu aussi que si l'une
des applications 9i ou ©2 n'est pas identiquement nulle sur Chp^ ̂  (^(AI),
elle est non constante et à valeurs dans C*, donc définit S6i ou 862 :
^tDi,!^,^-^) ""̂  (^1- ^e P^8? sl l68 deux sont définies, elles coïncident.
Nous noterons SQ^ cette application. Enfin nous poserons

StD^D^M) = n<?tD,,D^W
b
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(6.3) PROPOSITION. — La réunion disjointe StoÇ^l) des St^o r(^)
et des St^. ^. ̂ (M) (pour r > 0, tout couple (jD^JDj) et toute droite \}
comme plus haut) peut être munie naturellement d^une structure d^espace
semi-analytique réel. Les fonctions SO et SO^ se recollent en une fonction
analytique réelle SO : SiuÇM) —^ S1.

6.4. — Soit alors Z un diviseur réduit quelconque de X, x° G Z et
M une (9jc[*^]-connexion. Supposons qu'il existe une suite d'éclatements
(complexes) e : X —> X à centres au-dessus de a;0, tels que e~l(Z) soit, au
voisinage de l'image inverse de x°, un diviseur à croisements normaux et
que e4'M. admette une très bonne structure formelle le long de e~l{Z) sur
ce voisinage.

(6.5) THÉORÈME. — Pour toute boule B assez petite centrée en
x° dans X, la restriction de SO à Sie-içznB^Ç^^) est une fibration
topologique sur S1. De plus, si B' C B est une autre telle boule, les deux
fibrations sont topologiquement équivalentes. Enfin, si e' est une autre suite
d'éclatements telle que e'^ M admette une très bonne structure formelle,
les fibrations correspondant à e et e' sont équivalentes.

Démonstration de la proposition. — Au vu des remarques du début,
la question est locale au voisinage d'un point de croisement x° de D, aussi
nous nous placerons dans la situation locale du §5.

6.6. Cas où M. admet une très bonne décomposition formelle. — Soit
M\ une 0[*D] -connexion somme directe de connexions élémentaires, avec
M^o ^ M-ix0' On sait alors (proposition (1.5)) que pour tout y° e D voisin
de x°, on a

^^o^y^0^^^0

et par suite on a Chpo y. (.M) = Ch^o^(.Mi) pour tout r > 0 (au voisinage
de x°). Il suffit donc de prouver la proposition pour M\.

Soit M\^ = S^ ^ 7^ une composante élémentaire de M\ (^p e
^x a;°[*^]/^x x°)' Considérons l'application

(Sp,se) ,
5t^ (Mi^)———SN^oX x S1

où p : Nj^oX —> D° est la projection. Il résulte du calcul fait au lemme 4.21
que cette application est injective. Plus précisément, si <p == x~'mu(x^,x'z)
(m = (mi,m2) e N2 - {0} et n(0,0) ^ 0), soit a : N^aX -^ C définie



1650 CLAUDE SABBAH

par a = x~mu^o (on note de la même manière les coordonnées de X avec
celles de N^aX). Si mi ̂  0 (pour i = 1 ou 2), la variété St^oÇM^^) n'est
pas vide et son image par l'application ci-dessus est le graphe de

Sa : SN^oX -^ S1

(si par exemple i = 1, on a Sa(arg 0-1,^2) = -mi argrci+arg^^^O,^))).

Définissons alors Sa^ : Tr"1^0) = (51)2 —^ 5'1 par

Sa^^i,^) = argiA(0,0) - mi<9i - m^.

Ce n'est autre que la composée de SQ^ avec l'isomorphisme

^^(•Mi,,,)^^1)2.

Ces fonctions se recollent en une fonction lisse (au sens PL, car
TT'^D) est une variété PL) sur TT'^D) C ~X(D) à valeurs dans S1 si
m\ et m2 7e 0 et en une fonction lisse sur ^^(D^) (resp. sur TT"^!^)) si
mi 7^ 0 et m2 = 0 (resp. 7712 ^ 0 et mi = 0).

Ainsi nous pouvons poser

<?t^(.Mi^) = graphe Sa.

Notons que dans les deux derniers cas, SioÇM^ y) est une variété à bord
et dans le premier une variété lisse (PL) et dans tous les cas c'est une
variété orientable. De plus, c'est un ensemble semi-analytique fermé dans
TT'^D) x S1 et il est muni d'une fonction analytique réelle SQ à valeurs
dans 5'1, à savoir la restriction de la projection sur S1.

Terminons la construction de StoÇ^i). Soit C une composante
irréductible de Ch^ ̂ (.Mi). Alors C est définie par la donnée de m e
N2—^} et de c e C* (prendre les équations du lemme 5.6 avec n(0,0) = c).
Notons .MI ç la réunion des composantes M^ ^ pour les (/? correspondant
à C et posons

StD(M^c)= U StD{M^)C7T-\D)xS1.
' (p^C '•

Alors <?t^)(.Mi ç) est un ensemble semi-analytique réel dans Tr"1^) x S1

(éventuellement singulier le long de son intersection (^/(R^)2 c± (51)2 avec
TT-^0)).

Enfin, nous posons

StD(Mi)=Y[StD(M^c)'
C
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II s'agit de vérifier qu'au-dessus de D° on a

<?t£)(A^l)j^)o ^St^a(Ml)

et qu'en restriction à 7^~l(xo) on a

StD(Mi)n7T-\0)=St^D^i)'

Le deuxième point est vrai par construction. Pour le premier point,
on remarque que pour i = 1,2 on a

<st^o(A^i) = n«st^(A^i)
r>0

et

<St^,(.Mi) = \J St^{M^) C SN^X x S\
{(p\mi=r-l}

II suffit de vérifier que pour (p correspondant à C et y/ correspondant
à C ' 7^ (7, et toutes deux de pente r le long de 2^, on a

«^(A^) n<?t^o(.Mi^) = 0

dans SN^aX x S1. Or, puisque C ^ C", on a n(0, 0) ^ ^(0,0) donc u - u'
ne s'annule pas dans un voisinage de 0. D

6.7. Cas où M. admet une très bonne structure formelle. — Soit p une
ramification cyclique autour de D\ et D^ et notons encore p l'application
induite X (D') —> X(D) donnée en coordonnées locales par

p(r[, ôy^) = (rr,^i,î-r,^2).
On a aussi un revêtement

T* N Y' fï* N Y'I ^_y^— lT'*7V Y \ n~lT* N Y'\1 ^V^oA — \ 1 ^V^oA J <——p 1 ^V^oA— \p 1 ^V^oA j

et on sait que Ch^/c^p'^.M) = p~1 Ch^o(Â/(). De plus, à une constante > 0
près, on a Q^ = 9^ o p de sorte que S6^ = SQz o Sp. Ainsi

StD^^rÇP^M) = Sp^StD^M)
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et

SQ^'.StD^^r^M)——S1

est la composée de Sp et SOi.

On peut raisonner de même pour Ch^ ^ (Al). Ainsi ^(/^.M) est
muni d'une action du groupe Z/î/i x Z/z/2. Si ()' = i4) est une pente de
p^~M on vérifie à l'aide de la condition de très bonne structure formelle
que

StD'^^M)^ [J StD^= ]_I S^^M\c'}
C ' de pente t ) ' C ' de pente t ) '

est contenu dans ^ ' ^ { D ' ) x 51, car les C' de pente (/ ne se coupent pas
dans T*C2. Ainsi iStD^^P4^-^) est stable sous l'action de Z/z/i x Z/^2
et via l'inclusion StD^'Çp^-M) C Tr'"1^') x 5'1, celle-ci est induite par
l'action triviale sur 5'1 et celle introduite plus haut sur " K ' ~ {D1) (i.e.
(^1^2) ̂  (^ + 2nr/l̂ 2 + 2î7T/^2)).

On note Sto^Ç'M) le quotient de SID^ÇP^-M) par cette action. Par
construction c'est un sous-ensemble semi-analytique réel dans 7^ /~1(D /) x5'1

et il vérifie les propriétés voulues. Enfin St[)(M) = ]J 5tD,()(-^0- D
b

Démonstration du théorème. — La construction précédente montre
facilement que la stratification de (SI^-A^) donnée par les StD°(M) et
(St^A^))^).^. est une stratification de Whitney (semi-analytique). De plus
l'application SQ est transverse aux strates de même qu'à e~l(Z^}9B). On
en déduit que SQ induit une fibration topologique sur Ste-içznB)(^)' Le
fait qu'elle ne dépende pas de B' C B assez petite se montre de même.
Pour montrer que cette fibration ne dépend pas du choix de e, il suffit de
comparer les fibrations pour e et e o e, où e est l'éclatement d'un point de
e-\0)=D.

Supposons que e soit l'éclatement d'un point lisse de D = D\ et
considérons d'abord le cas où M est élémentaire. Soit M\ = E^ <S) 7^
un modèle convergent. Si e : X —> X est l'éclatement de l'origine et
PI = {x^ =0}, on pose Di = e"1^) et X(D) l'éclaté réel de X le
long des composantes de D. On a une application

e:X(D) —>^(D).

Pour la décrire, considérons des coordonnées (^1,^2) sur X avec D\ =
{a;i = 0}. Les coordonnées sur X(D) 2^ R+ x S1 x U sont (r-i, 0i, x^) où U
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est un disque de C. Alors X est recouvert par deux cartes : la première est
munie de coordonnées (r[,0[,r^0^) de sorte que

^^2^2) = (r[r^0[ +^^2^2)

et la seconde (r'^O^x^) avec

^-r" fi" v"\ — ( r " ft" r " P^V'^£ V l 5 y l 5 a ; 2 J — V l ? t 7 l 5 r l e xc!}'

Soit E le diviseur exceptionnel de e. Dans la première carte, 7^~1(E)
est isomorphe à S1 x S1 x R_)_, donc est muni de coordonnées (0[^0^p[)^
et on l'identifie à S1 x S1 x R+ avec les coordonnées (0[ + 0^0^ p[) de
sorte que la projection TT"^!)) —» Ti-"1^) induit Tr"1^) —> /7r-l(0) qui
n'est autre que la première projection S1 x S1 x R+ —^ S1.

De même, dans la deuxième carte, 7^~1(E) est isomorphe à S1 xC avec
les coordonnées {O^x^) et l'application TT-^Ê') —^ TT-^O) est la première
projection. On en déduit que Tr'^-E1) est difféomorphe à S1 x disque et que
7^~1(E) —> 7^~1(0) est la projection sur le premier facteur.

Par ailleurs, soit D[ le transformé strict de D\ par e. Alors 7^~1(D[) =
S1 x S1 x R+ avec les coordonnées (0',0'^r1^), l'application sur Ti-"1^!)
est donnée par

(^^2)^(^2^2)

et le recollement de TT'^E) et î'^D'i) se fait le long de S1 x S1 : c'est
l'identité sur le premier facteur et sur le second on identifie via 0[ i—^ ô' —ô1^.

Enfin l'application SQ définie par e^M.\ est composée de S@ et de
la projection Tr"1^) —^ Tr"1^!) (lorsqu'on identifie les variétés de Stokes
St au graphe des applications SQ et SQ). Ainsi

7r~\D)^ [S1 x disque] ]J [S1 x (S1 x R+)]
s^s1

est difféomorphe à TT~^~(D\) et le difféomorphisme est compatible aux
applications SO et SQ (qui se factorisent par la projection sur le premier
facteur). On en déduit l'assertion dans ce cas.

Lorsque M.\ est somme directe de connexions élémentaires, on rai-
sonne de même. Dans le cas général, on relève un revêtement cyclique
autour de J9i à un revêtement cyclique autour de D, on applique le résul-
tat précédent puis on quotiente par le groupe Z/i^i : comme cette action
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ne porte que sur le premier facteur S'1, on peut appliquer le même raison-
nement au quotient.

Enfin le cas d'un point de croisement est analogue. D

6.8. Un critère de lissité de StoÇ^)- — L'espace total de la fibration
de Stokes déployée StD(A4) peut présenter des singularités au-dessus des
points de croisement de D (nous supposons toujours que A4 admet une très
bonne structure formelle le long de D). La construction que nous avons
faite plus haut montre cependant que l'on a le critère de lissité suivant (la
nécessité est claire) :

CRITÈRE. — La fibration SQ : Sic (A4) —> S1 est lisse (au sens
PL) au voisinage de l'image inverse d'un point de croisement x° de D
si et seulement si, lorsqu'on se restreint à un voisinage assez petit de ce
point, toute composante irréductible Cy(R/j_)2 de Ch^^2(.M)/(R4)2 est
adhérente à une unique composante connexe de St^(M) et à une unique
composante de StD°(A4). D

Supposons par exemple que M. admette une très bonne décomposition
formelle au voisinage de x° (et pas seulement une bonne structure formelle).
La condition est alors équivalente au fait que si £^ (g) T^y, et £^ (g) 7^ sont
deux composantes avec (/? ̂  ^ dans Ox[^D}/Ox, alors ^—'0 est une unité.

Lorsque StD(Al) est lisse, on peut préciser le théorème 6.5 :

(6.9) PROPOSITION. — Dans la situation du théorème 6.5, supposons
de plus que Ste-l(znB)(^) solt nsse (au sens PL). Alors toutes les
composantes connexes de cette variété ont un bord non vide. Les fibres
de SO sont des surfaces réelles lisses (PL) orientables à bord non vide,
donc leurs composantes connexes ont le type d'homotopie d'un bouquet de
cercles.

Remarque. — Ceci peut être vu comme un analogue topologique du
théorème de perversité de [15].

Démonstration. — Soit Z le transformé strict de Z par e et E le
diviseur exceptionnel de e, E = e~l(xo), avec les notations du §6.4. On a
donc e~l(Z) = ZUE. Si S est une composante connexe de «Ste-ic^nz^-^O?
la projection de S sur X (éclaté de X) est un sous-arbre de l'arbre associé
naturellement à e~l(Z). II résulte de la construction précédente que lorsque
S est lisse, S a un bord non vide si et seulement si l'une des conditions
suivantes est satisfaite :
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1. le sous-arbre correspondant à <S a une composante dans Z (et alors
<S a une composante de bord dont l'image est une composante de
QB H Z) ;

2. le sous-arbre correspondant à S a une composante Ei de E et il
existe une composante Dj de e~l(Z) qui n'est pas dans ce sous-
arbre et qui coupe Ei {S admet alors un bord au-dessus du point
d'intersection Ei D Dj).

Alors, si le sous-arbre correspondant à <S est celui associé à e~^{Z}
on applique le premier point, sinon on utilise la connexité de ce dernier et
on applique le second point. D

6.10. Exemple. — Soit / un germe en 0 e C2 de fonction analytique
avec /(O) = 0 et soit M. = £1^ la Ox\\l f\ -connexion de rang 1 engendrée
par l//. Une résolution des singularités de / au voisinage de 0 peut être
utilisée pour M. dans le théorème 6.5. Alors la fibration de Stokes est
topologiquement équivalente à la fibration de Milnor de / en 0 composée
avec l'application antipodale S1 —> S1 : cela résulte des lemmes 4.21 et 5.6,
et de [1, §2].

7. Le faisceau d'irrégularité sur l'éclaté réel ~X(D).

7.1. Le faisceau d'irrégularité. — Soit M. un P^-module holonome et
Z une hypersurface de X. Z. Mebkhout a introduit dans [15] le complexe
d'irrégularité de M. le long de Z, noté IR^(.M). C'est un complexe de
faisceaux sur Z, à cohomologie C-constructible, qui est pervers sur Z. Il
est défini par (voir loc. cit. p. 90 et p. 98)

m^(A^) =rlR^om^(^^[*Z],Ox)[+l] ̂ R^om,-l^(rl^^,Qz)

où i : Z ^ X est l'inclusion et Qz = O^^I^Ox- Cette définitionje \/i
s'étend aux complexes bornés de P^-modules à cohomologie holonome,
et le fondeur IR^ a un bon comportement par image directe par un
morphisme propre (voir [14, thm. 2.2.6]).

Soit maintenant M. une Ojc [*D]-connexion méromorphe, où D est
un diviseur à croisements normaux sur la surface X. On peut définir le
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complexe d'irrégularité sur X(D) : si l'on note ./M .4 = A-^ijy^v-^Ox^1-^'

ffî^-M^RT^-^ (7r-1^,^^)

=R/Hom^(M^A^)

si l'on pose î^-/p\ :£ ^Ycm ^Tr-^x ^"^x- On a donc

RTT, !RD{MA) = IRo^)'

Dans ces conditions on a (en toute dimension)

(7.2) THÉORÈME (Majima [11]). — Lorsque la Ox[^ Déconnexion
M. admet une très bonne structure formelle le long de D, le complexe
!RD(MA) n^ de cohomologie qu'en degré 0.

Nous allons voir que IRc^A^) est un faisceau R-constructible sur
7T~1(D) et nous allons décrire une stratification sur les strates de laquelle
il est localement constant.

(7.3) THÉORÈME. — Sous les conditions précédentes, IRj^ÇM.^)
est un faisceau îi-constructible sur 7^~1(D), localement constant sur les
strates de toute stratification (semi-analytique réelle) compatible avec la
stratification naturelle de D et avec la famille des projections sur 7^~1(D)
des composantes connexes des "secteurs" iSQ'^JTr/^STr/^l) C StoÇ^-A)
et de leur complémentaire SQ~1([—7^/<2^7^/2]).

Démonstration de (7.2). — On remarque que le problème est local
sur X. Nous supposerons que D = {x\x^ = 0}, le cas D = {x^ = 0} étant
analogue. Soit p : X —» X une ramification locale bicy clique autour de D.
On utilise le diagramme cartésien

J(D) ^ X(D)

~-[ [ -
X ^ X

II suffit de montrer, d'après la formule de projection et le fait que p est
fini, que IWom, ^-ip ((7r ° P^^^^^n^) n?a ^e cohomologle qu'en
degré 0, car A^0. = 'Rp^A^P. On peut donc supposer que M admetX{D) x
une très bonne décomposition formelle. On se ramène alors au cas où M.
est de rang 1 engendré par e^ (g) x0' avec y? € Ox[^D]/Ox, en utilisant la
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proposition 1.4 et le théorème 3.1, puis le fait que toute connexion régulière
est extension de connexions régulières de rang 1.

Par ailleurs on a localement sur X

RHom^^M^A^) ̂  RHom^^^M^A^).

En effet, si L9 est une résolution locale Pjc-libre de M, on voit que L9 [*D]
et une résolution de M par des Px[*-D]-modules libres et la flèche

nom^^L^^ —— Hom^^^LmA^

est un isomorphisme de complexes.

Maintenant, M. comme ci-dessus admet la résolution locale suivante
sur Vx [^D] :

(f)
0 — VxW pl ) (RxW)2 '^^Iv^D}——M — 0

avec

0(p OŒ>
PI = x^9 - ai - x^——, ?2 = x^Q - a ' 2 - x^——

dx^ 2 0x2

de sorte que KHom^-i^^^^Tr^M.A^) ) est le complexe

(")
{o-^A^ ^(A^ r^^^ -.olY ^X{D) \ X{D}) XÇD) "J •

Pour w et v^ e ^^D) e^ ^é(luation p^ = P^\ + w admet toujours
une solution dans A—0 , d'après la version pour les systèmes partiels
du théorème A.6. De plus, d'après ce théorème, si z»i et v^ e A^-0

XÇD),0
satisfont Pi ̂ 2 = P^i; le système (intégrable)

P^u = v-t

P^u = v^

admet une solution u e A—0 . Ceci prouve (7.2). D

Démonstration de 7.3. — Gardons les notations ci-dessus et posons
^ = Xx-^U^.x^}, ^(0,0) = 1 et argÀ = uj. Nous allons considérer
les faisceaux en restriction à TT'^O) lorsque D = {x^ =0} et on a
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des résultats analogues le long de la partie lisse de D. Le théorème A. 6
montre encore (en utilisant la partie "unicité") que la cohomologie de
degré 0 du complexe (7.4) est nulle si m\ ou 7772 = 0 et si m\ > 0
et ma > 0, elle est nulle sur les secteurs fermés positifs définis par
cos(mi0i + 7772^2 — ^) ^ 0. On voit aussi, en utilisant le fait que sur les
secteurs négatifs e^ <^ xa € A^0 , que sur ces secteurs la cohomologie

X(D)
est un système local de rang 1. Ici, les secteurs négatifs sont définis par
cos(777i0i+7772^2—^) < 0 autrement dit par —m\0\— 7772 02 +^ e]7r/2,37r/2[,
et, d'après le calcul fait au §6.6, cet ouvert est localement la projection (ici
un isomorphisme) de SO~l(}'îT/2^37^/2[).

En utilisant la décomposition en somme directe de connexions élémen-
taires (3.1), on voit que le théorème 7.3 est vrai localement après ramifi-
cation autour des composantes de D. Par image directe par p, il est vrai
localement, donc globalement sur X. D

Remarque. — Ces théorèmes ont leurs analogues pour DR^.ÇM)
X{D)

(introduit au §2.10) : ce complexe n'a de cohomologie qu'en degré 0 et dans
(7.3), il faut utiliser les intervalles ] - 7r/2,7T/2[ et [7r/2,37r/2].

Appendice :
Existence et unicité locale pour certains systèmes

intégrables non linéaires.

Nous rappelons dans cet appendice les résultats de Majima [10] (plus
exactement des résultats voisins de ceux-ci). Nous nous placerons sur une
variété de dimension quelconque pour le théorème d'existence et d'unicité
locale dans A'-0 .. Les démonstrations que nous proposons suivent celles

X{D )
de [16].

A. Théorèmes d'existence et d'unicité locale.

A.l. Les données. — Dans la suite, la variété X = V x Y est un
voisinage de l'origine dans C71 x Cp. L'espace Y désigne l'espace des
paramètres holomorphes du problème. Nous noterons x = (a*i , . . . ^Xn) les
coordonnées sur C71 et y == (^1,...,%,) celles sur Cp. Le diviseur D est

n _
défini par ]~[ xi = 0. Notons comme au §2.3 TTD '- X{D) —> X l'éclatement

î=l
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réel des composantes de D. Soit 0° ç (S1)71, tore qu'on identifie à

TT-^O) C X(D) ̂  (S1)71 x (R-^ x Y.

Soit d un entier (rang du système (S) considéré plus bas) et soit V un
voisinage ouvert de 0 dans Cd. On considère dans X xV le diviseur image
inverse de D par la projection X xV —> X, diviseur encore noté D. On a
alors

T^V(D) = ~X(D) x V.

Nous définissons les faisceaux A—0 et A-^ç^ sur X(D) comme au
§2.3 et au 2.12 respectivement.

Donnons-nous :

1. pour tout i = 1,.. . , n des éléments Fi e ^—(^ ^ no et P0111' tout

j = 1,... ,p des éléments ̂  ç ̂ ^}xv^ ;

2. pour tout k = 1,. . . , d des germes de fonctions A^ G ^-~v(n\ ao [*^1
de la forme

A^ (r, ̂  î/) = \^ (y) . ̂ -m(fc) • U^ (r, ̂ , î/)

ou

• À^ G ̂ (^) es^ soit inversible^ soit identiquement nulle',

• U^ C A^^ vérifie Z^)((U) ^ 1 ;

• on peut écrire n = n' + n" avec n1 ̂ n" ^ 0 de sorte que si l'on
pose m^ = (m[ ,..., rr4i ) G N et si A^ ^ 0, alors pour tout
i ^ n1 on a m^ = 0 et pour tout î G [n' + 1, TI\ on a m\ > 0.

Si n' 7^ 0, nous dirons que nous sommes dans le cas régulier (cas
(REG)), et si n1 = 0 dans le cas purement irrégulier (cas (PIR)).

Remarque. — Le cas (PIR) contient comme cas dégénéré le cas où
\W = o pour tout A:, qui est en fait régulier.

Nous noterons A la matrice d x d diagonale de keme terme diagonal
A^. On voit ainsi que A n'a de pôles que le long du sous-diviseur D' C D
défini par x^,^ • ' ' Xn = 0.

Dans le cas (PIR) nous utiliserons les notations suivantes :



1660 CLAUDE SABBAH

• /C désigne l'ensemble des k e { 1 , . . . , d} pour lesquels \^ ^ 0.

• Soit k e /C. Nous noterons ̂ (y) = argÀ^(?/). Pour (9° e (5'1)71

nous noterons /C<o(<9°) l'ensemble des k e /C tels que l'on ait
/ n \

cos ^ m^^0 - ̂ (0) < 0.
i=n'+l

A.2. Le système (S). — Nous allons considérer le système d'équa-
tions (S) portant sur les fonctions inconnues u(r,0,y) = (^^(r^î/),...,
u^(r, 0, y)) pour k = 1,. . . , d, avec u^ ç A . . - :

A. \L))^o~

(S)

(Si)

(Sn)

(Sn+l)

(Sn+p)

on
^1———Qx^

9u
xn Q

9Xn

9u
9yi

9u
9yp

QK
Xl

9xi (r,0,y)-u+Fi(r,0,y,u)

9A
= Xn-—(r,0,y)-u+Fn(r,0,y,u

OXn

9A,
^— (r, 0,y) • u + ̂ i (r, 0, y , u)
oyi

9A
9y~p (r,0,y)'u+<S>p(r,0,y,u

A.3. Intégrabilité du système (S). — Nous supposerons (quitte à
restreindre l'ouvert Y et l'ouvert V) que les F, et les ̂  sont définis sur un
voisinage_£/ x Y x V de 0° dans X(D) x V (rappelons que l'on note 0° le
point de X(D) x V ̂  (S'1)71 x (R+)71 x Y x V dont toutes les coordonnées
sauf 0° sont nulles). Nous noterons aussi

£/* = u n X(DY = u n (X(D) - ̂ (D)).

Considérons sur y(r°) x A(y9°) x V(J%°) la famille de formes différen-
tielles holomorphes, pour k = 1, . . . , d :

^^-f/0^
i=l 9xi •«w^)--ÊfÏ)•.—V^,

j'-i Qyj

où ^(fc), ^./î:) sont les composantes de F,, <^-.

Dire que (E) est intégrable sur U x Y x V c'est dire que cette
famille définit au voisinage de tout point de U* x Y x V un feuilletage
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de codimension d (donc de dimension n +p). Explicitons cette propriété :
on doit avoir pour tous îi, %2 == 1,. . . , ̂  et tout k = 1,. . . , d

^w ^ i . 9FÏ(k) i V 9FW

9x,, ri2 xlî 8x^ ' ̂  QuW

Q^ (,) 9F^ ^9F^
12 9x^ riï ' xtl 8x^ ' ̂  9^)

x .^.n^+F^
12 ̂  " J

L ^.nW+F^11 9^ îl

(A.4) x,,

= x,

et des égalités analogues entre les Fi et les ^j et entre les <I>j.

Il sera utile aussi d'expliciter cette propriété après le changement de
fonction inconnue

yW ^W.exp-A^r,^) ( k = l , . . . , d )

qu'on notera aussi v = [exp —A(r, 0^ y)} ' u. Alors le système (S) est
équivalent au système

9vW

(S)

G^^ô^y^)

^M ,̂

( A ; = l , . . . , d )

(Si)

(Sn+p)

W /

1 û(73:1

c^)

9yp
avec

G^) (r, 0^^) = e-A(fc) ̂ 0^) . ̂ (fe) (r, ̂  2/, [exp A] . v)

^k\r^^^)=e-Aw^e^^w^0^^expA}^).

L'intégrabilité se traduit alors par les relations

12 ~9x.-+EQG^ k^ QG^ QG^ ^ OG^ii c^ - T i2 -4- V i2 r^W^ -^l^—+2^^ -(^•G^2îl 9x, e=i^=1
et des relations analogues entre les Gi et les ^j et entre les ^j. Dans la
suite, nous supposerons que (S) (ou (S)) est intégrable.

A. 5. Systèmes partiels. — Nous considérerons aussi des systèmes
partiels intégrables : un tel système (S') est un système du type de (S)
privé de quelques équations (nous supposerons qu'il existe toujours une
équation (S^) avec i ^ n). Nous dirons qu'un système partiel est de type
(REG) si il admet une équation (E^) régulière, avec i ̂  n, c'est à dire pour
laquelle m\ ) == 0 pour tout k. Dans le cas contraire nous dirons qu'il est
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de type (PIR). La condition d'intégrabilité ne porte que sur les équations
composant (S'). Notons que tout sous-système d'un système (PIR) l'est
aussi, alors qu'un sous-système d'un système (REG) peut être (REG) ou
(PIR). Nous noterons (S^) le système partiel intégrable du type de (E)
dans lequel manquent les équations (S,), (i e I ) et (S^.), (j e J). Les
variables X,, i e 1 et ^;, j ç J sont "libres". Nous avons donc 1 Ç {1, n}
et Je {!,...,p}.

Nous énonçons dans la suite une série de théorèmes utiles, dont la
démonstration sera donnée à la section D.

(A.6) THÉORÈME (Majima). — Supposons que dans le système (S)
les Fi et les ^>j satisfont

F.(r,^^0),^(r^,^0) e (A^^.

Il existe alors une solution u e (A- ^d de (S). De plus, si (S) est
de type (REG) ou si (S) est de type (PIR) et JC^o(0°) = 0, une telle
solution est unique. Si (S) est de type (PIR), si JC^o ^ 0 et si u^ et
^2 sont deux telles solutions dont les composantes u^ et u^ coïncident,
pour k e ^<:o(0°), en restriction au germe de demi-droite réelle y = 0,
arga;, = (99, 0 < |.z;i| = ' • . == \Xn'\ < e, alors u^ = u-2.

A.7. Remarque. — On dispose d'un théorème tout à fait analogue
pour un système partiel ÇS^j) : l'hypothèse ne porte que sur les F, avec
i ^ I et les ^j avec j ^ J; pour avoir l'unicité dans le cas (PIR) et
^<o(^°) 7e 0? il faut imposer que les deux solutions u^ et u^ coïncident
sur le germe

Ç}{y,=o} n Ç}{^gxi=0°} n{o<|^|=.. .= ^ <,}
w _ w v )

si {! , . . . , n} - J={2 i , . . . , î J .

A.8. Les systèmes formels associés à CL). — Soit I un sous-ensemble
non vide de {1 , . . . , n} ; posons

Di=Ç}{x,=0}
ici
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et soit D1 C DI le diviseur à croisements normaux défini par les coor-
données Xi^ i ^ 1 de Di. Notons ïj l'application "développement asymp-
totique" :

Ti:A^^——A_— .
xw X(D)|Dj

Soit F ç A—, . y • ^ existe alors un voisinage ouvert U x Y x V de
0° dans X(D) x V tel que F admette un développement en série convergeant
uniformément sur tout compact :

F{r,0,y,u)= ^ FMM,Î/)-' ^ , y , u ) = > ^ FM^^.y)^1^
MçN'^

avec FM ^ r([/ x ^*AY(D))' ^)ans ̂  suite nous choisirons un tel voisi-
nage pour que toute fonction Fi ou ^>j intervenant dans (S) ait un tel
développement dans U x Y x V. Considérons alors

v=(v^\...^^)eA_— (U).xw\Di

On fait l'une des deux hypothèses suivantes :

• F est polynomial en u ;

• v^ ^ 0, i.e. v e ^-n-/r>n(^) ^c ̂  si Ui = U H Dj et mj est
l'idéal maximal de C [rrj].

On peut alors poser

TiF^e^y^)^ ^ TiFM^e,y)'v M
' i ^ i î f i ^ ) — / ^ J - 1 ̂  m \' i v i i

MeNd

qui est un élément bien défini de A-=r-, ^ (Ui) 0c C [^j] puisque dans le
second cas la valuation de ^M par rapport à l'idéal maximal mj = (^)^çj
deC[rrj] est ^ |M|.

(A.9) DÉFINITION. — Une solution du système (T/E) en 0° est un
d-uplet v comme ci-dessus satisfaisant

(TjSi) x ^ = xi^^^e^yVv+TiF^ff^^)
ôx\ ox\

W) <
(TiEn+p) ôv = ^^(r^.v+îj^r^,^)

9yp 9yp
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avec TiAW ̂  \W^-m^ . TiU^ô^y).

Remarque. — Si 1 est vide, nous poserons (ïjE) = (S). Si u ç
^(D),0o ^t solution de (S) et si k e JC on a u^\^^ = 0 pour tout
i e {n' + 1,. . . , n} puisque l'on a m^ > 0.

(A. 10) LEMME.

1. Pour tout I c {1 , . . . ,n}, si v est solution de (TjS), alors pour
tout j ^ I , TjV est solution de (T^r ..S).

2. Le système (TjS) est intégrable (au sens où les relations analogues
à (A.4) sont satisfaites). Q

Nous allons déduire du théorème A.6 le résultat suivant :

(A. 11) COROLLAIRE. — Sous tes hypothèses ci-dessus, supposons que
les Fk et les ̂  sont dans A^^^. Supposons de plus que pour tout
i = 1, . . . , n il existe une solution m de (T,S) en 6Q et que pour tout couple
ij on ait T^Uy = TjUi. Alors il existe une solution u e A^ ^ de (S).
De plus, si uetv sont deux telles solutions vérifiant

TiU = TiV pour tout i ç {1, . . . , n}

alors u == v lorsque (S) est du type (REG) ou du type (PIR) avec
^o^0) = 0- Dans les autres cas, il faut imposer aussi que pour tout
k ç /C<o(^°) îes composantes u^ et v^ coïncident en restriction au germe
de demi-droite réelle y = 0, arga;, = (9,°, 0 < |.z;i| = • . . = \Xn\ < e.

Démonstration de l'existence. — D'après le théorème de Borel-Ritt
2.14, il existe v e -4^^o avec T^ = Ui pour tout i. Alors u e A^-
est solution de (S) si et seulement si w = u - v est solution de (EJ :

^ ^ <9w <9A 9A 9v
(^i)^^=^^.w+^^..-^^+F,(^^,^+,)

et par hypothèse nous sommes ramenés au cas où l'on peut supposer que
les Fi et les ̂  satisfont

^(^^^0),^(r,0,^,0) ç (A^^.

On applique alors le théorème A.6. Q
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Démonstration de Punicité. — On a u - v e (A^-0 )d et u - v = 0
-X (-D} ̂ 0

sur la demi-droite réelle considérée. De plus, u-v est solution d'un système
du type de (S) où les Fi et <S>j satisfont

FzM,2/,0)=^-(r,^,0)=0.

On applique alors le théorème A.6. D

Remarque. — On a un énoncé analogue dans le cas d'un système
partiel (Sj j) en utilisant la remarque A.7.

Le corollaire précédent n'est pas suffisant dans la pratique, car il n'est
pas facile de calculer avec A_^~ . Par contre il est plus simple de calculer

XÇD)\D,
avec A_—— , autrement dit avec des séries formelles par rapport à toutes

XÇD}\Y
les variables x. Faisons maintenant les hypothèses supplémentaires (a) et
(b) sur le système (S) (on suppose toujours (A.l) satisfaite).

(a) Si n" ^- 0 (i.e. si il existe i avec m^ > 0 pour tout k tel que
Àfc ^ 0) alors, pour tout k = l , . . . ,d , A^ ne s'annule pas (i.e.
/C == { 1 , . . . , d}, i.e. la matrice A est inversible).

(b) Ecrivons pour tout i = 1,. . . , n :

(S,) XiO^u =F^{x, y) + [Ai(x, y) + ̂ 9^A] • u

+ E F^y)^uM

|M|^2

OÙA^,Î/).H= ^ F^Cr.î/).^ etF^(^)=F,(;r,2/,0).
|M|=1

Si n1 -^ 0 on impose alors que pour tout i = 1,..., n' (i.e. tel que
(E^) soit régulière en x^ la matrice A^(0,0) n'ait pas de valeur
propre dans N - {0} et ^,o(^2/)|:r,=o = °-

(A. 12) THÉORÈME (Majima [10]). — Sous les hypothèses ci-dessus,
soit u un germe en 0 e Y de section de A^.—- solution du système

x(D),y
formel (TyS) (= (7^ _^}(E))) qui est multiple d e x ^ " - x^. Faisons Pune
des deux hypothèses :

• les Fi et les ^>j intervenant dans (E) sont polynomiaux en u ;

• u est multiple de x\ ' ' ' Xn'
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II existe alors un relèvement u^o e A— ^ de u multiple d e x ^ ' " x^ qui
est solution de (E) (et qui est multiple de x\ • • • Xn dans le second cas). De
plus, on a une assertion d'unicité analogue à celle du corollaire A. 11.

B. Le cas (REG).

Nous nous plaçons dans la situation du §A.l. Nous allons d'abord
démontrer un énoncé un peu plus précis que le théorème A.6, aussi
nous aurons besoin d'introduire quelques notions supplémentaires. Nous
supposerons à partir du §B.3 que (S) est dans le cas (REG).

B.l. Les données. — Nous appellerons secteur ouvert dans C71 (en
fait, c'est un polysecteur), de rayon r = ( r i , . . . , r^) avec ri > 0 pour tout
i = 1, . . . , n, un ouvert du type

V(r)=^xçCn 0 < \x,\ <n, a, < a r g ^ < ^ (i = 1,... ,n) l.

Nous appellerons secteur fermé dans C71, de rayon r = (r i , . . . ̂ n)
avec TÏ > 0 pour tout i = 1,. . . , n, un ensemble du type

W(r) =[xçCn 0 < |a;,| < n, 0, < arg.r, ̂  0, (i = 1 , . . . ,n) \.

Nous allons considérer le système d'équations (S) du §A.2 avec les
données suivantes :

• un secteur ouvert V(r°) C C71 (r° = (r? , . . . , r^), r? > 0 pour tout
i= l , . . . , n ) ;

• un polydisque ouvert A(p°) C CP (p° = (pÇ, . . . ,p^), ̂  > 0 pour
toutj =!, . . . ,?);

• un polydisque ouvert V(R°) C C^ (d e N est le rang du système
(S), R° > 0).

2. Pour tous k = l , . . . ,d , i = l , . . . ,n , j =!,...,?

• des fonctions F^\x, y , u) holomorphes sur V(r°) x A(p°) x V(R°) ;

• des fonctions ̂ ^{x, y , u) holomorphes sur V(r°) x A(p°) x V(R°) ;

• des fonctions A^(x,y) sur V(r°) x A(p°) de la forme

^k\x^)=^k\y).x-rn(k^U^\x^
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OÙ

• A^ G 0(A(p°)) est soit inversible soit identiquement nulle',

• U^ <E 0(V{r°) x AQo0)) est inversible et

V;reA(p°) lim U^Çx.y) = 1;
vr / a;-^o, xçV(rO) ' /

• m^ comme au §A.l.

Ces données sont soumises aux conditions décrites ci-après.

B.2. Hypothèses sur les seconds membres. — Nous ferons les hy-
pothèses suivantes : pour tout sous-secteur fermé W C V et tous poly-
disques fermés D C A et W C V,

1. il existe L = L(W, D, W) > 0 tel que pour tous {x, y ) ç W x D et
tous u, u' e W on ait pour tous i^j

\\Fi{x,y,u) - Fi(x,y,u')\\ ^ L ' \\u-u'\\

\\^j(x,y,u) -^j{x,y,u')\\ ^ L ' \\u-u'\\\

et les dérivées partielles (en x) de Fi et <î>j sont bornées sur le
domaine considéré ;

2. platitude uniforme relativement au paramètre y : pour tout N ç
N71, il existe KN = ^(Î^^W) > 0 tel que l'on ait sur
W x D x W pour tous i^j

||F,(^0)|| < KN ' \xf (^KN • l-ril^ • • • 1^1^)

ll^^^o)!!^^.^!^.

B.3. Espaces fonctionnels pour le cas (REG). — Soit y° ç A(p°).
Fixons r < r°, p < p° — |^/°|, soit W{r) un secteur fermé de rayon r contenu
dans V(r°) et N ç N71 et K > 0. On note ^(7v,lV(r),^p;2/°) l'espace
des fonctions (p continues sur W(r) x D(y°, /?), holomorphes à l'intérieur et
vérifiant sur ce domaine l'inégalité \^p{x^y)\ <^ K\x\ . On munit l'espace
U Q{N,W(r),K,p',y°) de la norme |M| - sup |(^(^?/)| l.z-l"^. On fixe

K>0
ci-dessous une direction de secteur notée dans la suite W(oo) et seul r
pourra varier dans W(r). Quitte à diminuer r°, p° et 7?°, on peut supposer
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qu'il existe L > 0 tel que les inégalités du §B.2-(1) soient satisfaites sur
W(r°) x A(p°) x V{R°).

(B.4) THÉORÈME. — Soit N° e (N - {O})71 avec inf, 7V° > 4L. Il
existe alors des fonctions

Nn-^^]0,mm(l,r?)[ (z=l,...,n)

et pour tout y ° ç A(p°)

N- x (R^)71 x R>cAM - \y°\[ (j =!,...,?)

teiies que pour

tout N ^ N°,

tout r vérifiant 0 < r < r(N) et 4JQv/ inf. Ni < R0^1^,

tout K > 0 vérifiant ^ K N / inf, N, < K < Ror~N

et tout p vérifiant 0 < p < p(N, K, r)

il existe une unique u e G{N, r, K, p; ̂ y0^ solution de (E) à Pintérieur
deWÇr) x D(y°;p).

Démonstration. — Soit y e Q(N,r,K, p',y0). L'inégalité K < Ror~N

montre que \^(x,y)\ < R° sur W{r) x D(y°,p). On considère l'opérateur
r^rœ,...^)) défini par

TWu^y)=eAW^ ( F^^^x'^u^x'^e-^^^.
J[Q^} ^l

On choisit successivement r, K et p pour que l'on ait sur W(r) x D(p)

expA^Cri^O) • sup exp-A^i^O) < 2
Çiç[0,rri]

4^N

inf^
i

4Xjv
infAT,

< R0^

<K< R0^

expA^Çxi^x^y) • sup exp-A^^^^^y)} < 2.
Sl€[0,a;i]
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C'est possible car m" = 0 pour tout k tel que A^ ^ 0. On utilise ensuite
le fait que pour u e Q(N, r, K, p; î/0)^ on a sur W(r) x D(y°, p)

F^^y^u^y^^ÇKN+LK)^ N

On en déduit que T opère sur Q ( N , r , K , p ^ y ° ) et qu'il est contractant.
Son point fixe u est par construction solution de (Si). Montrons qu'il est
solution de (S). Posons v = [exp—A] • u et soit ( x ^ y ) dans l'intérieur de
W(r) x D ( y ° , p ) . Alors

W(^) = F G^i^^i^z/))^
Jo ci

v^^x,

Par construction, v est solution de (Si). Pour tout i ̂  2 on a

(B.5) ^-^(rr.y) = F 9 k^ (6,^,^1,^))] ̂ 1
oxi Jo oxi L -I ci

=^-|-\Gw^x'^^xl^\<^
Jo ^çi L -1 Xi

(B.6)
G^^CZ:^))

La deuxième égalité provient de la condition d'intégrabilité de (S). Pour
vérifier la première, il suffit de voir que 9/9xi ( G\ ($1, x ' ^ y , v(^, x1\ y))/fii )
est majorée par une fonction intégrable sur [0, x\} localement indépendante
de (x1\y\ et pour la troisième que

limGW(fil,x',y,v(^x',y))=0.(B.7)

On a

9 JL
9xi î

çi—^0

^ .

^Gf^i^y,^!,^))! =—\-GW(^,x',y,v(^,x',y))\
^Sl j ^ î J

1 pG^ ^^fflgG^'

^ ["̂  + èï î 9Ï;(<).
1 'QG^ ^1_ .) 9G^1

"^ .̂ ^ âï^ '9Î;W
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II s'agit donc de vérifier l'intégrabilité uniforme du terme entre crochets
sur [0,rci]. On a

F^ (rr, y , u(x^ y)) ^ L \\u\\ + KN \xf ^ (LK + K^} \x^ ;

de plus les dérivées partielles en x des F^ ) sont bornées ; on en déduit la
sommabilité cherchée, d'où l'égalité (B.5). On en déduit de même (B.7)
et donc l'égalité (B.6). On vérifie de même que v satisfait Syi-^ pour tout
j= l , . . . , p . D

B.8. Remarque. — On a un théorème identique dans le cas d'un
système intégrable partiel de type (REG).

C. Le cas (PIR).

Nous gardons les notations et les hypothèses des §B.l et B.2 et nous
supposons que (S) est dans le cas (PIR). Toutefois, si A = 0, on peut
appliquer le théorème précédent. Avant de décrire les espaces fonctionnels,
nous allons introduire quelques outils préliminaires.

C.l. Construction de base : la fonction de Hukuhara. — Nous allons
travailler dans ce paragraphe avec une seule variable. Soit donc 0° ç. S1 et
/C un ensemble fini. On se donne, pour tout k ç. /C, un entier r^ > 0 et
^ ) € S1. Considérons le secteur fermé 1 == [0° — ^0° + e] autour de 0°,
avec ê, e > 0. Soit k G /C.

Nous dirons que 0° est > 0 (resp. < 0) relativement à (r^,^ )) si

cos^^0 - ̂ fc)) > 0 (resp. < 0)

et que 0° est de type (+—) {resp. de type (—+)) relativement à (r^,^ })
si

rW0Q _ ^W ^ 7r ^esp. - 7r) mod 27r.
z z

Nous noterons

( [0°,0° +£] si 0° < 0 rel. (r^,^),
J+(fc) = <j J si 0° est de type (+-) rel. (r^,^),

0 dans les autres cas
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et

([0°-^0°} si^Orel.^),^),
I_(fc) = { 1 si 0° est de type (-+) rel. (r^c^),

0 dans les autres cas.

(C.2) LEMME. — Etant donnée une famille finie (r^, ̂ 0)^)0 comme

ci-dessus et 0° ç S1, il existe e,e > 0, des voisinages ouverts fl.^ de ̂ )

sur S1 et une fonction a : [0° — ç, 0° + e] —^]0,7r[ satisfaisant les propriétés
suivantes :

1. a est affine et décroissante par morceaux;

2. pour tout k e /C et tout o/^ e ^fc) on a

co.(^-.<->+^)){^ ̂ ^

Remarques.

1. La fonction a n'est pas nécessairement continue en 0°.

2. Il suffit de montrer la propriété 2 pour ci/^ = c^ et l'existence
des Î7^ s'en déduit immédiatement.

Démonstration du lemme. — Elle est un peu plus simple que celle
donnée dans [16], aussi nous allons l'indiquer. Les conditions sur a sont
équivalentes aux conditions suivantes :

• Ima c]0,7r[;

• si 0° est de type (+—) ou (—+) rel. fc, le graphe de a(0) est au-
dessus de la droite de direction —r^) et passant par le point (0°, 0)
et au-dessous de la droite de même direction et passant par le point
(^TT);

• si 0° < 0 rel. k,

• le graphe de a sur [0°—£^ 0°} est au-dessus de la droite d'équation
--T^+^+STT^ = 0 (on a -T^^+c^+STr^ e]0,7r[ dans
ce cas) et au-dessous de la droite —r^0 + cc^ + Tr/2 = 0 (et
on a —r^0° + ̂  ) + Tr/2 e]7r, 27r[) ; cette deuxième condition
est donc satisfaite pour e^e assez petits puisque Ima G]0,7r[.

• le graphe de a sur [0°, 0°-}-e} est au-dessous de la droite —T^O-\-
^w +37T/2 = 0 et au-dessus de la droite -r^^+a;^ +7T/2 = 0.
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Le graphe de a doit donc se trouver dans la partie hachurée de la figure 1,
ce qui explique la discontinuité éventuelle de a en 0°.

Figure 1

Revenons maintenant à la situation des §B.l et B.2 dans le cas (PIR).
Nous aurons besoin d'un certain nombre de définitions.

C.3. Type d'une multi-direction et d'un secteur. — Soit 0° ç (51)71

une multi-direction. Pour y° ç A(p°) et k ç JC nous dirons que 0° est > 0
(resp. < 0) rel. (m^o/^0)) si

/ n \

ces ^ m^e^ - ̂  (y°) > 0 {resp. < 0)
\i=l )

et <9° est de type (+-) (resp. (-+)) rel. (m^^WÇy0)) si

(̂̂ 0 _ ̂ )^0) ̂  ̂  ̂  _ ̂  ̂  ̂

i=l z 2

Autrement dit, par l'application M^ : (S1)1'1 —> S1 définie par

M^(0)=f^mwe^
i=l

0° a le type de M^(00) rel. (l^W(y°)) tel qu'il a été défini au §C.l.

Rappelons aussi que nous avons noté au §A.l /C<o(<?°) l'ensemble des
k ç JC pour lesquels 0° est < 0 rel. (m^^a/^î/0)).
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De la même manière nous dirons qu'un sous-ensemble de (5'1)71 est
de type > 0 (resp. < 0) rel. (m^,^)^0)) si il est contenu dans l'image
inverse par M^ d'un secteur de S1 du même type rel. (l.o/^^0)). Il est
de type (+-) (resp. (-+)) s'il est contenu dans l'image inverse par M^
d'un secteur du même type et si il contient dans son intérieur un point 0°
du même type.

Un polysecteur W(oo) == fi W, (oo) = n^Md est propre en
z=l i

y ç A(p°) s'il est de l'un des types décrits ci-dessus relativement à
(m^.a/^î/0)), et ce pour tout k e /C. Nous pouvons alors définir de
manière analogue /C<o(iy(oo)).

Dans la suite, pour les besoins de la récurrence, nous ferons l'hy-
pothèse supplémentaire suivante sur les polysecteurs propres considérés :

(H) Si k C IC et si W(oo) est de type (+-) (resp. (-+)) rel. (m^.a/^î/0)),

n
alors, pour tout 6' == (6^..., On) G fi Wi(oo), W^(oo) est de type (+-)

i=2

(resp. (-+)) rel. (m^,- f: m^e^^Çy0)).
i=2

Notons tout de suite le

(C.4) LEMME. — Soit 0° ç (S1)71. Alors 6° admet un système
fondamental de voisinages W{oo) qui sont des secteurs propres qui satisfont
l'hypothèse (H) et qui sont du type de 0° rel. (m^\ o/^Q/0)) pour tout
k ç /C et tout y° assez voisin de 0.

Démonstration. — En ce qui concerne l'hypothèse (H), si 0° est de
type (+-) (resp. (-+)) rel. (m^.a/^Q/0)), on considère la figure 2. D

C.5. Fonctions de Hukuhara. — Soit (W(oo),0°) un secteur propre
en 0, pointé, c'est à dire que 0° est dans l'intérieur de W(oo). Alors
pour tout y° assez proche de 0, W(oo) est propre en y° et du même
type, pour tout k ç /C. De manière analogue à celle du §C.l, on définit
^(co)+(^) et Wi(oo)_ç^ pour i e {1 , . . . ,n} suivant le type de IV(oo) rel.
(mW.a^V)).

On définit alors les sous-polysecteurs W(oo)^,^ c WÇoo) en rem-
plaçant dans W(oo) le terme H^(oo) par Wi(oo)^^.
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L

Figure 2 : L est la droite d'équation M^\6) - uj^Çy0) = =b7r/2

Une fonction de Hukuhara dans la direction i est une fonction
ai : Wi(oo) —)•](), 7r[ affine et décroissante par morceaux, qui vérifie, pour
tout k e /C

cos ( '̂(o--^ «.«.)) {;S^;E:h:
On vérifie immédiatement que si o^ est une fonction de Hukuhara pour la
valeur y° = 0 du paramètre, 0.1 reste une fonction de Hukuhara pour tout
y° assez proche de 0. On déduit des résultats du §C.l :

(C.6) LEMME. — Soit 0° e (À1)71. Alors (9° admet un système
fondamental de voisinages de la forme W(oo), munis de fonctions de
Hukuhara ai (i = 1, . . . , n) pour le secteur pointé (W(oo), 6°) et relatives
à tout y° assez proche de 0 dans A(p°). On peut supposer de plus que les
voisinages satisfont la condition (H). D

C.7. Domaines de Hukuhara. — Soit (T^(oo), 0°, a) un secteur propre
pointé, muni de fonctions de Hukuhara, le tout relativement à un point
y° de l'espace des paramètres. On associe à une telle donnée et à r =
( n , . . . , y n ) e (RX))" un ensemble dans C71 noté S(r;y°) : on pose
5(r;2/°)= f[S^y°)et

î==l

Xi e Si(n',y°) 4=^ argrr, G W,(oo) et 0 < |.r,| ^ n • A,(arg.r,)
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où Ai : Wi(oo) —f R>o est la fonction associée à 0.1 de la même manière
que dans [16, (1.5.2), cas 1 et 2] : pour la définir, posons

^(œ)± = U ̂ (œ)±(,).
fce/c

On a
( [6Ç,0,] si /C<o(^(oo)) ¥- 0 et V k e /C, W(oo) n'est pas

de type (+-) rel. (m^.cc/^O))

iy,(oo)+ = ^ Wi(oo) si 3 fc e /C tel que IV(oo) est
de type (+-) rel. (mW.a/^O))

dans les autres cas

et une description analogue pour T^(oo)_. On remarque que si l'ensemble
Wi(oo)_^. U Wi(oo)_ n'est pas vide il est égal à H^(oo), et qu'il est vide
si et seulement si W(oo) est > 0 pour tout k e /C (ce qu'on note aussi
/C = !C^o(W(oo))). On pose donc

( 1 si k e A^oW00))
^ / ^ \ ^ ^ /.^

] exp / cot(aî((7î)) do-î si k e /C — ÎC^o(W(oo)).
v ^^

-Remarque.

1. «S(r;2/°) est encore un domaine de Hukuhara pour toute valeur y
du paramètre assez voisine de y°.

2. <?(r; ^/°) est naturellement muni d'un point base x(r) = (a;i(r), ...,
•^nM) avec

arg^(r) = 0°, et |^(r)| = n ' A,(0?).

C.8. Conditions initiales et espace des solutions. — Soit (W(00)^6°)
un secteur propre pointé et soit 6 = 6(W(oo)) = card/C^o(^(00))'
L'espace des conditions initiales (en y°) associé à (TV(oo),0°) est un
polydisque dans C6 : on note, pour N e N71, r e (R>o)n et K > 0

6(^,r,^;î/°)={ceC6 VÂ;e/C<o(moo)), ^) ^^1^)1^}.

La dépendance de B par rapport au paramètre y° provient du fait que
JC^Q^WÇoo)) dépend du paramètre. Il est cependant clair que pour y assez
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voisin de y°, cet ensemble n'en dépend pas, et on le notera alors B(N^ r, K)
lorsque y° = 0.

Pour 7V, r, K comme ci-dessus et p < p°, nous notons .F(7V, r, JC, p; ^/0)
l'ensemble des fonctions continues (p : <S(r; y°)xD(y°^ p) —> C, holomorphes
à l'intérieur de ce domaine et satisfaisant sur ce domaine

K^l^l^.
Il est muni de la norme sup \<p(x^ y)\ M"^.

C.9. Le théorème (Inexistence et d'unicité locale. — Nous restons dans
la situation introduite plus haut, notamment les hypothèses du §B.2 sont
satisfaites. Soit (TV(oo),0°) un secteur propre pointé en y° = 0. Nous
supposerons (ce qui est possible) que p° est choisi de sorte que toutes
les "données de Hukuhara" soient indépendantes du paramètre y 6 A(p°).
Nous omettrons alors la dépendance vis à vis du paramètre dans la notation.
Nous supposerons aussi que W(oo) satisfait l'hypothèse (H) du §C.3. Nous
reprenons ci-dessous les notations du §B.2.

(C.10) THÉORÈME. — Soit N° e (N-{0})71 avec inf, TV? > 2{n+p)L.
Il existe alors des fonctions

N^O.minO,^ ( z = l , . . . , n )

et pour tout y° e A(p°)

N71 x (R>o)71 x R^-^]0,^° - |̂ | [ 0=1,. . . ,p)

telles que pour

tout N ^ N ° ,

tout r vérifiant 0 < r < r(N) et 2JQv/inf, N, < R0^1^,

tout K > 0 vérifiant 2^7V/miz Ni < K < J^r-^,

tout p vérifiant 0 < p < p(7V, K^ r)

et enfin tout c e B(N, r, K / 2 ) ,

il existe une unique u ç. ^{N^ r, JC, p; yo)d solution de (S) à Pintérieur
de S(r) x D(y°'^p) satisfaisant la condition initiale

pour tout k C )C^o(W(oo)), u^ÇxÇr)^0) = c^.

De plus, cette solution vérifie \u^(x^y°)\ ^ K / 2 sur S(r) x [y°^ pour
tout k C )C^o(W(oo)).
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C.ll. Les chemins d'intégration C ^ ' . — Lorsque k ^ ÏC^WÇoo)),
nous n'aurons besoin de définir que les chemins C}' dans le plan de la
variable x\. Si k G ÎC^ÇW^oo)), nous définirons les chemins C ^ ' pour tout
ï = 1,... ,n (nous suivons les définitions de [16]). Soit x e S(r)

• Si k î /C ou si k e /C et IV(oo) est > 0 rel. (m^\ 0/^(0)), C^^i)
est le chemin radial issu de 0 et aboutissant à x\ dans <S(ri) défini
par

^(^[oj.ril] ——— 5i (n)
tl 1—> ^l/ l^ll .

• Si A; € /C et si W(oo) est de type (+—) (resp. (—+)) rel.
(m^\c^^^(0)), C} (.^i) est un chemin reliant l'origine à x\ ç.
S\(v\} '. on choisit 0[ de sorte qu'on ait

ces (m^ + f^m^ - cc;^)(0)) > 0
î=2

pour tout ( ^ î - . - î ^ n ) ^ n ^(00) (c'est possible du fait de la
1=2

condition (H)); alors si arga:i > 0[ {resp. arg.ri < 0[), C[ (.ri)
est le chemin radial défini comme ci-dessus ; dans le cas contraire,
C[ {x-t) est composé du chemin radial de direction 0[ et du chemin
parallèle au bord de <?i(ri) passant par x\ (voir la figure 3).

^0

Figure 3 : exemple pour le type (—+)
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^0
Figure 4

• Si k e /C<oWœ)), chaque C^Çxi) (dans <S,(r,)) est défini de la
même manière pour tout i ̂  n (voir la figure 4).

Le paramétrage des chemins est donné par la longueur d'arc comme
dans [16, §1.7]. Nous le noterons

^(Q = (.ri, ... ,^-l,CW(^)(^),.r^,... ̂ ,).

Posons pour N ç ISP, E^ = \x^ exp -RéA^\x, y). Il résulte de [16,
lemma 1.7.1] que l'on a

(C.12) LEMME. — Pour tout i = l , . . . , n il existe une fonction
^ : N71 -^ R>o telle que pour r ^ ^(N) et tout x, e <S,(r,) Von ait
sur C\ \Xi) pour tout k et pour tout y assez voisin de 0

(In.)
dE^

dt
'^-{^(t^y^N, ̂ \t,)

N-l,
.g-RéA^)^)^),?/)^

D

Remarque. — C'est pour obtenir ce lemme qu'on impose m^ > 0
pour tout i = 1, . . . , n (rappelons que dans le cas (PIR) considéré ici on a
n1 = 0). Plus précisément, on a pour i fixé l'inégalité (In,) si m^ > 0 pour
tout k G /C.

C.13. L'opérateur T. — Soit u : S(r) x D(p) -^ V(R°) une application
continue. Nous allons définir Tu : S(r) x D(p) -^ C< Nous noterons pour
celaT^=(^( l)u,. . . ,^^)^).
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Si k ^ ÎC^Q(W{oo)). — Nous posons

TWu(x^=eAw^y^f ^F^^^^,^^^))^-^^^^)^
Jc^Çx,) Ù

avec x' = {x^...,Xn).

Si k e /C^o(^(°°))- — Notons, pour i = 1,. . . , n + p

{ {x^ =;z;i(r),... ,^ =x^(r)} si £ <^ n
w =

[x^ =x^{r),...,Xn =Xn(r),y^ =0 , . . . , ^_^ =0} si £ > n.

Nous poserons aussi

$, = (a;i , . . . ,^_i,<^,^i, . . . ,a;n) et ̂  = (2/1,. . . ,^_i,^,^+i, . . . ,yp).

Nous allons considérer les opérateurs

S^u^y)^ />, l^(fc)(^,y,^,y))•e-A<fc)^•^ (î=l,...,n)
Jc\ ' v

Ew^,y)= / ^^^(x^.e-^Wd-n, (j=l,...,p).
' ./[o.^i '

Soit c ç C6 avec <$ = card/C<o(lV(oo)). Pour k € A;<o(W(oo)) nous
poserons

T^(^) = e^^^.^ . [S^u + ̂ ^«i^^ + ... + S^^

^\^ + - + ̂ u,̂ ^ .̂) + c^e-^^].

C.14. Les fonctions r et p . — Commençons par choisir N° ç.
N77^ de sorte que l'on ait N^ ^ 2(n + p)L pour tout i, avec L =
L(Ty(r°), D(p°),W(J?°)); nous noterons ^TV = ̂ N^^0),^^0)^^0)).

Pour A^ ^ N0, choisissons r^(7V) ^ ^(7V) (donné par le lemme C.12)
de sorte que l'on ait, pour 0 < r ^ r{N)

^KN o \ \-N——— < R mf .r
inf Ni xçsçr)
i

et pour r ^ r(N) on choisit K vérifiant

2K^<K<RO inf M-^.
infA^ xçs{ry
i
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Pour J = 1,... ,p, p 0° et ÎA e JWr,^p;0), on a

^\x,y,u(x,y)) ^ (KN +LK) {x^ sur W(r°) x D(p) x YV(R°)

de sorte que pour y e D(p)

^AW(x(r),y) ^k)
e ^j ^(r)

^ {KN + LK) ̂ (r)^ l^^^^^l . /> le-^^^^)]^
•AO^]

Comme le terme entre crochets tend vers 0 avec y , il existe p(N, r, K) tel
que pour 0 < p ^ p on ait, pour tout j, sur D(p)

e^W^^Çk^
' J ^fZn^) ^

KN+LK ^ ^ K . ^
^^-1^)1 <^W\N

et donc

(C.15) eA(fe )(a ;( r)^|. |EW^^+...+SW^(.) + • • • + ̂ ^|z^_,(.) + ̂ ^e^^^^-)^)

^K^r)^.

C.16. Fin de Ja démonstration. — Choisissons 7V, r, K et p comme
ci-dessus. Nous procédons comme dans [16] en montrant que T est un opéra-
teur contractant de J"(7V, r, K, p; 0)^ dans lui-même. Montrons d'abord que
pour u e JF(7V, r, .Ff, p; 0)^ on a

T^uÇx, y) ^ K ̂  pour tout (a;, y) ç S(r) x D(p).

Si k ^ ^C<o(î^(co)), la démonstration est la même que dans Joe. cit.
p. 69 : on a

T^u^y) ^e^^)./ F ,̂̂ )̂) e-^^^) ^1

^ e^^^ÇKN + L^) 1^1^ f |̂ -1 e-^^^^^) |̂ |
7c^), ̂ .,.,,,(̂ ^ ̂ ^- ̂  ̂  (î ,̂,̂  „

(d'après C.12)
|N^ ̂  a'| puisque -RéA^) < 0 près de 0 sur C^.
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Si k e /C<;o(^(°°))î ene se fa^ P^ récurrence : on pose

.-DW ( \ _ ^{x,y} . fç(fc) 4- . . . 4- Jfc) -AWOr^O)]
^/< ^^,^-C j^) [^+l|Z,(r)' +c 6 J

de sorte qu'on a pour 1 ̂  £ ^ n

^n^u(x^y) = e^^^^ • S^u^y)^.^)

. ^{x,y) . -A^^^,^) . ^W^fr n}+ e |^-i(r) e \ZeÇr) ^ /v ^^î ̂

et oR^^u == T^u. Supposons alors avoir montré que

,n^u{x, y) <^K l̂ iMI^ • . . |^(r)|^ . \x^\N€+l ... 1^1^

(c'est vrai pour £ = n d'après (C.15)). On en déduit que

A^^) . -A^^y) . ̂ (^î/rr ^e |^-i(r) e |Z,(r) ^/< ^^^J

< ^'Irifr'Tl^1 ... lrz> .(r}\N£~l'\T \N£+1 • • • \T 1^^ -lv p lV /1 \X£ - l \ i ) \ |̂ +l| l"^71!

N, RéAW(^) /> d / i ^ i ^ R é A W ^ ^ ) ^ -
-e |Z.-i(r) y^ ̂  ̂ 1 e |Z.-i(r)J^x l.r^l — e

Par ailleurs,

f^) d^

^(fe)(^)|z._.(.)•^)^2/)|z._,(.)

^ e^^-^i^^^ • (^ + LK) I^MI^ . • • |^-i(r)|^-1

x Î J"-1 .. • l.nl"71 /., ̂ Nt-1 e-^^^.^dt,
Jc\ )

K N + L K ^ (r}^-1 . \x \N£+1 • " \ x 1̂^ ,,- l ^ i v ^ l \xi—\\')\ r^+i \ n\Nf.

- '̂•••••"^-.«^^(It.l"'-^"'"-'!.,-..)*

d'après le lemme C.12. On déduit de ces deux inégalités et du fait que
l'intégrale est ^ 0 (conséquence de C.12) que ^-^K^uÇx.y) satisfait

^n^u(x^y) ^ K |^i(r)r1 . . . |^-i(r)|^-1 . \x,\^ . . . 1̂

et par récurrence on obtient l'inégalité cherchée pour T^uS^

((*)) L'argument donné dans [16, p. 69, 1. 9] n'est pas correct, c'est pourquoi il faut le
modifier en utilisant la dernière ligne de la p. 73.
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On remarque que cette même démonstration appliquée en restriction
à y == 0 donne l'inégalité avec la constante K / 2 au lieu de K^ comme
demandé par la dernière assertion du théorème.

Le fait que T soit contractant se montre de manière analogue (on
utilise ici l'inégalité N° > 2(n +p)L). Soit u le point fixe de T.

Si k ^ /C<;o(^(°°))î u satisfait (Si) par construction. Pour voir que
u satisfait (S) on argumente comme en (B.5) et (B.6), en utilisant de plus
le fait que exp—RéA^Çx.y) est exponentiellement décroissant sur C[ )

près de 0. Si k e JC^Q(W(oo)), 1e ^alt Q^ u satisfasse (S) se vérifie sans
problème.

Enfin l'unicité résulte du fait que toute solution u dans ^(N^ r, K, p; 0)
est un point fixe de T.

C.17. Remarque. — On a un énoncé analogue à C.10 pour un système
partiel (Sj j) : l'espace des conditions initiales est maintenant un espace de
fonctions en les variables xi (i e J) et yj (j G J ) ; celles-ci doivent vérifier
sur leur domaine l'inégalité

c^^x^yj) ^fi^r7

La démonstration est analogue : la définition de T lorsque k e JC^Q ne fait
pas intervenir les indices i € I et j ç. J .

D. Démonstration des théorèmes de la section A.

Nous allons d'abord donner une conséquence utile des théorèmes B.4
et C.10.

(D.l) PROPOSITION. — Sous les hypothèses du §B.2, il existe, pour
tout 0° = (0?, . . . , 0°^) C (5'1)71, des polyrayons r, p , un secteur fermé W{r)
autour de la direction 0° et un polydisque fermé D(p) centré en 0 ç C^, et
il existe

u : W{r) x D{p) ———> V(R°)

qui est continue sur ce domaine, holomorphe et solution de (S) à l^intérieur,
asymptotiquement plate quand x —> 0, uniformément sur D(p), c'est à dire
que pour tout N G N71 il existe CN > 0 avec

(As^v) V (rc, y) e W(r) x P(p), \\u{x, y) \\ ̂  CN ' \xf .
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Si l'on note U(r) un ouvert de X(D) contenu dans l'adhérence de
W(rY^ on voit que l'on a trouvé une solution u de (E) dans

r^x^),^/).

Démonstration de la proposition D.l. — II s'agit de vérifier que la
solution donnée par les théorèmes B.4 ou C.10 est en fait plate en 0,
uniformément par rapport à y. Nous allons procéder comme dans [16, thm.
2.3.1]. Nous allons considérer le cas (PIR) avec /C^o ¥- O? 1e8 autres cas
étant analogues et plus simples.

Soit donc u ç F{N, r, K, p; 0)^ l'unique solution de (S) avec condition
initiale c ç B(N, r, K / Ï ) en y° = 0, où N , r, K, p sont choisis comme dans
le théorème C.10 pour la valeur y° = 0 du paramètre. Nous supposons de
plus que r est choisi de sorte qu'on puisse trouver K avec

(D.2) ^ ^ K ^ ^ R 0 inf \x\-^
inf Ni 2 xçs{r) ' '
i

ce qui est possible. Nous voulons montrer que pour tout M ^ N il existe
CM > 0 avec

(*) V k G {1,. . . , d} , V (.r, y) ç S(r) x D(0, p/2),

u^\x,y) <^CM x^ .

Nous allons montrer que pour tout y° e A(p°), pour tout M ̂  N , il existe
p^y0) etCM(y°) >0avec

(**) V k e {1, . . . , d} , V (^ y) e 5(r) x D(^°, pV)),

^(^î/) ^ CM(2/°) MM

et nous pouvons recouvrir A(0,p/2) par un nombre fini de D(yo,pl(yo)),
ce qui permet d'obtenir (*).

Montrons donc (**). Notons qu'il existe p = p ( N , r , K ^ y ° ) donné
par le théorème tel que u G ^(N,r,K, pÇy0)^^ donc u e ^(N,r,2K,
P^0);?/0)^ De plus, puisque u ç ^{N.r.K.p'^Y, u satisfait la condition
initiale

Vfc G /C<oWoc)) u^(x(r),y°) = c^(y°) e B{N^K^).

Ainsi u satisfait en y° des propriétés analogues à celles qu'elle satisfait en
0, et c'est l'unique solution de (S) dans ^{N, r, 2K, p(y°); y^Y satisfaisant
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la condition initiale ci-dessus. Il suffit donc de montrer (**) en y° = 0, la
preuve pour les autres valeurs du paramètre se transposant immédiatement.
Le point important dans cette démonstration est que N° et les fonctions
ri du théorème G. 10 sont indépendantes de y G A(p°).

Il suffit de faire la démonstration pour M = (TVi + 1, A^>,. • . , Nn)-
Choisissons r\ > 0 tel que r\ ^ min(ri,ri(M)) et posons r1 ==
(^L ^2 ? • • • ? ̂ n}' Nous avons alors

^KN <R° inf ^CR0 inf H-^
inf 7V, rr(E<S(r) rr(=<S(ri)

î

car <S(r1) C <?(r). De plus, puisqu'il existe une constante positive indépen-
dante de r1 et ne dépendant que de Ai (introduit au §C.7) pour laquelle
on a ^(r1)] ^ este • sup ç/ ix [a;1], on peut supposer que si r\ est assez
petit, on a

Kix^r1)^1 <R° inf \x\
' v / 1 a:e<s(ri)' '

Soit alors K1 tel que

Xl^r1)!"1 ^ K 1 ^R° inf |^|
• 1 a;e5(r1)

Posons (pour k ç ÏC^WÇoo))) c^ = z/^ (a; (r1 ),()). On a, du fait de la
dernière assertion de C.10

c^ ^ixi^^r^^1!^1)^
donc ci <E B(M,r\Kl/2). Soit alors p1 ^ p(M,r\K1) et v ç J='(M,r\
K1,?1'^ l'unique solution de (S) avec v^\x(r1)^) = c^ pour tout
k G /C^o(^(°°))5 donnée par le théorème C.10. Nous voulons montrer
que u et v coïncident dans un domaine convenable. Posons pour cela
K ' ^ = K1 • sup |a*i| < K1. Nous avons alors

rrie<Si(rl)

^ - ^ K ^ K ' ^ R 0 inf H-^
infA^ a;e<s(r1)
i

et par suite, pour tout k e {1 , . . . ,d}, tout a: 6 <^(^1) et tout ^/ ç A(p1)
puisque K ^ K ' 1

\u^(x,y)\ ^ K\xf ^ K'^xf

\v^\x^y)\ ^ K^xf ^ K11 xf
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de sorte que u et v sont dans JF(7V, r1, K11, p1; 0)^ (et Ci e ^(7V, r1, JT1^)).
Si on choisit p1 de sorte que l'on ait aussi p1 ^ p(N^ r^.K11), on déduit de
l'unicité dans le théorème C.10 que la restriction de u à <S(r1) x jD(0,p1)
est égale à v et satisfait (**) dans ce domaine. Comme on a trivialement
une inégalité du même type dans le domaine complémentaire de celui-ci
dans S(r) x J9(0,p1), on en déduit que u satisfait (**) dans ce dernier. D

D.3. Remarque. — On a un énoncé identique pour un système partiel.

D.4. Démonstration du théorème A.6. — Nous reprenons ici la
situation du §A.l et nous supposons de plus, comme dans le théorème
A.6, que l'on a

F.(r,^,0), <^M^,0) e (A^^)'.

D.5. Existence. — Choisissons des représentants des germes (en 0°)
des Fi et des <Ï>j. On peut alors choisir r°, p°, R° pour que les hypothèses
de B.2 soient satisfaites. On applique la proposition D.l. D

D.6. Unicité. — Supposons données deux solutions u et v dans

(A—^ o ) . Elles sont définies dans un petit voisinage de 0° dans X(D),
de même que les Fi et les <î>j comme ci-dessus. Soit N ^ N° donné par les
théorème C.10 (ou B.4). On a dans ce voisinage

\u{x^y)\ ̂  ̂ C^ \xf et \v{x,y)\ ^ JG^ ̂

pour un certain C^- > 0 et on peut supposer sans mal que C^ ^ ^v? ou

Kpf est défini au §B.2 pour les Fi et les <î>j. Quitte à diminuer encore r, on
peut supposer que dans ce voisinage on a r ^ r(7V) et

2 K N < C ^ < R O inf \x\-\
mf Ni xçs{r) ' '
i

Choisissons enfin p ^ p(A^r,Cjy;0). Alors u et v sont deux solutions
de (S) dans J : ' { N , r , C ^ , p ^ O ) d , et pour k e /C<o(^°)5 1e8 valeurs initiales
u^ÇxÇr)^) et 'î/^(a:(r),0) coïncident par hypothèse, si l'on suppose de
plus que r\ = • • • = Tn (ce qui ne pose pas de problème). Par suite, d'après
le théorème C.10, u et v coïncident dans le voisinage considéré. D

Remarque. — La démonstration dans le cas d'un système partiel est
la même.
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D.7. Démonstration du théorème A.12.

Démonstration de ^existence. — Nous la ferons dans le cas où n = 2
et p = 0 pour ne pas compliquer les notations. Le cas général s'obtient de
manière analogue. Soit donc u ç. C [^1,^2] solution de (S) (et suivant les
cas iï(;ri,0) •== 0 et/ou ^(0,^2) = 0)- D'après le corollaire A.11 il s'agit de
trouver

^^(^D^D^eoW^)

/ \d

solution de (TiS) et ^ e (^(Din^)^0^2^^2^ solution de (^^
toutes deux relevant u, où U\ et U^ sont des voisinages sectoriels assez
petits de 0^ et 0^. Nous allons montrer l'existence de u-, celle de u- se
montrant de manière symétrique.

s

Premier cas : m\ > 0 pour tout k = 1 , . . . , d. — Soit

^(^(^nD^o^M)'

relevant u et multiple de 2*2 ou x\x^ comme u suivant les cas (voir les
hypothèses du théorème). Un tel relèvement existe d'après Borel-Ritt (ici
à une variable). Alors u^ est solution de (TiS) et relève u si et seulement

si w- =^ u^ — v^ est solution d'un système du type de (TiS) et satisfait
T^w^ = 0 (donc est multiple de x^ ; il faut demander éventuellement de
plus que w^ soit multiple de x\). Précisément la première équation que
doit satisfaire w^ est

x^w^ = [x,9^] .w^+^^i,^,^!,^))

avec

Hik\x^x^w^(x^x^=H^(x^X2)^ ^ ^%(^2).wf
MÇN-{O}

OÙ

<o)(^2)=-^4fc)+ [x^AW] .4fc)+ ̂  F%(^,^)-^
MeN

et
d

rr(fc) _ ?W _LV,,0') ^(A;) fy ro^t
-"l̂  — "1,M ""Z^^î ' ̂ ^M^l'^J.

J=l
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On développe w^ = ̂  w- x\ et on trouve w^ par récurrence sur £ : c'est

possible puisque m\ ) > 0. On a de plus wl) == 0 pour t < m\ ) et les

wl' sont dans A—? ^0(^1) (car ^2-^1,0 ^ 0)- Ainsi w- est toujours
multiple de x\x^.

Montrons maintenant que u^ est solution de la seconde équation
(TiSs). La condition d'intégrabilité de (TiS) montre que si l'on écrit cette
seconde équation sous la forme E^(u^) = 0 et si u^ est solution de (TiSi),
alors E^{u^) est solution d'une équation linéaire du type de (TiSi) (pour
la démonstration du théorème dans le cas où n et p sont quelconques, on a
affaire à un système linéaire intégrable ; voir [10, lemma 11.3.1 p. 82]). Alors
un raisonnement comme celui fait ci-dessus montre que l'unique solution
de ce système est 0, de sorte que u^ satisfait bien la seconde équation (ce
type de raisonnement remonte au moins à l'article [4]).

Deuxième cas : m\ = 0 pour tout k = 1,. . . , d. — On introduit v^.
et m^ comme ci-dessus et on résout la première équation par récurrence sur
£. càle-ci s'écrit

a:l^^=7îl,o(.^l,^2)+(-Sl(^l^2)+^l^lA)>wî+^ ^M^I^)'^
|M|^2

et les formules données au paragraphe précédent montrent que T^H^ o = 0
et 5i (0,0) = Ai (0,0) (car l'énoncé impose ici que u soit multiple de x\ et
on choisit v^ de même, donc z!-(0,0) =0). On a alors pour i > 1

[nd-J3i(0,a;2)] -^ = ̂ 1,0,^2) + polynôme en ^^_^.

Notons que puisque v^ et F^ g sont multiples de x\ (hypothèse (b)), H^ Q
l'est aussi de sorte que l'on peut prendre w^ = 0. Puisque £ Id —B\ (0,0) est
inversible pour tout t G N — {0} par l'hypothèse (b), on peut trouver w^
de manière unique par récurrence sur ^; on voit aussi, puisque T^H^Q = 0,
que T^w^ = 0 pour tout t. D

Démonstration de l'unicité. — On remarque que les procédés ci-dessus
donnent une solution unique si l'on impose que cette solution soit multiple
de x\ • ' ' x ^ , . L'unicité résulte alors de l'unicité dans le corollaire A.11 si
l'on remarque, d'après le lemme A. 10, que toute solution u de (E) induit
une solution TIU de (îjS) pour tout 1 C { 1 , . . . , n}. D
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