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SUR LA GEOMETRIE SEML
ET SOUS-ANALYTIQUE

par Stanislas LOJASIEWICZ

I. Introduction.

1. L'origine de cette géométrie provient de l'analyse d'une solution
du problème de la division [17], [18], posé par Laurent Schwartz dans sa
Théorie des distributions [39].

Or, vu le rôle important de la transformation de Fourier dans la
théorie des opérateurs différentiels à coefficients constants, il est naturel
de considérer la question suivante :

Soit P un polynôme non nul dans R/1 et soit P(D) l'opérateur
différentiel qui lui correspond par la transformation de Fourier. Existe-t-il,
pour toute distribution tempérée T (sur R77'), une distribution tempérée
S vérifiant l'équation

P(D)S = T ?

Cette question équivaut évidemment à la même question pour l'équation

P5=T.

Suivant une observation élégante de L. Schwartz, si l'on regarde la
sphère (différentiable) à n dimensions comme S = R" U oo (après le
plongement stéréographique de R71), alors les distributions tempérées sur
R71 sont précisément celles qui s'étendent (comme distributions) sur S.

Mots-clés : Semi-analytique — Sons-analytique — Stratification — Triangulation — Sépa-
ration régulière.
Classification A.M.S. : 32B20 - 32B25 - 32C42.
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Grâce à cette observation le problème se localise : il se ramène au même
problème pour les distributions sur un ouvert (arbitraire) de R71. En outre,
il suffit de le considérer pour les distributions prolongeables sur R/1, c'est-
à-dire dans l'espace VQ de telles distributions ̂ .

II est naturel de se poser la même question en remplaçant le polynôme
P par une fonction analytique arbitraire F ^ 0 dans G (si F n'est
qu'indéfiniment dérivable, la réponse est visiblement négative). Sous cette
forme elle a été posée par Laurent Schwartz dans [39] et le problème est
connu sous le nom du problème de la division. La réponse est positive ; elle
a été donnée en 1958, indépendamment, par L. Hôrmander [14] — pour les
polynômes, et par l'auteur [17] et [18] — pour les fonctions analytiques.

On va présenter maintenant l'idée d'une démonstration de ce résultat
- le théorème de la division. Elle se fonde sur une analyse du comportement
de la fonction F près de l'ensemble de ses zéros. On construit une partition
de l'ensemble

Z = [x e Q: F{x) = 0}

pour un voisinage convenable Q Cl G d'un point a ç G :

M z=UU^
A;=0 i

en strates : sous-variétés analytiques 1̂  de dimensions k = n— 1,...,!, 0.
Cette partition doit satisfaire à certaines conditions, en particulier - à celle
de la stratification : le bord 9T^ H Q de chaque strate F^ doit être réunion
de certaines strates de dimension < k de cette partition.

Une inégalité joue ici un rôle fondamental :

(#) IF^I^C^.Z)^

au voisinage d'un point arbitraire a € Z, avec un exposant N > 0 et une
constante c > 0. Elle est valable pour chaque fonction analytique et elle
résulte d'une inégalité plus générale, celle de la séparation régulière :

p(x, B) ^ cp(x, A H B)1^ lorsque x G A,

pour les ensembles (fermés) A, B (elle est toujours satisfaite (localement)
dans le cas des ensembles semi-analytiques ^). En particulier, elle est

^ ^ Ceci est utile pour des raisons techniques (voir l'idée de la démonstration qui suit).
(2) Ils serons définis dans la suite.
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vérifiée pour les adhérences F^ des strates de la partition (*), ce qui joue
aussi un rôle fondamental dans la démontration du théorème.

Or, soit T e PQ. Il faut donc trouver une solution S ç. PQ de
l'équation :

(D) F S = T.

On montre d'abord, en se servant de l'inégalité (#), que

(l/F)T e PQ^ ,

ce qui implique qu'il suffit de résoudre l'équation (D) pour les distributions
T de support contenu dans Z. On prouve par récurrence sur k que l'équation
(D) admet une solution de support contenu dans l'ensemble

^=ûu^
A;=0 i

A; = 0 , . . . ,n — l . A savoir : Si k = 0, vu qu'une distribution portée par
l'origine 0 est toujours de la forme

EûpD ,̂

la solution de (D) se ramène à un certain lemme algébrique. Supposons
notre assertion vraie si le support du second membre de (D) est contenu
dans Z^"1 et soit T ç. PQ une distribution de support dans Zk. Grâce à
la séparation régulière on montre qu'il existe une distribution T^ e PQ de
support dans F^, laquelle coïncide avec T au voisinage de la strate 1 ,̂ et
ensuite on construit une distribution 5^ ç PQ satisfaisant à l'équation

F5f = T^

au voisinage de cette feuille. Il en résulte qu'il suffit de résoudre l'équation
(D) avec le second membre

T-F^S^
\ i /

dont le support est déjà contenu dans Z^"1.

Bernard Malgrange a traduit ce théorème, par dualité, dans le lan-
gage de l'analyse différentielle : dans l'anneau des fonctions indéfiniment
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différentiables tout idéal engendré par une fonction analytique est fermé. Il
a démontré - une généralisation difficile - que ceci reste vrai pour chaque
idéal engendré par un nombre fini des fonctions analytiques [31]. Avec ceci
et son fameux théorème de préparation différentiable il a donné un déve-
loppement important à l'analyse différentielle qu'il a présenté dans son
livre "Ideals of différentiable functions" [32] ; voir aussi le livre de J.-C1.
Tougeron [44].

***

Conclusion. — Une analyse de la construction de la partition (*)
suggère que les strates F^ sont des ensembles qui peuvent être "décrits"
par des inégalités analytiques. Ensuite, la possibilite_de "détacher" de la
distribution T portée par Z^ sa "partie" portée par 1 ,̂ est assurée par la
propriété de la séparation régulière des ensembles de ce genre. Nous allons
les définir dans la suite sous le nom de

ensembles semi-analytiques.

On aimerait donc posséder une géométrie de ces ensembles, la

géométrie semi-analytique^

avec les partitions du type (*) et avec la propriété de la séparation régulière.

2. On va présenter encore une situation dans laquelle les ensembles
semi-analytiques apparaissent d'une manière naturelle.

Il y a deux beaux théorèmes dans la géométrie analytique complexe :

THÉORÈME I. — L'adhérence d'une composante connexe de l'ensemble
des points lisses d'un ensemble analytique est toujours analytique.^

THÉORÈME II. — L'ensemble des points singuliers d'un ensemble
analytique est aussi analytique.^

Or, dans la géométrie analytique réelle aucun de ces faits ne reste
valable, ce que l'on voit sur l'exemple fameux d'un ensemble algébrique
dans R3 nommé le parapluie de Whitney :

V={^y^)çR3:x2z=y2}.

En effet, les adhérences de ses composantes connexes sont :

v n [x ̂  o, z ̂  o}, v n [x ^ o, z ̂  0} o x o x (-00, o].
(3) Voir p.ex. [27], IV.2.7.
(4) Voir p.ex. [27], IV.2.4.
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On voit qu'aucune d'elles n'est analytique. Il en est de même avec l'ensem-
ble de ses points singuliers :

y* = 0 x 0 x [O.oo).

Par contre, on prouve que les composantes connexes (et par suite leurs
adhérences) aussi bien que l'ensemble des points singuliers d'un ensemble
analytique sont toujours semi-analytiques.

II. Géométrie semi-analytique (voir [21] et [30]).

Soit Mune variété analytique réelle à n dimensions.

1. Un sous-ensemble E de M sera appelé semi-analytique, si chaque
point de M possède un voisinage ouvert U tel que l'ensemble E H U soit
défini par une famille finie de systèmes finis d'inégalités de la forme / > 0
ou / ^ 0 avec / analytique dans U.

La définition entraîne que la classe des semi-analytiques est stable par
les opérations de passage au complémentaire, d'intersection et de réunion
localement finie d'ensembles. L'image inverse d'un semi-analytique par une
application analytique des variétés analytiques est semi-analytique ̂ .

2. Afin d'étudier d'une manière plus approfondie la nature et les pro-
priétés des ensembles semi-analytiques on utilise la technique des stratifi-
cations normales.

Une stratification normale AT dans R71 est déterminée par un système
normal des polynômes distingués dans un voisinage normal (un certain
interval ouvert à n dimensions, centré à l'origine de R/1). C'est une partition
de Q en strates semi-analytiques : ce sont des sous-variétés analytiques qui
sont en même temps des sous-ensembles semi-analytiques. Elle possède des
propriétés utiles, en particulier elle satisfait à la condition du bord : pour
toute feuille F e M son bord (dans Q) est réunion de feuilles de M de
dimensions strictement inférieures (à celle de Y).

(Plus précisément, le système normal Af est la matrice triangulaire
de polynômes distingués :

(5) Par contre, l'opération de l'image par une application analytique, même propre, ne
respecte pas en général la semi-analyticité des ensembles.
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asujetti à certaines conditions, et ses strates de dimension k sont de la
forme :

{a-fc+i = (f)k-^\(x^,...,Xk) . . . , Xn = (f)n(x-i,...,Xk)}

avec des (f)j analytiques et vérifiant

^"j^ ;( .r l , . . . ,a;fc;0A;+l(^l,•• .^A;)) ==0, j = A-+ l , . . . ,n . )

Les stratifications normales en un point a ç M sont définies comme
les images de celles de R71 par les cartes inverses au point a.

Comme les stratifications normales sont assez compliquées à
construire, nous avons défini récemment dans un article avec K. Kurdyka
et M. A. Zurro [16] les stratifications distinguées qui sont plus commodes.

Le théorème qui suit est fondamental en géométrie semi-analytique :

THÉORÈME DE LA STRATIFICATION NORMALE. — Étant donné des

ensembles semi-analytiques -Ei,...,^ et un point a ç. M, il existe une
stratification normale au point a d'un voisinage arbitrairement petit U de
ce point, laquelle est compatible avec ces ensembles, c'est-à-dire telle que
chacun des ensembles Ei H U est réunion de strates.

Pour le démontrer on construit un système normal qui définit la
stratification demandée. On obtient les polynômes de ce système par
récurrence, en partant des fonctions qui décrivent les ensembles E^ au
moyen de certaines opérations qui sont définies grâce au théorème des
fonctions symmétriques.

Ce théorème implique le

THÉORÈME DE L'ADHÉRENCE. — L'adhérence d'un ensemble semi-
analytique est aussi semi-analytique.
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La classe des ensembles semi-analytiques est donc stable par les
opérations topologiques élémentaires comme l'adhérence, l'intérieur et la
frontière. Observons que ces faits ne résultent pas d'une manière simple de
la définition de la semi-analyticité.

On a ensuite :

THÉORÈME DES COMPOSANTES CONNEXES. — Chaque composante
connexe d'un semi-analytique est semi-analytique. La famille des compo-
santes connexes d'un semi-analytique est localement finie.

La démonstration de ce théorème (elle n'est pas simple) s'appuie sur
le :

LEMME DE THOM. — Soit P : R —> R un polynôme de degré ^ k.
L'ensemble :

( d^P 1^eR:^e9,, ^ = O , . . . , Â ^

où chacun des Q^ est égal à un des ensembles

(-oo,0), {0} ou (O.oo)

est un intervalle ouvert, l'ensemble vide, ou il se réduit à un point.

3. Un lemme qui se montre très utile est le "Curve Selecting Lemma".
Sa version analytique provient de Bruhat, Cartan et Wallace (voir p.ex. [33]
p.25, où se trouve sa version algébrique), mais sa place naturelle est dans
la géométrie semi-analytique (et sous-analytique).

Définissons d'abord un arc semi-analytique. C'est l'image d'une im-
mersion de l'intervalle (0,1), qui est un sous-ensemble semi-analytique re-
lativement compact, où l'on suppose que les limites en 0 et 1̂  - appelées
ses extrémités - sont distinctes. Son adhérence est toujours un arc simple
de classe C71, ce qui est une qualité essentielle des arcs semi-analytiques.

On montre^ un THÉORÈME DE LA PARAMÉTRISATION D'UN ARC SEMI-
ANALYTIQUE selon lequel le germe d'un arc semi-analytique à son extrémité
est égal au germe de l'image d'un intervalle (0,e) par une application
analytique non constante de (—e,e) , et réciproquement - après avoir
diminué e.

(6) Elles existent toujours, ce qui résulte du théorème des composantes connexes.
(7) Au moyen du théorème de Puiseux (voir p.ex. [25] ou [26], 11.6.2).
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CURVE SELECTING LEMMA. — Soit E C M un semi-analytique et soit
a un point non isolé de l'adhérence E. Alors l'ensemble E contient un arc
semi-analytique d'extrémité a.

(Voir [21] p.103 et [30] 11.6.2.)

4. Un point d'un semi-analytique E sera appelé point régulier de
dimension A;, si un voisinage de ce point dans E est une sous-variété analy-
tique de dimension k. Le théorème de la stratification normale entraîne que
l'ensemble des points réguliers d'un ensemble semi-analytique est toujours
dense dans cet ensemble.

La dimension d'un semi-analytique E est définie comme le maximum
des dimensions de ses points réguliers. Citons ici deux propriétés impor-
tantes :

1) On a toujours l'inégalité dim(E \E) < dim£', pourvu que E ^ 0.
En particulier, on a l'inégalité dim 9T < dim F pour le bord 9F d'une strate
semi-analytique F (non vide).

2) Si / : M —> N est une application analytique des variétés
analytiques et les ensembles E et f{E) sont semi-analytiques (non vides),
alors on a toujours l'inégalité

dimf(E) ̂  dimE.

LE THÉORÈME DES POINTS RÉGULIERS dit que l'ensemble des points
réguliers d'un semi-analytique est toujours semi-analytique.

Ce théorème est l'un des plus délicats à démontrer dans la géométrie
semi-analytique. Pour le prouver on utilise la technique de la complexifica-
tion. (Voir [21] pp. 38-54 et 77-79, aussi que [30], II.§8.)

5. On appelle stratification semi-analytique de la variété M chaque
partition localement finie T de cette variété en strates semi-analytiques
connexes qui est soumise à la condition suivante : pour toute strate F e T
son bord 9F = r\F est réunion finie de strates de T de dimension < dim F.

Considérons les triplets (A, F, a), où A, F sont des strates semi-
analytiques de M vérifiant A C ÔT, et a 6 A. On appelle condition
d'incidence chaque condition portant sur un tel triple! qui ne dépend que
des germes des strates A, F au point a.

Une telle condition d'incidence est dite semi-analytique si pour chaque
couple de strates semi-analytiques comme ci-dessus l'ensemble des points
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a e A, où cette condition est remplie, est un semi-analytique (de M) dense
dans A.

Citons ici certaines conditions d'incidence, bien connues : les condi-
tions (a) et (b) de Whitney et la condition (w) de Verdier. Dans le cas où
M = R/1 elles sont définies par :

(a) ^(TaA, ïaT) —> 0 lorsque F 3 x —> a,

{b) 6(Ti(x - z\ T^r) —> 0 lorsque Y 3 x —>a et A 3 z —> a,

(w) (5(r,A, T^F) = 0(|rr - z\) lorsque F 3 rc —>a et A 3 ;z —^ a,

où 6(S,T) est la borne supérieure du sinus de l'angle entre une droite
contenue dans 5' et l'espace T. Vu que ces conditions sont invariantes par
les difféomorphismes, elles sont bien définies (au moyen des cartes) dans le
cas d'une variété analytique/8^

On démontre que toutes ces conditions (a), (b) et (w) sont semi-analy-
tiques. (Voir [45], [28] et [25].)

THÉORÈME DE LA STRATIFICATION SEMI-ANALYTIQUE. —— Soit (^)une

condition d'incidence semi-analytique. Pour chaque famille localement
finie de semi-analytiques de M il existe une stratification semi-analytique
compatible avec cette famille. On peut exiger en plus que pour tout couple
de strates A, F de cette stratification, vérifiant A C 9T, la condition (^) soit
satisfaite en chaque point de A.

Voir [2l], [45], [28] et [7].

THÉORÈME DE LA TRIANGULATION SEMI-ANALYTIQUE. — Soit F Une

famille localement finie de semi-analytiques de M. Alors il existe une
stratification semi-analytique de M, comptabible avec T dont les strates
sont les images des simplexes d'un complexe géométrique (rectilinéaire) K
dans R71 par un homéomorphisme h: \K\ —> M^, tel que toutes les
restrictions hs'. S —> h(S), S C K, soient des isomorphismes analytiques.

Voir [19].

(8) On a (w) ==> (b) ==> (a) ; la première implication (la semi-analyticité y est
essentielle!), c'est un théorème de Kuiper-Kuo; voir [45].
(9) Voir la remarque dans III. 1 qui suit.
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II y a une condition beaucoup plus fine que les conditions d'incidences
ci-dessus : celle de la stratification lipschitzîenne due à T. Mostowski qui a
démontré un théorème d'existence de telles stratifications (dans le domaine
complexe). Grâce à ce théorème T. Mostowski a résolu un problème, vieux
et très difficile, celui de Péquisingularisation lipschitzienne (voir [34]).

Le cas réel (semi-analytique) a été continué par son élève A. Pa-
rusinski qui a démontré un théorème des stratifications lipschitziennes semi-
analytiques. Voir [35] et [36].

III. Géométrie semi-algébrique (voir [21] 21a-b, [2] et [30] II. 10).

1. Les sous-ensembles semi-algébriques de R/1, sont ceux qui sont
définis par une famille finie d'inégalités de la forme P > 0 ou P ^ 0 avec
P polynôme sur R71.

Les sous-ensembles semi-algébriques de R" forment évidemment une
algèbre d'ensembles. On a un théorème fondamental :

THÉORÈME DE TARSKI-SEIDENBERG. — L'image cTuii sous-ensemble
semi-algébrique quelconque de R71 x R^ par la projection naturelle îU1 x
R^ —> R71 est semi-algébrique.

Il en résulte en particulier que l'opération de Pimage par une
application polynomiale ou même semi-algébrique (c'est-à-dire de graphe
semi-algébrique) respecte la semi-algébrîcité.

Un exemple simple d'application de ce théorème est une preuve
du fait que l'adhérence d'un semi-algébrique est semi-algébrique. Pour le
vérifier il suffit de détailler la définition de l'adhérence et d'en éliminer les
quantificateurs (au moyen de ce théorème).

C'est la méthode de Bernard Malgrange des polynômes génériques
qui permet de généraliser Tarski-Seidenberg de la manière suivante. Soit
M une variété analytique. Un sous-ensemble du produit R71 x M est dit
partiellement semi-algébrique, ou de manière plus précise : ïU1-semi-algé-
brique^ si tout point de M possède un voisinage ouvert U tel que notre
sous-ensemble est défini dans R72^ x U par une famille finie d'inégalités de
la forme F > 0 ou F ^ 0 avec F polynôme dans les variables de R71 à
coefficients analytiques dans U. Or :
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COROLLAIRE. — Supposons que le graphe d'une application de R/1

dans M est partiellement semi-algébrique. Alors Pimage de chaque semi-
algébrique de R71 par cette application est semi-analytique. (Voir [21] 20.)

Remarque. — Dans le théorème de la triangulation en 11.5 Phoméo-
morphisme h est R^-semi- algébrique. Par conséquent l'image par h de tout
simplexe de R/1 est semi-analytique.

Voilà un autre théorème important :

THÉORÈME DES COMPOSANTES CONNEXES. — Chaque composante
connexe d'un semi-algébrique est aussi semi-algébrique. La famille des
composantes connexes d'un semi-algébrique est finie.

Voir [2l], pp. 05-112, [2] chap. 2 et [30], 11.10.

2. Une fonction de Nash est une fonction analytique (f) dans un ouvert
de R" telle que chaque point de cet ouvert possède un voisinage dans lequel
on a W(x,(f)(x)) = 0 avec un polynôme W ^ 0 sur R/1"^1. On appelle
application de Nash chaque application d'un ouvert de R71 dans R^ dont
les composantes sont fonctions de Nash.

Vu que la composée des applications de Nash est de Nash et qu'il
subsiste le théorème des fonctions implicites de Nash, on a les variétés de
Nash^°\

II y a une propriété curieuse des sous-variétés de Nash qui sert par
exemple dans une preuve du théorème du cônes semi-analytiques (voir n°
5 qui suit) :

Une sous-variété de Nash connexe T C R71 est semi-algébrique si et
seulement si son bord 9F est semi-algébrique.

On montre que l'on a tous les outils nécessaires pour transmettre la
géométrie semi-analytique (au moins dans la partie que l'on a présentée ici)
sur la catégorie de Nash, pour avoir la géométrie des ensembles "de Nash".
Or, il se trouve que :

Les ensembles "semi-Nash" d'un ouvert G de R71, sont précisément
les ensembles localement semi-algébriques de G ^ 1 1 ^ .

(10) Attention : Cette notion est formellement naturelle mais trop générale. C'est pour ça
que M. Shiota appelle dans son livre [40] "variété de Nash" une notion plus intéressante
que l'on va définir dans le n° 3 sous le nom "variété de Nash semi-algébrique".
^^ C'est-à-dire les sous-ensembles (de G) dont les germes en chaque point de G sont
ceux des sous-ensembles semi-algébriques (de R/1).
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3. Une structure de variété de Nash semi-algébrique est définie par
un atlas de Nash semi-algébrique, c'est-à-dire un atlas de Nash {^}fini et
tel que les composés <^~1 o ç^- sont semi-algébriques ^12\

Dans une variété de Nash semi-algébrique on définit un ensemble
semi-algébrique par la condition que ses images par les cartes d'un atlas
soient semi-algébriques^13^.

On vérifie facilement que la structure de variété de Nash semi-
algébrique est déterminée par sa classe de sous-ensembles semi-algébriques.

On montre que sur une variété de Nash compacte N il existe une et
une seule structure de Nash semi-algébrique^14^.

Par conséquent, sur une variété de Nash compacte les sous-ensembles
semi-algébriques sont bien définis.

En particulier, ceci a lieu sur les grassmanniennes G^ (et donc sur
les espaces projectifs P71) aussi que sur les sphères S"^15^.

Il se trouve que si l'on considère S" ou P71 comme un complété naturel
de R71, alors un sous-ensemble de R71 est semi-algébrique si et seulement
s'il est semi-algébrique ou localement semi-algébrique ̂  dans S" ou P71,
respectivement.

Ceci permet de se servir des méthodes de la géométrie semi-analytique
dans la géométrie semi-algébrique.

4. Soit F C R71 une strate semi-analytique de dimension k. On
considère l'application - tangente :

r:V3x—.T^reG;?.

Dans les fondements de la géométrie sous-analytique (voir IV. 2 qui
suit) le théorème suivant joue un rôle esentiel :

THÉORÈME DE L'APPLICATION - TANGENTE. L'image inverse par r
d'un semi-algébrique quelconque de G^ est un semi-analytique.

(12) Deux atlas équivalents (c'est-à-dire tels que leur réunion est un atlas) définissant la
même stucture.
(13) La condition ne dépend pas de l'atlas (dans sa classe d'équivalence).
^^ Laquelle soit compatible avec N , c'est-à-dire qui puisse être définie par un atlas de
N .
(15) Leurs atlas naturels sont de Nash semi-algébriques.
^ u/ Ceci revient au même.
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Voir [22] et [30], II prop.10.18.

5. Dans la géométrie analytique complexe il y a un théorème fameux
de Chow selon lequel chaque ensemble analytique de l'espace projectif
est forcément algébrique. Une démonstration extrêmement simple de ce
théorème a été trouvée par Remmert grâce au lemme de Cartan - Rem-
mert - Stein qui dit que tout cône analytique de C71 est nécessairement
algébrique^17^. Un analogue réel de ce lemme est le suivant :

THÉORÈME DES CÔNES SEMI-ANALYTIQUES. — Chaque cône semi-ana-
litique de R/1 est semi-algébrique.

Voir [24] et [30], II. 11.

Or, ce théorème entraîne un fait remarquable :

L'image par une projection d'un semi-analytique, même
compact, n'est pas nécessairement semi-analytique.

On a en effet :

* Exemple. — L'ensemble

F = {x = l,z = ey, 0 ^ y ^ x} C R3

n'est pas semi-algébrique. (Ceci est clair parce que la fonction y —> e^
n'est pas de Nash.) Par conséquent, grâce au théorème des cônes semi-
analytiques, le cône [0,oo)F ne peut pas être semi-analytique, ce qui
entraîne que l'ensemble

E = [0, oo)F H {0 ^ x ^ 1} = 0 U {z = rre^, 0 < x ^ 1,0 ^ y ^ x},

ne Pest plus. Mais l'ensemble E est l'image par la projection (x, y , z, u) —>
( x ^ y ^ z ) de l'ensemble semi-analytique compact :

{y = xu, z = xeu, 0 < x ^ 1,0 ^ u ̂  1} C R4.

Voir [24] et [30], 11.11. cf. aussi [21] pp.133-135 (18).

(17) Voir p.ex. [27], VII.6 et 11.3.3.
^18) Les racines de ce phénomène se trouvent déjà dans le vieil ouvrage classique de
Osgood sur l'analyse complexe.
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IV. Géométrie sous-analytique (voir [30]).

On a observé dans III.5 (* Exemple) que l'opération de l'image par
une projection ne respecte pas la semi-analyticité des ensembles, même
s'ils sont compacts ^19^ : dans la géométrie semi-analytique il n'y a aucun
analogue raisonnable du théorème de Tarski - Seidenberg, ce qui est un
inconvénient majeur. Pour cette raison il se pose une question naturelle :
est-ce que l'on peut généraliser les résultats de la géométrie semi-analytique
sur une classe plus ample d'ensembles, en espérant y trouver un analogue
du théorème de Tarski - Seidenberg? Or, un bon candidat naturel qui
s'impose, c'est la classe des ensembles qui sont localement images par les
projections des ensembles semi-analytiques relativement compacts.

Le premier obstacle que l'on rencontre est d'un caractère très élémen-
taire : la classe est-elle stable par l'opération du complémentaire? Cette
difficulté a été surmontée par A. M. Gabrielow dans [8] et alors la voie s'est
montrée ouverte par des méthodes standard pareilles à celles que l'on a
utilisées dans la géométrie semi-analytique.

Quelques années après, H. .Hironaka dans [11] a traité cette classe
d'ensembles, en leur donnant le nom bien adéquat de sous-analytiques.
Il a réussi à transmettre la géométrie semi-analytique à cette classe, en
utilisant son grand théorème de désingularisation (<<20\ En même temps
R. H. Hardt dans [9] a introduit et examiné les "analytic shadows" ; ils
se sont révélés ultérieurement être sous-analytiques. Le théorème de la
désingularisation étant extrêmement difficile à démontrer, c'était encore
justifié de développer des méthodes directes comme celles de la géométrie
semi-analytique, en réalisant d'ailleurs notre ancien programme. C'est sur
ces méthodes que cette présentation-ci de la géométrie sous-analytique est
basée (voir [30]).

Il est utile d'observer que E. Bierstone et P.D. Milman ont donné
dans [1] une approche bien intéressante de cette géométrie. Ils ont réussi à
trouver des démonstrations directes et relativement simples des théorèmes
de l'uniformisation et de la rectilinéarisation qui sont à la base de la
technique de Hironaka (voir aussi H.J. Sussmann [45]).

* * *

^ ^ Sans aucune hypothèse supplémentaire on peut avoir comme l'image p.ex. l'ensemble
des rationnels !
(20) ç'çg^ uji des plus profonds théorèmes de l'analyse, dont la démonstration était —
selon Jean Dieudonné — la deuxième, quant à la longueur, en mathématiques.
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1. Soit M une variété analytique réelle. Un sous-ensemble E de M
est dit sous-analytique^ si son trace sur un voisinage d'un point arbitraire
de M est l'image par la projection M x R^ —> M d'un semi-analytique
relativement compact de M x R^ (où k dépend de x).

Evidemment, un ensemble sous-analytique relativement compact est
l'image par projection d'un semi-analytique relativement compact (et
réciproquement).

On vérifie facilement que la classe des sous-ensembles sous-analytiques
est stable par les opérations de réunion et d'intersections localement
finies^21^. Le produit de deux sous-analytiques est sous-analytique.

2. Quant aux applications sous-analytiques^ c'est-à-dire celles des
graphes sous-analytiques^22^, les théorèmes de la sous-analyticité de la
composée et de l'image directe et inverse (d'un sous-analytique) sont
vrais sous certaines hypothèses supplémentaires de compacité relative.
Par exemple, pour une application sous-analytique /: A —> N avec
A C M (où N est une variété analytique réelle) et pour un sous-analytique
E C M, l'image f(E) est sous-analytique, pourvu que E soit relativement
compact ou / soit "horizontalement" relativement compacte, ce qui signifie
que /^(HQ est relativement compact pour un voisinage W d'un point
arbitraire de N.

3. Il y a plusieurs théorèmes de géométrie semi-analytique qui se
généralisent facilement sur le cas sous-analytique ^23\ On a ici :

THÉORÈME DE L'ADHÉRENCE. (Voir 11.2.)

Les autres opérations topologiques élémentaires respectent aussi la
sous-analyticité.

THÉORÈME DES COMPOSANTES CONNEXES. (Voir 11.2.)

CURVE SELECTING LEMMA. (Voir 11.3.)

Observons qu'un arc "sous-analytique" est toujours semi-analytique
(voir n° 8 qui suit).

(^) Et du complémentaire, selon le théorème du complémentaire de Gabrielov (voir
n° 5 qui suit).
(22) H y en a en particulier toutes les applications analytiques qui sont définies dans la
variété toute entière.
^ } Chacun résulte de son correspondant et on n'utilise essentiellement que les défini-
tions.
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Le THÉORÈME DE L'APPLICATION - TANGENTE (voir III.4) dit simple-
ment que le graphe de cette application est sous-analytique. La démonstra-
tion est plus simple : il suffit de détailler d'une manière convenable la
définition de ce graphe.

Observons encore qu'il en est de même dans le cas semi-algébrique.

4. Afin d'avancer l'étude des sous-analytiques on se sert de certains
lemmes de base qui permettent de présenter un sous-analytique relative-
ment compact comme une réunion finie d'images par une projection d'en-
sembles semi-analytiques de manière que les restrictions soient de rang
constant ou même des immersions, et que l'on ait un certain contrôle de la
variation de la tangente.

Après avoir établi un certain nombre de propriétés de la dimension
(analogues à celles que l'on a eu dans 11.4 pour le cas semi-analytique) on
démontre le

THÉORÈME DU COMPLÉMENTAIRE DE GABRIELOV. — Le complémen-
taire d'un sous-analytique est toujours sous-analytique.

On a un lemme bien utile :

LEMME DE STASICA. — Chaque ensemble sous-analytique relativement
compact

r c M x N,
telle que la projection naturelle Ti-r : F —> M soit une immersion, admet
une partition

r = r i U . . . u r ^ u F ,
où F est un sous-analytique (dans M x N ) de dimension < dimF, eu
chaque r\ est un ouvert de F, sous-analytique dans M x N , tel que
l'image A-^ = 7r(I\) soit un ensemble sous-analytique et que la restriction
TTp ; I\ —> M soit un isomorphisme analytique ̂ 24^.

5. Il y a aussi le

THÉORÈME DES POINTS RÉGULIERS (cf. 11.4)

lequel n'est point facile à démontrer. Ce sont : M. Tamm [43] qui a
prouvé ce théorème en s'appuyant sur le théorème de désingularisation

(24) C'est-à-dire que F^ soit le graphe de l'application analytique A^ —> N.
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de Hironaka, et puis K. Kurdyka [15] qui a trouvé une démonstration sans
désingularisation.

6. Etant donné un sous-analytique E C M, un point a e M est appelé
point essentiellement sous-analytique de E si le germe Ea n'est pas semi-
analytique (c'est-à-dire si Er\U n'est semi-analytique pour aucun voisinage
ouvert U de a).

Alors on a un théorème bien naturel et très simple à énoncer :

THÉORÈME DE PAWLUCKI. — L'ensemble des points essentiellement
sous-analytiques d'un sous-analytique est toujous sous-analytique.

Sans doute, parmi les faits établis en géométrie sous-analytique le
théorème de Pawmcki est le plus difficile à prouver (la démonstration
compte environ soixante dix pages!).

7. Il y a un autre théorème intéressant de Gabrielov :

THÉORÈME DES COMPOSANTES DE LA FIBRE. — Soit E C M X N un

sous-analytique relativement compact. Alors le nombre des composantes
connexes de la fibre Ex = {y: (x, y) ç E} est borné lorsque x ç M.

La preuve de ce théorème n'est pas tellement simple. On le mon-
tre dans le cas semi-analytique (ce qui suffit) par récurrence sur k =
maxdim£^ en utilisant les propriétés des stratifications normales (voir
11.2).

8. On a ensuite :

THÉORÈME DES SOUS-ANALYTIQUES DE PETITE DIMENSION. — Chaque

sous-analytique de dimension ^ 1 ainsi que chaque sous-analytique d'une
variété de dimension ^ 2 est nécessairement semi-analytique.

Ce fait résulte d'une manière assez simple des propriétés des arcs
semi-analytiques (voir 11.3) et du corollaire de III. 1 du théorème de Tarski
- Seidenberg.

9. Le dernier théorème permet de prouver d'une manière facile les
THÉORÈMES DE LA SÉPARATION RÉGULIÈRE. (Cette manière de les démon-
trer est plus proche de l'idée de Hôrmander [14].)

THÉORÈME I. — Soient A et B deux sous-analytiques compacts de
R71. On a alors

p(x, B) ̂  dp(x, A D B)1^ lorsque x e A,
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avec une constante d > 0 et un exposant N > 0.

THÉORÈME II. — Soit f:A —> R une fonction sous-analytique et
continue sur un compact A C R71. On a alors

\f(x)\ ^ dp(a-, Z)N lorsque x e A

avec une constante d > 0 et un exposant N > 0, où

Z={x:f(x)=0}.

Visiblement, le deuxième théorème est un cas particulier du premier.

Il implique l'inégalité suivante, pour une fonction analytique quelcon-
que / ^ 0 au voisinage de zéro dans R771 :

|grad(;r)| ^ K^)!6 au voisinage de zéro

avec un exposant 9 vérifiant

0 < 6 < 1.

En se servant de cette inégalité on montre le

THÉORÈME DES TRAJECTOIRES DU GRADIENT. — Soit f ^ 0 UJie

fonction analytique au voisinage de zéro dans R71 et considérons le système
dynamique

x = —grad/(.r).

Alors chaque trajectoire x(t) qui part d'un point suffisamment voisin de
zéro, possède une limite lorsque t —> oo.

Il y a un problème difficile, appelé PROBLÈME DE LA TANGENTE, qui
a été posé par René Thom il y a au moins une vingtaine d'années, et qui
n'est pas encore résolu :

Est-ce que les tangentes a ces trajectoires possèdent aussi une limite ?

10. Terminons cet article avec certains informations sur les stratifi-
cations et triangulations. Or, les

THÉORÈMES DE LA STRATIFICATION ET DE LA TRIANGULATION Corres-

pondants (cf. 11.5) sont vrais dans les cas sous-analytique et semi-algé-
brique.
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Les démonstrations des théorèmes de stratification (avec les condi-
tions d'incidence), peuvent être répéter sans des modifications essentielles.

Notons un théorème beaucoup plus fin, démontré récemment par A.
Parusinski [37], à savoir :

THÉORÈME DE LA STRATIFICATION SOUS-ANALYTIQUE LIPSCHITZIENNE.

Les théorèmes de la triangulation sous-analytique et semi-algébrique
sont essentiellement plus simples à prouver (voir [13] et [25]), parce que la
récurrence sur la dimension de l'espace n'exige pas de choix d'une direction,
comme dans le cas semi-analytique où il manque un théorème du type
Tarski - Seidenberg.
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