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SUR LE THEOREME DE L’INDICE DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES I

par G. CHRISTOL et Z. MEBKHOUT

Dédié a Bernard Malgrange

. Rappel des résultats de Philippe Robba
. Modules p-adiques fuchsiens

. Exposants p-adiques

. Le théoréme de dualité

. Le théoréme de 'indice

(= NS B I

. Nombre de Fuchs-Malgrange d’une équation différentielle p-adique

Introduction.

Dans cet article nous poursuivons le programme de Philippe Robba
sur le théoréme de I'indice des équations différentielles p-adiques ([R1], [Rz],

[Rs], [Ra], [Rs], [Re]).

Soit p > 0 un nombre premier, Q, le complété du corps des nombres
rationnels Q pour la valeur absolue p-adique, Z, I’adhérence de Z, C,

d
le complété de la cloture algébrique de Q, et P (1;, %) un polynoéme

Mots-clés : Exposants p-adiques — Indice — Structure faible de Frobenius — Nombre de
Fuch-Malgrange. .
Classification A.M.S. : 12H25.



1546 G. CHRISTOL et Z. MEBKHOUT

d
différentiel de C, [z, %] a coefficients dans le corps C,. Pour tout réel

r > 0, nous définissons expy(P), I’ensemble des exposants de P dans le
disque ouvert D(0,77), qui est une partie de Z,/Z. Nous montrons que si
les exposants de P dans le disque ouvert D(0,77) ont la propriété (N-L)
(non Liouville) alors I'opérateur P est & indice dans ’espace des fonctions
analytiques Aj) dans le disque ouvert D(0,77).

Nous conjecturons que expy(P) est une partie finie et que si P est un
polynéme différentiel a coefficients dans le corps des nombres algébriques
Q alors les exposants de P dans le disque ouvert D(0,7~) sont des
nombres algébriques, en particulier ont la propriété (N-L). Les propriétés
des exposants, c’est-a-dire de la monodromie, restent le principal obstacle
pour avoir un théoréme général d’indice pour les équations différentielles
p-adiques. Nous espérons surmonter dans un prochain travail cet obstacle
au moins pour les équations provenant de la géométrie dont les exposants
dans chaque classe résiduelle devraient étre rationnels.

Un point clef est la structure des modules fuchiens sur une couronne
de diameétre non nul, c’est-a-dire des modules dont le rayon de convergence
sur chaque circonférence de la couronne est maximal. Nous montrons qu’un
tel module admet, au voisinage de chaque circonférence de la couronne, une
solution de la forme z* f(z) ol @ est un entier p-adique et f(z) une fonction
analytique non nulle dans une couronne de diametre non nul a coté de cette
circonférence. Nous utilisons pour cela la structure de Frobenius faible
d’un tel module établie par Christol-Dwork dans ([CD2]). Nous faisons
qu’indiquer dans le §2 le principe de la démonstration de ce résultat, nous
renvoyons le lecteur & ([CM]) pour les démonstrations compléetes. Nous
utilisons ensuite le théoréme de Robba ([R;1]) sur P'existence de I'indice des
équations injectives et le théoréme de factorisation de Dwork-Robba ([DR]).
Enfin, nous ferons usage de fagon essentielle pour passer a la limite, du
théoréme des homomorphismes de Banach pour les espaces £F démontré
par Grothendieck ([G]) dans le contexte des corps valués complets.

Comme I’a montré Robba dans ([R4]) le théoréme de I’indice est & la
base de la définition du nombre de Fuchs-Malgrange des équations différen-
tielles p-adiques. Il fournit un support a la définition de la monodromie
p-adique. Il est aussi clairement & la base des propriétés de finitude de
la cohomologie p-adique des variétés algébriques définies sur des corps de
caractéristique p > 0 (cf. [MN] et le §6). C’est dire 'importance d’un tel
théoréme. Il doit s’inscrire dans la recherche de la difficile question des
coefficients p-adiques qui a aussi été entreprise par P. Berthelot (cf. [By],
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[B2]).

A cette occasion nous voulons rendre hommage & Bernard Malgrange
dont l'idée, entre autres, de définir le nombre de Fuchs d’une équation
différentielle & 'aide d’un théoréme d’indice s’est révélée étre le point
crucial dans I’étude de la cohomologie de de Rham des variétés algébriques
définies sur le corps des nombres complexes et par la suite sur des corps de
caractéristique p > 0.

Nous voudrions remercier Alberto Arabia pour I'aide qu’il nous a
apportée dans la réalisation de ce travail.

1. Rappel des résultats de Philippe Robba.

1.1. Rayon de convergence au bord d’un disque.

1.1.1. Soit C, — € une extension de corps valués complets dont
P’extension résiduelle correspondante est transcendante. Soit r > 0 un réel
positif, un disque générique au bord du disque ouvert D(0,7~) de C, est un
disque ouvert D(t,,r~) de Q contenu dans la circonférence de centre 0 et de
rayon 7 et qui ne rencontre pas C,. Un centre t, de ce disque est un point
générique. Une extension C, — § pour laquelle on a un disque générique
pour tout 7 > 0 existe (cf. [R¢], I11.9.1). En vertu du théoréme de Krasner
(cf. [Cq]) le corps C, est algébriquement clos. Un polynéme différentiel

d
P = P(m, d_) & coefficients dans C, n’a donc pas de points singuliers
x
dans tout disque générique. L’espace vectoriel sur Q, Ker(P,Q[[z — t.]])
des solutions formelles centrées en t, est de dimension m, degré en — de

T
P. Le théoréeme de Lutz affirme de méme que ’espace Ker(P, Q{z — t.})
des solutions convergentes centrées en ¢, est de dimension m. Nous notons

par |.| la valeur absolue dans un corps et par ||.|| la norme dans un espace
fonctionnel.
DEFINITION 1.1.1. —  Le rayon de convergence pj(P) du polynéme

différentiel P au bord du disque D(0,7~) est le plus grand réel p < r tel
que P posséde une base fondamentale de solutions convergentes dans le
disque ouvert D(t,,p™).

On I'appellera le rayon de convergence en r > 0 de P, c’est un nombre
strictement positif au plus égal & r en vertu du théoreme de Lutz.
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A . d R e
1.1.2. De méme si prt. G(z) est un systeme différentiel d’ordre un de
rang m ou G est une matrice & coefficients dans C,(z) on définit son rayon

de convergence en 7, p5(G). En fait une matrice fondamentale au voisinage
du point générique t, est donnée par

Uon(z) = X Gult) ),

>0

ou les matrices G5 sont définies par récurrence, Go = I et Gs31 =
d

E—Gs + GsG. Si f(z) = Y axz"* est un polyndéme & coefficients dans C,
T k

sa norme ||f||» en r est le nombre supy |ax|r*. Cette norme se prolonge
aux fractions rationnelles f(x) & coefficients dans C, et aux matrices &
coeflicients fractions rationnelles. On trouve alors que le rayon p§(G) de

d
convergence en r du systéme — — G(z) est égal &

dz
inf (r, lim inf ||G,/s!|[71/%).

Cette expression montre que le rayon p§(G) de convergence en r du systéme

d
— — G(z) ne dépend que de r en non du point générique. La fonction

r — pb(G) est logarithmiquement concave sur tout intervalle [r1,73] ne
contenant pas de valeur singuliére a l'intérieur. C’est donc une fonction
continue dans |r1, 72| et par le théoréme de Christol-Dwork ([CDz]) elle est
aussi continue aux extrémités. Rappelons qu’une fonction A de Rt dans
Rt est dite avoir logarithmiquement une propriété si la fonction composée
Logoh o exp de R dans R a cette propriété.

1.2. Les théorémes de Ph. Robba.

1.2.1. Soit P(z, di) un polynéme différentiel & coefficients dans C,
et r > 0 un réel positif. On dit que P est complétement soluble en r si la
dimension de ’espace de ses solutions analytiques dans le disque générique
D(t,,r™) est égal & son ordre m en % A Topposé on dit qu’il est injectif
en r si cette dimension est nulle.

THEOREME 1.2.1 ([R4]). — Soit P(a:, Edg—;) un polynéme différen-
tiel & coefficients dans C, et r > 0 un réel positif, si P est injectif en r alors
c’est un opérateur & indice dans I’espace des fonctions analytiques Aj dans
le disque ouvert D(0,77) de C,,.

Donc x(P, Aj) := dimc, Ker(P, Aj) — dimc, Coker(P, Af) est finie. En fait
si P est injectif dans I'espace A7 _ il est aussi injectif dans l'espace \Ajg.
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1.2.2. Soit P(a:, %) = a(x)%—l—b(m) un polyndme différentiel d’ordre
un. Notons exp§(P) la classe modulo Z de la somme des résidus aux poles
de la fraction rationnelle b/a contenus dans le disque ouvert D(0,77) de
C,. Pour un nombre o de C,, posons

A4 (@) := liminf |a + n|*/™
n—00

et
1/n

A_(a) :=liminf |a — n|".
n—o0
On dit que a a la propriété (N-L) (non Liouville) si A (a) et A-(a) sont
> 1. Les nombres Ay (a) et A_(a) ne dépendent que de la classe modulo Z
de a. Les nombres algébriques sur Q ont la propriété (N-L) (cf. [C;], prop.
6.3.5).

Notons Ro(r) l'espace des séries de Laurent Y.  axz® & coeffi-
k=—00,00
cients dans le corps C,, qui convergent dans la couronne ouverte r — € <

|z| < r pour un € > 0, et ’Hg(r) 'espace des séries Y.  axz® telles que

k=—o00,—1

lim |ag|(r —€)™® = 0 pour un € > 0.
k——o0

, . d d
THEOREME 1.2.2 ([R4]). — Soit P(x,%) = a(z)% + b(z) un
polynéme différentiel d’ordre un.

a) Supposons que pi(P) = r et pg~*(P) < r — € pour € > 0 assez petit,
alors P est & indice dans les espaces Aj et ’Hl (r).

b) Supposons que pj(P) =1 et pg *(P) = r — € pour € > 0 assez petit,
alors P est simultanément & indice dans ’espace Aj, et dans ’espace
’H(];(r), si et seulement si exp{(P) a la propriété (N-L).

c¢) Supposons que p.(P) =1 et py”¢(P) = r — € pour € > 0 assez petit,
alors P est a indice dans I'espace Ro(r) si et seulement si expg(P) a
la propriété (N-L) et alors X(P,Ro(r)) = 0.

d) Si P est & indice dans l'espace Aj alors X(P, Aj) est égal a

T (P —ordy (@)

On anotéordj (a)le degré du diviseur des zéros de a contenus dans le

disque ouvert D(0,77) etm(pg(P)) la dérivée a gauche de la fonction

Logopj(P) o exp. En particulier tout polynéme différentiel & coefficients
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dans Q d’ordre un est & indice dans ’espace Af. On aimerait avoir un tel
théoreme pour tous les polynomes différentiels & coefficients dans le corps
des nombres algébriques. Le cas d’un opérateur & coefficients dans Q soluble
en r et ayant au plus une seule singularité réguliere dans le disque D(0,77)
est résolu par le théoréme de transfert de Christol ([Cz]).

1.3. Nous avons besoin de considérer les opérateurs différentiels

définis dans des couronnes. Le nombre sup |f(z)| est une norme sur
r—el|z|<r

I’espace vectoriel des fonctions rationnelle_sl Isans poles sur la couronne
r —e < |z| < r (cf. [Cq]). L’espace des éléments analytiques Eo(r — €,1)
dans la couronne 7 — € < |z| < 7 est le complété de cet espace pour cette
norme. L’espace des éléments analytiques au bord Ey(r) est la réunion des
espaces Eo(r—e¢,r) pour € > 0 variable. L’espace Fy(r) est une sous-algébre
différentielle de I’algébre Ro(r) qui est en fait un corps (cf. [C4], 2.4.10).

d
Pour un opérateur différentiel P(x, E) a coefficients dans ’espace

Ey(r) le rayon de convergence en 7/, p{,l (P) est défini pour r —e < 7' <.
C’est encore une fonction continue ([CDz]). Un tel opérateur opére sur A7 .
On a alors la généralisation du théoréme de Robba ([R,], [DR]) :

THEOREME 1.3.1. — Soit P un opérateur différentiel & coeflicients
dans 'espace Ey(r) qui est injectif dans I'espace Aj , alors P est bijectif
dans ’espace Ro(r).

1.4. Soit P un opérateur différentiel & coefficients dans I’espace Eo(r) qui
est injectif dans I’espace Aj alors P reste injectif dans 1’espace A; "¢ pour
tout € > 0 assez petit ([Rq], [DR]).

2. Modules p-adiques fuchsiens.

2.1. Structure de Frobenius.

Soient 0 < r; < 79 deux réels, qui sont fixés dans ce paragraphe,
et soit F¢ lanneau des éléments analytiques dans la couronne C = {z €
Cp; |z| € [r1,72[}. Nous considérons un opérateur “sans singularité dans la
couronne C”, c’ezt—é,-dire un opérateur P = 6™ + @ 16™ L + -+ - 4+ ag de
Ec[6] ou 6 := z.

Lorsque les coefficients a; de P sont suffisamment “gros”, on peut

calculer facilement son rayon de convergence pf(P) dans le disque générique
D(t,,r7).
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PROPOSITION 2.1.1 ([CD2]). — Soit r un nombre de [ry,r2).

1) Si, pour un indice o, ||a;,||- > 1, alors :

po(P)=rp ®D  min a7/

2) Si, pour 0 < i <m, |la;||, <1, alors p§(P) > rp~ /=1,

Ce résultat, apparait pour la premiere fois dans les travaux de Dwork.
Son analogue z-adique a été mis en évidence et utilisé par Katz ([Ka]) pour
démontrer le théoreme de Turritin. Il a eu, depuis, de nombreux avatars.

L’un des plus intéressants est le “lemme de Hensel” pour les opérateurs
différentiels ([R7]).

Pour aller plus loin, c’est-a-dire préciser le rayon de convergence dans
le deuxiéme cas du théoréme, il faut recourir a la “structure de Frobenius”.
Heuristiquement, on peut dire que celle-ci rend compte des simplifications
p-adiques qui apparaissent, lorsque p§(P) > rp~'/(P=1) dans le calcul de
la matrice G4, & partir de la matrice G.

DEFINITION 2.1.2. — On dira qu’un module différentie] M sur
Panneau Ec posséde un antécédent de Frobenius s’il existe un module
différentiel, sur I’anneau Eg des éléments analytiques dans la couronne
C?P = {z;|z|P € [r1,72[}, dont I'image inverse par 'application de Frobenius
x — xP soit M.

Plus généralement, on dira que M posseéde un antécédent d’ordre h
h
s’il existe un module différentiel, sur ’anneau EZ. des éléments analytiques
h h . .
dans la couronne CP° = {z;|z|P" € [ry,72[}, dont I'image inverse par
L heo
Papplication  — zP soit M.

THEOREME ([CDg]). —  Si pf(P) > rp~'/P pour tout nombre r de
Pintervalle [rq,r2], le module différentiel M = E¢[6]/Ec[6]P posséde un
antécédent de Frobenius M¥.

La démonstration de ce théoreme se fait en deux temps. En raffinant
la méthode déja utilisée dans le cas des circonférences ([C2]), on montre
d’abord que chaque nombre 7 est contenu dans un petit intervalle ou
un antécédent de Frobenius existe. Ceci utilise le résultat 2.1.1 et son
analogue z-adique aprés passage en caractéristique p. Ensuite, on “recolle”
les différents antécédents obtenus. Les outils de base sont alors I'unicité
de 'antécédent et le théoréeme de décomposition des matrices en facteurs
singuliers, analogue p-adique de la décomposition de Birkhoff.
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Notons Kg le corps des fractions de Eg Le théoréme du vecteur
cyclique (tout module différentiel sur un corps posséde une base cyclique
c’est-a-dire de la forme {e, de, - - - 6™ 1e}) dit que M¥ ® K& est isomorphe
2 un module différentiel de la forme K&[6] /Kg[é]Q pour un polynéme
différentiel Q de K, g [6]. Mais, en général, M¥ lui-méme n’aura pas de base
cyclique. Autrement dit, opérateur @ aura des singularités “apparentes”
dans la couronne CP. L’existence de telles singularités, qui dépendent du
choix du polynéme @ et non du module M¥ mais que I’on ne peut jamais
supprimer, complique beaucoup les démonstrations.

On peut définir un rayon de convergence pour le polynéme Q. On
démontre que 'on a :

05 (Q) = (ph(P))P > rPp~P/(P=1)

pour tout nombre 7 de l'intervalle [r1,72]. De plus, on vérifie que le module
différentiel MY est entierement déterminé par cette derniere propriété(*).

Nous avons énoncé le théoreme 2.2.1 dans le cas ou le module
différentiel M avait une base cyclique. En fait il est vrai pour des modules
généraux. On peut, en particulier, 'appliquer au module MY, puis itérer
le procédé tant que le rayon de convergence restera supérieur & r p~1/?. On
construit ainsi, par récurrence, une suite d’antécédents, appelée “structure
de Frobenius faible” du module différentiel M. Cette suite sera infinie dans
le cas des modules fuchsiens, c’est-a-dire lorsque pj(P) est maximal pour
tout nombre 7.

DEFINITION 2.1.4. — On dira que P est fuchsien dans la couronne
C si le rayon de convergence pj(P) est égal a r pour tout r de I'intervalle
[T17 T2] .

Par le théoréme de transfert de Dwork ([D]) l’opérateur P est fuchsien
dans la couronne C si et seulement si pour tout point zy a l'intérieur de
la couronne, toute solution locale de P au voisinage de zp a un rayon de
convergence au moins égal & |zo]|.

COROLLAIRE 2.1.5. — L’opérateur P est fuchsien dans la couronne
C, si et seulement si, pour tout entier h, le module différentiel Ec[6]/Ec|6]P
posséde un antécédent d’ordre h.

(*) Si un module différentiel posséde un antécédent, il en a p qui ne sont pas isomorphes.
Par exemple, les opérateurs Q;=6 — i/p (0 < 7 < p) donnent des antécédents non
isomorphes de E¢[6]/Ec[6]6. Cependant, il n’y en a qu’un seul qui a un grand rayon de
convergence.
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Notons M¥" 'antécédent d’ordre h. Choisissons une base de M (par
exemple 1,6,---,6™ 1) et une base de M¥" et notons G (resp. Fy) la
matrice de la multiplication par § dans ces bases. L’isomorphisme entre
Pimage inverse de M¥" et M est donné par une matrice K, de Gl,(Ec)
qui vérifie :

(%) §(Kp) + Kn G = p" Fy(z”") K.

Un calcul naif consiste a faire tendre h vers l'infini de fagon & obtenir une
matrice K = lim K}, vérifiant 6(K) + K G = 0! Chaque ligne de la matrice
K donne alors une solution de P. Pour mettre en ceuvre une telle stratégie,
il faut, d’abord, prouver que la suite de matrices Fh(:cph) reste bornée
sur la couronne C, puis que la suite K} converge vers une matrice non
nulle K dans un espace raisonnable de fonctions. L’existence, éventuelle,
de logarithmes dans les solutions fait qu’on ne peut pas espérer que K soit
inversible.

2.2. Existence de solutions.

Soit 7 un nombre de l'intervalle [r;, r2]. En choisissant, dans chacun
des modules M'/’h, une base &, formée a partir d’un “petit vecteur cyclique”
dont l'existence est prouvée dans [CD;], on montre que 'on peut trouver
des matrices K}, et Fj, vérifiant (x) et telles que :

[Fnll,on <1 1Kl 155l < A = e(m,p) p™

ou ¢(m, p) est une constante valant 1 dés que p > m. La proposition 2.1.1
montre que la premiere de ces deux majorations est vérifiée des que &, est
une base cyclique. Cependant, en général, il n’existe pas de base cyclique.
On construit donc la base &, a partir d’une base cyclique de MY QK gh.
On “fait disparaitre” les singularités apparentes en utilisant le théoréeme
de décomposition de matrices en facteurs singuliers. Ceci exclut que ’on
puisse obtenir directement une majoration des matrices Fy, Kj, et K, !
valable sur toute la couronne. Or on veut, justement, passer & la limite
sur une couronne et non sur une circonférence! Il faut donc “recoller” ces
majorations. C’est le but du résultat suivant :

THEOREME 2.2.1. — Soient r et s deux nombres de l'intervalle
[r1,72) et soit K une matrice de Gl,(E¢). Il existe une matrice L de
Gl,(Cp(z) N E¢) et une matrice diagonale D & coefficients dans Q telles
que :

lz? Lil 1L 2= P)y = |l2? LK |IK~' L™ 2P|, = 1.



1554 G. CHRISTOL et Z. MEBKHOUT

On commence par établir le théoréme en remplacant le corps des
constantes C,, par un corps de valuation discrete. On utilise ensuite le fait
que I’ensemble des nombres algébriques (sur Q) est dense dans C,.

On applique le théoreme 2.2.1 & la matrice faisant passer de la base
&y, ala base &.,. On construit ainsi des matrices K}, et F}, vérifiant () et
des matrices diagonales Dy, a coefficients dans Q telles que :

||:I;D" F,z~Pr [|,on <1
”xpDthl Kp1 K;:I g Dr ll- ”-'EDh Ky 7K}:.:1 g7PPri ll- < A

Pour tout nombre r de lintervalle [ry,73] (les propriétés de convexité
font que ces majorations sont vraies pour tout r si elles sont vraies aux
extrémités de l'intervalle).

On remarque que les matrices Dy, que nous venons de définir, gardent
leurs propriétés si on les remplace par Dy, + oy I ou I est la matrice unité.

LEMME 2.2.2. — Soit D une matrice m x m diagonale a coeflicients
rationnels. 1l existe un rationnel a et une matrice E, diagonale a coefficients

1- -1
dans QN [ mom-: ] , tels que les coefficients de la matrice D—aI—FE
soient des entiers.

2m ’ 2m
Le lemme 2.2.2 et le fait que Kxy1 K, ' = Hy, (z”h) pour une matrice
H;, de Glm(Eg.h) permettent de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.3. — Pour h suffisamment grand, il existe une
matrice diagonale Ay, & coefficients entiers, une matrice Ay, de Gl,(Cq) et

h
une matrice U}, a coefficients dans Eg’, telles que :

Hy =z 4 Ay (I +Up) IARIIAG < A

T 1/m T T ph
Uk ll,on < A? ((—2) max (—1, — )) :
™ T T2

On remarque que la norme de la matrice U, tend vers 0 sur la

couronne :
{w e C,, |z| € ]n Yre/r1,m2 N/T1/T2 [} .

On en déduit que la matrice :

h h h o h-—1 ho
P Dn Ky = 2P Dy, Hh(x” )1. PP Dho1 . P 0 Dhg Kho
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reste bornée dans une petite couronne de la forme :

{x €Cp,|z| € [\/7'2/7'1 —e,\/T1/7r2 -I—e]}

et que son terme constant ne tend pas vers zéro. L’une des lignes de cette
matrice ne tend pas vers zéro, le coefficient correspondant de la matrice
diagonale p"Dj, a une valeur d’adhérence a dans Zyp. Par passage a la
limite, on obtient le théoréme suivant :

THEOREME 2.2.4. — Si 'opérateur P est fuchsien dans la couronne
C, alors pour chaque nombre r de I'intervalle ouvert |rq,73[, il existe un
entier p-adique « et une fonction f, non nulle, analytique dans une couronne
{|z| €]r —e,r[}, tels que P(z™ f) = 0.

La démonstration de ce théoreme est rendue compliquée par l'exis-
tence d’éventuels exposants dont la différence est un nombre de Liou-
ville. Ce théoréme justifie la terminologie de “fuchsien” pour un opérateur
défini sur une couronne dont le rayon de convergence est maximal partout
(cf. 6.2.3). Les détails de ce paragraphe apparaitront dans [CM].

3. Exposants p-adiques.

d
3.1. Soit P(:v, d_) un opérateur différentiel d’ordre m a coeflicients
T

dans le corps Ey(r) pour un nombre réel » > 0. Donc P opeére dans l’espace
 pour € assez petit. Nous définissons les deux nombres d“““(P) et
&5 (P) par -

3?,"( ):=lim min dlmgKer(PA )

€e—0 r—e<r/<r

et
o (P) := lim _max_ dimgq Ker(P, A{ ).
€— r—e
Par construction on a les inégalités
O<dmln(P)<dmax( )<m.

Si 'ordre de P est égal & un, on a toujours égalité dg'i*(P) = dg'a*(P).

CONJECTURE 3.1.1. — Pour un polynéme différentiel P(x,di)
) T
soluble en r > 0, on a I'égalité di’," (P) = dg'7*(P).
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Si P est injectif en r, alors dgi*(P) = dg2<(P) = 0 par 1.4. Si

P est complétement soluble en r alors si dgi?*(P) = m on a 'égalité

fun(P) = dg2*(P) = m, en vertu de la logarithme concavité de la fonction
p6(P).

Plus généralement on conjecture que la fonction de RT dans I’ensem-

ble {0,---,m}, r — dimg Ker(P, A} ) est constructible pour tout polynéme
différentiel P.

d am
3.2. Soit P(a:,—) un opérateur différentiel de la forme —— —
. dz dz™
am_l(w)d—m_—l... — ag(z) ou les fonctions aj sont analytiques dans la
iy

couronne |11, T2[. Supposons que p" (P) est égal & r pour tout r,7; <1 < 79,
donc que P est fuchsien dans la couronne ouverte |ri,72[. En vertu du
théoréme 2.2.4 de structure des modules fuschsiens, il existe une sous-
couronne de diamétre non nul de la couronne |ry, ra[ au-dessus de laquelle
le fibré d’ordre m a connexion défini par P admet une filtration par des
sous fibrés dont les quotients successifs sont des fibrés fuchsiens de rang un.

DEFINITION 3.2.1. — Soit P un opérateur différentiel défini sur une
couronne |r1, T2 ouverte sans singularités et fuchsien, on définit ’ensemble
expo (P, ]r1,72[) comme les classes modulo Z des exposants des sous-facteurs
de P d’ordre un fuchsien dans une sous-couronne de |ry, 2.

En vertu du théoréme 2.2.4 I’ensemble expy (P, |r1,72[) est une partie
de Z,/Z non vide pour un opérateur fuchsien.

DEFINITON 3.2.2. — Si P est un opérateur différentiel 4 coefficients
dans le corps Ey(r) fuchsien il est alors défini sur une couronne |r — ¢, 7|,
on définit ’ensemble des exposants expf(P) en r comme expy (P, |r —e,r|).

En vertu du théoreme 2.2.4 ’ensemble expj(P) est une partie de Z,/
Z non vide pour un opérateur fuchsien a coefficients dans le corps Eo(r).

3.3. Soit P un opérateur différentiel d’ordre m a coefficients dans le
corps Ey(r) pour un nombre réel 7 > 0. On a le théoreme de factorisation
de Dwork-Robba ([DR])

THEOREME 3.3.1. — L’opérateur P se factorise en Py P, par des
opérateurs différentiels & coefficients dans le corps Ey(r), ou P; est injectif
dans l'espace Af et ou P est complétement soluble en .

Autrement dit P est extension d’un opérateur compleétement soluble
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par un opérateur injectif et donc Ker(P, A} ) = Ker(P, A} ). En vertu de
1.4 P est injectif en 7 — € pour € assez petit. Donc si dimg Ker(P, A} ) >
dimg Ker(P, A} ) pour tout € assez petit alors p,_.(P;) = 7 — € et P est
fuchsien en r.

DEFINITION 3.3.2. — Soit P un opérateur différentiel & coefficients
dans le corps Ey(r) pour un nombre réel r > 0, considérons dgi®. On définit
I’ensemble expy(P) par :

a) Si dgy" est nulle alors expj(P) est I'ensemble vide. Nous dirons que
P est totalement irrégulier.

b) Si dg® > 1 pour € assez petit on définit expy(P,e) comme la
réunion des exposants des quotients fuchiens de P aux points 7’ ,r —
e < 1’ < r, tels que dimg Ker(P, A{;,) est égal & dgi®, on définit alors
expg(P) comme expy(P, eg) ol € est le maximum des € tels que d{firn <
dimg Ker(P, A; "¢ ) < dgax.

Donc si dg’y* > 1 ensemble expj(P) est une partie non vide de Z,/Z
en vertu du théoreme 2.2.4 de structure des modules fuchsiens, a priori,
infinie.

CONJECTURE 3.3.3. — Soit P un opérateur différentiel a coeffi-
cients dans le corps Eo(r) pour un nombre réel r > 0, alors expf(P) est
une partie finie.

CONJECTURE 3.3.4. — Soit P un polynéme différentiel a coeffi-
cients dans le corps des nombres algébriques et r > 0, alors toute classe de
Pensemble expf(P) est algébrique.

Un cas particulier de la conjecture 3.3.4 est

CONJECTURE 3.3.5. — Soit P un polynéme différentiel a coefhi-
cients dans le corps des nombres algébriques, r > 0 un réel positif, & un
nombre de Zj, et f(x) une série non nulle de Ro(r) tels que P(z*f(x)) = 0,
alors a est algébrique.

La conjecture 3.3.4 p-adique suggere ’analogue complexe suivant :

CONJECTURE 3.3.6. — Soit P un polynéme différentiel a coefli-
cients dans le corps des nombres algébriques si A = e?™* est une valeur
propre de la monodromie complexe le long d’un cercle du plan complexe
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centré & I'origine ne rencontrant pas une singularité de P alors a est algébri-
que.

La conjecture 3.3.5 et son analogue complexe sont vraies pour les
équations d’ordre 1 et pour les équations hypergéométriques :

PROPOSITION 3.3.7. — Soit P une équation hypergéométrique a
coefficients dans le corps des nombres algébriques et o un entier p-adique.
S’il existe une fonction f, non nulle, de Ro(r) telle que P(z® f) = 0, alors
«a est une racine du polynéme indiciel de P en 0 ou du polynéme indiciel
de P a I'infini (en particulier, a est algébrique).

Preuve. — Sous les hypothéses de la proposition, les coefficients de
la fonction f sont de la forme :
n—1
ag HG(k—l-a) pour n > 0
On = —n— lkﬂo
aOH G- 1+ ) pour n < 0

ol G désigne la fraction ratlonnelle dont le numérateur (resp. le dénomi-
nateur) est le polynéme indiciel de P a linfini (resp. en 0). Notons p; les
poles et les zéros de G. On constate que les coefficients a,, sont des produits

n—1
de nombres (@ — pi)n := [] (k+a — p;) et (14 p; — @),. L’estimation de
k=0

ces nombres est classique :

LEMME 3.3.8. — Si p est (N-L), alors la suite |(1),|'/™ converge et
sa limite ne dépend que de la distance de p a Zy,. En particulier, si j est un
entier p-adique, cette limite vaut p*/1~P). Si 11 est un nombre de Liouville,
on a encore limsup |(p),|'/" = p'/(1=P),

Il résulte du lemme 3.3.8 que, si les nombres a — p; sont (N-L),
les suites |an|/™ et |a_n|'/" convergent et le produit de leurs limites

vaut 1. On en déduit que la série ) a,z"™ ne converge dans aucune
nez
couronne. Si Ay(a — p;) < 1 (resp. A_(a — ;) < 1) pour un seul indice

i, on a limsup |a,|"/" limsup |a_,|/" > 1 et la conclusion est la méme.
Finalement, on ne peut pas avoir Ay (o — p;) < 1 et Ay(a— p;) <1 pour
i # j, car, sinon, on aurait A (u; — p;) < 1 ce qui n’est pas puisque, par
hypothese, p; — p; est un nombre algébrique.

Notons cependant que ’on peut trouver deux nombres p; et ug, non
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nuls et, bien entendu, de Liouville, tels que le polynéme

(=) (5 g ~2) =

ait une solution analytique dans une couronne non vide, c’est-a-dire ait 0
pour exposant dans cette couronne.

L’analogue complexe de la proposition précédente est évident.

Considérons l'opérateur de Monsky :

d? d
M, =p(1l—-2)=— —2— —a.
ai=p )dxz dz
C’est un opérateur qui n’est pas hypergéométrique dont le rayon de
convergence en 1 est égal & w := |r| := p~'/P~! mais admet une solution

non nulle dans Aj . Si a est dans Z, — Z alors M, admet la classe de a
comme unique exposant dans le disque D(0,17) ([DR], 7.4). Les conjectures
précédentes sont vraies pour 'opérateur de Monsky. La classe résiduelle
de zéro est une singularité p-adique de M, bien que ce ne soit pas une
singularité au sens classique. Mais cette singularité apparait modulo p.
Considérons 1’opérateur
2
M, = x% — (P +p— 2)% — apzP~?

que 'on peut obtenir & partir de M, par image inverse par le morphisme
de Frobenius. Le rayon de convergence de M. est égal & p~/P(P~1)_ Si g est
dans Z, — Z P'opérateur M, admet les classes résiduelles des racines p-eme
de I'unité comme singularités avec a comme exposant. Ces singularités ne se
lisent pas modulo p. Le principe général qui semble se dégager est que si le
rayon de convergence d’un opérateur est w on peut lire ses singularités
modulo p mais si ce rayon est > w les singularités de cet opérateur
apparaissent seulement dans son antécédent de Frobenius de Christol-
Dwork ([CDz2]). Ceci doit contribuer & éclaircir le rapport entre les méthodes
des paragraphes 4 et 6 de l'article de Dwork-Robba ([DR]). Remarquons
que si un opérateur est soluble alors par le théoreme de transfert de Dwork
les singularités p-adiques coincident avec les singularités classiques.

4. Le théoréme de dualité.

4.1. Soit 7 > 0 un réel positif et Ay = Ag(r) I'espace des fonctions
analytiques dans le disque ouvert D(0, 7). C’est un sous-espace de 1’espace
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Rj = Ro(r) des fonctions analytiques au bord. On définit espace H(r)
par la suite exacte

0 — Ag(r) = Ro(r) — Hy(r) — 0.
C’est en fait une suite exacte de Ag(r) [-(—id;] -modules a gauche. L’espace

t e . NIET) ;. n . _
M/ (r) s’identifie & I’espace des séries n:LO_:,oo gy telles que nlLrIgo |bp| (7

€)~""! = 0 pour un € > 0. C’est la cohomologie du disque ouvert D(0,7™)
a supports compacts. C’est un cas particulier de la cohomologie & supports
compacts des espaces analytiques rigides (cf. [Ch]).

4.2. Soit r > 0 notons H(0,r) Pespace des séries f(z) = > apz™

n=0,00
telles que lim ||a,|[r™ = 0, c’est ’espace des fonctions analytiques dans
n—00

le disque fermé D(0,7"), et soit W(oo,r) V'espace des séries g(z) =

> xn'jrl telles que sup,, |b,|r"t! < oo, c’est I’espace des fonctions
n=0,00

analytiques bornées dans le disque fermé D(oo,r*). La norme Sup en fait
des espaces de Banach munis de I’accouplement :

<fvg> = Res(fg) = Z Anbp.

n=0,00

4.3. L’espace Ap(r) apparait comme la limite projective des espaces
H(0,7—¢) et 'espace HZ') (r) apparait comme la limite inductive des espaces
W (oo, — €). Nous pouvons munir I’espace Ag(r) de la topologie d’espace
vectoriel sur C, localement convexe limite projective et I’espace ’H};(r) de
la topologie d’espace vectoriel sur C, localement convexe limite inductive
(cf. [G]). Si f est un élément de 1’espace Ay(r) et g un représentant d'un
élément de ’espace ’Hg(r) le produit est un élément de lespace Ro(r)
et donc (f,g) := Res(fg) = . anbn est défini, c’est une application

n=0,00

bilinéaire & valeur dans C,. On a alors le théoréme de dualité ([MS]) :

THEOREME 4.3.1. —  L’espace Agy(r) est un espace métrique com-
plet reflexif, I’espace ’H:g(r) est complet séparé réflexif et I’accouplement
Res est une dualité parfaite.

Le probléeme dans le théoréme précédent est que le corps C, n’est pas
sphériquement complet, en particulier on ne dispose pas du théoréme de
Hahn-Banach, il faut utiliser les structures particulieres des espaces Ag(r)
et H}(r). L’espace Aq(r) est un espace F, Pespace Hj(r) est un espace LF
mais aussi un espace DF ([G]).
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4.4. On note par F™* le dual algébrique d’un espace vectoriel F.

THEOREME 4.4.1. — Soit u un endomorphisme C,-linéaire continu
de I'espace Ao(r) et tu endomorphisme de I'espace H}(r) transposé, alors u
est 4 indice si et seulement si tu est & indice et I’on a alors les isomorphismes
de dualité d’espaces vectoriels de dimension finie

Ker(tu, H} (1)) Coker(u, Ao (r))*
et
Coker(*u, Hj)(r))> Ker(u, Ao(r))*,

en particulier X(u, Ao(r)) = —X(*u, Hé(r))-

Preuve. — Supposons que u est & indice, alors en vertu du théoréme
des homomorphismes de Banach pour les espaces F, I'image Im(u) de u
admet un supplémentaire topologique et le conoyau Coker(u, Ag(r)) est un
espace de dimension finie, séparé pour la topologie quotient. On a alors une
application naturelle

Ker(*u, H} (r)) — Coker(u, Ay(r))*

qui est injective et surjective de fagon évidente. De méme nous avons une
application naturelle
Coker(tu, 'Hg(r)) — Ker(u, Ag(r))*

dont nous allons voir qu’elle est injective. Soit ¢ un élément de H(T)(r)
relevant un élément de Coker(‘u) dont I'image dans Ker(u)* est nulle. Alors
par passage au quotient on obtient une forme linéaire continue sur Im(u).
Mais comme Im(u) admet un supplémentaire topologique en vertu du
théoreme des homomorphismes de Banach, cette forme linéaire se prolonge
en une forme linéaire continue sur Ag(r) dont I'image par *u est égale & ¢.
D’ott l'injectivité, en particulier Coker(*u, H;r,(r)) est de dimension finie et
ty est & indice. Mais on ne peut pas invoquer le théoréme de Hahn-Banach,
qui n’a pas lieu pour les corps non sphériquement complets, pour conclure a
la surjectivité de ’application précédente : un espace vectoriel de dimension
finie n’a pas en général de supplémentaire topologique. Il faut un autre
argument. Mais ‘u est & indice et nous allons voir que 'image Im(*u) de *u
admet un suplémentaire topologique. C’est une conséquence du théoreme
des homomorphismes pour les espaces LF démontré par Grothendieck dans
([G],chap. 1V, §1, théoreme 2, page 200) :

THEOREME 4.4.2. — Une application linéaire continue surjective
entre espaces vectoriels de type LF sur un corps valué complet est un
homomorphisme, c’est-a-dire une application ouverte.
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La démonstration de Grothendieck n’utilise que le théoréme des ho-
momorphismes de Banach et le théoréme du graphe fermé pour les es-
paces de type F qui restent vrais dans le contexte général des corps
valués complets. En appliquant ce théoréme 3 *u on trouve que le conoyau
Coker(tu,’H;r,(r)) muni de la topologie quotient est séparé. Par le raisonne-
ment précédent on obtient une application

Ker(*u, Ao(r)) — Coker(*u, H} (r))*
qui est un isomorphisme. Mais par dualité Ker(u, Ay(r))=Ker(*u, Ay(r)).
Les espaces Coker(*u, ’Hg(r)) et Ker(u, Ao(r))* sont de méme de dimension
finie et I'injection

Coker(*u, H} (r)) — Ker(u, Ao(r))*

est un isomorphisme.

Si ty est & indice alors par le théoréme des homomorphismes pour les
espaces LF on en déduit par le raisonnement précédent que u est a indice
puis par dualité les isomorphismes de dualité du théoréme 4.4.1 dans tous
les cas.

4.5. Nous allons déduire du théoréme de dualité le théoréme suivant :

THEOREME 4.5.1. — Soit P(z, %) un polynéme différentiel a
coefficient dans C,, 7 > 0 un réel positif et r,, une suite de réels tendant
vers r par valeurs inférieures telle que X (P, Aj") est fini. Alors X (P, Aj) est
fini, la suite X(P, Ay*) est stationnaire et

X(P, Ap) = nlil{,‘o X(P, Ag").

Preuve. — En vertu du théoréme 4.4.1 X(*P, H](r,,)) est fini et égal
a —X(P, Aj"). L’espace H(r) n’est pas une algebre différentielle mais P
étant un polynome différentiel, la dimension de l’espace Ker(* P, H}(r)) est
finie pour tout r. Donc la suite dimc, Ker(*P, H(ry)) est stationnaire et

dime, Ker(*P, H{(r)) = lim dimc, Ker(*P, H} (7))
Le sous-espace Hg(rn) de 'espace Hg(rn+1) est dense. Mais en vertu du
théoréme des homomorphismes pour les espaces LF ’application induite
Coker(*P, H}(r,) — Coker(*P, H}(Tn+1))
est surjective parce que le dernier espace est de dimension finie séparé pour
la topologie quotient. La suite dimc, Coker(*P, ’Hg(rn)) est stationnaire et
on a ’égalité
dime, Coker(*P, H{(r)) = lim dim, Coker(*P, H} ().
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Donc x(*P,H}(ry)) est fini et on a ’égalité
X(“PHY(r) = lim x(*P,Hi(rn))-
En vertu du théoreme 4.4.1 x(P, Aj) est fini et 'on a ’égalité
X(P, Ap) = lim x(P, Ag").
n—oo
D’ou le théoreme 4.5.1. L’intérét d’un tel théoréme c’est qu’on ne fait

aucune hypothese sur les x(P, A(") autre que la finitude. Par exemple on
a le corollaire :

d
COROLLAIRE 4.5.2. — Soit P(:v, d—) un polynéme différentiel &
:E .
coefficient dans Cp, 7 > 0 un réel positif tel que dimg’,"(P) est nulle, alors
X(P, Ap) est fini.

En effet puisque dimgfiT“(P) est nulle, il existe une suite r, tendant
vers r par valeurs inférieures telle que Ker(P, Ag") est nulle. En vertu du
théoréme de Ph. Robba X (P, Aj") est fini. En vertu du théoréme 4.5.1

X(P, Aj) est fini et I'on a ’égalité
X(P, A7) = Tim X(P, Ag").

L’hypothese dimffi"(P) est nulle est plus faible que I’hypothese Ker(P, A} )
est nul. Par exemple pour r = 1, ’hypothése Ker(P, .Atll) est nul n’est

jamais satisfaite par les équations ayant une structure de Frobenius forte
alors qu’il se peut que dimg';" (P) soit nulle. C’est la situation des équations

totalement irrégulieres munies d’'une structure de Frobenius forte.

d
COROLLAIRE 4.5.3. — Soit P (:v, %) un polynéme différentiel &

coefficient dans Cp,, 7 > 0 un réel positif et r, une suite de réels tendant vers
r par valeurs inférieures telle que X(P,Ro(ry)) est nul. Alors X(P,Ro(r))
est nul.

d
Preuve. — La suite exacte de C, [x, %]-modules a gauche

0 — Ao(rn) — Ro(rn) — H(ra) = 0,
donne naissance a une suite exacte longue de cohomologie
0 — Ker(P, Ag(rs)) — Ker(P, Ro(r,)) — Ker(P, H}(r,)) —
— Coker(P, Ag(ry)) — Coker(P, Ro(ry)) — Coker(P, H}(ryn)) — 0.

Comme P est a coefficients polynomiaux la dimension de D’espace
Ker(P, H:g(rn)) est finie et la finitude de X(P, Ro(ry,)) entraine la finitude
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de X(P, Ao(r,)) et de x(P, Hg(rn)). La nullité de x(P,Ro(r,)) entraine
Pégalité
X(P, Ao(rn)) = =X(P, Hi(rs)).

Le théoreme 4.5.1 permet de conclure. Le corollaire 4.5.3 permet d’éviter,
dans la démonstration du théoréme de ’indice pour les polynémes différen-
tiels, le recours & la notion d’indice généralisé de Robba ([Rs]).

Bien entendu les résultats du paragraphe précédent restent valables
pour des corps valués complets autres que C,, par exemple pour une
extension finie du complété Q, de Q.

5. Le théoréme de l’indice.

5.1. Soit P (a:, %) un polynéme différentiel a coefficients dans C,, et

r > 0 un réel positif. On a défini dans le §3 Pensemble expf(P) qui est une
partie de Z,/Z.

THEOREME 5.1.1. — Soit P(m, di:c) un polynéme différentiel a
coefficients dans C, et r > 0 un réel positif. Supposons que les éléments de
expp(P) ont la propriété (N-L) alors x(P, Af) est fini, x(P, Hg(r)) est fini
et on a l’égalité

X(P,H}(r)) = —X(P, Ao(r)).
Donc x(P,Ro(r)) = 0.

Preuve. — Par le corollaire 4.5.3 il suffit de construire une suite de
points 7, tendant vers r par valeurs inférieures telle que X (P, Ro(r,)) = 0.

Par définition de dimg",in“(P) il existe une suite de points 7, tendant

vers r par valeurs inférieures telle que dimg Ker(P, Aj" ) = dim{’}* (P).
Appliquant le théoréme de Dwork-Robba ([DR]) & P aux points r, on
trouve une factorisation de P en Py , P» , & coefficients dans le corps Ey(rr)
telle que dimg Ker(Py,n, Aj” ) = 0 et dimg Ker(Pn, A;" ) = dim§ )" (P).
Comme P; , reste injectif en r, — € pour tout € > 0 assez petit, d’apres
la définition de dimgjiT“(P), P, ,, reste complétement soluble en r, — € pour
tout € > 0 assez petit, donc que P, est fuchsien entre r, — € et r,
pour € > 0 assez petit. En vertu du théoreme 1.3.1 X(Py,n,Ro(r’')) = 0
tout point v’ de |r, — €,7,[. Mais d’apres le théoréme 2.2.4 de structure
des modules fuchsiens, il existe un point 7’ de |r, — €,7,[ tel que Pz,

admet une factorisation par des opérateurs P, ; d’ordre un fuchsiens au
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voisinage de r’. Mais 1'obstruction pour I'opérateur P, ; d’avoir un indice
nul dans 'espace Ro(r’) est la propriété (N-L) pour son exposant a,; ,
qui est un exposant de P, , en r, et donc un élément de exp§(P) pour n
assez grand par définition. En vertu de ’hypotheése du théoréme de I’indice
X(Pz,n, Ro(r")) = 0. Donc X(P,Ro(r")) = 0 et X(P,Ro(rn)) = 0 d’apres le
corollaire 4.5.3. D’ou le théoréme de ’indice.

6. Nombre de Fuchs, nombre de Malgrange.

6.1. Nombre de Fuchs d’une équation différentielle sur un
corps de caractéristique nulle.
Soit k un corps de caractéristique nulle et P (m i) =Y a (ar:)d—lc
p q ) dx - kZO,m k d.’Ek
un opérateur différentiel & coeflicients dans 'anneau k[[z]] des séries for-
melles a coefficients dans k. Rappelons que le nombre de Fuchs irrg(P) est
Pentier positif ou nul :
irrg(P) := sup (k—wo(ag)) — (m —vo(am)),
0<k<m
ol vy désigne la valuation z-adique. Par le théoréme de Malgrange ([M])
Pentier sup (k—vo(ax)) est égal a l'indice X (P, k[[z]]) de P opérant dans
0<k

<m
Pespace k[[z]]. Le terme (m — vo(am)) ne dépend que du symbole principal
par construction. En fait m est la multiplicité de la composante horizontale
de la variété caractéristique de P alors que vg(a.,) est la multiplicité de la
composante verticale de la variété caractéristique de P. Sous cette forme
on peut définir irrg(I) pour un idéal voire un module & gauche de type

fini sur Palgebre k[[z]] [;a—c] Mais peu importe, & une variable ceci est sans
importance, le cas crucial est celui d’'un opérateur. La nullité de irro(P)
caractérise une singularité réguliere en ce sens que P admet une solution
de la forme z*f(z) ol f(x) est une série formelle en z et par suite P
admet une base de solutions formée d’éléments qui sont des sommes finies
3 cak(x)z*(Log(z))F ol les ¢, k sont des séries formelles en z. On notera
o,k

dans la suite

irrg(P, 00) := irrg(P),

le nombre de Fuchs en un point singulier d’une équation différentielle définie
sur un corps de caractéristique nulle.
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6.2. Nombre de Fuchs-Malgrange d’une équation différen-
tielle p-adique.

d
Soit L = — + G(z) un systéme différentiel d’ordre un et de rang
m a coefficients dans C,(z) et 7 > 0 un réel positif. Sous ’hypothese de

Pexistence de l'indice de L dans l’espace [’Hg;(r)]m, Ph. Robba ([R4], 10.1)
définit le nombre irrg(L, p) :

DEFINITION 6.2.1. — Si L admet un indice dans I’espace [Hg(r)]m
on pose alors
. m
irrh (L, p) := —x(zL, [H} ()] ).
Il faut comprendre dans cette définition Xx(zL, [’Hg(r)]m) comme

Pindice généralisé :

X(@AL, [H)(r)]") = x(A, [HE)™),
pour un polynéme A(z) de Cplz] tel que zAG n’a pas de poles dans le
disque ouvert D(0,r ™). Ceci ne dépend pas du polynéme A.

Donc en vertu du théoréme de I’indice, si les exposants SLXPG(L) dans
le disque D(0,7~) ont la propriété (N-L) alors x(L,[H}(r)]") est fini et
l'on a

irr(L, p) := X(zL, [A]™).

PROPOSITION 6.2.2. — Supposons que L est le systéme associé a
lPopérateur
d d*
Plog) = T oz
=0,m

d’ordre m & coefficients dans Cp[z] qui admet un indice dans I'espace Aj,
alors on a

irrg(L, p) == X(¢L, [A5]™) = X(P, Af) ~ (m — ordg (am))-

Preuve. — On a

L=— ’ ’
dl'+ -1
bo b1 ... bma
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ol by, k=0,---,m—1 est la fraction rationnelle ax/a,. Donc irrg(L,p) +
X(@m, [AF]™) est égal & l'indice de
0 -za, ... 0
Ty, dr + _ea,,
Tag TA1 ... TAm—1
opérant sur [Af]™. Comme X(z,[Aj]™) = -m et X(am,[A5™)

= —mord (a) il suffit de démontrer que

X(am L, [45]™) = X(P, Ap) — (m — 1) ordy (am).

Considérons le diagramme
P

0 - A — Aj — 0
! 1
0 — [A5™ % (amdAb,...,amARA5) — 0
! !
0 — [4m =3 A5 - 0
d dm—l
ol les deux premiers morphismes verticaux sont f — ( £ e £, e f )
et f — (0,...,0,f) alors que les deux derniers sont les injections cano-

niques. Les deux premiers complexes sont quasi-isomorphes alors que la
différence des caractéristiques d’Euler-Poincaré des deux derniers est égale
a (m—1)ordy (anm). Dol la proposition.

L’ordre d’annulation en chaque zéro de a,, est égal a la multiplicité de
la composante verticale de la variété caractéristique de P au-dessus de ce

d
point singulier. On peut alors définir irrg(M, p) pour un C, [w, %]—module
holonome admettant un indice dans I’espace A :

. d
DEFINITION 6.2.3. — Soit M un C, [a:, %] -module holonome ad-

mettant un indice dans ’espace A}, on définit

irr} (M, p) = X(M, A7) — (m — ordy (M)).

Dans cette définition
X(M, Ap) = dime, Homg, ; 4,(M, Afj) — dimc, Exte, , a1(M, A7),
m est le rang de M c’est-a-dire la multiplicité de la section nulle du
fibré T*Aép et ordy (M) désignant la somme des multiplicités des compo-

santes de la variété caractéristique au-dessus des points singuliers conte-
nus dans le disque ouvert D(0,7~). Les propriétés de irry(M,p) sont

Z,
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similaires aux propriétés du nombre de Fuchs des modules holonomes

sur l’algebre k[[x]][%] pour un corps k de caractéristique nulle sauf
en ce qui concerne la positivité. Il se peut tres bien que que le nom-
bre irr(M, p) soit négatif. Il faut alors comprendre le théoréme de semi-
continuité 6.5.1 comme ’analogue du théoréeme de positivité. Mais nous
démontrerons ultérieurement que si M est compléetement soluble en 7,
c’est-a-dire que dimg Hom, [, £ ](M ,A; ) = m et si 'on a la propriété
(N-L) pour ses exposants ainsi que leurs différences alors irrg(M,p) est
positif et qu’il est nul si et seulement si M est fuchsien en ce sens que
dimg Homg, i, o (M, A;"°) = m pour € > 0 assez petit. A cet égard il
faut comprendre le théoreme de structure 2.2.4 comme ’analogue p-adique
du théoréme de Fuchs en caractéristique nulle. En fait un module fuchsien
en r dont les différences des exposants ont la propriété (N-L) admet une

base fondamentale de solution de la forme Y ca k(z)z*(Log(z))* ou les
a,k
Ca,k sont des éléments de Ro(r).

PROPOSITION 6.2.4. — Soit P un polynéme différentiel & coeffi-
cients dans C,, et r > 0 un réel positif tels que les éléments de expp(P) ont
la propriété (N-L), alors

irrg (P, p) = irrg(*P, p).

Preuve. — Si « est un élément de exp§(*P) alors —a est un élément
de exp§(P), et donc les éléments de expg(*P) ont la propriété (N-L). En
vertu du théoréme de l'indice Xx(*P,Rj) = 0. En vertu du théoréme de
dualité ceci entraine que x(P, A5) = x(*P,A}) et donc que irry(P,p) =
irr{(* P, p). La proposition se généralise aux modules grace au théoreme de
division.

. d am ~ R

6.3. Soit P(a:, E) = am(x)dx—m + ... un polynéme différentiel
d’ordre m & coeflicients dans C, complétement soluble en r > 0. En vertu
du théoréme de Dwork-Frobenius (cf. [CD3], 4-1) on a ||am||r > ||ak||- k& =
m—1,...,k=0.8Sir =1, on peut supposer que P est & coeflicients dans
lanneau Oc, des entiers de C,, et que ||an|[1 = 1. On peut considérer P,
la réduction de P, modulo I’idéal maximal de I’anneau des entiers, qui est
un polynome différentiel d’ordre m & coefficients dans le corps le résiduel
Foo. D’autre part ordj (am) = vo(@m) en vertu du lemme de Hensel. On
trouve alors que

irrg (P, p) = X(P, Ao(1)) — (m — vo(@m)),
(cf. [Gal, V.1.1.1)
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6.4. Le théoréme de semi-continuité.

Nous allons définir le nombre de Fuchs-Malgrange & l’aide du
théoréme de semi-continuité (cf. [Me]). Rappelons d’abord la situation du
théoreme de semi-continuité de lirrégularité des équations différentielles
complexes (ou sur un corps de caractéristique nulle) . Soit P¢c X Ac le pro-
duit de la droite projective complexe par un plan complexe, Z une courbe
de Pc x Ac finie sur Ac par la deuxiéme projection, et O} un fibré de rang
m sur le complémentaire U de Z muni d’une connexion relative A - Sin
est un point de la base on note Z,,U,, O? JA g 4 les fibres au-dessus de 7
de Z,U,O0%, A rl . Si ng est un point spec1al et n est un point général voisin
de 7o on deﬁmt Ta fonction saut :

$(mo) == Y irrg(OF ,00) +m) = Y irr, (OF, ,00) +m).

z€Z, TE€Zp,

THEOREME 6.4.1 ([DELIGNE]). — Sous les conditions précédentes
Dentier ¢(no) est positif ou nul.

L’entier ¢(no) est somme d’entiers positifs des contributions de chaque
point point de Z,,. Rappelons qu’on a la formule de type Riemann-Roch
X(Uq, DR(OF,)) = mXx(Uy) = ) _ irra(OF, ,00).

T€Zy
En vertu de cette formule, on trouve que le saut ¢(ng) est égal au saut des
caractéristiques globales d’Euler-Poincaré :

¢(n0) = X(Uno, DR(OF;, ) — X(Uy, DR(OF,))-

6.5. Dans la situation p-adique les caractéristiques globales d’Euler-
Poincaré gardent un sens. Pour I’expliquer nous allons nous restreindre
3 une situation simple considérée par Robba ([R4]) mais qui est le cas
crucial. Soit f un polynoéme & coefficients dans le corps Fo, résiduel et f un
polynome a coefficients dans I’anneau des entier Oc, qui releve f. Notons

(Oc, [z, T])Jr Palgebre des séries & deux variables & coefficients dans ’anneau
des entiers dont le rayon de convergence est strictement plus grand que 1.
On définit :

Ay = (Oc, [a, T)/(1 - fT)
et
al = (0c,lz, 1)1 /(1 - 1T).

L’anneau A; est le complété p-adique faible de ’anneau Ay, il ne dépend

que de f [MW]. Notons, par analogie avec la situation du théoréme de
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semi-continuité en caractéristique nulle, Zg__ la courbe définie par f de la
droite projective sur le corps Fo, et Up_ son complémentaire. Notons de
méme Zc, la courbe définie par f de la droite projective sur le corps C,
et Uc, son complémentaire. Soit une Oc,-connexion sur A}” noté My d’ou

une connexion sur (A;)m, noté M;r On peut alors considérer
X(Uc,, DR(My)) := X(DR(M; ®2 Q)),
X(Us... DR(M})) = X(DR(M] 82 Q)

et le saut ¢(0) qui est un entier a priori infini :

$(0) := x(Us.., DR(M])) — X(Uc,, DR(My)).

THEOREME 6.5.1. — Le saut ¢(0) est fini si et seulement si My est
a indice dans ’espace des fonctions analytiques dans les classes résiduelles
des points Zy_, dans ce cas on a 1'égalité

¢(0) = Y dimg, Coker(My, Ax ).

TEZF o

Preuve. — Pour un point Z de Zy, notons Hx la cohomologie locale
algébrique des points de Zc, contenus dans la classe résiduelle de T et

H;[ la cohomologie locale p-adique de ce point, c’est-a-dire la cohomologie
a supports compacts de la classe résiduelle de ce point. On dispose du
morphisme de spécialisation

Ap — Al

qui est injectif et dont le conoyau est @ Coker(H: — Hg) en vertu du
TEZF,,

théoreme de Mittag-Leffler. Mais DR(M; ® HZ) = 0. On a donc la suite
exacte

0~H"(Uc,, DR(My))~H"(Us.., DROM})—~H°( @) DR(M; @ HI))~
TEZF,

—>H1(UCP,DR(Mf))aHl(UFwDR(M;r))—»Hl( D DR(Mf®Hxi))—>O.
TEZro,

Si #(0) est fini cela entraine que l’espace H 1(UIFW,DR(M;)) est de di-

mension finie. L’espace Ay est dense dans I’espace A]Lf_ de type LF, en
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vertu du théoréeme des homomorphismes pour les espaces LF le mor-
phisme H'(Uc,, DR(My)) — Hl(UFOO,DR(M;f)) est surjectif. Donc

I'espace Hl( )] DR(Mf®H_;[)) est nul et vertu du théoréme de
TEZF o

dualité l’espace Coker(M D .A%) est de dimension finie et ¢(0) =

TEZF,,

Y- dimc, Coker(My, AL). Dans 'autre sens, si > dimc, Coker(Mjy, AL)
T€Zo TE€Zny ‘
est fini, en vertu du théoréme de dualité ¢(0) est fini et 'on a 1’égalité
précédente. Le saut ¢(0) est alors un entier positif ce qui constitue I’analo-
gue du théoreme de semi-continuité de Deligne et qui est aussi I’analogue du
théoreme de positivité de I'irrégularité en caractéristique nulle. C’est sous
cette forme que I’on a rencontré dans ([MN]) le probléme de la finitude du
conoyau.

6.6. Le théoreme de semi-continuité suggere de poser la

DEFINITION 6.6.1. —  Soit (f, f, M) un triplet comme précédem-
ment. On pose

irrz(My, p) := irrz_(Mjy, 00) + m(#Zz — 1) — dimg, Coker(My, Az )
et
irrz,  (My,p) := irrzCp (Mg, 00) + m(#2Zc, — #2Zr,,)
- Z dimc, Coker(Mjy, A% ).

TEZF

Dans cette définition Zz désigne I’ensemble des points de Zc, conte-
nus dans la classe résiduelle d’un point Z. Comme Ker(My, AL ) = 0 on
trouve que cette définition coincide avec la définition 6.2.3. De plus on
trouve la formule :

X(Ur.., DR(M})) = mx(Ur..) = 3 ires(My,p),
TEZF o
qui est 'analogue p-adique de la formule de Grothendieck-Ogg-Shafare-
vitch. Cette formule était dans Robba ([R4], 10.5), (voir aussi [Ga], V.1.3.1).
La démonstration que donne Garnier ([Ga], V.1.3) repose sur une formule
d’indice de nature globale due & Berthelot.

6.7. C'est sous cette forme que la définition de lirrégularité se
généralise en dimension supérieure a condition de démontrer la conjecture
de finitude ([MN], 4.5.3) ce qui nécessite I'introduction des opérateurs
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différentiels d’ordre infini, complété faible des opérateurs d’ordre fini a
puissances divisées.

6.8. Le théoréme de semi-continuité explique pourquoi les singularités
des équations différentielles qui contrélent la cohomologie p-adique des
variétés algébriques, sont irrégulieres du point de vue p-adique. Parce que ce
sont des confluences en général de plusieurs singularités en caractéristique
nulle. Les situations, comme celles de ([Cz], [BC1]), qui donnent naissance
a des singularités régulieres sont plutét rares.
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