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SUR LE THEOREME DE ^INDICE DES
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES 1

par G. CHRISTOL et Z. MEBKHOUT

Dédié à Bernard Malgrange

1. Rappel des résultats de Philippe Robba

2. Modules p-adiques fuchsiens

3. Exposants p-adiques

4. Le théorème de dualité

5. Le théorème de l'indice

6. Nombre de Fuchs-Malgrange d'une équation différentielle p-adique

Introduction.

Dans cet article nous poursuivons le programme de Philippe Robba
sur le théorème de l'indice des équations différentielles p-adiques ([Ri], [R2] ?
[Rs], [R4], [RsL M.

Soit p > 0 un nombre premier, Qp le complété du corps des nombres
rationnels Q pour la valeur absolue p-adique, Zp l'adhérence de Z, Cp

le complété de la clôture algébrique de Qp et P ( x ^ — ) un polynôme\ dx/

Mots-clés : Exposants p-adiques — Indice — Structure faible de Frobenius — Nombre de
Fuch-Malgrange.
Classification A.M.S. : 12H25.
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différentiel de Cp p, — à coefficients dans le corps Cp. Pour tout réel
L dX -I

r > 0, nous définissons exp^j(P), l'ensemble des exposants de P dans le
disque ouvert D(0,r~), qui est une partie de Zp/Z. Nous montrons que si
les exposants de P dans le disque ouvert D(0^r~) ont la propriété (N-L)
(non Liouville) alors l'opérateur P est à indice dans l'espace des fonctions
analytiques A^ dans le disque ouvert D(0,r~).

Nous conjecturons que exp^(P) est une partie finie et que si P est un
polynôme différentiel à coefficients dans le corps des nombres algébriques
Q alors les exposants de P dans le disque ouvert D(0,r~) sont des
nombres algébriques, en particulier ont la propriété (N-L). Les propriétés
des exposants, c'est-à-dire de la monodromie, restent le principal obstacle
pour avoir un théorème général d'indice pour les équations différentielles
p-adiques. Nous espérons surmonter dans un prochain travail cet obstacle
au moins pour les équations provenant de la géométrie dont les exposants
dans chaque classe résiduelle devraient être rationnels.

Un point clef est la structure des modules fuchiens sur une couronne
de diamètre non nul, c'est-à-dire des modules dont le rayon de convergence
sur chaque circonférence de la couronne est maximal. Nous montrons qu'un
tel module admet, au voisinage de chaque circonférence de la couronne, une
solution de la forme xaf(x) où a est un entier p-adique et f(x) une fonction
analytique non nulle dans une couronne de diamètre non nul à côté de cette
circonférence. Nous utilisons pour cela la structure de Frobenius faible
d'un tel module établie par Christol-Dwork dans ([CDs]). Nous faisons
qu'indiquer dans le §2 le principe de la démonstration de ce résultat, nous
renvoyons le lecteur à ([CM]) pour les démonstrations complètes. Nous
utilisons ensuite le théorème de Robba ([Ri]) sur l'existence de l'indice des
équations injectives et le théorème de factorisation de Dwork-Robba ([DR]).
Enfin, nous ferons usage de façon essentielle pour passer à la limite, du
théorème des homomorphismes de Banach pour les espaces CF démontré
par Grothendieck ([G]) dans le contexte des corps values complets.

Comme l'a montré Robba dans ([R4]) le théorème de l'indice est à la
base de la définition du nombre de Fuchs-Malgrange des équations différen-
tielles p-adiques. Il fournit un support à la définition de la monodromie
p-adique. Il est aussi clairement à la base des propriétés de finitude de
la cohomologie p-adique des variétés algébriques définies sur des corps de
caractéristique p > 0 (cf. [MN] et le §6). C'est dire l'importance d'un tel
théorème. Il doit s'inscrire dans la recherche de la difficile question des
coefficients p-adiques qui a aussi été entreprise par P. Berthelot (cf. [Bi],
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[B2]).

A cette occasion nous voulons rendre hommage à Bernard Malgrange
dont l'idée, entre autres, de définir le nombre de Fuchs d'une équation
différentielle à l'aide d'un théorème d'indice s'est révélée être le point
crucial dans l'étude de la cohomologie de de Rham des variétés algébriques
définies sur le corps des nombres complexes et par la suite sur des corps de
caractéristique p > 0.

Nous voudrions remercier Alberto Arabia pour l'aide qu'il nous a
apportée dans la réalisation de ce travail.

1. Rappel des résultats de Philippe Robba.

1.1. Rayon de convergence au bord d'un disque.

1.1.1. Soit Cp —^ fl, une extension de corps values complets dont
l'extension résiduelle correspondante est transcendante. Soit r > 0 un réel
positif, un disque générique au bord du disque ouvert D(0, r~) de Cp est un
disque ouvert D(tr, r~) de fî contenu dans la circonférence de centre 0 et de
rayon r et qui ne rencontre pas Cp. Un centre tr de ce disque est un point
générique. Une extension Cp —^ pour laquelle on a un disque générique
pour tout r > 0 existe (cf. [Re], III.9.1). En vertu du théorème de Krasner
(cf. [Ci]) le corps Cp est algébriquement clos. Un polynôme différentiel

P = P ( a . — ) à coefficients dans Cp n'a donc pas de points singuliers
\ dx^ ^

dans tout disque générique. L'espace vectoriel sur f2, Ker(P,f^[[a: — tr}})

des solutions formelles centrées en tr est de dimension m, degré en — dedx
P. Le théorème de Lutz affirme de même que l'espace Ker(P,Q{;z* — tr})
des solutions convergentes centrées en tr est de dimension m. Nous notons
par |. | la valeur absolue dans un corps et par 1 1 . 1 1 la norme dans un espace
fonctionnel.

DÉFINITION 1.1.1. — Le rayon de convergence PQ (P) du polynôme
différentiel P au bord du disque D(0,r~) est le plus grand réel p < r tel
que P possède une base fondamentale de solutions convergentes dans le
disque ouvert D(tr^p~).

On l'appellera le rayon de convergence en r > 0 de P, c'est un nombre
strictement positif au plus égal à r en vertu du théorème de Lutz.
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1.1.2. De même si — — G(x) est un système différentiel d'ordre un dedx
rang m où G est une matrice à coefficients dans Cp{x) on définit son rayon
de convergence en r, p^G). En fait une matrice fondamentale au voisinage
du point générique tr est donnée par

1 1 ( \ \^ n (4. \ { x ~ ï r )
^G,trW = Z^Gs[tr)————.——

S.
s>0

où les matrices G s sont définies par récurrence, Go = 1 et Gg+i =
—Gg + GsG. Si f{x) == ^û^a^ est un polynôme à coefficients dans Cpdx jç
sa norme \\f\\r en r est le nombre sup^ la^r^. Cette norme se prolonge
aux fractions rationnelles f(x) à coefficients dans Cp et aux matrices à
coefficients fractions rationnelles. On trouve alors que le rayon p^G) de

convergence en r du système — — G(x) est égal àdx
inf(r,liïninf||G,/5!||,:1/5).

Cette expression montre que le rayon p'Q(G) de convergence en r du système

— — G(x) ne dépend que de r en non du point générique. La fonction
dx
r —> P^(G) est logarithmiquement concave sur tout intervalle [ri,r2] ne
contenant pas de valeur singulière à l'intérieur. C'est donc une fonction
continue dans ]ri, r^[ et par le théorème de Christol-Dwork ([CDa]) elle est
aussi continue aux extrémités. Rappelons qu'une fonction h de R4" dans
R'4" est dite avoir logarithmiquement une propriété si la fonction composée
Log oho exp de M dans R a cette propriété.

1.2. Les théorèmes de Ph. Robba.

1.2.1. Soit P(rc, — ) un polynôme différentiel à coefficients dans Cp
et r > 0 un réel positif. On dit que P est complètement soluble en r si la
dimension de l'espace de ses solutions analytiques dans le disque générique
D(tr^r~) est égal à son ordre m en -—. A l'opposé on dit qu'il est injectifdx
en r si cette dimension est nulle.

THÉORÈME 1.2.1 ([Ri]). — Soit P ( x , — } un polynôme différen-\ dx/
fiel à coefficients dans Cp et r > 0 un réel positif, si P est injectif en r alors
c'est un opérateur à indice dans V espace des fonctions analytiques A^ dans
le disque ouvert D(0,r~) de Cp.

Donc X(P, A^) := dimcp Ker(P, A^) - dirnc;, Coker(P, A^) est finie. En fait
si P est injectif dans l'espace A^^ il est aussi injectif dans l'espace A^.
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1.2.2. Soit P ( x , — ] = a(x)—-}-b(x) un polynôme différentiel d'ordre
\ dx / dx

un. Notons exp^(P) la classe modulo Z de la somme des résidus aux pôles
de la fraction rationnelle b/a contenus dans le disque ouvert D(0,r~) de
Cp. Pour un nombre a de Cp posons

A+(a) ^liminfla+nl1 7 7 1
n—>oo

et
A-(a) := liminf |a — n\ ' .

n—>'oo

On dit que a a la propriété (N-L) (non Liouville) si A+(o;) et A-(a) sont
> 1. Les nombres A+(a) et A-(a) ne dépendent que de la classe modulo Z
de a. Les nombres algébriques sur Q ont la propriété (N-L) (cf. [Ci], prop.
6.3.5).

Notons T^o M l'espace des séries de Laurent ^ akXk à coeffi-
k=— 00,00

cients dans le corps Cp, qui convergent dans la couronne ouverte r — e <
|.r| < r pour un e > 0, et H^(r) l'espace des séries ^ a/c-r^ telles que

k=-oo,-l

lim dk\(r — e)"^ = 0 pour un e > 0.
k—>—oo

THÉORÈME 1.2.2 ([R4]). — S'oit p ( x , — } = a(x)—- + b(x) und \ d= a(x)
\ CLX ' CiX

polynôme différentiel d'ordre un.

a) Supposons que p'o{P) = r et ^"^(P) < r — e pour e > 0 assez petit,
alors P est à indice dans les espaces AQ et ^(r).

b) Supposons que p'o(P) = r et p '̂̂ P) = r — e pour e > 0 assez petit,
alors P est simultanément à indice dans l'espace A^ et dans l'espace

7-^(r), si et seulement si expo(P) a la propriété (N-L).

c) Supposons que pr(P) = r et /^^(P) = r — e pour e > 0 assez petit,
alors P est à indice dans l'espace T^c^) sl ^t seulement si exp^(P) a
la propriété (N-L) et alors x(P,Ko(r)) = 0.

d) Si P est à indice dans l'espace A^ alors xÇP^A^) est égal à
d (^(P))-ordS~(a).

dLogr"^ / / u v /

On a noté ord^ (a) le degré du diviseur des zéros de a contenus dans le

disque ouvert D(0^r~) et———(po(-P)) la dérivée à gauche de la fonction
Logop^(P) o exp. En particulier tout polynôme différentiel à coefficients
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dans Q d'ordre un est à indice dans l'espace A^. On aimerait avoir un tel
théorème pour tous les polynômes différentiels à coefficients dans le corps
des nombres algébriques. Le cas d'un opérateur à coefficients dans Q soluble
en r et ayant au plus une seule singularité régulière dans le disque -D(0, r~)
est résolu par le théorème de transfert de Christol ([€2]).

1.3. Nous avons besoin de considérer les opérateurs différentiels
définis dans des couronnes. Le nombre sup \f(x}\ est une norme sur

r-e<,\x\<r

l'espace vectoriel des fonctions rationnelles sans pôles sur la couronne
r — e <: \x\ < r (cf. [Ci]). L'espace des éléments analytiques Eo(r — e,r)
dans la couronne r — e < \x\ < r est le complété de cet espace pour cette
norme. L'espace des éléments analytiques au bord Eo(r) est la réunion des
espaces EoÇr—e^ r) pour e > 0 variable. L'espace Eo(r) est une sous-algèbre
différentielle de l'algèbre T^oM qui est en fait un corps (cf. [Ci], 2.4.10).

Pour un opérateur différentiel P(x^ -—) à coefficients dans l'espace
v dx/

Eo(r) le rayon de convergence en r', p'Q (P) est défini pour r — e <: r' < r.
C'est encore une fonction continue ([CD2J). Un tel opérateur opère sur A^.
On a alors la généralisation du théorème de Robba ([Ri], [DR]) :

THÉORÈME 1.3.1. — Soit P un opérateur différentiel à coefficients
dans l'espace Eo{r) qui est injectif dans l'espace A^, alors P est bijectif
dans l'espace ^o(r).

1.4. Soit P un opérateur différentiel à coefficients dans l'espace Eo(r) qui
est injectif dans l'espace A^ alors P reste injectif da.ïis l'espace A^^ pour
tout e > 0 assez petit ([Ri], [DR]).

2. Modules p-adiques fuchsiens.

2.1. Structure de Frobenius.

Soient 0 < r\ < r^ deux réels, qui sont fixés dans ce paragraphe,
et soit Ec l'anneau des éléments analytiques dans la couronne C = {x e
Cp; \x\ e [ri,r2[}. Nous considérons un opérateur "sans singularité dans la
couronne C", c'est-à-dire un opérateur P = ^m + Oyn-i^771"1 + • • • + OQ de
Ec[ë} où 6 := x.—.

dx
Lorsque les coefficients ai de P sont suffisamment "gros", on peut

calculer facilement son rayon de convergence P'Q(P) dans le disque générique
D(tr^r~).
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PROPOSITION 2.1.1 ([CD2]). — Soit r un nombre de [n^].

1) Si, pour un indice io, Hû^oUr- > l? alors :

p^P) = rp-1/^-1^ mm \\a^1/^
0<,i<,m—l

2) Si, pour 0 < i < m, \\di\\r < 1, alors p5(P) > rp-1/^-1).

Ce résultat, apparaît pour la première fois dans les travaux de Dwork.
Son analogue rr-adique a été mis en évidence et utilisé par Katz ([Ka]) pour
démontrer le théorème de Turritin. Il a eu, depuis, de nombreux avatars.
L'un des plus intéressants est le "lemme de Hensel" pour les opérateurs
différentiels ([Ry]).

Pour aller plus loin, c'est-à-dire préciser le rayon de convergence dans
le deuxième cas du théorème, il faut recourir à la "structure de Frobenius".
Heuristiquement, on peut dire que celle-ci rend compte des simplifications
p-adiques qui apparaissent, lorsque p'o(P) > rp"1/^"1^, dans le calcul de
la matrice Gs+p à partir de la matrice Gs-

DÉFINITION 2.1.2. — On dira qu'un module différentiel M sur
l'anneau Ec possède un antécédent de Frobenius s'il existe un module
différentiel, sur Panneau E^ des éléments analytiques dans la couronne
Cy = {x\ 1^1^ € l/'iî^}? dont r image inverse par l'application de Frobenius
x v-> X9 soit M.

Plus généralement, on dira que M. possède un antécédent d'ordre h
i h

s'il existe un module différentiel, sur l'anneau E^ des éléments analytiques
dans la couronne C'p = {x'^x^ € ^i,^!}) dont l'image inverse par
l'application x i—^ x^ soit M..

THÉORÈME ([CDa]). — Si p5(P) > rj?"1^ pour tout nombre r de
l'intervalle [ri,r2], le module différentiel M. = Ec[6]/Ec[6}P possède un
antécédent de Frobenius M.^.

La démonstration de ce théorème se fait en deux temps. En raffinant
la méthode déjà utilisée dans le cas des circonférences ([€2]), on montre
d'abord que chaque nombre r est contenu dans un petit intervalle où
un antécédent de Frobenius existe. Ceci utilise le résultat 2.1.1 et son
analogue .r-adique après passage en caractéristique p. Ensuite, on "recolle"
les différents antécédents obtenus. Les outils de base sont alors l'unicité
de l'antécédent et le théorème de décomposition des matrices en facteurs
singuliers, analogue p-adique de la décomposition de Birkhoff.
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Notons K^ le corps des fractions de E^. Le théorème du vecteur
cyclique (tout module différentiel sur un corps possède une base cyclique
c'est-à-dire de la forme {e, <$e, • • • 6m~le}) dit que M^ ̂  K^ est isomorphe
à un module différentiel de la forme K^[S}/K^[6}Q pour un polynôme
différentiel Q de K^[8\. Mais, en général, M^ lui-même n'aura pas de base
cyclique. Autrement dit, l'opérateur Q aura des singularités "apparentes"
dans la couronne C13. L'existence de telles singularités, qui dépendent du
choix du polynôme Q et non du module M.^ mais que l'on ne peut jamais
supprimer, complique beaucoup les démonstrations.

On peut définir un rayon de convergence pour le polynôme Q. On
démontre que l'on a :

<<(Ç) = (PWY > rPp-^P-D

pour tout nombre r de l'intervalle [ri, 7*2] • De plus, on vérifie que le module
différentiel M.^ est entièrement déterminé par cette dernière propriété^.

Nous avons énoncé le théorème 2.2.1 dans le cas où le module
différentiel M. avait une base cyclique. En fait il est vrai pour des modules
généraux. On peut, en particulier, l'appliquer au module .M^, puis itérer
le procédé tant que le rayon de convergence restera supérieur à rp~1^. On
construit ainsi, par récurrence, une suite d'antécédents, appelée "structure
de Frobenius faible" du module différentiel M. Cette suite sera infinie dans
le cas des modules fuchsiens, c'est-à-dire lorsque PQ^P) est maximal pour
tout nombre r.

DÉFINITION 2.1.4. — On dira que P est fuchsien dans la couronne
C si le rayon de convergence PQ^P) est égal à r pour tout r de l'intervalle
[n,^].

Par le théorème de transfert de Dwork ([D]) l'opérateur P est fuchsien
dans la couronne C si et seulement si pour tout point XQ à l'intérieur de
la couronne, toute solution locale de P au voisinage de XQ a un rayon de
convergence au moins égal à \XQ\.

COROLLAIRE 2.1.5. — L'opérateur P est fuchsien dans la couronne
(7, si et seulement si, pour tout entier h, le module différentiel Ec[ë\/Ec[S\P
possède un antécédent d'ordre h.

^ Si un module différentiel possède un antécédent, il en a p qui ne sont pas isomorphes.
Par exemple, les opérateurs Qi~=6 — i / p (0 < i < p) donnent des antécédents non
isomorphes de Ec[6}/Ec[6}6. Cependant, il n'y en a qu'un seul qui a un grand rayon de
convergence.
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Notons M.^ l'antécédent d'ordre h. Choisissons une base de M. (par
exemple l ,^---,^"1) et une base de M^ et notons G (resp. F^) la
matrice de la multiplication par 6 dans ces bases. L'isomorphisme entre
l'image inverse de M^ et M. est donné par une matrice K^ de G\n(Ec)
qui vérifie :

(*) 6{KH)^KHG=phF^h)KH.

Un calcul naïf consiste à faire tendre h vers l'infini de façon à obtenir une
matrice K = lim K^ vérifiant 6(K) -h K G = 0 ! Chaque ligne de la matrice
K donne alors une solution de P. Pour mettre en œuvre une telle stratégie,
il faut, d'abord, prouver que la suite de matrices F^^ ) reste bornée
sur la couronne (7, puis que la suite K^ converge vers une matrice non
nulle K dans un espace raisonnable de fonctions. L'existence, éventuelle,
de logarithmes dans les solutions fait qu'on ne peut pas espérer que K soit
inversible.

2.2. Existence de solutions.

Soit r un nombre de l'intervalle [ri, 7*2]. En choisissant, dans chacun
des modules M.^ , une base £r formée à partir d'un "petit vecteur cyclique"
dont l'existence est prouvée dans [CDi], on montre que l'on peut trouver
des matrices K^ et F^ vérifiant (*) et telles que :

HF^II^ < 1 ||̂ ||, \\K^\\r <\= C^p)?771-1

où c(m,p) est une constante valant 1 dès que p > m. La proposition 2.1.1
montre que la première de ces deux majorations est vérifiée dès que 8r est
une base cyclique. Cependant, en général, il n'existe pas de base cyclique.
On construit donc la base £r à partir d'une base cyclique de M.^ 0 K^ .
On "fait disparaître" les singularités apparentes en utilisant le théorème
de décomposition de matrices en facteurs singuliers. Ceci exclut que l'on
puisse obtenir directement une majoration des matrices F^, K^ et K^
valable sur toute la couronne. Or on veut, justement, passer à la limite
sur une couronne et non sur une circonférence! Il faut donc "recoller" ces
majorations. C'est le but du résultat suivant :

THÉORÈME 2.2.1. — Soient r et s deux nombres de Pintervalle
[ri.ra] et soit K une matrice de G\n(Ec)' II existe une matrice L de
Gln(Cp(rc) D Ec) et une matrice diagonale D à coefficients dans Q telles
que :

\\x° L\\r \\L-1 x-0^ = \\x° LK\\, \\K-1 L-1 x-0^ = 1.
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On commence par établir le théorème en remplaçant le corps des
constantes Cp par un corps de valuation discrète. On utilise ensuite le fait
que l'ensemble des nombres algébriques (sur Q) est dense dans Cp.

On applique le théorème 2.2.1 à la matrice faisant passer de la base
S-r^ à la base f^. On construit ainsi des matrices K^ et F^ vérifiant (*) et
des matrices diagonales D^ à coefficients dans Q telles que :

^ FHX-^^H < 1

\\x^1 K^ K^ x-^ II, ||r̂  Kf, , K^ x-^1 II, < A.

Pour tout nombre r de l'intervalle [yi,?^] (l^s propriétés de convexité
font que ces majorations sont vraies pour tout r si elles sont vraies aux
extrémités de l'intervalle).

On remarque que les matrices D/i, que nous venons de définir, gardent
leurs propriétés si on les remplace par D^ + a h 1 où 1 est la matrice unité.

LEMME 2.2.2. — Soit D une matrice mxm diagonale à coefficients
rationnels. Il existe un rationnel a et une matrice E, diagonale à coefficients
dans QD ——— , ——— , tels que les coefficients de la matrice D—a I—E

L 2m 2m J
soient des entiers.

Le lemme 2.2.2 et le fait que K^i Kf^1 = H^^ ) pour une matrice
Hh de G\m{E^ ) permettent de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.3. — Pour h suffisamment grand, il existe une
matrice diagonale Ah à coefficients entiers, une matrice A^ de Gln(Cq) et
une matrice Uh à coefficients dans E^ telles que :

HH = x-^ Kn (I + U^ ||A^|| ||A^1 I I ^ À

^
11^11^ < A2 ^7^1m maxÇ

, l/m /r2 \ ( ri r
ri ) \ r 7-2 / j

On remarque que la norme de la matrice Uh tend vers 0 sur la
couronne :

{^eCpJrz- lejn VS/n^ VnT^j}.

On en déduit que la matrice :

^>hDh KH = ̂ >hDh H^) x-^'1^-1 • • • a^o K^
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reste bornée dans une petite couronne de la forme :

f^x e Cp, \x\ e f^/ri - £, y^i/^ + £\}

et que son terme constant ne tend pas vers zéro. L'une des lignes de cette
matrice ne tend pas vers zéro, le coefficient correspondant de la matrice
diagonale phDh a une valeur d'adhérence a dans Zp. Par passage à la
limite, on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME 2.2.4. — Si l'opérateur P est fuchsien dans la couronne
C, alors pour chaque nombre r de Pintervalle ouvert ]ri,r2[, il existe un
entier p-adique a et une fonction f, non nulle, analytique dans une couronne
{\x\ e}r - e, r[}, tels que P^ f) = 0.

La démonstration de ce théorème est rendue compliquée par l'exis-
tence d'éventuels exposants dont la différence est un nombre de Liou-
ville. Ce théorème justifie la terminologie de "fuchsien" pour un opérateur
défini sur une couronne dont le rayon de convergence est maximal partout
(cf. 6.2.3). Les détails de ce paragraphe apparaîtront dans [CM].

3. Exposants p-adiques.

3.1. Soit P ( x , —] un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients\ dx/
dans le corps ^o(^) pour un nombre réel r > 0. Donc P opère dans l'espace
A^^ pour e assez petit. Nous définissons les deux nombres d^ÇP) et
d^(P) par :

^(P) := lim min dim^ Ker(P, A\, )
' e—>0 r—e<r'<r r

et
d^(P) := lim max dimn Ker(P, ̂  , ).

' e—>0 r—e<r'<r r

Par construction on a les inégalités

0 <: d^(P) < d^(P) < m.

Si l'ordre de P est égal à un, on a toujours égalité d^(P) = d^{P).

CONJECTURE 3.1.1. — Pour un polynôme différentiel p ( x , — }
\ dx/

soluble en r > 0, on a RégaHté d^ÇP) = d^(P).
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Si P est injectif en r, alors ^(P) = d^(P) = 0 par 1.4. Si
P est complètement soluble en r alors si ^^(P) = m on a l'égalité
^W = ^^(-P) = 7?2, en vertu de la logarithme concavité de la fonction
P5(-P).

Plus généralement on conjecture que la fonction de R^~ dans l'ensem-
ble {0, • - - , m}, r ̂  dim^ Ker(P, A^) est constructible pour tout polynôme
différentiel P.

( d \ /7771

3.2. Soit P rc, — un opérateur différentiel de la forme —— -
^rn-i dx/ ^m

Qm-i(^) , ^_r- - ûo(^) où les fonctions û^ sont analytiques dans la
couronne ]ri, r^[. Supposons que ̂ (P) est égal à r pour tout r, ri < r < 7-2,
donc que P est fuchsien dans la couronne ouverte }r^,r^[. En vertu du
théorème 2.2.4 de structure des modules fuschsiens, il existe une sous-
couronne de diamètre non nul de la couronne ]ri,r2[ au-dessus de laquelle
le fibre d'ordre m à connexion défini par P admet une filtration par des
sous fibres dont les quotients successifs sont des fibres fuchsiens de rang un.

DÉFINITION 3.2.1. — Soit P un opérateur différentiel défini sur une
couronne ]ri, r^[ ouverte sans singularités et fuchsien, on définit l'ensemble
^PoÇ^ l^i^D comme les classes modulo Z des exposants des sous-facteurs
de P d'ordre un fuchsien dans une sous-couronne de ]ri,r2[.

En vertu du théorème 2.2.4 l'ensemble expo(P,]ri,r2[) est une partie
de Zp/Z non vide pour un opérateur fuchsien.

DÉFINITON 3.2.2. — Si P est un opérateur différentiel à coefficients
dans le corps Eo(r) fuchsien il est alors défini sur une couronne }r - e,r[,
on définit l'ensemble des exposants exp^(P) en r comme expo(P, ]r - e, r[).

En vertu du théorème 2.2.4 l'ensemble exp^(P) est une partie de Zp/
Z non vide pour un opérateur fuchsien à coefficients dans le corps Eo(r).

3.3. Soit P un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients dans le
corps Eo(r) pour un nombre réel r > 0. On a le théorème de factorisation
de Dwork-Robba ([DR]) :

THÉORÈME 3.3.1. — L'opérateur P se factorise en Pi?2 par des
opérateurs différentiels a coefficients dans le corps £'o(r), où Pi est injectif
dans l'espace A^ et où P^ est complètement soluble en r.

Autrement dit P est extension d'un opérateur complètement soluble
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par un opérateur injectif et donc Ker(P,^ ) = Ker(P2,w4^ ). En vertu de
1.4 Pi est injectif en r — e pour e assez petit. Donc si dim^ Ker(P, A[^) >
dimQKer(P,A^) pour tout e assez petit alors pr-eÇPï) == r — e et ?2 est
fuchsien en r.

DÉFINITION 3.3.2. — Soit P un opérateur différentiel à coefficients
dans le corps EoÇr) pour un nombre réel r > 0, considérons ̂ m. On définit
l'ensemble exp^j(P) par :

a) Si d^y est nulle alors exp^(P) est l'ensemble vide. Nous dirons que
P est totalement irrégulier.

b) Si ^m > 1 pour e assez petit on définit exp5(P,e) comme la
réunion des exposants des quotients fuchiens de P aux points r',r —
e <: r' < r, tels que dimQKe^P,^,) est égal à d^, on définit alors
exp^j(P) comme exp^(P,eo) où eo est le maximum des e tels que d^ <
dim^ Ker(P, A^ ) < d^.

Donc si d^y > 1 l'ensemble exp^(P) est une partie non vide de Zp/Z
en vertu du théorème 2.2.4 de structure des modules fuchsiens, a priori,
infinie.

CONJECTURE 3.3.3. — Soit P un opérateur différentiel à coeffi-
cients dans le corps Eo(r) pour un nombre réel r > 0, alors exp^(P) est
une partie finie.

CONJECTURE 3.3.4. — Soit P un polynôme différentiel à coeffi-
cients dans le corps des nombres algébriques et r > 0, alors toute cJasse de
l'ensemble exp^(P) est algébrique.

Un cas particulier de la conjecture 3.3.4 est

CONJECTURE 3.3.5. — Soit P un polynôme différentiel a coeffi-
cients dans le corps des nombres algébriques, r > 0 un réel positif, a un
nombre de Zp et f(x} une série non nulle de ̂ o(r) tels que PÇx0^ f(x)) = 0,
alors a est algébrique.

La conjecture 3.3.4 p-adique suggère l'analogue complexe suivant :

CONJECTURE 3.3.6. — Soit P un polynôme différentiel à coeffi-
cients dans le corps des nombres algébriques si X = e217^ est une valeur
propre de la monodromie complexe le long d'un cercle du plan complexe
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centré à Porigine ne rencontrant pas une singularité de P alors a est algébri-
que.

La conjecture 3.3.5 et son analogue complexe sont vraies pour les
équations d'ordre 1 et pour les équations hypergéométriques :

PROPOSITION 3.3.7. — S'oit P une équation hypergéométrique à
coefficients dans le corps des nombres algébriques et a un entier p-adique.
S'il existe une fonction f, non nulle, de 7Zo(r) telle que P(xoi f) = 0, alors
a est une racine du polynôme indiciel de P en 0 ou du polynôme indiciel
de P à Pinfini (en particulier, a est algébrique).

Preuve. — Sous les hypothèses de la proposition, les coefficients de
la fonction / sont de la forme :

( n-lao n G^k + a) P0111'n > °
û- = -n-^° ^

ao El G(-k-l+a) î)omn<o

où G désigne la fraction rationnelle dont le numérateur (resp. le dénomi-
nateur) est le polynôme indiciel de P à l'infini (resp. en 0). Notons /^ les
pôles et les zéros de G. On constate que les coefficients dn sont des produits

de nombres (a - ̂  := Y[ (k + a - /^) et (1 + ̂  - a)^. L'estimation de
k=0

ces nombres est classique :

LEMME 3.3.8. — Si ^ est (N-L), alors la suite K/^nl1771 converge et
sa limite ne dépend que de la distance de u àZp. En particulier, si fi est un
entier p-adique, cette limite vaut pV^-P). Si ^ est un nombre de Liouville,
on a encore limsup K/^yj1/71 == pV^-p).

Il résulte du lemme 3.3.8 que, si les nombres a - /^ sont (N-L),
les suites Kl^ et |a-J1/^ convergent et le produit de leurs limites
vaut 1. On en déduit que la série ^ ânX" ne converge dans aucune

nçZ
couronne. Si À+(a - /^) < 1 (resp. A_(a - /^) < 1) pour un seul indice
2, on a limsup laj^limsup la-J1/71 > 1 et la conclusion est la même.
Finalement, on ne peut pas avoir A+(a - /^) < 1 et À+(a - /^-) < 1 pour
i 1=- j, car, sinon, on aurait A+(^ - /^) < 1 ce qui n'est pas puisque, par
hypothèse, ai - Uj est un nombre algébrique.

Notons cependant que l'on peut trouver deux nombres ̂  et /^, non
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nuls et, bien entendu, de Liouville, tels que le polynôme

(^-^f-^2)-3'
ait une solution analytique dans une couronne non vide, c'est-à-dire ait 0
pour exposant dans cette couronne.

L'analogue complexe de la proposition précédente est évident.

Considérons l'opérateur de Monsky :

M.:=p(l-x)-^-x-^-a.

C'est un opérateur qui n'est pas hypergéométrique dont le rayon de
convergence en 1 est égal au; := |7r| := p~l/P~l mais admet une solution
non nulle dans A^ . Si a est dans Zp — Z alors Ma admet la classe de a
comme unique exposant dans le disque D(0,1~) ([DR], 7.4). Les conjectures
précédentes sont vraies pour l'opérateur de Monsky. La classe résiduelle
de zéro est une singularité p-adique de Ma bien que ce ne soit pas une
singularité au sens classique. Mais cette singularité apparaît module p.
Considérons l'opérateur

Mta'=x^~{xp^ï)~cl)^x~apxp~l

que l'on peut obtenir à partir de Ma par image inverse par le morphisme
de Frobenius. Le rayon de convergence de M^ est égal à p-VpQ3"1). Si a est
dans Zp — Z l'opérateur M^ admet les classes résiduelles des racines p-ème
de l'unité comme singularités avec a comme exposant. Ces singularités ne se
lisent pas modulo p. Le principe général qui semble se dégager est que si le
rayon de convergence d'un opérateur est uj on peut lire ses singularités
modulo p mais si ce rayon est > ù; les singularités de cet opérateur
apparaissent seulement dans son antécédent de Frobenius de Christol-
Dwork ([CDa]). Ceci doit contribuer à éclaircir le rapport entre les méthodes
des paragraphes 4 et 6 de l'article de Dwork-Robba ([DR]). Remarquons
que si un opérateur est soluble alors par le théorème de transfert de Dwork
les singularités p-adiques coïncident avec les singularités classiques.

4. Le théorème de dualité.

4.1. Soit r > 0 un réel positif et A^ = Ao(r) l'espace des fonctions
analytiques dans le disque ouvert D(0, r~). C'est un sous-espace de l'espace
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7^ = T^o (^) des fonctions analytiques au bord. On définit l'espace 7^o(7')
par la suite exacte

0 -^ Ao(r) -^ 7Zo(r) -^ ̂ (r) ̂  0.

C'est en fait une suite exacte de Ao(r) —— -modules à gauche. L'espace
LcteJ

rô(r) s'identifie à l'espace des séries V —?— telles que lim \bn\{r —
n==0,oo ̂ n+l n-^00

ç^-n-i ^ o pour un e > 0. C'est la cohomologie du disque ouvert D(0,r~)
à supports compacts. C'est un cas particulier de la cohomologie à supports
compacts des espaces analytiques rigides (cf. [Ch]).

4.2. Soit r > 0 notons H(0^r) l'espace des séries f(x) = ^ ûn^
n==0,oo

telles que lim NaJIr71 = 0, c'est l'espace des fonctions analytiques dans
n—»'oo

le disque fermé D(0,r4'), et soit W{oo,r) l'espace des séries g(x) ==

^ ——[ telles que sup^ l&nlr77''^1 < oo, c'est l'espace des fonctions
n=0,oo *^*

analytiques bornées dans le disque fermé -D(oo,r4'). La norme Sup en fait
des espaces de Banach munis de l'accouplement :

(f,g) :=Res(fg) := ^ anbn.
n=0,oo

4.3. L'espace Ao(r) apparaît comme la limite projective des espaces
iï(0, r — e ) et l'espace ̂ o(r) apparaît comme la limite inductive des espaces
W(oo^r — e). Nous pouvons munir l'espace Ao(r) de la topologie d'espace
vectoriel sur Cp localement convexe limite projective et l'espace H^Çr) de
la topologie d'espace vectoriel sur Cp localement convexe limite inductive
(cf. [G]). Si / est un élément de l'espace Ao(r) et g un représentant d'un
élément de l'espace H^(r) le produit est un élément de l'espace %o(^)
et donc {/,<?) := Res(fg) == ^ cin^n est défini, c'est une application

n==0,oo

bilinéaire à valeur dans Cp. On a alors le théorème de dualité ([MS]) :

THÉORÈME 4.3.1. — L'espace Ao(r) est un espace métrique com-
plet refîexif, J'espace W^^r) est complet séparé réSexif et F accouplement
Res est une dualité parfaite.

Le problème dans le théorème précédent est que le corps Cp n'est pas
sphériquement complet, en particulier on ne dispose pas du théorème de
Hahn-Banach, il faut utiliser les structures particulières des espaces Ao(r)
et ^4 M. L'espace Ao(r) est un espace .F, l'espace 7^$(r) est un espace Œ
mais aussi un espace 'DT ([G]).
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4.4. On note par F* le dual algébrique cTun espace vectoriel F.

THÉORÈME 4.4.1. — Soit u un endomorphisme Cp -linéaire continu
de Pespace Ao(r) et tu Pendomorphisme de Pespace H\{r) transposé, alors u
est à indice si et seulement si ^n est à indice et Pon a alors les isomorphismes
de dualité d'espaces vectoriels de dimension finie

Ker(^, 7^(r)p Coker^, Ao(r))*

et
Coker(^, ̂ (r)p Ker(n, Ao(r))*,

en particulier X(u,Ao(r)) = -X^u.H^r)).

Preuve. — Supposons que u est à indice, alors en vertu du théorème
des homomorphismes de Banach pour les espaces F^ l'image Im(n) de u
admet un supplémentaire topologique et le conoyau Coker(zA, Ao(r)) est un
espace de dimension finie, séparé pour la topologie quotient. On a alors une
application naturelle

KerCn.T^r)) -^ Coker(^Ao(r))*

qui est injective et surjective de façon évidente. De même nous avons une
application naturelle

Coker^.^r)) -^ Ker(n,Ao(r))*

dont nous allons voir qu'elle est injective. Soit (f) un élément de 7^(r)
relevant un élément de Coker^u) dont l'image dans Ker(n)* est nulle. Alors
par passage au quotient on obtient une forme linéaire continue sur Im(n).
Mais comme Im('u) admet un supplémentaire topologique en vertu du
théorème des homomorphismes de Banach, cette forme linéaire se prolonge
en une forme linéaire continue sur Ao{r) dont l'image par tu est égale à (f).
D'où l'injectivité, en particulier Coker^'u.T^r)) est de dimension finie et
tu est à indice. Mais on ne peut pas invoquer le théorème de Hahn-Banach,
qui n'a pas lieu pour les corps non sphériquement complets, pour conclure à
la surjectivité de l'application précédente : un espace vectoriel de dimension
finie n'a pas en général de supplémentaire topologique. Il faut un autre
argument. Mais tu est à indice et nous allons voir que l'image îm^u) àetu
admet un suplémentaire topologique. C'est une conséquence du théorème
des homomorphismes pour les espaces CF démontré par Grothendieck dans
([G],chap. IV, §1, théorème 2, page 200) :

THÉORÈME 4.4.2. — Une application linéaire continue surjective
entre espaces vectoriels de type CF sur un corps value complet est un
homomorphisme, c'est-à-dire une application ouverte.
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La démonstration de Grothendieck n'utilise que le théorème des ho-
momorphismes de Banach et le théorème du graphe fermé pour les es-
paces de type T qui restent vrais dans le contexte général des corps
values complets. En appliquant ce théorème à tu on trouve que le conoyau
Coker(^,7^(r)) muni de la topologie quotient est séparé. Par le raisonne-
ment précédent on obtient une application

Ker(*^,Ao(r)) -^ Coker(^,7^(7'))*
qui est un isomorphisme. Mais par dualité Ker(^Ao(r))=Ker(^.4o(r)).
Les espaces Coker(^7^(r)) et Ker(n,Ao(y))* sont de même de dimension
finie et l'injection

Coker(^74(r)) -^ Ker(n,Ao(r))*
est un isomorphisme.

Si tu est à indice alors par le théorème des homomorphismes pour les
espaces CF on en déduit par le raisonnement précédent que u est à indice
puis par dualité les isomorphismes de dualité du théorème 4.4.1 dans tous
les cas.

4.5. Nous allons déduire du théorème de dualité le théorème suivant :

THÉORÈME 4.5.1. — Soit p ( x , — } un polynôme différentiel à
coefficient dans Cp, r > 0 un réel positif et Tn une suite de réels tendant
vers r par valeurs inférieures telle que x(P, A^) est fini. Alors x(P, A^) est
fini, la suite X^A^) est stationnaire et

X(P,AS)= lim X(P,Ao71).
n—>oo

Preuve. — En vertu du théorème 4.4.1 X^P, H^n)) est fini et égal
à -X^A^). L'espace H\(r) n'est pas une algèbre différentielle mais *P
étant un polynôme différentiel, la dimension de l'espace Ker^P,?^^)) est
finie pour tout r. Donc la suite dimcp Ker^P,?^^)) est stationnaire et

dirnc, Ker^P, ̂ (r)) = Jim^ dimc, Ker^P, ̂ (r,)).

Le sous-espace H\{rn) de l'espace H^r^i) est dense. Mais en vertu du
théorème des homomorphismes pour les espaces CF l'application induite

Coker^P,?-^) ̂  Coker(*P,^(r,+i))

est surjective parce que le dernier espace est de dimension finie séparé pour
la topologie quotient. La suite dimcp Coker^P,^^)) est stationnaire et
on a l'égalité

dimcpCoker^P^M)- lim dim^ Coker^P,^^)).
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Donc X^P.U^rn}) est fini et on a l'égalité

X^P^r)) = Jim^P r̂n)).

En vertu du théorème 4.4.1 xÇP.A^) est fini et l'on a l'égalité

X(P,^o)= lim X^A^).
n—>oo

D'où le théorème 4.5.1. L'intérêt d'un tel théorème c'est qu'on ne fait
aucune hypothèse sur les x(P,A1Qt) autre que la finitude. Par exemple on
a le corollaire :

COROLLAIRE 4.5.2. — Soit P(x,—} un polynôme différentiel à
\ dx/

coefficient dans Cp, r > 0 un réel positif tel que dim^^P) est nulle, alors
X(P, A^) est fini.

En effet puisque dim^^P) est nulle, il existe une suite r^ tendant
vers r par valeurs inférieures telle que Ker(P,A^71) est nulle. En vertu du
théorème de Ph. Robba x(P,A^71) est fini. En vertu du théorème 4.5.1
X(P,^5) est nni et ^oïl a l'égalité

X(P,^)= lim X(P^A^).
n—^oo

L'hypothèse dim^^P) est nulle est plus faible que l'hypothèse Ker(P, A^)
est nul. Par exemple pour r = 1, l'hypothèse Ker(P,A^) est nul n'est
jamais satisfaite par les équations ayant une structure de Frobenius forte
alors qu'il se peut que dim^^P) soit nulle. C'est la situation des équations
totalement irrégulières munies d'une structure de Frobenius forte.

COROLLAIRE 4.5.3. — Soit Pfa; ,—) un polynôme différentiel à\ dx /
coefficient dans Cp, r > 0 un réel positif et ïn une suite de réels tendant vers
r par valeurs inférieures telle que X(P,^o(^n)) est nul. Alors x(P^o{r))
est nul.

Preuve. — La suite exacte de Cp \x, — -modules à gaucheL dx\
0 -^ Ao(rn) -^ TZo(rn) -^ H^n) -^ 0,

donne naissance à une suite exacte longue de cohomologie

0 -^ Ker(P,Ao(rJ) ̂  Ker(P,%o(rJ) ̂  Ker(P,^(r,)) ̂

^ Coker(P,Ao(r^)) ̂  Coker(P,7Zo(rn)) ̂  Coker(P,?4(rn)) ̂  0.

Comme P est à coefficients polynomiaux la dimension de l'espace
Ker(P,7^(y^)) est finie et la finitude de X(P,7^o(^n)) entraîne la finitude
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de X(P,Ao(rn)) et de ^(P^^n)). La nullité de ^(P^o^n)) entraîne
l'égalité

X(P,A(rn))=-X(P,^(rn)).

Le théorème 4.5.1 permet de conclure. Le corollaire 4.5.3 permet d'éviter,
dans la démonstration du théorème de l'indice pour les polynômes différen-
tiels, le recours à la notion d'indice généralisé de Robba ([Rô]).

Bien entendu les résultats du paragraphe précédent restent valables
pour des corps values complets autres que Cp, par exemple pour une
extension finie du complété Qp de Q.

5. Le théorème de l'indice.

5.1. Soit P(a*, — ) un polynôme différentiel à coefficients dans Cp et\ dx/
r > 0 un réel positif. On a défini dans le §3 l'ensemble expo(P) qui est une
partie de Zp/Z.

THÉORÈME 5.1.1. — Soit P(x,—} un polynôme différentiel à
\ dx/

coefficients dans Cp et r > 0 un réel positif. Supposons que les éléments de
expo(P) ont la propriété (N-L) alors X(P,^5) est fini, x(P,7-4(r)) est fini
et on a l'égalité

X(P,^(r))=-x(P,Ao(r)).

Donc x(P,7ZoM) =0.

Preuve. — Par le corollaire 4.5.3 il suffit de construire une suite de
points Tn tendant vers r par valeurs inférieures telle que X(P,7^o(^n)) = 0.
Par définition de dim^^P) il existe une suite de points Tn tendant
vers r par valeurs inférieures telle que dim^ Ker(P, A^ ) = dim^^P).
Appliquant le théorème de Dwork-Robba ([DR]) à P aux points rn on
trouve une factorisation de P en Pi,nP2,n à coefficients dans le corps Eo(rn)
telle que dimQKer(Pi,n,A^) = 0 et dim^ Ker(P2,n,A^ ) = dim^P).
Comme P\^n reste injectif en rn — e pour tout e > 0 assez petit, d'après
la définition de dim^^P), P2,n reste complètement soluble en Tn — € pour
tout e > 0 assez petit, donc que ?2 n 681 fuchsien entre rn — € et Tn
pour e > 0 assez petit. En vertu du théorème 1.3.1 ^(PI^^O^)) = 0
tout point r ' de ]r^ — 6,r^[. Mais d'après le théorème 2.2.4 de structure
des modules fuchsiens, il existe un point r1 de ]r^ — e,ryi[ tel que P^n
admet une factorisation par des opérateurs Pr'.i d'ordre un fuchsiens au
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voisinage de r'. Mais l'obstruction pour l'opérateur Py.^ d'avoir un indice
nul dans l'espace T^o^') est la propriété (N-L) pour son exposant û^/,z ,
qui est un exposant de P^n en ïn et donc un élément de expg(P) pour n
assez grand par définition. En vertu de l'hypothèse du théorème de l'indice
X(P2,n,7Zo(r')) = 0. Donc x(P,7Zo(r')) = 0 et X(P,7Zo(rn)) = 0 d'après le
corollaire 4.5.3. D'où le théorème de l'indice.

6. Nombre de Fuchs, nombre de Malgrange.

6.1. Nombre de Fuchs d'une équation différentielle sur un
corps de caractéristique nulle.

Soit k un corps de caractéristique nulle et P (x^ — } == y ajç (x) ——
v ^/ fe=o,m ^

un opérateur différentiel à coefficients dans l'anneau k[[x]} des séries for-
melles à coefficients dans k. Rappelons que le nombre de Fuchs irro(P) est
l'entier positif ou nul :

irro(P) := sup (k - vo{ak)) - (m - vo(ûm)),
Q<k<,m

où VQ désigne la valuation .r-adique. Par le théorème de Malgrange ([M])
l'entier sup (k - Vo(dk)) est égal à l'indice x(P, k[[x}}) de P opérant dans

0<k<m

l'espace k[[x}}. Le terme (m - vo(am)) ne dépend que du symbole principal
par construction. En fait m est la multiplicité de la composante horizontale
de la variété caractéristique de P alors que ^o(ûm) est la multiplicité de la
composante verticale de la variété caractéristique de P. Sous cette forme
on peut définir irro(J) pour un idéal voire un module à gauche de type

fini sur l'algèbre k[[x}} —— . Mais peu importe, à une variable ceci est sansLcteJ
importance, le cas crucial est celui d'un opérateur. La nullité de irro(P)
caractérise une singularité régulière en ce sens que P admet une solution
de la forme x(ïî{x} où f(x) est une série formelle en x et par suite P
admet une base de solutions formée d'éléments qui sont des sommes finies
S Coi,k(x)xa(Log(x))k où les Ca,k sont des séries formelles en x. On notera
a,/c

dans la suite
irro(P,oo) := irro(P),

le nombre de Fuchs en un point singulier d'une équation différentielle définie
sur un corps de caractéristique nulle.
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6.2. Nombre de Fuchs-Malgrange d'une équation différen-
tielle p-adique.

Soit L = — + G(x) un système différentiel d'ordre un et de rangdx
m à coefficients dans Cp(x) et r > 0 un réel positif. Sous l'hypothèse de
l'existence de l'indice de L dans l'espace [^o(7')] ' ^>n' R°bba ([R4], 10.1)
définit le nombre irro(L,p) :

DÉFINITION 6.2.1. — Si L admet un indice dans l'espace [^(r)]771

on pose alors
irr5(L,p):=-x(^[^(r)r).

Il faut comprendre dans cette définition X(xL, [7ï^(r)] ) comme
l'indice généralisé :

;<(;rA£,[74(r)r)-x(A,[7^(r-)r),

pour un polynôme A(x) de Cp[x] tel que xAG n'a pas de pôles dans le
disque ouvert J9(0,r~). Ceci ne dépend pas du polynôme A.

Donc en vertu du théorème de l'indice, si les exposants exp^(2y) dans
le disque D(fl^r~) ont la propriété (N-L) alors x(L^[H^(r)] ) est fini et
l'on a

irro(L,p):=x(^[^D.

PROPOSITION 6.2.2. — Supposons que L est le système associé à
F opérateur

( d \ v-^ / ^ ^^'rf,)- E"^)^
k=0,m

d'ordre m à coefficients dans Cp[x} qui admet un indice dans l'espace Aly,
alors on a

irr5(L,p) := x(xL, [^]"1) = x(P, A^-(m- or< (a^)).

Preuve. — On a

/ O -1 ... 0 \

L——J • • • • • • :

dx - . , _i
\bo bi ... bm-i/
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où 6/c, k = 0, • • • , m — 1 est la fraction rationnelle aie/dm- Donc irr^(L,p) +
X(dmi [^•o]771) es^ ^ê^ a l'mdice de

/ 0 -xdm

d
xdm-r- +dx

-Xdm 1

^Ûyn-i /

= -m et X(a^[A5D
\X(IQ xd\

opérant sur [A^. Comme x(x, [A^}171)
= —mord^ {dm) il suffit de démontrer que

X(a^L, [A^D = X(P, A^) - (m - 1) ord^" (a^).
Considérons le diagramme

po ^ A5 AQ

l

(dmA1Q,...,dmA1Q,Aï)
[

[A^r

l
o -^ [AS]- dmL

^
o ^ [A5]771 a^ [AS]- -^ oOmL

/ d d771"1 \
où les deux premiers morphismes verticaux sont / —>• ( /, — — / , . . . , -—^-rf )\ dx dx171 /
et / —» (0 , . . . , 0, /) alors que les deux derniers sont les injections cano-
niques. Les deux premiers complexes sont quasi-isomorphes alors que la
différence des caractéristiques d'Euler-Poincaré des deux derniers est égale
à (m — 1) ord^ (dm)- D'où la proposition.

L'ordre d'annulation en chaque zéro de dm est égal à la multiplicité de
la composante verticale de la variété caractéristique de P au-dessus de ce
point singulier. On peut alors définir irr^(M,p) pour un Cp a;, — -module

L UX -i
holonome admettant un indice dans l'espace AQ :

r d iDEFINITION 6.2.3. — Soit M un Cp \x, — -module holonome âd-
L UX •j

mettant un indice dans l'espace A^^ on définit

irr5(M,p) := X(M,A£) - (m - ordS~(M)).

Dans cette définition

X{M,Ao) = dimcp Hom^^^](M,^) - dim^ Ext^^(M,.4^
772 est le rang de M c'est-à-dire la multiplicité de la section nulle du
fibre T*A^ et ord^ (M) désignant la somme des multiplicités des compo-
santes de la variété caractéristique au-dessus des points singuliers conte-
nus dans le disque ouvert D(0,r~). Les propriétés de irr^(M,p) sont
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similaires aux propriétés du nombre de Fuchs des modules holonomes
sur l'algèbre k[[x]} — pour un corps k de caractéristique nulle sauf

L CLX J
en ce qui concerne la positivité. Il se peut très bien que que le nom-
bre irr^(M,j?) soit négatif. Il faut alors comprendre le théorème de semi-
continuité 6.5.1 comme l'analogue du théorème de positivité. Mais nous
démontrerons ultérieurement que si M est complètement soluble en r,
c'est-à-dire que dim^Hom^ r^_di(M,^4^) = m et si l'on a la propriété
(N-L) pour ses exposants ainsi que leurs différences alors irr^(M,p) est
positif et qu'il est nul si et seulement si M est fuchsien en ce sens que
dim^Hom^ r^ _d_i(M,A^J = m pour e > 0 assez petit. A cet égard il
faut comprendre le théorème de structure 2.2.4 comme l'analogue p-adique
du théorème de Fuchs en caractéristique nulle. En fait un module fuchsien
en r dont les différences des exposants ont la propriété (N-L) admet une
base fondamentale de solution de la forme ^ Ca,k{x)xa(Log{x))k où les

a,fc

CQ k QOïit des éléments de T^o(^)'

PROPOSITION 6.2.4. — Soit P un polynôme différentiel à coeffi-
cients dans Cp et r > 0 un réel positif tels que les éléments de exp^(P) ont
la propriété (N-L), alors

irr^P^irr^P,?).

Preuve. — Si a est un élément de exp^P) alors —a est un élément
de exp^(P), et donc les éléments de exp^P) ont la propriété (N-L). En
vertu du théorème de l'indice x(*P,%5) = ^' ^n ^^u du théorème de
dualité ceci entraîne que X(P,*AS) = X^P,^)) et d01^ Q116 "^(P??) =
irr^ (*?,?). La proposition se généralise aux modules grâce au théorème de
division.

6.3. Soit Pf.z; ,—) = dmW-— + ... un polynôme différentiel
\ dx / dx171

d'ordre m à coefficients dans Cp complètement soluble en r > 0. En vertu
du théorème de Dwork-Frobenius (cf. [CDa], 4-1) on a ||a^||r > H û ^ l l r ? k =
m — 1, . . . , k = 0. Si r = 1, on peut supposer que P est à coefficients dans
l'anneau Ocp des entiers de Cp et que ||am||i = 1- On peut considérer P,
la réduction de P, modulo l'idéal maximal de l'anneau des entiers, qui est
un polynôme différentiel d'ordre m à coefficients dans le corps le résiduel
Foc- D'autre part ord^ (a-m) = ̂ (^m) en vertu du lemme de Hensel. On
trouve alors que

irrâ(P,p) = x(P,Ao(l)) - (m - ̂ o(o^)),
(cf. [Ga], V.l.1.1)
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6.4. Le théorème de semi-continuité.

Nous allons définir le nombre de Fuchs-Malgrange à l'aide du
théorème de semi-continuité (cf. [Me]). Rappelons d'abord la situation du
théorème de semi-continuité de l'irrégularité des équations différentielles
complexes (ou sur un corps de caractéristique nulle) . Soit Pc x Ac le pro-
duit de la droite projective complexe par un plan complexe, Z une courbe
de Pc x Ac finie sur Ac par la deuxième projection, et 0^ un fibre de rang
m sur le complémentaire U de Z muni d'une connexion relative A^.. Si r]
est un point de la base on note Z^, U^, Og? , A_d_ les fibres au-dessus de r}
de Z, U, 0[7, A ̂ . Si 770 est un point spécial et 77 est un point général voisin
de 770 on définit la fonction saut :

<^o):= ^irr,(0^,oo)+7n)- ̂  irr,(0^,oo) + m).
XEZ^ XÇZr^Q

THÉORÈME 6.4.1 ([DELIGNE]).— Sous les conditions précédentes
Rentier ^(770) est positif ou nul.

L'entier ^(770) est somme d'entiers positifs des contributions de chaque
point point de Z^. Rappelons qu'on a la formule de type Riemann-Roch

X(U^DR(0^)) = mx(U^ - ̂  irr,((^,oo).
XÇZrf

En vertu de cette formule, on trouve que le saut (f){r]o) est égal au saut des
caractéristiques globales d'Euler-Poincaré :

<l>M=X(U^DR(Oyj)-x(U^DR(0^)).

6.5. Dans la situation p-adique les caractéristiques globales d'Euler-
Poincaré gardent un sens. Pour l'expliquer nous allons nous restreindre
à une situation simple considérée par Robba ([R4]) mais qui est le cas
crucial. Soit / un polynôme à coefficients dans le corps Foo résiduel et / un
polynôme à coefficients dans l'anneau des entier O^p qui relève /• Notons
(0Cp [x, T])' l'algèbre des séries à deux variables à coefficients dans l'anneau
des entiers dont le rayon de convergence est strictement plus grand que 1.
On définit :

Af:=(Oc^T})/(l-fT)
et 4:=(O^T])+/(1-/T)•
L'anneau A' est le complété p-adique faible de l'anneau Ay, il ne dépend
que de / [MW]. Notons, par analogie avec la situation du théorème de
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semi-continuité en caractéristique nulle, Zp^ la courbe définie par / de la
droite projective sur le corps Foo et Uy^ son complémentaire. Notons de
même Zcp la courbe définie par / de la droite projective sur le corps Cp
et Ucp son complémentaire. Soit une Ocp-connexion sur A7? noté Mf d'où

une connexion sur (A1)771, noté M1 On peut alors considérer

X(Uc^DR(Mf)) :=x(^R(My0zQ)),

X(U^, DR(M^)) := X(DR(M^ 0z Q))

et le saut 0(0) qui est un entier a priori infini :

0(0) := x{U^, DR(M^)) - X(U^, DRÇMf)).

THÉORÈME 6.5.1. — Le saut 0(0) est fini si et seulement si Mf est
a indice dans F espace des fonctions analytiques dans les classes résiduelles
des points Z^^, dans ce cas on a Pégalité

0(0)= ^ dimc,,Coker(M^.4").
x(EZw^

Preuve. — Pour un point x de Zp^ notons Hjr la cohomologie locale
algébrique des points de Zcp contenus dans la classe résiduelle de x et
H^ la cohomologie locale p-adique de ce point, c'est-à-dire la cohomologie
à supports compacts de la classe résiduelle de ce point. On dispose du
morphisme de spécialisation

Af^A\

qui est injectif et dont le conoyau est @ Coker(^ —> JfJ) en vertu du
^ZF^

théorème de Mittag-Leffler. Mais DRÇMf (g) Hjr) == 0. On a donc la suite
exacte

O-^H^Uc^DRÇMf^H^U^^DRÇM^H0^ (^ DR{Mf^ H^
^e^Foo

-.H\U^DR{Mf))-^H\U^DR{M]))-.H1^ Ç^ DR(Mf ̂  ̂ ))-.0.
^ZF^,

Si 0(0) est fini cela entraîne que l'espace H'^ÇU^^.DRÇM^)) est de di-

mension finie. L'espace Af est dense dans l'espace A1 de type /y, en
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vertu du théorème des homomorphismes pour les espaces Œ le mor-
phisme ^(Uc^DRÇMf)) —> H1(U^^,DR(M^)) est surjectif. Donc

l'espace H^i © DR(Mf (g) H^)\ est nul et vertu du théorème de
^ez^ /

dualité l'espace Coker(My, Q) Aj^] est de dimension finie et (,6(0) =
v ^Zpoo /

^ dimcpCoker(My,A^-). Dans l'autre sens, si ^ dimcpCoker(My,^)
xçZo xçZy^

est fini, en vertu du théorème de dualité 0(0) est fini et l'on a l'égalité
précédente. Le saut 0(0) est alors un entier positif ce qui constitue l'analo-
gue du théorème de semi-continuité de Deligne et qui est aussi l'analogue du
théorème de positivité de l'irrégularité en caractéristique nulle. C'est sous
cette forme que l'on a rencontré dans ([MN]) le problème de la finitude du
conoyau.

6.6. Le théorème de semi-continuité suggère de poser la

DÉFINITION 6.6.1. — Soit (/,/,My) un triplet comme précédem-
ment. On pose

irr^(My,p) := irr^(M^, oo) + m(#Z^ - 1) - dimc, Coker(My, A^)

et

irrz^ (Mf,p) := irr^ (My, oo) + m(#Zcp - #^F\J

— V^ dimcp CokerÇMf^A^ ).
:̂̂ oo

Dans cette définition Z^ désigne l'ensemble des points de Zc conte-
nus dans la classe résiduelle d'un point x. Comme KerÇMf^A^ ) = 0 on
trouve que cette définition coïncide avec la définition 6.2.3. De plus on
trouve la formule :

X(U^DR{M}))=mX(UFj- ^ ir^(M^),
ïezpoo

qui est l'analogue p-adique de la formule de Grothendieck-Ogg-Shafare-
vitch. Cette formule était dans Robba ([R4J, 10.5), (voir aussi [Ga], V.l.3.1).
La démonstration que donne Garnier ([Ga], V.1.3) repose sur une formule
d'indice de nature globale due à Berthelot.

6.7. C'est sous cette forme que la définition de l'irrégularité se
généralise en dimension supérieure à condition de démontrer la conjecture
de finitude ([MN], 4.5.3) ce qui nécessite l'introduction des opérateurs
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différentiels d'ordre infini, complété faible des opérateurs d'ordre fini à
puissances divisées.

6.8. Le théorème de semi-continuité explique pourquoi les singularités
des équations différentielles qui contrôlent la cohomologie p-adique des
variétés algébriques, sont irrégulières du point de vue p-adique. Parce que ce
sont des confluences en général de plusieurs singularités en caractéristique
nulle. Les situations, comme celles de ([€2], [BCi]), qui donnent naissance
à des singularités régulières sont plutôt rares.
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