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ASYMPTOTIQUE DES INTEGRALES-FIBRES

par D. BARLET et H.-M. MAIRE

INTRODUCTION

Le but que nous nous étions fixé dans la premiére phase de 1’élabo-
ration de ce travail était de décrire (autant que possible) les transformées
de Mellin (complexes) des fonctions sur C? obtenues au voisinage de
Porigine par intégration dans les fibres d’une application holomorphe
(f,g) : C*2 — (2 vérifiant df Adg =0 = fg = 0 sur un voisinage
U de l'origine de C™*2. Sous cette hypothese, il est clair que si ¢ est une
(n,n)—forme C'* & support compact dans U, la fonction, appelée intégrale-
fibre,

(s,t) — @
f=s, g=t
est C™ au voisinage de 'origine de C? en dehors des axes {st = 0} et
elle est bornée (voir [1]). L’idée d’étudier ses singularités le long des axes
par transformation de Mellin est alors naturelle, celle-ci ayant déja fait ses
preuves dans le cas d’une fonction f : C**! —s C (voir [4]).

Au fur et & mesure que nos investigations avancaient, il nous est
apparu que le cadre complexe introduisait des complications techniques
inessentielles sur le fond, mais rendait I’écriture beaucoup trop lourde
et nous avons conclu qu’il valait mieux nous placer dans le cadre réel
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permis la réalisation de ce travail.

Mots-clés : Développements asymptotiques — Singularités — Transformations intégrales.
Classification A.M.S. : 32C30 — 32S — 41A60 — 44A10.



1268 D. BARLET et H.-M. MAIRE

qui est suffisant pour mettre en évidence les phénomeénes nouveaux qui
apparaissent.

Commengons par expliquer pourquoi nous étudions les transformées
de Mellin de ces fonctions plutét que les fonctions elles-mémes. Dans le
cas d'une fonction f : C"t! — C, les propriétés de la transformation
de Mellin ne font que retraduire, en terme de prolongement méromorphe,
le développement asymptotique de 'intégrale-fibre & l’origine. La situation
“a deux fonctions” est assez différente : il n’est plus question d’espérer
expliquer en terme de développements asymptotiques le comportement des
intégrales-fibres obtenues mais la transformation de Mellin permet de lire
assez directement des propriétés a priori cachées. Donnons un exemple trés
simple.

Soient p € C°(R) et o0 € C°(R?); la fonction ¢(s,t) = p(s/t)o(s,t)
définie sur (R%})? a un comportement un peu compliqué & décrire au
voisinage de l'origine; c’est en fait une fonction C* sur ’éclaté donné
par s = uv et t = v. Sa transformée de Mellin

Mo\ 1) = / Pto(s/)o(s,1)

(R4)?

ds dt
st
devient apres le changement de variables u = s/t, v =t

Mo\, 1) =/ u’\v’\+“p(u)a(uv,v)d—Ud—v
(R4)? u v
ce qui met en évidence les droites polaires obliques d’équations A+u+j =0,
j € N qui refletent directement sur ’étude du prolongement méromorphe
de M, 'importance de I’éclatement considéré dans la compréhension des
singularités de ¢.

La méthode que nous utilisons est trés naive en ce sens que nous
appliquons le théoréme d’Hironaka [7] pour tenter de donner une “forme
normale” 3 D’application (f,g) : C"*2 — C? considérée. Malheureuse-
ment, ceci se heurte & une difficulté que nous n’avons pas su résoudre, ce
qui nous empéche d’obtenir une description compléte des transformées de
Mellin des intégrales-fibres sous nos hypothéses.

Pour expliquer la difficulté rencontrée, le plus simple est de suivre
notre démarche : le théoreme d’Hironaka permet de rendre le diviseur
(fg = 0) & croisements normaux; dans un systéme de coordonnées conve-
nable d’un éclaté, on a donc :

f(@) = h(z)z® et g(z) = ha(z)2®
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ol a,b € N**2 et h;, h, sont inversibles au voisinage de I’origine. Si le rang
du couple (a, b) est 2, on peut éliminer les deux inversibles h; et hy par
un changement de coordonnées et arriver & la forme normale principale

fl@)=2" et g(z)=2"1g(a, b) =2
La caractérisation compleéte des transformées de Mellin des fonctions
intégrales-fibres pour lesquelles cette forme normale est disponible sera

donnée au chapitre 1 (Théoreéme (1.2)). En fait, ces considérations montrent
que les couples (f, g) définis par la propriété trés simple suivante :

Vo € CZ(U) le prolongement méromorphe de
(DR) / fAg*o(x)dz est & décroissance rapide verticale pour
f>0,9>0

(Re A\, Re 1) dans un compact de R?

mériterait une étude plus approfondie (qu’il vaudrait probablement mieux
commencer dans le cadre complexe certainement plus simple que le cadre
réel formulé ici). Par exemple, le résultat de F. Loeser (8] (voir aussi
l’appendice [10] & “Proximité evanescente II” de C. Sabbah) montre que
I’hypothese géométrique de non-éclatement en codimension 0 pour le
morphisme (f, g) : C**2 — C? entraine la condition (DR) dans le cadre
complexe. Plus généralement, il serait intéressant de décrire directement
les rationnels p/q qui, pour (f,g) donné correspondent & un défaut de
décroissance verticale quand Im(pA + gu) — +oo pour [ fAg*. O

On remarquera que 'on peut déja examiner pour quels couples
(p,q) € (N*)2) p et q premiers entre eux, le prolongement méromorphe
P

A
de / (J;—q) O n’est pas & décroissance rapide quand |Im A| — +oo.

Si maintenant le rang de (a,b) est égal & 1, on peut écrire a = pa
et b = go ot o € N™*2 et éliminer l'inversible h; par changement de
coordonnées. Ceci conduit & une écriture locale :

flz) = (z*)P et g(z) = (z%)%hs(z).
On utilise alors a nouveau le théoreme d’Hironaka pour rendre le diviseur
(hs(z) = h3(0)), & croisements normaux, sans détruire les croisements
normaux pour le diviseur (fg = 0); ceci est possible d’apres [5] par exemple.
On obtient alors, localement sur un éclaté convenable, une situation de la

forme
flz) = (2P et g(z)= (xa)qu+zbh(z)

o1 C est une constante, a et b appartiennent 3 N**2, pet g€ N, p#0et
h est inversible au voisinage de l’origine.
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A nouveau deux cas se présentent :

Si rang(a,b) = 2, on peut absorber l'inversible h et arriver a la
deuxieéme forme normale

fl@) = (2 et g(z) = (z*)%€**", rg(a,b) = 2.

Les transformées de Mellin des intégrales-fibres dans ce cas seront caracté-
risées au chapitre 2 (Proposition (2.3)).

Si rang (a,b) = 1, on peut alors écrire
f(z) = (%P et g(z) = (x2)%C+E")h(=)

quitte & changer la définition de a, p, q avec r € N*. On ne peut pas, dans
ce cas se débarrasser de ’inversible h. Nous étudierons les transformées
de Mellin des intégrales-fibres dans ce dernier cas au chapitre 2 sans avoir
recours & une forme normale plus élaborée (Proposition (2.5)). Il est clair
que si 'on souhaite arriver & une forme normale, on devrait continuer &
éclater pour décrire le nouvel inversible. Nous ne savons pas démontrer que
le processus s’arréte.

PROBLEME. — On suppose df Adg = 0 => fg = 0. Existe-t-il
une modification propre X de C"*2 (n > 1) sur laquelle on puisse écrire
localement

f(z) = @)P et g(z) = (2%)2ePE+""

avecrg (a,b) =2 et P € C[s],degP < N?

Il est probablement équivalent de demander une écriture locale du
type
fl@)= (") et g(z)=(z*)(P(a") +2N***), P(0)#0,

qui a Pavantage d’étre algébrique mais est moins bien adaptée a la trans-
formation de Mellin!

Evidemment, modulo une réponse positive & ce probléme, 1’étude
complete des transformées de Mellin des intégrales-fibres que nous
considérons se ramene & celle des intégrales

rerr t/ d—x b) =2
'/(R+)"" °e dsd zo=s zb=t #(2) d(ze) A d(zb)’ 1g (a, b)

sont complétement caractérisées via leurs transformées de Mellin au chapi-
tre 1.
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Précisons le plan de cet article :

Chapitre 0
1. La classe ML(C) et I'inversion de Mellin correspondante
2. Applications

Chapitre 1

Transformées de Mellin des intégrales-fibres. Le premier cas : la classe
M(C?)

Chapitre 2
Transformées de Mellin des intégrales-fibres. Le cas général : la classe

ML(C?)

CHAPITRE 0
1. La classe ML(C) et ’inversion de Mellin correspondante.

Commencons par fixer quelques notations.

(0.1) NoTATIONS. —  Soient ¢ € [0,+00] et € € {—1,+1}.
Si ¢ = 0 imposons € = 1 et définissons z(¢) = z. On a donc z(e) — 0% ssi
z — 0t.
Si0 < c< +ooete==1 posons z(e) =€ (x —c). Donc z(e) — 0% ssi
T — c+€0.

1

Si ¢ = 400 imposons € = —1 et définissons z(g) = e On a alors z(¢) — 0F
ssi x — 00.

Pourr € R et k € N, soit

X520 (x) = 2(e)" (log 2(¢))' p(x())Y (a(e))

ot p € CX(R) vaut 1 dans un voisinage de 0 et Y est la fonction de
Heaviside.

Soit ¢ une fonction C*° sur un intervalle admettant ¢ + €0 comme
borne (inférieure si € = +1, supérieure si ¢ = —1). Nous dirons que ¢ admet
un développement asymptotique standard normalisé en c + €0 s’il existe
un ensemble fini RE C QN [0,1[, nE € N et des by, € C tels que

p(a) ~ ) b5 z(e) (logz(e))!,  a(e) — 07
1l
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avec r € RE+ N, et [ € [0,n]. Le symbole = signifie que le développement
asymptotique est indéfiniment dérivable terme & terme.

S'il existe k¢ € N tel que z(e)* ¢ vérifie la condition précédente,
on dira que ¢ admet en ¢ + €0 un développement asymptotique standard
(en précisant éventuellement I’ensemble RZ, les entiers ng et kS correspon-
dants).

Remarque. — Pour 0 < ¢ < 400, un choix équivalent de la co-
ordonnée z(e) consiste & poser Z(e) = elog -:E; cependant, la dérivation
terme & terme des développements asymptoticques est plus pénible avec
cette convention.

(0.2) DEFINITION. — Nous dirons que la fonction ¢ est dans la
classe A s'il existe un ensemble fini I' = T'(p) C [0, +00] tel que ¢ soit C*
sur [0,400] \ T et tel que, Vc € T, Ve, la fonction ¢ admet en ¢ + €0 un
développement asymptotique standard.

Si I'(yp) est réduit & {0,000} , nous dirons que ¢ appartient a Ay.

Exemple. — Soit ¢ € C*(R} \ {1}); alors ¢ est dans la classe A
si, et seulement si, il existe un ensemble fini R C QN [0,1], n € N et des

nombres complexes b ;, b,l,f, b7g tels que VK € N* la différence

0.0 Le. 14€0
¢ - > X b X 5 A BIXES
r€R+N,r<K,l€[0,n]
soit de classe CK sur [0, 0] et CX —plate en 0, 1 et +oo.
L’objectif de ce paragraphe est de donner une caractérisation des
transformées de Mellin des fonctions de la classe A qui sont continues sur

]0, +00[. Commengons donc par définir la transformée de Mellin dans ce
cadre.

(0.3) PROPOSITION-DEFINITION. — Soit ¢ une fonction continue
sur 0,400 qui est dans la classe A. Supposons que u > 0 vérifie
['(¢)N]0, +o00[Clu, 1/u[ et choisissons p; € C*([0,+o0]), i = 1,2,3, véri-
fiant

supp p1 C [0, ul,
(1) pr+p2+p3=1 et suppps Clu/2,2/ul,
supp p3 C]1/u, co].
Alors, pour chaque i = 1,2, 3, l'intégrale

Migp(N) = / " P (@) pi(e)da
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converge pour A dans un ouvert non vide de C (respectivement {Re A > ko},
C,{ReA < —ku}) et admet un prolongement méromorphe a C tout entier.

La fonction méromorphe sur C
Mp(X) := Mi1p(A) + Map(X) + M3p(R)

ne dépend pas du choix des fonctions p; vérifiant (1) ni du choix de u. On
Pappelle la transformée de Mellin de .

Remarque. — Au lieu de la continuité de ¢, on aurait pu demander
pE L}OC(R‘;) pour garantir la convergence de 'intégrale donnant M;p.

Démonstration. — Les prolongements de Mjp et de Msp sont
classiques sous nos hypothéses (voir [4]) et Map est une fonction entiére.
Le seul point & vérifier est donc l'indépendance du choix des (p;)i=1,2,3
satisfaisant (1).

Prenons un autre choix (p;)i=1,23 et posons o; = p; — p;. Alors

o0
2~ 1p(z)os(x)dr est entiere pour i = 1,2,3 car le support de po;

0
est compact dans ]0,+oo[. Comme on a 0 + o2 + g3 = 0, le résultat est
démontré. O

Remarque. — Quand ¢ € S(R? ), la transformation que nous venons
de définir se réduit a la transformation de Mellin usuelle :

Mp(N) = /Ooo o o(z)dz.

(0.4) DEriniTION DE ML(C) ET M(C). — Nous dirons qu’une
fonction méromorphe F sur C est dans la classe ML(C) si les conditions
suivantes sont satisfaites :

i) il existe un ensemble fini R C QN [0,1[ et n € N tels que les péles
de F soient d’ordre au plus n + 1 et contenus dans R + Z;

ii) il existe un ensemble fini I'" C|0, +o0[ tel que la fonction F' admet
un double développement asymptotique de la forme

log \)!
2) F(\) ~ Z a::lec)‘—(%i)—, elm\ — 400, &=4=1,
cel”, reR+N, 1€[0,n]

dans le sens que, pour tout K > 0,

log A\)!
F) - Z a'c“:lsc)\ ( :rg+1) =o(|ImA|7¥), eImA — +o0
cel’,r+1<K,l€(0,n]
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uniformément quand Re \ est borné;
iii) si r est entier, alors aﬁ:g =ay, et ag; =0,Vec eI’ Ve, VI > 0.

Si tous les coefficients ai:f sont nuls, i. e., F est a décroissance rapide
en |Im )|, uniformément quand |Re )| est borné, nous dirons que F est
dans la classe M(C).

Remarque. — On suppose ici A € R_ et on prend la détermination
principale du logarithme sur C\ R_.

(0.5) THEOREME. — La transformation de Mellin définie plus haut
est une bijection des fonctions continues ¢ :]0, +0o[— C qui sont dans la
classe A sur la classe ML(C). Elle induit une bijection de Ay sur M(C).

La preuve de ce théoréme va occuper le reste du paragraphe.

(0.6) LEMME. — Soient K > 0 et m entier > 0.
a) Si p € C™(RY) satisfait pour 0 < j <m
(20:)¢(z) = O(z¥), - 0%,
(20 p(z) = O(z™F), 2 — oo,

alors My est holomorphe dans la bande {|Re)A| < K} et, pour tout
K' <K

®3)

sup [N [Mp(N)] < oo.
|Re A|[<K'

b) Si F est une fonction holomorphe au voisinage de la bande
{|Re )| < K} qui satisfait
sup  [A™*?F())| < o0
|Re A|[<K

alors F est transformée de Mellin d’une fonction ¢ de classe C™ qui vérifie

@3).

Preuve. — Adapter celle du lemme 3 de [4] & la présente
situation. O

(0.7) PROPOSITION. — Pour p € C\R,e =+1,r€R%, Il eNet
p € C(R) qui vaut 1 pres de 0, on a :
I'(r)

e M2 |z|" Y (log |z|)!p(x)dx ~ 8L —L , | Imp |— oo,
[, e o o
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ou ~ signifie que la différence est a décroissance rapide uniforme lorsque
| Re | est borné, quand |Im p| — oo.

Preuve. — On inteégre par parties en utilisant une méthode de Erde-
lyi [6]. Pour z € Ry, soit

1 o0
o @,h) = = / e~ (g 4 £y,
0

Quand z est positif, on peut dériver sous le signe somme et obtenir

a9, 1 [ .. -
a%(x,u>=—;,-/0 o (e g+ 1)

1 > 9 —(uz+t) r—1 —pzx,r—1
— _ﬁ E(e (px +t)"" " )udt = e Hoz" ",
0

(o o)
Donc, en posant G, (u) = / gr(z,p)p’'(z)dz, on a
0
(o o)
r
| e tpt@an = 22 4 6,0,
0 ©
1 — _i * —tyr—1
puisque g-(0, u) = —— e 't" T dt.
B Jo
En dérivant par rapport & » maintenant
o0 (o]
/ e " (logx) p(z)dz = 85,/ e g p(z)dx;
0 0

N

pour montrer la formule avec ¢ = +1, il reste & vérifier que 8.G,,
est & décroissance rapide uniforme quand |Im | — oo. Mais en posant
gr(z, p) = e**g,(z, ), on remarque que

Gr(p) = /0°° e %G, (z, u)p' (z)dz

est la transformée de Laplace d’une fonction C*° a support compact qui
dépend de p. Le contrdle de la dépendance en p donnant la décroissance
rapide de G, et de ses dérivées découle de ’affirmation suivante :

AFFIRMATION. — Pour s € R, z € [0, 8] C R%, |Imp| > 1 et
argp € [r/4,37/4], on a :

sup /Ooo le~t(z + t/p)* (log(z + t/u))!|dt < oo.

Z,ph

Le cas €e = —1 se rameéne a € = +1 par changement de variable. [



1276 D. BARLET et H.-M. MAIRE

(0.8) COROLLAIRE. — Pource R}, e=+1,reRy,leNona:

Po\rtl) L(r+1)

MXc+50( ) T( )r+l ,

| Im A\| — +o0.

(0.9) LEMME. — Soit F' une fonction définie dans C \ R. Alors F
admet un double développement asymptotique

c,6 /\(IOg’\)l —
F(\) ~ . TGR%:N[G[M]%JC SR §ImA — 400, 6=+l,

avec ar‘g = aro quand r € N si, et seulement si, F' admet un développe-

ment asymptotique

F(\) ~ 3 b2 o) ———~(F(T/\“;T?1, | Im A| - +o0.
cel” ee{*1},7€R+N, (€[0,n]
Dans ce cas, pourr entier on a :
aif =ap =0, VI>0 <= b3 =b77 =0, V>0
(4) et

((—1)T+1bi:0+ + b9 )JT(r+1) =ay 0 =ay -

Preuve. — Introduisons les fonctions de comparaison suivantes :

Gc,é(/\) _ {c)‘gf—f:‘l—)l si 6ImA>0,
0

Tl

si 6ImA <O,
c I'(r+1
Hr:}-EO( ) l(_‘(_‘_)77_+__)1‘, Im)\ 750

Les fonctions Gc’l sont linéairement indépendantes. En effet, de
6 ~c,d
D aGr =0
c,6,m,l
on déduit, en faisant successivement Im A > 0 et Im A < 0, que

> @l 6o =0, Ve

c,rl

grace 4 la relation G’ ()\) = o(GT, (), 8Im A — +o0, pour 7> 1" ou
r=r"etl <, cette egahte entraine

Z afi G =0, V8,Vr,vl,
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donc
,, —0 Ve, V8,7, Vi,

puisque les exponentielles sont indépendantes.

Pour c et r donnés, posons
_ c,5Gc,6 | G C t G~ o) N
= a1 G, a e aTO =a,o SiT€
5,
et

{Zbcch+eO bce c (C}

Il est clair que H¢ est contenu dans G¢ et que dimGS = 2n + 1 si r € N,
=2n+2sir¢gN.

Montrons que H: = G¢. Il suffit de voir que HS et GS ont la méme
dimension. Supposons donc

( 5) Z bc € Hc+¢-:0

Puisque MxﬁjEO(A) ~ Hy ()\) quand |Im A| — +o0 (corollaire (0.8)), la
relation (5) et le lemme (0.6) donnent
D BIEXCHE € C(RY).
el
Par conséquent,
A Py brlym(logy)'  si y >0
3077 Iyl (loglyl)t s y <0

définit une fonction ¢ sur R* qui admet un prolongement C*° & R. Ceci
entraine que

b2 =0sirgNoul>0etbf =(—-1)"byg sir €N.
1 0 0
L’affirmation sur la dimension en découle.
La vérification de (4) est immédiate. O

Démonstration du théoréme (0.5). — Si ¢ € A, par définition, il
existe des coefficients b’} € C tels que, VK >0

o - > b
c,e,r<K,l
est de classe CK sur [0, +00] et CX —plate en 0 et +oo0. D’aprés la partie
a) du lemme (0.6), on en déduit que

Mop(A) = D M =0(|Im A7), [ImA| — +oo.
c,e,r<K,l
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Grace au corollaire (0.8) et au lemme (0.9), on a vérifié que My satisfait
i), ii) et la premiére partie de iii) dans la définition (0.4). La continuité de
¢ oblige by; = 0 pour I > 0 et b0 o = by - D’aprés (4), la seconde partie
de iii) est vérifiée et donc My appartient & ML(C).

Réciproquement, soit F € ML(C). On veut se ramener au lemme
(0.6) apres avoir soustrait & F une combinaison linéaire de MXCJ'SO avec
¢ € [0,4+00]. Commencgons par les pdles. On sait que Mxr’l a un unique
pole d’ordre I + 1 en —7r et est & décroissance rapide uniforme quand
|Im A\| — 4o00. Il existe donc brl et b7 pour r < K tels que

G:=F— Z bg,lMXr,l - }: bAMXTy

soit holomorphe dans {| Re A\| < K}. Le comportement asymptotique verti-
cal de M9 est le méme que celui de M. L’existence d’un développement
asymptotique (2) pour G garantit, via le lemme (0.9) et le corollaire (0.8),
Pexistence de coefficients b7} € C tels que

) = Y BT MXEEO(N) = O(|Im A\|7K2),  |Im A] — +o0.

Soit g € CK(R;) la fonction CK—plate telle que My = G —
SO MXET du lemme (0.6). Alors o = b2 ,x7, + Y bx%S +

Y bxy C+50 + i satisfait My = F; elle est donc indépendante de K
a cause de Pinjectivité de la transformation de Mellin et appartient par
conséquent & A. La continuité de ¢ découle de (4). O

2. Applications.

L’objet du présent paragraphe est de donner quelques compléments,
utiles pour le cas & deux parametres, sur des exemples de fonctions
appartenant aux classes & un parametre étudiées précédemment.

Fixons nos notations :
Soient p € N un entier, a, 8 € R**2 et v € N**2. On suppose que
1) a # 0;
2) hl= Z % < p;
3)Vie [0,n+1], ona0<Red<1l = o;Rel+06;>—1.
Pour ¢ € C°(R™*2) et ) € C vérifiant 0 < Re A < 1, on définit

) Fan= [, 2 oz ola)in
)"
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n+1
avec la convention (logz)? = [] (log z;)”
=0

(0.10) PROPOSITION. — Sous les hypothéses précisées ci-dessus,
la fonction Fo“z 5, €st holomorphe pour 0 < ReA < 1 et admet un
prolongement méromorphe a C tout entier avec des péles éventuels d’ordre
<n+2+p aux points \ = —(B; + k)a;, i € [0,n + 1], a; # 0 et k € N*.
De plus, on a décroissance rapide verticale (en |Im \|) uniforme sur toute
bande —K < ReA < K.

Remarque. — Si o; = 0 pour ¢ € [0,k — 1] on se raméne & un
probléme analogue sur R"~**2 en intégrant d’abord en zo,...,Tx_1, d’olt
une majoration sur ’ordre des poles éventuels par n — k + 2.

La démonstration de la proposition repose sur I’identité de Bernstein
élémentaire suivante.

(0.11) LEMME. — PourkeN,z>0et A€ C,on a
()

k
(Z()\ + 1IN - x%)’) -;E[m)‘(logx)k/k!] = (A + 1)1z logz)k /Kl

=0

Preuve. — Le lecteur vérifiera cette identité facilement en posant
vj(z) = z*(logz)?/j! pour j > 0, v_; = 0 et en remarquant que
d .
(ma - )\) v; = vj_1 pour j > 0. O
Démonstration de la proposition (0.10). — Soit & € N"*2 1’élément

défini par &; = 1si a; #0et &; = 0si a; =0. Fixons K > 1 et choisissons
N € N assez grand en fonction de K (ce choix sera précisé plus loin). Pour
i € [0,n + 1] tel que a; # 0 l'identité (2) écrite sous la forme

9 pt+1 Yitl B i
P, (Na Tis 35— 9z, ) (logz:)™ = (k+1) T; (log z:)
nous donnera avec p = a; A + 5;
N vi+1
[]’[(aiA +Bi+7— 1)] g (log z,) ™
j=1

N
= [H Py, (A + Bi + j, i, ai):l g MHBEN (log )

j=1



1280 D. BARLET et H.-M. MAIRE

et en posant

n+1 N ~i+1
ovn = ]I [Hammj—l)]

(3) =0, a; #0 “j=1
n+1
PN(/\,.T,%) - _OI!1¢0]1—[1P1(QZA+,31+‘7,$,,86 )

on arrive a
0 -
(4) Qn(N)z*P(logz)Y = Py ()\,x, a—x)xo"\+ﬂ+N"‘(log z)".

Choisissons N de maniére que ’on ait, disons pour N > N(K) :

(5) —|ly|K+ 6+ N >—-1, Vie[0,n+1].

On aura alors, pour —K < ReA< K :

6)  QvEL, W= [ 2N oga) Py (o) (e)de
(Ry)n+2

ou Py désigne I'adjoint formel de Py; la condition (5) assure alors I’holo-
morphie du membre de droite de (6) pour N > N(K) et —K < Re\ < K.
Ceci donne le prolongement méromorphe & C de F? B les informations
annoncées sur les poles éventuels se déduisant de I’expression de Qn en (3).
De plus, la formule (6) pour N > N(K + 1) montre I’inégalité

I@NNFE 5, (M) < CyetlReN

valable sur —K < Re A < K, ce qui établit la décroissance rapide verticale

annoncée, car deg@Qny = N|&| > N puisque o # 0. Ceci acheve la
démonstration de la proposition (0.10). O
Remarque. — Les conditions 3) imposées & a et § qui font que F: By

est a priori holomorphe sur 'ouvert {0 < Re A < 1} sont artificielles; il suffit
que l'intégrale donnant Fc‘: By soit holomorphe sur n’importe quelle bande
{s < Re\ < t} non vide pour que l'on ait la conclusion de la proposition
(0.10). On peut méme généraliser & o et 3 complexes.

(0.12) COROLLAIRE. — Sous les' hypothéses de la proposition
(0.10), il existe une unique fonction p € C*°(]0,+o0[) admettant en 0
et +oo des développements asymptotiques standards, donc p € Ay, et véri-
fiant :

i) p(z)=0(z(logz)"*tP*!) quand z — 0% et p(z) =0((log z)"+P*!/x)
quand £ — 00;
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ii) / x p(z) =FJ5 (A pour0 <ReA < 1.
0

Les exposants du développement asymptotique de p en 0% sont de la forme
(Bi+k)/ai avec a; > 0, k € N*; ceux en +oo sont de la forme —(8; + k)/a;
avec a; < 0, k € N*. Les puissances des log sont majorées par n +p + 1
dans les deux cas.

Preuve. — Ceci résulte de la proposition et du théoreme (0.5). O

(0.13) COROLLAIRE. — Soit (f,g) : R**2 — R? une application
analytique sur un voisinage ouvert U de I'origine vérifiant f(0) = g(0) = 0.
Pour a € Q*, k € N, et ¢ € C(U), considérons la fonction

F) = [ @I oslo) @) g7

af
définie pour s > 0 assez petit. Alors il existe un ensemble fini {ry,...,r;} C
Q. indépendant du choix de ¢ tels que ’on ait, pour s > 0 assez petit
J n+k+1
()= Y s"(logs)"1;n(s)
j=1 h=0

ot les fonctions v; , sont C*° au voisinage de s = 0 dans R.

Preuve. — 11 suffit de rendre le diviseur (fg = 0) & croisements
normaux et d’utiliser la transformation de Mellin pour ramener ce corollaire
a la proposition (0.10), l'inversible génant étant incorporé & ¢. O

Une variante complexe un peu plus élaborée peut s’énoncer de la fagon
suivante (voir [3] pour la definition d’une fonction de type trace).

(0.14) COROLLAIRE. — Soit f : C"*! — C une fonction holo-
morphe non constante sur un voisinage ouvert connexe U de I’origine véri-
fiant f(0) = 0. Soient 6 une fonction de type trace sur U & monodromie
quasi-unipotente et p € C°(U). Alors la fonction

Fo) = [ 8@ G
f=s
peut s’écrire sous la forme
J n+k
F(s) = 323" IsPrslog sl)"4(5)

j=1h=0
ot les 1; 1, sont C*° au voisinage de 0 dans C et ol les r; sont des rationnels
ne dépendant que de f et 8. L’entier k correspond & I’ordre de nilpotence
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de la monodromie de la connexion associée a 6. (Voir les propriétés vi) et
vii), p. 49 de [3].)

On remarquera que si g est holomorphe sur U et a € Q4 , le cas
particulier ou

8(z) = |g(z)**(log lg(2)))*
donne I’analogue complexe du corollaire (0.13).

La preuve du corollaire (0.13) se rameéne & la variante complexe de la
proposition (0.10) grace & une désingularisation du diviseur (f = 0) et du
lieu polaire de la connexion méromorphe associée a la fonction de type trace
0. En effet, dans ce cas, le théoréeme de développement asymptotique pour
6 (cf. [3], proposition 4 et 4bis) et I'inversion de la transformation de Mellin
complexe (cf. [4]) réduisent les assertions du corollaire aux conclusions de
la proposition (0.10), variante complexe.

(0.15) PROPOSITION. — Un entier p étant fixé, soient o € (R4 )2,
b € N"*2 et v € N™*2 vérifiant |y| < p. Pour ¢ € CX(R"*2) et pu € C,
posons

b
G = [ s"(oga)e pla)ds.
(Ry)n+2

Alors Gﬁm est entiére. C’est la transformée de Laplace d’une fonction
p € C*(]0,+oo[) & support borné et qui admet en 0% un développement
asymptotique standard dont les puissances des logarithmes sont majorées
par n+ p+ 1 et dont les exposants sont indépendants de ¢ (et rationnels

si a € (Q4)"*?).

Démonstration. — On a
dz

oo
Pp _ t N —_ a ¥
Gloaw) = [ s ov f)= [ z"(ogayela) i
11 suffit donc de prouver que la fonction f vérifie les propriétés annoncées.
Pour ce faire, d’apres le théoréme (0.5), il suffit de prouver les propriétés

correspondantes de sa transformée de Mellin :
o0
M@ = [ = [ e tre(oga)ple)da,
0 (R+)n+2

Celles-ci résultent alors immédiatement de la proposition (0.10) avec
A=€¢-1. O
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CHAPITRE 1

Transformées de Mellin des intégrales-fibres.
Le premier cas : la classe M(C?).

(1.1) DEFINITION. — Une fonction méromorphe F sur C? appar-
tient & la classe M(C2) si elle vérifie les conditions suivantes :

1) il existe un ensemble fini de couples (p;,q;), i € I, dans N2\ {(0,0)}
tel que les poles éventuels de F' soient sur les droites d’équations

piAtqpn+j=0, jeEN;

2) il existe un entier ng tel que I'ordre des péles de F soit majoré par
o5

3) les parties polaires de F le long de chacune des droites polaires sont
dans la classe M(C);

4) pour tout K > 0 le produit

II (@x+bip+i)™F(w
i€l,j<(ai+b;)K

est & décroissance rapide verticale uniforme sur le domaine {|Re \| < K}
x {|Rep| < K}.

Remarque. — Les parties polaires de F sur la droite {pA+qu+j = 0}
sont des fonctions méromorphes dont les poles éventuels se trouvent aux
intersections de cette droite avec les autres droites polaires de F'. Ils sont
donc contenus dans un ensemble fini de rationnels modulo Z que l'on
prenne A ou u (quand c’est possible) comme parametre sur cette droite.
Ces ensembles sont indépendants de j. Ceci montre que les développements
asymptotiques en 0% et en +oo des transformées de Mellin inverses de ces
parties polaires ont leurs exposants dans un ensemble fini de rationnels
modulo Z.

L’objet de ce chapitre est de prouver le résultat suivant :
(1.2) THEOREME. — Soient a et b dans N"*2 vérifiant rg(a, b) = 2.

Pour ¢ € C°(R™*2) la fonction définie pour s > 0 et t > 0 par

dx
fs1)= /== ) gy n )
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a une transformée de Mellin
ds dt

FOu) = / Prf(s, ) A Y
(R4)? st

qui appartient & M(C?2).

Réciproquement, toute fonction de M(C?2) est la transformée de Mel-
lin d’une fonction obtenue par intégration dans les fibres d’une application
(f,g) : C+2 — C? vérifiant df Adg = 0 == fg = 0, restreinte a
(R4)?™*2 (ou n = ng de la condition 2) dans la définition (1.2)).

Comme on le verra au chapitre suivant, les fonctions obtenues par
intégration dans les fibres n’ont pas toujours une transformée de Mellin
dans M(C?), sous nos hypothéses.

Nous commencons par énoncer une proposition qui établit la partie
directe du théoreme (1.2).

Pour a,b fixés dans N"*2 vérifiant rg(a,b) = 2 et K > 0 donné,
définissons ’entier j(K) par

(1) 1+4sup{jeN|3Jie[0,n+1], {a;A+ b+ j = 0} rencontre Fg}
ot Fx = {(\, ) € C? |ReX > —K et Rep > —K}. Posons ensuite

n+13j(K)-1
(2) PeOhw) =1 II (@r+bin+3).
i=0 j=0
(1.3) PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus, considérons
pour p € C(R"*2), Re X et Rep >0
®) N
(Ry)m+2 z
- n+1 dz;
oil on a posé e /\ *. Alors F,, appartient 4 M(C?).
i=0

Plus précisément, les droites polaires de F, sont de la forme
{a;A+ bju+j = 0} avec j € N et (a;,b;) # (0,0). L’ordre des podles
de la partie polaire d’ordre p de F,, (sur toute droite polaire) est majoré
parn+2—p <n+1. Pour K > 0, la fonction PxF, est holomorphe au
voisinage de F et vérifie I’estimation suivante :

3JA tel que VN € N

(4) Cn (K)eA(Re A+Re p)
P (M p)F,(A p)| < )

V(A u) € Fi
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ce qui précise la décroissance rapide verticale (uniforme) de F,.

Démonstration. — Par intégration par parties, on obtient, avec
1=(,...,1):
6) PR = [ a0t o)
(Ry)n+2 z
6n+2

) J(K)

ol pi(x) = (—1)n+2iK) (—) ¢(z) et le membre de droite
B - Oy n

de (5) converge pour (A, pu) € Fk puisque, par définition de j(K), on a

Vie[0,n+1]:

Fk C {Re(a;A + by + j(K)) > 0}.
Ceci donne évidemment le prolongement méromorphe de F,, a C? avec des
poles d’ordre < n + 1 sur les droites {a;A+bijp+j =0} ot i € [0,n+ 1] et
j € N. En effet, ’hypothese rg(a, b) = 2 interdit de trouver (n + 2) fois le

méme facteur dans Py.

Supposons maintenant que F, ait un péle d’ordre a priori
po € [1,n + 1] sur la droite agA + bopr + jo = 0 (ce qui signifie que ce
facteur apparait exactement pg fois dans Pk, pour K assez grand). Sans
restreindre la généralité on peut supposer que by # 0. Posons

& = apA + bop + Jo
et choisissons K > 0 assez grand pour avoir la condition suivante réalisée :
VX € C vérifiant 0 <ReAX<1letVie[0,n+1]

bi))\ - i—zbi +j(K)) > 0.

(6)

ag

on a Re((ai - %

On peut alors écrire

P (N, m)Fp(A, 1) = €° P (X, ) F, (A, €)
avec P (), 0) # 0 et F‘p()\,ﬁ) = F,(A, ). On aura donc
. . L dr
Po P _ ar & (§—aoA—jo)+j(K)1 oL
O CPOORNO= [ o ()

qui sera holomorphe au voisinage de £ = 0 pour 0 < Re\ < 1 grace a (6).
Pour p < py, soit ¢ = pg — p. D’apres (7), il vient :

01 ~ ~
—épOPK(Av &)F‘P()H §)|§=0

oL
=z/

(i toga) ‘alom B0 () 22
CEN"+2,|C|=Q (R+)n+2

b() T
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b c n+1 . c;
ou (b—log x) = ]I (i)ilogxi) . Ceci donne la structure polaire an-
0 =0 0

noncée. En effet, la présence du facteur (apA + bop + jo)P° dans Py (A, p)
montre qu’il existe

0=1; <ipg <+ <ipy <n+1tels que agb;, — boas, =0 pour 1 < h < po
et donc le (n + 2)—uple a — %b a au plus n + 2 — py composantes non
0

nulles, d’ou la majoration n + 2 — py + ¢ sur ’ordre des poéles de la partie
polaire d’ordre p (cf. la proposition (0.10) et la remarque qui la suit).

Passons & la preuve de l'estimation (4). Supposons par exemple
apb1 — a1by # 0 et posons
1
b11o0y — bopz104), W = ———m——
(b1200p — box101), a1bo — aghs
On vérifie immédiatement les relations suivantes :

1
- Wz_a/\+bu — -,L,a)\+bp,‘

o
Si V* et W* sont les adjoints formels de V' et W, on aura pour N € N fixé :

NN PO IFo ) = [ s W @O0 Dy ()
(Ry)+2
L’estimation (4) en découle car (V*W*)N(zU(E)=D1pp (1)) est dans
zUE)=D10%o(Rn+2) et PxF, n’a pas de pole sur {\u = 0} pour K > 0.
La proposition (1.3) est démontrée. (]
(1.4) Exemple. — Prenons n = 2, a = (2,1,1,1), b = (1,1,1,1) et
calculons pour ¢ € C°(R?) les parties polaires de
d
Fyo(\ p) =/ :rg’\‘H‘(3013325103)'\*"‘90(95)—aC
(Ry)* r
le long de la droite polaire {\ + u = 0}.
Pour K =1, on a j(K) =4 et donc
3

P = [J@A+u+ DA+ u+5)%.
j=0

Posons A+ p = £ et Py(\, ) = E3Py (), €), comme plus haut. Soit
EF, (A€ =To(N) + (A + T2 (\)E? + H(X, )€
ou H est holomorphe sur £ = 0; alors les parties polaires de }3’9, sur la droite
& = 0 sont les fonctions Iy, II; et II5. Elles se calculent & partir de I’égalité
dz

AOOER0O = [ o mam)vm T

V_.

B m (12000 — apz10;).

1
_an)\+bu — xa)\+bu,
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avec Y(x) = .. 03 par les identités suivantes :

131()\,0)110()\) = /(R y 373('}(115091010732303)31/’(33)d;ac

6P1 8

= / (log 330351372353)33(xoilflwzms)sﬂ/)(w)-*
(R4 )4 T

B0 () + 5E(BOOLE(0)|

oP;
23

6 P1 0?

B\ 0T () + Jer 0o = 55 ()| _,

—7 (A 0L () +

= / (log x0x1z2x3)2x3‘(m0x1x2m3) w(w) —.
(R4)* z

Le calcul s’achéve sans difficulté puisque
3

P0G = ((E+DE+2E+3) [ +€+7).

=0
g
Pour prouver la seconde partie du théoréme (1.2), nous aurons besoin
du résultat suivant qui est plus on moins “classique”
(1.5) THEOREME. — Etant donnés m € N et p € N*, on considére
I'application monomiale f : R™*! — R définie par
f(zo,.-yZm) = (0 Tm)P.

Soient ¢; € C(R), pour j € [0,p — 1] et h € [0,m], des fonctions telles
que ¢or(0) = 0 si h # 0. Alors il existe une m—forme C* & support
compact w sur R™+1 vérifiant pour tout s > 0

/ w =3 0in(s)s/7(log s)".
(f=s}n@®@pm+ S

Remarque. — Le probleme est local au voisinage de s = 0 car si
6 € C(R*), il existe une m—forme C*° & support compact @ sur (R%)™*!

telle que
/ @ =0(s), Vs>O0.
{f=s}N(RY)m+?

En effet, si K = suppf et si n est m—forme C® sur (R’_*‘_)M+1 & support
f—propre et vérifiant

/ n=g(s) #0, Vs>0,
{f=s}N(Ry)m+1
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il suffira de poser @ = f*(8/g) - n, car g € C*°(]0, +o0[). Pour construire
une telle 7 on peut prendre

(o, - - ., Zm) = p(zo)p(z1) - p(Tm)dTr A+ - A dTs,
olt p € C*°(]0,+00[) est > 0 et égale & 1 sur [§,1/6] pour § > 0 assez petit.

Pour prouver le théoréme, il suffit, par linéarité sur C*(R) et d’apres
la remarque ci-dessus de produire, pour chaque (j,h), j # 0, une forme
C™ a support f—propre vérifiant

J s = P
{(F=s}N(Ry )™+
(respectivement = s(log s)" pour j =0, h # 0,
et =1pourj=0, h=0)
pour s > 0 assez petit. Pour ce calcul, voir [2]. (Le cas réel est plus simple
que le cas complexe!)

(1.6) ProOPOSITION. — Soient n € N et (p,q) € N? avec q # 0.
Donnons-nous, pour chaque j € N et h € [0,n], une fonction A;;, € M(C)
[resp. Mp(C) ) si p = 0] dont les péles sont d’ordre < n et contenus dans
un ensemble fini de rationnels modulo Z. Alors il existe une application
monomiale (f, g) : R?"+2 — R? et ¢ € CX(R?***2) telles que la fonction

FOW= [ Pedaens
(Ry )™+ z
ait le comportement polaire suivant :
les seules droites polaires obliques [resp. non verticales si p = 0] sont

. ) . & Ajn(N)
A+ gu+ j =0}, j € N, avec les parties polaires L - .
tPA+autj=0} P :‘_—:o (PA +qu+ j)+!
Démonstration. — Pour j et h donnés, écrivons
_ Py
(8) 4300 = Mp(3) + Mo (=22~ 2)

ou p € C*°(]0,00[) est & support borné et admet un développement
asymptotique standard en 0 et olt 0 € C*°(]0, 00[) est identiquement nulle
au voisinage de 0 et admet un développement asymptotique standard a
Pinfini [resp. o = 0 si p = 0]. Posons

FO\p) = / o) 2 / VP (log )ty (v) 2
0 U Jo v

GO = / () 2 / oI (g o) iy (v) 2
0 u Jo v

(1) My(C) = {F € M(C) | M~1F a un support borné}.
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ol x € C°(R) vaut 1 au voisinage de 0.

Ces deux fonctions F et G appartiennent 3 M(C?). Les droites
polaires de F' sont soit verticales (de la forme {A = —r} oli 7 est un exposant
du développement asymptotique de p en 0F) soit I'unique droite oblique
{p\ + qu + j = 0} avec comme partie polaire

Mp(N)
(PA + qu + j)+1
De méme, pour p # 0, la fonction G admet des droites polaires de la forme
{p = —7r'} ot r’ est un exposant du développement asymptotique de o &
infini et la droite oblique {pA + qu + j = 0} avec comme partie polaire
Mo () _ Ma(pA/a+j/q)

T = =2+ O((pA )"
A+ qut+ ) (oAt qu+ gy T OPAT T IT

ou G(u) = o(1/u). La relation (8) montre alors que F + G admet comme
partie polaire principale sur son unique droite polaire oblique [resp. non
verticale pour p = 0] la quantité prescrite
Ajn(A)
(PA+qu + j)h+Y

Ceci montre déja que par ce procédé, on pourra construire une fonction de
la classe M(C?) ayant une unique droite polaire oblique [resp. non verticale
si p = 0] avec des parties polaires données.

Nous allons maintenant montrer que les modeles utilisés dans cette
construction sont effectivement obtenus par intégration dans les fibres
d’applications monomiales.

Considérons sur (R} )? les fonctions

1 h
0+ (5,8) = 0/9( logt) (s )p(st /1)
et, pour p # 0
: 1
v (s,t)— s””(; log s)hxg(sl/q)a(s_'m’t)

ou x1 et x2 € C(R) valent identiquement 1 prés de l'origine. Les
transformées de Mellin de ¢ et 9 se calculent en posant u = st~ P/7 et
v = t1/9 [resp. u = s79/Pt et v = s/P pour p £ 0] :

ds dt
Mop(A, ) = / Ptr(s, 1) 54
(R4)2? st

1 o o0 .
= _/ u)‘p(u)@/ v”’\+q"+3(logv)hxl(v)il£
qJo u Jo v

1 .
= SMPA)Muxan(PA +au + j), avee xa,4(v) = xa(v)(logv)"
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*° du [ . dv
- u == PA+quti(] h ==
o[ e [T o ioge)aa )

1 .
= ;MO Mxa (P + g+ ), avec x2.u(v) = Xa(v)(log )",
Montrons maintenant que nos “modeles” ¢ et ¥ sont des intégrales-fibres.

Grace au théoreme (1.5), il existe une application monomiale h :
R"*t! — R et une n—forme w de classe C™ & support compact sur R*+1
qui vérifient :

/ w = p(u), pour u > 0;
{h=u}n(R4)n+?

de méme, il existe une application monomiale k : R**! — R et une n—forme
W' de classe C* & support compact sur R™*! telles que :

/ W' = x1(v)v?(logv)®, pour wv> 0.
(k=) (®y)m
Définissons alors ¢ : R? :— R? par
€(u,v) = (uv?, v?).
L’application ¢ o (h, k) : R?"*2 — R? est monomiale et on a :
/ wAwW =p(s,t), pour (s,t) € (Ry)2.
{éo(h.k)=(u,v)}N(R4)2n+2

Un calcul analogue, dans lequel on remplace p par o quand p # 0, montre
que 7 est une intégrale-fibre.

En fait, on peut traiter d’un seul coup toutes les droites polaires
{pA+qu+j = 0}, j € N; il suffit en effet d’appliquer le théoréme de
Borel “usuel” (c’est-a-dire dans le cadre des développements de Taylor des
fonctions C*) sur R?"*2 pour construire une 2n—forme dont I’intégrale
sur les fibres de (h,k) est une fonction sur (R4 )? avec un développement
asymptotique du type

>3 pan(ui logv)”.
7=0 h=0

Ce développement peut aussi s’écrire

S 0rnt(u,v)u" (log w)' (log v)*
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ou r parcourt I’ensemble des exposants des p;, dans [0,1[, [ et h € [0,n]
et les fonctions 6,5 ; sont C* sur R2.

Par C>(R?)-linéarité, on est ramené & voir que les fonctions
u"(logu)! [resp. (logv)"] s'obtiennent par intégration dans les fibres de
h [resp. k]. Ceci découle du théoréme (1.5) et achéve la preuve de la pro-
position (1.6). O

Preuve du théoréme (1.2). — Partant de F € M(C?), on peut
supprimer toutes les droites polaires obliques d’apres la proposition (1.6),
cas p # 0, puisqu'il n’y a qu’un nombre fini de couples (p, q¢) € N2\(0,0). On
supprime ensuite les droites polaires horizontales a 1’aide de la proposition
(1.6), cas p = 0. Il ne reste alors que les droites polaires verticales que 'on
traite par la proposition (1.6), cas p = 0, mais ou p et g sont échangés. On
peut donc supposer que F' n’a plus de poéles; c’est alors la transformée de
Mellin d’une fonction C* sur (R )? plate sur les axes; comme on peut la
prolonger par 0 en une fonction C* sur R?, c’est évidemment une intégrale-
fibre. Le théoréme (1.2) est démontré. O

CHAPITRE 2

Transformées de Mellin des intégrales-fibres.
Le cas général : la classe ML(C2).

(2.1) DEFINITION. —  Une fonction méromorphe G sur C? sera dans
la classe ML(C?) si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) il existe (p,q) € N2\ (0,0) et aq,...,an+1 € N tels que les droites
polaires de G soient de la forme {a;(pA+qu)+j =0}, j € Neti € [0,n+1],
a; # 0, avec des péles d’ordre au plus n + 2;

2) les parties polaires de G le long de ces droites polaires sont des
fonctions entiéres de la classe MLy,(C) (?; la puissance des logarithmes
dans leurs développements asymptotiques verticaux est majorée par 2(n+l);

3) pour tout e > 0 et tout compact K de R?, G est & décroissance
rapide verticale uniforme quand

1
[Imy|, |Imv| — oo, [Imu|§E|Imu| et (Rey,Rep) e X

) ML, (C) = {F € ML(C) | M~F a un support borné}.
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ot v =pA+ qu lorsque p # 0 (si p =0 alors on a q # 0 et il faut échanger
Aetp);

4) pour v fixé (non polaire) la fonction p— G (V — , u) est dans la
classe MLy (C).
Remarque. — La condition 4) donne Pexistence de développements

asymptotiques verticaux & v fixé (voir le chapitre 0).
L’objet de ce chapitre est de prouver le résultat suivant :
(2.2) THEOREME. — Soient a € N"*2\ (0...,0) et (p,q) € N2,

p # 0. Dans un voisinage ouvert U de 'origine dans R"*2, on considére des
fonctions analytiques

f(@) = (2" et g(z) = (z%)"h(z)

ot h est analytique sur U et inversible (h(z) # 0, Yz € U) vérifiant la
condition

(1) 3L € N* et 6 analytique sur U tels que (z*)F'dx = 6 A df A dg sur U.

Alors pour toute ¢ € C(U), la fonction

Fy(\p) = /U (@)g" (@) p(z)dz

qui est holomorphe pour Re A et Re i > 0 se prolonge méromorphiquement
4 C? en un élément de la classe ML(C?).

Remarques. — 1) Les notations dans 1’énoncé du théoréme sont bien
stir compatibles avec celles de la définition (2.1).

2)Sidf Adg=0 = fg =0 dans le complexe, la condition (1) est
vérifiée d’apres le Nullstellensatz.

La preuve du théoréme (2.2) se subdivise en deux cas qui sont traités
dans les propositions (2.3) et (2.5).

(2.3) PROPOSITION. — Soient a et b € N**+2 vérifiant rg(a,b) = 2.
Pour p € C(R™*2), Rev > 0 et p € C, posons

Go(v,p) = / x“”e“’”bcp(x)dz.
(Ry )2

Alors G, est dans la classe ML(C?).
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n+1

Démonstration. — Posons V =[]
i=0,a; 0 0Ti

I’élément défini par a; =0sia; =0et a; =1sia; #0. On a

n+1
v(xau+&j) — ( H (aiu+j))$au+&(j—l).

=0 N %} 750

et soit @ € Nnt2

n+1
Pour k € N* soit Pi(v) = H [T (aiv+ 7). On aura alors
j=1 i=0,a;#0

@ AGGw = [ e O (o)) da,
(Ry)™+2
R k(n+2)
Comme (Ve p(a)) = ' 3= " pra(alu, ot pun € CE(R™),

formule (2) devient :

k(n+2)

~ b
Py(v)Gy (v, 1) Z /]R ynt2 R oy (@) da.
+ n

Le prolongement méromorphe de G, satisfait donc la propriété 1) de la
définition (2.1).

Pour i € [0,n+ 1] tel que a; # 0 et j € N* fixés, nous désirons étudier
la partie polaire d’ordre p de G, sur la droite {a;v + j = 0}. Prenons k
assez grand, posons £ = a;V + j et écrivons

Pi(v) = €7Qx(§) avec Q(0) # 0.
En introduisant G, (€, 1) = G(v, 1) on a

k(n+2)

N4 b
fpoQk( w(éa E / a({—g)/a,+akeuw QOk’h(II?)dJI.
(R4 )n+2

Par suite, la dérivée -(%;f”“Qk(ﬁ)C:'ﬁp (&, 1) |¢_, est une combinaison linéaire

de termes du type

Y . ~
n T

ot v € N**+2 vérifie |[y| = q et k satisfait k — ]—l >0, Vl € [0,n+1].

le=

Mais chacune de ces intégrales est une fonction entlere de p qui appartient
a la classe MLy (C) (voir la proposition (0.15)) et celle-ci est stable par
multiplication par p. En résolvant le systéeme triangulaire qui donne la
partie polaire d’ordre py — ¢ le long de la droite {£ = 0} on obtient que
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les puissances des logarithmes (dans les développements asymptotiques
verticaux) sont majorés par n + 1 + pg — p (cf. la proposition (1.3)) donc
par 2n + 2, puisque po <n+2etp>1.

Vérifions maintenant la propriété 3) de la définition (2.1). Supposons
par exemple que agby — aibp est différent de 0; avec

V= — —— —
P S—— (b12080 — bpx101), on a

VN@™) =Nz et V(e’”b) =0.
Pour k € N fixé et ¢ € C°(R™*?2) on en déduit
. 1
/ x“”+ake”zbtp(z)dx = z“"e“”wa(x)d:c
(R4 )" +2 Ve J(ry)nt2
ott Yy € CP(R"™2) est définie par Yy (z) = =7 (V*)N(2%4(x)). Si
1
[Tm p| < El Imv|,ona|Imv|+|Impy| < —_—:—el Im v|; par suite, 'estimation
suivante a lieu, quand (Rev,Rep) € K et k assez grand pour que x?/+a*

soit localement intégrable :

Cn(e)(1 + |ul)"*+D*T(K, k, N)
P <
|PeGo (v, ] < (14 |Imp| + | Imy|)N

ou la constante I'(K, k, N) majore la somme

n+2 } .
/m B ) (@)
h=0 +)"

Passons & la propriété 4) de la définition (2.1). Ecrivons

Go(vsp) = / sVettg(s,t)dsdt,
(R4)?

avec
dx

(1) {zo=s, 2b=t}N(Ry)"+2 ()d(fv“)/\d(fﬂb)

et remarquons que la transformée de Mellin ®) de g a la forme suivante :

H,(v,€) :=/ st%g(s, t)dsdt =/ % p(z)dz.
(R4)? (Ry)mt2

D’apreés le théoréme (0.5), il suffit de montrer que, pour v fixé, la fonction

ou(t) = /000 s¥g(s,t)ds

(3) Pour alléger les notations dans les intégrations par parties, nous utiliserons dans ce

chapitre la mesure dsdt au lieu de % % pour définir la transformation de Mellin. Ceci

revient & faire une translation sur les variables.
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admet un développement asymptotique standard en 0%, étant entendu que
ce raisonnement n’est justifié que pour Re v > 0; pour v arbitraire, on doit
commencer par exhiber le prolongement méromorphe de G, (cf. la preuve
de 1)). Il suffit donc de voir que la transformée de Mellin de ¢, est dans la
classe MLy, (C). Mais ceci résulte directement du théoréme (1.2) qui nous
dit que H,, appartient & M(C?) et donc sa restriction a v fixé (non pole)
est dans MLy, (C). La preuve de la proposition (2.3) est achevée. a

Remarques. — 1) 1l résulte du théoréme (1.2) que les poles & v fixé
de H,(v,-) dépendent de maniere affine de v; il en sera donc de méme des
exposants du développement asymptotique de ¢, en 0% et donc aussi des
exposants des développements asymptotiques verticaux de G, pour v fixé.
2) Le calcul des coefficients du développement asymptotique de ¢, en 0T,
qui équivaut au calcul des coefficients des développements asymptotiques
verticaux de G, & v fixé, revient & calculer les parties polaires de la
transformée de Mellin de H, & v fixé. Ceci est explicite dans le preuve
de la proposition (1.3) et la proposition (0.10) montre que ce sont des
fonctions de la classe MLy (C).

(22.4) Exemple. — Prenonsn=1,a=(2,1,1),b=(1,1,1) et posons

0 0

0
O= 83:0 8x1 63:2 Alors on obtient

2(2v 4+ 1) (v 4+ 1)32% = Oz 22y oyt

et donc, pour ¢ € C°(R3), la fonction
Golvip) = [ aey(a)de
(Ry)3
vérifie
220 + ) + %Gl = [ (eherea) MO p(a))da
(1R+)3

*Z /]R . (@3212)¢ e o ())de
+

avec £ = v+1 et pp € C2(R3). On a donc le long de £ = 0 un pdle a priori
triple (pg = 3) et si on cherche la partie polaire d’ordre p = 1, elle va faire
intervenir la dérivée seconde par rapport a4 & de 263(2¢ — 1)G, (&, 1) en
& =0 quivaut

1
d>out / (log 23x122)2e"* oy () da.
=0 (R4)?



1296 D. BARLET et H.-M. MAIRE

d
Mais la fonction / (log mgaclxg)?wh(x))—xb présente un terme
{eb=t}N(R4)? d(z®)

en
dz

logt 2/ or(T) ===
(log?) {zb=t}N(Ry)3 nl )d(ﬂ””)

qui, pour un choix convenable de ¢}, (cf. le théoréme (1.5)) aura un (logt)*
dans son développement asymptotique en 0*. De plus, on a ¢4 = ¢, ce qui
laisse un choix arbitraire pour 4.

On constate ainsi que la borne donnée dans I’énoncé de la définition
(2.1) sur les puissances des logarithmes (des parties polaires) est optimale.

(2.5) PROPOSITION. — Soient a € N"*2\ 0 et h une fonction
analytique sur un voisinage ouvert U de I'origine dans R™"*2, strictement
positive sur U. Supposons qu’il existe une n—forme 0 de classe C* sur U
et un entier L € N tels que ’on ait
(3) z°Ldx = 0(z) Ad(z*) Adh(z), Yz € U.

Pour p € C*(U), Rev > 0 et pu € C, posons
o) = [ a*h(a)'e pla)da.
(Ry)+2
Alors K, est dans la classe ML(C?).

Démonstration. — Pour obtenir le prolongement méromorphe de
K, on écrit, comme dans la preuve de la proposition (2.3)
Pi(v)z® = VF(@™+) ke N;
on en déduit
V' (h@) e p@) = Y vWh() e o)
i+j<k(n+2)
avec @ j,n € C°(U) et, par suite,
Pc(V)K,(v,p) = Z Vipj/ T FRR () el oy i (z)da.
i+j<k(n+2) (Ry)m+2
Le prolongement méromorphe de K, en découle.
Décrivons la partie polaire d’ordre p sur la droite polaire
{€ :=aiv+j =0} ouje N etie [0,n+ 1] vérifie a; # 0. On écrit
Pr(v) = £PoQi (&) avec Qk(0) # 0 et on calcule

@ S QOK €] .
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Pour k assez grand (qui sera précisé plus loin) cette dérivée s’exprime &
l’aide de

& ( / 69 ok ) )01 0 a) i )|
081 Mgy

pour ¢ < po— 1, ou ¢ € CX(U). La dérivée (4) est donc une somme
d’intégrales du type

a 7 a(€—j)/aitak uz®,]
/(R”n“(ai 10gac) T e’ (x)dx

ol |v| < q et ¥ € C®(U) est de la forme

9(a) = (5 logh(a)) bla) 7/ 4(2)
avec | € [0, g].

On constate que pour que ces intégrales convergent et que la dériva-

tion sous le signe somme soit justifiée, il suffit de choisir £ de sorte que
a

—-f—j +k > -1, Ym € [0,n + 1]; par exemple k/j assez grand. La fonc-

tion K, satisfait la propriété 2) de la classe ML(C?) d’apres la proposition
(0.15).

Vérifions la propriété 3). Commencgons par fixer N € N et kg € N
puis choisissons k € N satisfaisant @k > a(NL + ko). Pour v € C vérifiant
Rev + ko > 0, on sait que Py (v)K,(v, 1) est une somme d’intégrales

I/ip,j / wau+&kh(m)vepz“,¢(x)dx
(R4 )2
avec i +j < k(n +2) et 1 € C°(U). Soit ¢(z) = x¥~+(NLtko)y(1): alors

Ky(v,p) = / Wk (z)Y el op(z)dx

=/ gd N L+kotv) (1 )¥ el o)) da.
(Ry)n+2
Comme, d’apres (3),

h
a[(N-1)L+ko+v]*  _uz® a
d( 0 e“ P(x)0(z) A d(z ))

= (~1)m*igelv- 1)L+k°+”]h(x)”e’”” ¥(2)8(z) A d(z®) A dh(z)

4 galtv- 1>L+ko+u1M+T =" d((2)6(z)) A d(z°),

la formule de Stokes donnera, aprés N itérations

. h(.’L‘)"+N
+K : — a(ko+v)
o, 1) /(R+)n+2w (,,+1)...(,/+N)e

‘“”GXN(x)dx
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ot xy € C*(U). On en déduit lestimation, pour Rev + kg > 0 et
(Rev,Rep) e K :

1
[v+1]---|v + N|

|IA{¢(V’ N)| S C(’Ca Nv k())(p)

1
qui, lorsque |Im p| < =|Imv| donne
€

C(K, Na kO’(pa 6)
<
1P (V)| Ko (v, )| < 1+ |Imy| 4 [Im p)N °

Pour prouver la propriété 4), on écrit K, (v, u) sous la forme suivante :

o0
~ d
Kol = [ stverp,(o)ds avee pu(o)= [ hw)dla) g
0 T d(wa)
On a supposé ici Rev + kg > 0. Il s’agit de montrer que, pour v fixé,
py est C* sur |0,00[, a un support borné et admet un développement

asymptotique standard en 0. Mais ceci est clair puisque h*9) € Ce(U).

k>>0.

a—g

En fait, pour décrire les coefficients de ce développement asymptoti-
que, on peut faire appel a la transformée de Mellin de p,, :

/oo stp,(s)ds = / %h(z) Y (z)dx
0 (R4 )m+2

et déterminer ses parties polaires (& v fixé). Elles sont données par des
intégrales du type

(5) / (log )"z~ 2+ p(z) oy (z)da
(R )2

oul €N, —a;l +k > —1,7v € N*t2 ¢t J;k € C(U). Considées comme
fonctions de v, elles appartiennent & la classe ML(C) puisque ce sont les
transformées de Laplace de fonctions & support compact dans ]0, 00 de
classe C*® en dehors d’un ensemble fini de points (& savoir les valeurs
critiques de h) en lesquels on a un développement asymptotique standard.
Ceci se voit en commencant par intégrer sur les fibres de h dans l'intégrale
(5). La preuve de la proposition (2.5) est achevée. a

Preuve du théoréme (2.2). — Gréce au théoréme (8.6) de [5], on peut
faire une suite finie d’éclatements pour rendre {h(z) = h(0)} & croisements
normaux, sans perdre le croisement normal pour le diviseur {fg = 0}. On
remarque que la relation ¢{f = 0} = p{g = 0} reste vérifiée le long du
transformé de {f = g = 0}.

Si, localement sur I’éclaté, on a

fl@)= ()P et  g(z) = (z%)%**"
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avec rg(a,b) = 2, on applique la proposition (2.3). Sinon, on aura locale-
ment
f(.’L') = (:L.a)p et g(x) — (xa)qu-F(za)"k(:t)

avec r € N* et k inversible. On choisit alors des coordonnées locales y telles

que y¢ = ¢ (k(m))l/ " et on pose £ = y®h(y) ot h est inversible. Quitte &

PA +gqu
T

changer a en ra et a poser v = on aura

F@ )" = (") (h(y)) e*Cerv”;
on peut appliquer la proposition (2.5).

On conclut en utilisant une partition de 'unité. O
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