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FONCTIONS OPERANT
SUR LES FONCTIONS DEFINIES-POSITIVES

par Carl S. HERZ (}).
(Ithaca, New York)

1. Introduction.

Récemment on s’est beaucoup intéressé a la question des
fonctions qui opérent sur certaines familles de fonctions
numeériques. Pour étre précis, donnons-nous une famille P
d’applications d’un ensemble dans le plan complexe C. Soit A
un sous-ensemble de C. On dit qu’une application f: A - C
opere sur P si la fonction composée f(9) appartient a P chaque
fois que ¢ € P et que les valeurs prlses par ¢ se trouvent dans A.

Supposons en outre que P soit douée d’une structure de
semi-algébre, a savoir que P soit stable pour les opérations
d’addition, de multiplication, et de conjugaison complexe des
fonctions et qu’elle contienne des fonctions constantes non-
négatives. Or, il est évident que les polyndmes a coefficients
positifs, f(z) = Xa,, ,z"z", somme finmie ou chaque a,,>0,
opérent sur P. Suivant la structure topologique de P et la
nature de ’ensemble A, on trouvera que les limites convenables
de tels polynémes y opérent également. Donc, une grande classe
de fonctions opérant se presente plus ou moins immédiatement.
On se demande si on a ainsi trouvé toutes les fonctions définies
sur A qui opeérent sur P. Nous espérons la réponse positive
pourvu que la famille P soit a la fois assez riche et assez
structurée et que I’ensemble A soit bien adapté au probléeme.

Cet article est consacré a I’étude du probléme dans le cas ou

(1) Boursier de la Fondation Alfred P. Sloan.
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P=P(G) est l'ensemble des fonctions définies-positives
continues (fonctions de type positif) sur un groupe commutatif
localement compact G. Pour tout G il existe un ensemble
[I(G), resp. I1*(G), qui est le plus grand sous-ensemble A du
disque-unité fermé, resp. ouvert, pour lequel notre probleme
est bien posé. On note F(G), resp. F*(G), la classe des fonctions
définies sur II(G), resp. II*(G), qui opérent sur P(G). Bien
entendu, pour que F(G), ou F*(G), ait la forme espérée il ne
faut pas que le groupe G soit « trop petit ». Nous appelons
tllimité un groupe G tel que pour chaque entier n >0 il
existe un élément z e G avec nz =% 0. Le théoréme 1 donnela
détermination de F*(G) pour les groupes illimités. Les théo-
remes 2 et 3 sont les analogues pour F(G) selon le cas ou G
est discret ou non. Il y a aussi des énoncés analogues pour
d’autres choix de A. Par exemple, Rudin [3] a déja trouvé le
résultat définitif dans le cas A = ]—1, 1[ et G = Z, le groupe
additif des entiers, en utilisant des considérations essentielle-
ment différentes des ndtres. (Son résultat s’étend sans beaucoup
de peine a tous les groupes illimités). Nos théoremes 4 et 4 bis:
traitent les cas A = [0, 1] et A =[—1, 1] respectivement.
Enfin, dans le théoréme 5, nous donnons comme corollaire du
théoreme 2, un résultat analogue concernant des matrices semi-
définies positives.

Le théoreme 2 est notre résultat fondamental. Pour le
démontrer, on commence par 1’étude des rapports entre des
F(G) pour des groupes G différents. Grace au fait que les élé--
ments de F*(G), G illimité, sont des fonctions continues (pro--
position 1), nous arrivons a la proposition 2: F*(G) < F¥(Z)
pour tout G illimité. Donc, le théoréme 1 se rameéne a la consi--
dération d’un seul groupe spécial. D’ailleurs le théoréme 2
se déduit du théoréme 1 au moyen de la proposition 6. Or,
Pessentiel se trouve dans un choix particulier de G. Malheureu-
sement, 11 n’est pas commode de traiter le groupe Z directe-:
ment. Nous modifions la proposition 2 en remplagant Z par
un autre groupe, [,. Alors, la détermination de F*([}),
puis les théorémes 1 et 2, résultent de la détermination de
F([)). C’est & ce moment que nos idées principales interviennent.
F([,) est un cone convexe saillant & base compacte. La struc-
ture de F([;) est évidente & partir de la connaissance de ses
points extrémaux. On parvient a trouver les points extrémaux.
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2. Notions fondamentales.

Soit E un espace topologique non-vide et C le corps complexe.
On note C(E) I'ensemble de toutes les applications continues’
de E dans C muni des opérations algébriques habituelles et
de la topologie induite par la structure uniforme « compact-
ouvert ». G(E) est donc une algébre topologique. :

G désigne toujours un groupe commutatif localement
compact. On note P(G) le sous-ensemble de C(G) constitué par
toutes les fonctions définies-positives continues. C’est-a-dire que:
P(G) se compose de toutes les fonctions ¢ € G(G) qui satisfont &
la condition suivante: quels que soient les ensembles finis
{xl,..., ,,§cGet fer, ..., ¢} cC on a Xg(x, — ) c;; > 0;
1c1 le signe moins désigne l'opération inverse du groupe G.’
Evidemment P(G) est un sous-ensemble fermé de G(G). Le
cone P(G) posséde une base constituée par les éléments ¢ € P(G)
tels que ¢(0) = 1 ou O désigne I’élément neutre du groupe G.
Pour que cette base soit compacte il faut et il suffit que G soit
discret. Toutefois, quel que soit G les points extrémaux de la
base forment un ensemble G qui, en sa structure de sous-
ensemble de I’algébre topologique G(G), est un groupe multi-
plicatif localement compact et chaque g < P(G) posséde une
représentation et une seule de la forme

= [yy(2) w(d

ou y est une mesure de Radon positive sur G de masse totale
finie. Les éléments de G sont les caractéres continues du
groupe G.

Le groupe G étant donné, le sous-ensemble du cercle-unité
constitué par toutes les valeurs y(z) ot e G et y e G est un
groupe multiplicatif ['(G). On note II(G) I’enveloppe convexe,
de ['(G) et de l'origine, et on muni ['(G) et [I(G) de la topologie
discréte. Si ¢ € P(G) et ¢(0) < 1 alors ¢(z) € [I(G) pour chaque
z € G. On note F(G) ’ensemble de toutes les fonctions f définies.
sur II(G) telles que ¢ € P(G) et 3(0) < 1 entrainent f(p) e P(G).
F.(G) désigne I'ensemble des éléments de F(G) qui sont des
fonctions continues sur Il considéré comme sous-ensemble
du plan complexe. Soit II*(G) I’ensemble des points rz ou
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0L r<1 et zell(G). On note F*(G) I'ensemble de toutes
les fonctlons f définies sur II* telles que 9 e P(G) et ¢(0) <1
entrainent f(¢) e P(G). Evidemment, pour que f e G(IT*) appar-
tienne a F*(G) il faut et il suffit que f, e F(G) pour chaque r,
O < r < 1 ou f, désigne la fonction f,(z) = f(rz).

Si chaque élément de G est d’ordre n, ['(G) = I, se compose
des racines niéme de l'unité et I1*(G) = II} est Dintérieur
d’un polygone de n cotés. D’autre part, st G contient des
éléments dont les ordres sont aussi grands qu’on veut, I1*(G)
est le disque-unité ouvert {z: |z} << 1}{. On appellera illimité
un groupe G tel que pour chaque nombre naturel n il existe

z,€ G tel que kz, =0 pour k =1, 2, .

TrtorkME 1. — Soit G un groupe illimité. Pour que f e F*(G)
il faut et il suffit que f soit représentée par une série convergente
pour |z| < 1.

f(z) = 3 ap .2"z" ou chaque a, ,>0.
m, n=0
La suffisance de cette représentation est banale, mais la démons-
tration de la nécessité est assez longue. Il sera commode de
considérer en chemin des problémes plus fins. Spécialement,
on étudiera les ensembles F(G).

3. Résultats préliminaires.

Par commodité on écrira F(G) ¢ F(H) si [I(H) ¢ [I(G) etsiles
restrictions des fonctions appartenant a F(G) appartiennent
a F(H).

Lemme 1. — Soit H un groupe-quotient de G, c’est-a-dire
H = G/G;, ot G, est un sous-groupe fermé de G. Alors F(G) < F(H).

Démonstration. — Soit h: G - H ’homomorphisme cano-
nique. Supposons ¢ € G(H). On voit que ¢ € P(H) si et seulement
s1 goh e P(G). L’énoncé s’en dédut.

LemMe 2. — Soit H un sous-groupe fermé de G. Alors
F(G) < F(H).
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Démonstration. — On pose H! = {y eG: v =1 sur H}.
Selon le théoreme de Bochner, si § e P(H) alors il existe une

mesure v sur H = G/H! telle que n].o f Y. (y)v(dy).

peut montrer l’ex1stence d’une mesure positive g sur G telle
que v est la projection de p par lapphcatlon canonique

G — G/HL. Posons g(z) = [ y(z)u(dy). Alors g¢(y) = d(y)
pour y € H. Donc, f(¢) e P(G) entraine f(}) e P(H) parce que

la restriction d’une fonction définie-positive a un sous-groupe
est définie-positive sur le sous-groupe.
On va prouver maintenant :

Prorosition 1. — St G est illimité, alors les éléments de
F*(G) sont des fonctions continues sur le disque-unité ouvert.

On note Z le groupe additif des entiers et Z, le groupe
cyclique d’ordre n. Démontrons que si G est illimité, alors
F(G) c F(Z,,) pour une suite {n,{ de nombres naturels tels que
n, divise n,, et n,.; > n,. Nous considérerons trois cas.

Cas 1°. — G~ Z. 11 est évident par le lemme 1 que
F(Z) c ¥(Z,) pour chaque n.

Cas 2°. — G est compact. Alors G est discret. Si G contient

un élément y d’ordre oo, alors G/yt>~T,ouT = 7 est le tore.
Donc F(G) cF(T) par le lemme 1, et, ensuite, nous avons

F(T) c F(Z,) pour chaque n par le lemme 2. Si G ne contient
par un élément d’ordre oo, il contient une suite §y,} d’élé-
ments d’ordre m, o m,,; > m,. On voit aisément qu’il existe
une suite {y,!, o chaque y, est un produit des y;, telle que ¥,
est d’ordre n, ou nyln,, et nyy > n,. Alors G/(y)t ~1Z,
d’ou F(G) c F(Z,,) par le lemme 1.

Cas 3°. — Cas général. Supposons que G contient un élément
y, d’ordre oo. Soit H le plus petit sous-groupe fermé de G conte-
nant z. On sait que ou bien H~Z ou bien H est compact.
Alors, F(G) c F(H) par le lemme 2 et nous sommes ramenés
soit au cas 1° soit au cas 2°. Si G ne contient pas un élément
d’ordre oo, 1l posséde des sous-groupes isomorphes aux groupes
Z,, ou m;— . Donc il contient des sous-groupes Z, ou

lgnf} est u;le suite du type souhaité. Nous pouvons y appliquer
e lemme 2.
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Pour achever la démonstration de la proposition 1 nous avons
besoin de trois lemmes. '

Lemme 3. — Sotent 9 e P(G) et z, y e G. Alors on a
|9(2) — ¢ < 29(0)[%(0) — ¢(z — y)I.

Démonstration. — Il y a plusieurs démonstration; en voict'
une. On peut supposer que ¢(0) = 1. En ce cas

¢(@) = E{y(2)}
ou E désigne I’espérance mathématique par rapport a la mesure
de probabilité w dans la représentation de Bochner. Or,

9(2) — o(y)2 = |Efy(a) — xW)}2 < Eflx(e) —y@*f
= 2E§1—3’~67( @) = 2{1 —Reg(r —y)§

Al

. 1

Lemme 4. — On se donne n=pq> 6 et S,ou p>2,9q>2
sont des entiers et 0 < ¢ << 1. Siz, we (1 ——3)H et (z—w ) e SH
alors il existe ¢ e P(Z,) et z, ye Z,l tel que ¢(0) =1, ¢o(z)=
3(y) = w, et o(— 2+ y) > 1 — 2.

Démonstration. — Ecrivons e(u u) = exp (2-n:iu) et ¢(u) = cos2nu.
Soit r = [¢/2], c’est-a-dire r = q/2 s1 q est pairet r = (¢ — 1)/2
sinon. Posons a = ¢(1/pq), b = — ¢(1/pq + r[q). On a toujours
a>1/2, b > 1/2. Posons maintenant u = (bz + aw)/(b + a)
et v = (z——w)/(b + a). "

Il s’en suit que we (1—¢)Il,. Donc il existe azl, ceey O

ou Ya,=1-—2¢ et chaque a, >0 tels que u = Z ae(k/p)-

N

De la méme fagon nous avons ¢ = 2 Bie(k/p) ou X8, =
et chaque $, > 0. Pour z € Z, posons *='

#(2) = 3, {o + Beclalpg)} elkep).

, k=
Evidemment ¢ € P(Z,) et ¢(0) = 1. D’autre part

o(1) =u + av = z, o1+ vp) =u—bo = w,
$(rp) = Zak—}—ZBkcr/q >1—22.

LemmE 5. — St G est non-trivial et f  F(G), alors f, considérée
comme fonction sur Uintervalle [0, 1] est positive et croissante.

La démonstration est banale.
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- Achevons maintenant la démonstration de la proposition 1.
On se donne z avec |z| << 1 et fe F*(G). Il résulte du lemme 5
qu’il existe un r, |z| << r << 1, tel que f est continue a gauche en
r. Comme nous I’avons vu, il résulte de ’hypothése de la pro-
position 1 qu’il existe des entiers p > 2 et ¢ >2 tels que z
est un point intérieur du polygone rll, tandis que feF*(Z,)
ot n = pq. Etant donné ¢ > 0, on peut trouver § >0 tel que
f(r)—f(s) <esi r(1——20) <s<r et tel que ze(1—23)rll,.
Or, si z—wedrll,, soit ¢ I’élément de P(Z,) donné par le
lemme 4 tel que ¢(0) =1, g(x) = r'z, ¢(y) = rlw et

P(—z+y >1—2.

Posons ¢ = f(rg). Alors, selon le lemme 3,

]

w)f = [d(@) — b(y)F < 24(0)[$(0) \Px—-y)l
= 2f(r)|f(r) — f(s)]
ou r(1 —23) < s << r. Done |f(z) — f(w)P < 2¢f(r).

4. Passage au cas des groupes spéciaux.

Nous allons maintenant effectuer une réduction du probléme
de la détermination de F*(G) pour le cas général d’un groupe
illimité a la détermination de F*(G) d’abord pour le cas parti-
culier G = Z et puis pour un autre choix spécial de G.

Prorosition 2. — Pour chaque groupe G illimité on a
F*(G) c F*(Z).

Démonstration. — Considérons les éléments de P(Z,) a la
fois comme des éléments périodiques, de periode n, de P(Z)
Donnons-nous ¢ € P(Z) avec ¢(0) << 1. On a ¢(z fx
ouT désigne le tore de dimension 1. Soit @, la mesure sur T
associée a la somme de Riemann-Stieltjes pour une équipar-
tition de T d’ordre n. La mesure @, est portée par l'image
KZ,) ou h: Z—~1Z, h: 2, T sont les homomorphismes
canoniques duals. Or si on note g,(z f Y(x)ka(dy), on a
9.(0) = 9(0) et hm o.(z) = ¢(x) pour chaque zeZ. Nous

savons déja que F*( ) e NFY(Z,,) o {nk} est une suite infinie
de nombres naturels. Soit feF*G). En considérant ¢,
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comme élément de P(Z,), nous avons f(9,)eP(Z,) pour
chaque k. Grace a la proposition 1, lim f(9,) = f(9).
k>

Puisque la limite simple d’éléments appartenant a P(Z)
y appartient, f(¢) € P(Z). Donc f e F*(Z).

Pour établir le théoréeme 1, il suffit alors de considérer
seulement le cas G = Z. Cependant, I’étude directe de F*(Z)
n’est pas facile. Passons donc au cas plus commode G =T, ou T,
désigne le groupe discret multiplicatif des nombres complexes

de module unité. ['; est ainsi un groupe discret isomorphe
aT.Ona

Prorosition 2 bis. — St G est un groupe illimité, alors
F*(G) = FX(I).

Pour le passage de la proposition 2 a la proposition 2 bis
nous emploierons trois lemmes dont les deux premiers s’ex-
priment d’une maniére générale.

Lemme 6. — Supposons qu’il existe un homomorphisme
continu h: G — H appliquant le groupe G sur un sous-groupe
partout dense du groupe H. Alors, on a F(G) < F,(H).

Démonstration. — Donnons-nous ¢ e P(H) avec 9(0)<1
et f eF,(G). Evidlemment, on a pour la fonction composée,
¢oh e P(G); donc f() est une fonction continue sur H, définie-
positive sur le sous-groupe dense hG. Nous en déduisons que
f(cp)eP(H) en remarquant que la condition d’&tre définie-
posmve s’exprime par des 1négalités, dont chacune n’emploie
qu'un nombre fim de points, ce qui implique que, pour les
fonctions continues, il suffit de vérifier ces inégalités sur
un sous-groupe dense.

Lemme 7. — Soit G, le groupe discret isomorphe ¢ G. On a

F(G) = F(G,).

Démonstration. — L’inclusion F(G,) cF(G) est banale.
D’autre part, les éléments de P(G,) sont les limites simples
des éléments de P(G) parce que chaque élément de P(G,)
appartient a ’adhérence dans G(G,) de ’ensemble des fonctions
de la forme Xa,y,, somme finie, ou chaque a, > 0 et y, est un
caractére de G, tandis que chaque caractére de G, est la
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limite simple des caractéres continus de G. P(G,) étant stable
pour les limites simples, alors F(G) < F(G,).

Lemme 8. — F([,) c F(G) quel que soit le groupe discret G.

Démonstration. — Supposons d’abord que G est engendré
par un nombre fini, n, d’éléments. Alors G est un groupe-
quotient de Z". Des lemmes 1 et 2 on a, F(Z") cF(G) et
F(['y) c F(Z") parce que ['; contient des sous-groupes isomorphes
a Z". On voit aisément que pour un groupe discret G, ¢ € P(G)
si et seulement si la restriction de ¢ a H appartient a P(H)
pour chaque sous-groupe H engendré par un nombre fini
d’éléments, d’ou I’énoncé s’en déduit pour le cas général.

Démonstration de la proposition 2 bis. — On applique le
lemme 6 4 un homorphisme convenable de Z sur un sous-groupe
dense de T. On a F(Z) c F(T). On déduit du lemme 7, pour le
cas [, = T,, le fait que F(T) = F/([,). Donc F (Z)cF([,),
ce qui entraine, grice & la proposition 1, F¥(Z) c F*([;). De la
proposition 2 nous déduisons ainsi F*(G) c F¥([,) pourvu
que G contienne des éléments dont les ordres sont aussi
grands qu’on veut. D’autre part, les lemmes 7 et 8 montrent
que FX[,) c F*(G) pour n’importe quel groupe G.

5. Les idées-clefs.

Au lieu de démontrer que F*(['y) se constitue de toutes les
fonctions f définies sur le disque-unité par une série conver-
gente pour |z| << 1

>
f@)= X ap.3"z" ou chaque Ap >0,
m,n=0
ce qui achéverait la démonstration du théoreme 1, nous
prouverons un théoréme plus fort. On note M, I’ensemble de
toutes les fonctions f définies sur le disque-unité fermé qui
possédent une représentation par une série, comme ci-dessus,
convergente pour |z/<{ 1. On montrera non seulement que
F,(G) = M, pour tout groupe illimité, ce qui équivaut au
théoréeme 1, mais encore que F(G), au moins pour G = [,
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posséde une forme bien déterminée. Pour un groupe discret G,
S(G) désignera I’ensemble des he G(II), II = II(['), telles que
h(z) = 0 pour |z| << 1 et h(y) e P(G) pour chaque y e G. Nous

aurons

-TutoriME 2. — Soit G un groupe discret illimité. Pour que
feF(G) il faut et il suffit que f= g+ h o geM, et heS(G).

Notre démonstration du théoréme 2 pour le cas général
utilise le théoréme 1. Voict la chaine du raisonnement: on
prouve le théoréme 2 pour le cas G = I'y; ceci entraine le
théoréme 1; et enfin on démontre le théoréme 2 pour le cas
général. 1l s’agit 1ci de la nécessité de la décomposition
f= g + h; la suffisance est banale d’aprés le lemme suivant.

LEMME 9. - Soit ¢ € P(G). On note H U'ensemble des ze G
tels que |¢(x)| = cp ). Alors, H est un sous-groupe fermé de G,
eto =7y ouyeb et } est une fonction deﬁnw positive continue
perwdzque par rapport @ H, c’est-a-dire qu’on peut considérer |
comme élément de P(G/H).

Démonstration. — Corollaire évident de la représentation
de Bochner.

[' désigne toujours un groupe de la forme ['(G). Il s’en suit
que [' = ['(I'). Soit II 'enveloppe convexe de [' et I'origine.
Considérons M, comme sous-ensemble de C(II). Nous allons
déterminer 'adhérence, M(I'), de M, dans C(II).

Prorosition 3. — M([') = M, & S([).
L’énoncé se déduit des deux lemmes suivants.

Lemme 10. — S(I') < M(T).

Démonstration. — Soit y le caractére identique de T, c’est-
a-dire v ({) = pour { e I'. Alors les caractéres y", n e Z, séparent
les points de [' et donc ils constituent un sous-groupe dense de
I 1l s’ensuit que I'enveloppe convexe fermée des y" dans
G([') se compose de toutes les ¢ € P(I') telles que ¢(1) =1 ou
1 désigne aussi 1’élément neutre de I'. Posons A,(z) = 0 pour

Iz < leth,({) =" pour el Sin > 0,alors h,(z) = lim z"+¥z¥;
k>
sinon h,(z) = lim z*z=*. Donc h, e M([') pour chaque neZ.

Si heS(T), on a hly) e P(T). Or, pour heS(T) avee h(1) = 1,
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on voit que h appartient a I’enveloppe convexe fermée des

h, dans C(II). Donc ke M([).

Lemme 11. — L’ensemble de toutes les fe C(Il) telles que
f) =1etf=g+ hov geM, et heS(I') est compact.

Démonstration. — Pour chaque r, 0 << r<C1, chaque suite
finie y, ..., {, de points de [', et chaque suite finie c,, ..., c,
de nombres complexes, le sous-ensemble de G(II) constitué
par toutes les fe G(II) telles que X{f () — f(r{G ee; > 0
est fermé. Il s’ensuit que A est fermé ou A désigne I’ensemble
des fe C(II) telles que f— f. e P(I') pour chaque r, 0 < r<<1.
Soit L I'espace vectoriel constitué par les suites {a,,} ou

Y lap . <oc. On munit L de la topologie vague comme

m,n=0

espace dual de I’espace des suites s’annulant a 'infini. On définit
une application F: LeC([) — C(Il) par F({a,.}, 9)=f
ou f(z) = 2a, z"z" pour |zl <<1 et f({) =¢(() pour Lel.
On voit aisément que F est continue. Posons K; l’ensemble
des suites {a,,} telles que a,,>0 et Ya,,<<1 et
K, = {9eP(l'): ¢(1) =1}. K, est un compact de L et K,
est un compact de G(['). Alors K = K, K, est un compact
de Lo C(['). I1 s’ensuit que F(K)nA est un sous-ensemble
compact de G(II). Cet ensemble s’identifie avec celui de’énoncé
du lemme.

Retournons maintenant au théoréme 2. Pour chaque groupe
discret G, F(G) est évidemment un cOne convexe saillant
fermé dans C(II). Notons B(G) I’ensemble des feF(G) telles
que f(1) = 1. Alors |f(z)| <1 pour chaque feB(G) et ze Il
Donc B(G) est une base compacte de F(G). Le théoréme de
Krein-Milman s’y applique. Soit E(G) I’ensemble des points
extrémaux de B(G); ce dernier est ’enveloppe convexe fermée
de E(G). Pour achever la démonstration du théoréme 2 dans
le cas G = [y il suffit donc de prouver que E([y) ¢ M, u S([).
Nous partageons E = E(['j) en deux ensembles disjoints E,
et E. E, se compose de toutes les fonctions feE telles qu’il
existe r, 0 << r << 1, pour lequel f(r) == 0. Nous allons démontrer

Prorosition 4. — E < S([y).

Prorosition 5. — Chaque f € E, posséde la forme f(z) = z"z"
ol m et n sont des entiers.

12
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6. Démonstration des propositions 4 et 5.

On peut commencer avec des considérations plus générales
de celle dont on a besom Etant donné ¢, $€C(G), on écrit
¢ & ¢ st ¢— ¢ eP(G). Il nous faut deux lemmes pour faire
des comparaisons convenables entre éléments de P(G). Obser-
vons d’abord que chaque élément, ¢, de P(G) posséde une
valeur moyenne, Vg, bien- determlnee, a savoir V(¢) = (1)

ou ¢(z) = ﬁx( z)u(dy) est la représentation de Bochner et 1

désigne le caractére trivial.

Lemme 12. — On se donne 0eP(GoH) et on pose
¢(z) = 0(z, 0), $(x) = V, 0(z, y). Alors on a ¢, y e P(G) et o & .
Démonstration. — Soit 0(z, y) Jee“, n(y)v(dt, dn) la
représentation de Bochner. Alors ¢(z) = f E@)v(dE, H) et

ﬁ, )v(dE, 1).

Lemme 13. — On se donne cp, J e C(G). Pour que lelement
6e C(GoZ,), défine par O(x, 0) = ¢(z), = {(z) pour
y 5+ 0, appartienne a P(G o Z,)) il faut et il su/ﬁt que

—@—=179 3933
Démonstration. — On voit aisément que 0 e P(Go Z)) si et
seulement si 8, e P(G) pour chaque k=0, 1, ..., ¢g—1 ou

0, désigne la fonction O,(z) = ¢7'E, 0(z, y)e(ky/g). Dans le
cas considéré, 0q(z) = q'{o(x) + (¢ — 1)Y(x)} et

Bu(@) = g {3(z) — Y(2)]
pour k =~ 0.

Pour deux éléments f, g e C(Ily) on notera f & gsif—g e F([,).
Une conséquence du lemme 13 est

Lemme 14. — SifeF({[[y) ee 0 <r <L alorsf, ] f.

Démonstration. — 11 faut montrer que f(¢) & f(re) pour
chaque 3 eP(['). Définissons O e G([,®Z,) (¢ fixé mais arbi-
traire) par 0(z, 0) = ¢(z) et O(z, y) = rp(z) pour y 0. Selon
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le lemme 13, 6 e P(['y® Z,). D’ailleurs, f e F([',®Z,) puisque
F(['y) € F(G) pour tout G discret selon le lemme 8. Donc encore,
daprés le lemme 13, f(¢(2)) = (8(z, 0)) & f(8(z, y)) = f(¥(z)
pour y =~ 0.

Lemume 15. — Pour chaque [ € E, f(rz) = f(r)f(z) st 0 < r < 1.

Démonstration. — D’apres le lemme 14, f. < f. D’autre part,
pour un élément extrémal f, 'hypothése g < f entraine g = cf
ou ¢ est une constante. Donc, fr(z) = f(r)f(z).

Démonstration de la proposition 4. — On suppose feE,,
c’est-a-dire f € E et f(r) = 0 pour chaquer,0 <r << 1. Il s’en
suit, d’aprés le lemme 12, que f(z) = 0 pour |z| << 1. Considé-
rons maintenant la restriction de f a ['. Soit y un caractére
de ['y. Puisque y « P([y), f(y) € P([y), ce quise traduit par f  S.

Démonstration de la proposition 5. — Quels que soient
feF{T, et r, 0<<r<1, f, est une fonction continue sur
fz:|z] < 1} parce que f e F*(['), et, d’aprés la proposition 1,
f est donc continue sur le disque-unité ouvert. Supposons
maintenant que feE. Alors il existe r, 0 <<r <1, tel que
f(r) =~=0. D’aprés le lemme 15 on a f(z) = (f(r))~*f.(z), et done
f est continue sur le disque-unité fermé. Ceci entraine E, c F,(I,)
Pour fe F([y), ke Z, et |z| < 1 on pose

Fue) = 2= [ flae)edy

Lemme 16. — Si feF,([y) alors pour chaque kel on a
fieF(Lo) etfk%f' ‘

Démonstration. — Soit feF([,). On se donne ¢eP([)
avec ¢(0) << 1 et on pose, pourze 'y, ye T,

Oz, y) = f(e(=)eny))ew(y)

ol e, note, pour k € Z, le caractére e,(y) = ¢ du groupe additif
des réels mod. 2r qui s’identifie avec T. Evidemment
ve,e P([o@T). Puis, 1l résulte des lemmes 7 et 8 que
F([y) cF(ly®T). Donc f(ge,) e P([, & T), et enfin 6 e P([, @ T).
Maintenant le lemme 9 s’applique avec G =Ty, H=T. On a

0(z, 0) = f(9) et V,0(z, y) = ful3).
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Revenons au cas fe E. D’apreés le lemme 16 et le fait que f
est extrémal il résulte que pour chaque keZ il existe une
constante ¢, telle que f, = ¢,f. D’autre part, on voit facilement
que (fk),, = fk. Donc ¢t = ¢,, et il en résulte que ¢, = 0 ou 1.
En effet, il existe un seul entier k tel que f = f,. D’aprés le
lemme 15 on sait que f(r) est une fonction multiplicative de

re [0, 1]. Nous sommes arrivés au résultat que pour chaque
feE, il existe j > 0 et un entier k tels que

f(re?) = rie™.

Pour achever la démonstration de la proposition 5 il suffit
de prouver que j+ k=2p ol p est un entier non-négatif,
a savoir, pour k>0, re® = (zz)P~*zk = zPzP* et si k<O
on considére f au lieu de f. Posons ¢(z) =1 + ey(z) ou y est
un caractére de T et ¢ > 0 est convenable pour la suite. Soit
f(re?) = re*® comme ci-dessus. On suppose feF(T) ce qui
entraine f(¢) e F(T). Posons 2p =j 4 k et donnons-nous gq
un entier convenable non-négatif. Alors on a

fo=5e 3 (5)(%)e-

ou <p > désigne le coefficient binomial. On suppose ¢ si petit

b
que > 3 & 3 (P) P) En ce cas le signe du giéme

a=q¢+1 p+c=a b c

coefficient de Fourier de f(¢) est celui de < f; > S1 p n’est pas un

o

entier non-négatif un bon choix de g donnera 5 <0 en
contradiction avec ’hypothése f(¢) e P(T), c’est-a-dire que tous

les coeflicients de Fourier de f(¢) sont non-négatifs.

7. La structure de F(G) pour G illimité.

Le théoréme 2 est maintenant établi pour le cas G = [,
et donc, par conséquence de la proposition 2 bis, le théoréme 1
est établi en toute généralité. Alors, si G est un groupe illimité
quelconque et fe F(G), onsait que f =g+ houg=hmf, eM,

r>1

et h(z) = 0 pour |z| << 1. On déduit le cas général du théoréme
2dela
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ProrosiTion 6. — Soit G un groupe discret infini. On suppose
feF(G) et f=g+h ou geM, et h(z) =0 pour |z|<<1.
Alors h e S(G).

Démonstration. — 11 faut prouver que Xh[y(x; — x;)]c;c; > 0
chaque fois que XGG, f, ..., x,} est une suite finie de
points de G, et {c;, ..., ¢,} est une suite finie de nombres

complexes. Donnons-nous done L i@, et {e ¢;}. Soit k un entier
> 2. On peut toujours construire un sous-groupe G’ de G,
un sous-groupe H de G, un caractére y’ e G', et des éléments
Y1, -, Yo H tels que y'(y;) = y(z;) et G'/H est un groupe
cyclique d’ordre au moins k. Soit e un élément de G’ qui
n’appartient pas a H. Alors il existe J/EP (G'/H) telle que
$(0) =1, dle) <1, et |1 —y'(e)d(e)| < 3k < 2mk~*. Posons
o(x) = y'(2)Y(x) pour z e G’. Evidemment ¢ « P(G') et ¢(0) = 1.
Donc f(¢) € P(G’), ce qui entraine 2 1]"[cp(zi—z.j)]a,-&j>()01‘1

i =YpZpu=Yi+e,a=c et a,,;,=—c, pour 1 =1...n

Cette inégalité équivaut a

fe 3 {elely— )] — elolu— v, + e)l}ed,
+ Re 21 {hlo(y: —y)] — Rlo(y: —y; + €)feg; >0
On a |¢(0) — ¢(e)| < 8. Donc, selon le lemme 3,

lo(y) — ¢y + e)| < 28,

D’autre part, g est une fonction continue sur le disque-unité
fermé. Elle posséde alors une module de continuité, w, et on voit
que la partie de la somme constituée par g est majorisée par
®(28;)Z]c;|®. Pour l'autre partie on a |¢(y +¢)| <1 si yeH
et ¢(y; —y;) = y(=; — z;). Enfin nous avons

2 hly (@i — z)]ee; > — ©(23,)X|e;f.

Puisque k est arbitraire et lim 3, = 0 nous avons
k>

Shiy (@ — a)]eg; > 0 CQFD.

La construction utilisée dans la proposition 6 n’est pas facile
a décrire. Bornons-nous au cas ou G contient un élément z,
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d’ordre infini. On prend G’ le plus petit sous-groupe de G conte-
nant les éléments x,, z;, ..., z,. G’ est alors engendré par un
nombre fini d’éléments. Or, G’ = Z & G”". On pose H =kZ & G".
Pour ¥’ on prend un élément de G’ tel que y'(kz + @) = y(z + v)
pourzeZ, o e G". S1 2, = 3, + w, on pose y;, = kz; + w,.

Pour les groupes non-discrets on a

Tutorime 3. — Soit G un groupe non-discret illimité. Alors
F(G) = M..
Démonstration. — On prouve au début que lim f(r) = f(1)

pour chaque f e F(G). S1 G ne posséde pas une base dénombrable
de voisinages de 'origine il y a un groupe-quotient qui satis-
fait ’hypothése du théoréme et posséde une telle base. On
peut donc supposer I'existence d’une suite décroissante §U,}
d’ouverts et une suite §{y,} de caractéres telles que NU, = {0}
et y.(z) =1 si zeU,nCU,,,. Choisissons une suite {a,}
de nombres a,>0 avec Xa,=1. Posons ¢ = RXay,.
Alors 1l existe un voisinage U de l'origine tel que g¢(z) << 1
sizeU, 25£0. ¢ P(G) et, donce, si f€F(G) on af(¢) e P(G)
ce qui entraine la continuité de f(9). Il s’en suit que fest forcé-
ment continue a gauche en 1. On démontre maintenant le
théoréme en considérant plusieurs cas.

Cas 1°. — G ne contient pas un élément d’ordre infini.
On constate que F(G)cF(G,). En effet F(G,) = NF(H) ou
H parcourt les sous-groupes de G engendrés par un nombre
fim d’éléments. Chaque tel sous-groupe est, en ce cas-ci,
fini et donc fermé. Alors F(G) c F(H) résulte du lemme 2. Le
théoréme 2 s’applique a F(G,). Or, F(G)cM,+ S(G) et
I’énoncé se déduit de la continuité en 1 des éléments de F(G)
parce qu’il est évident que si h e S(G) et h(1) = 0 alors h =0
partout.

Cas 2°. — G contient un sous-groupe fermé isomorphe a Z.
Ici le lemme 2 implique F(G) c F(Z) et on raisonne comme
dans le cas 19).

Cas 3°. — G contient alors un élément z, d’ordre infini. Le
plus petit sous-groupe contenant z, est ou bien isomorphe a Z
ou bien compact. Le cas 29) étant exclus, on peut supposer que
G contient un sous-groupe compact avec un élément d’ordre
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infini. Il en résulte que G contient une suite strictement
croissante {G } de sous-groupes finis. Soit H la limite directe
de cette suite. On raisonne comme en cas 1°) en prouvant

F(G) c F(H) et enfin F(G) c M..

8. Un contre-exemple.

Pour les groupes G de la forme G = ['(G) on a, comme nous
avons vu pendant la démonstration de la proposition 3, le fait
que S(G) se compose de toutes les fonctions he G(II), telles
que h(z) = 0 pour |z| << 1, dont les restrictions & [' appar-
tiennent 4 P(I'). Ainsi, par exemple, ’ensemble M = M, & S([;)
qui est, selon la proposition 3, ’adhérence de M, dans G(IL,) ou
II, note le disque-unité fermé muni de la topologie discréte,
se détermine d’une fagon trés explicite. La situation est bien
différente pour $(G) ot G n’est pas de la forme I'. On a toujours
S(I') € 8(G) ou I' = I'(G) mais I’énoncé de Herz [2], a savoir
F(G) = M(I') dans le cas des groupes discrets, est inexact.
Voici un contre-exemple qui montre F(Z) == F(Z?). 1l existe,
comme on verra ci-dessous, une fonction ¢ définie sur Z2
qui n’est pas définie-positive bien que toutes ses restrictions
aux sous-groupes isomorphes a Z le solent. Soient {; et
deux points de [y pour lesquels il n’existe aucune relation
non-triviale de la forme ({2 = 1 avec m et n entiers. Défi-
nissons f sur II, par f(z) = qs(m, n) si z=00 et f(z) =0
sinon. Supposons Y eP(Z) et $(0) = 1. Soit H Tensemble
des ke Z tels que f(Y(k)) #: 0. Comme au lemme 9, H est un
sous-groupe. Alors H = kyZ et nous avons {( ]ko = Y(ko).
Soit Y(k,) = C’l"*’(_’;". Il s’en suit que f(Y(k)) = g(jmy, jny) si
k=jky et f(Y(k)) =0 si ke H. Donc f(})eP(Z), et il en
résulte que feF(Z). D’autre part, soit p 'élément de P(Z?)
définie par p (m, n) = (¢ Evidemment f(p ) « F(Z?).

Je dois a M. G. Choquet la simple construction suivante d’une
¢ convenable. Définissons ¢ sur le tore T2, considéré comme le
carré — T <Lz 7w, —n <Yy n avec les cOtés opposés
identifiés, par

flz,y) =—1 si 24
dmy)= 1 si i<+ L4
@z, y)= 0  ailleurs.
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On prend pour ¢ la transformée de Fourier de §.

Puisque M([') est compact, il s’identifie & un sous-ensemble
fermé de F(G) ou [' = I'(G). De plus, on peut démontrer que les
points extrémaux de M([') restent extrémes dans F(G). 1l
existe alors des points extrémaux de F(Z) qui n’appartiennent
pas a M. Je ne connais pas d’exemple.

9. Quelques problémes analogues.

Si on remplace le disque-unité ouvert par Dintervalle
]J—1, 1[, I’énoncé du théoréme 1 avec les modifications évi-
dentes est due & Rudin [3]. On peut aller un peu plus loin
suivant le chemin de Herz [1]. Voici un résultat complet.

TutoriME 4. — Soit G un groupe infini et f une fonction
définie sur Uintervalle [0, 1]. Pour que f(g) € P(G) chaque fois
que g < P(G) et 0 < ¢ < 1 partout, il faut et il suffit que f = g+ h
ou g est représentée par une série convergente pour |z| < 1.

g(z) = 2 ax" avec chaque a, >0
n=0

et h(z) = 0 pour |x| <1 tandis que h(1) >0 si G est discret
et h(1) = 0 sinon.

Démonstration. — La suffisance de la condition est banale.
Pour démontrer la nécessité on rameéne le cas général au cas
des groupes qui sont les sommes directes infinies de groupes
cycliques finis. On peut appliquer le lemme 13 aux cas dernier
d’ou il résulte que f(g) & f({) chaque fois que ¢, ¢ e P(G)
et ¢ & ¢. Il résulte de [1], proposition 2, que f posséde bien la
forme demandée.

Le théoréme 4 admet une généralisation pour certains
groupes.

TutorEME 4 bis. — Soit G ou bien un groupe tllimité ou bien
un groupe contenant des sous-groupes isomorphes & 7@ pour
n=1,2,.... Soit f une fonction définie sur Uintervalle [— 1, 1]
st G posséde un caractére continu prenant la valeur — 1 et sur
Uintervalle 1— 1, 1] sinon. Pour que f(9) € P(G) chaque fois que
¢ e P(G) et — 1 < ¢ < 1 partout, il faut et il suffit quef = g + h,



FONCTIONS OPERANT SUR LES FONCTIONS DEFINIES-POSITIVES 179

comme dans le théoréme 4 avec la précision supplémentaire
[h(— 1)] < k(D).

En ce qui concerne le groupe Z;°, par exemple, il s’agit de
considérer intervalle [—\/3/2, 1] quoique le lemme 13, qui
est fondamental, ne soit adapté qu’a l'intervalle [— 1/2, 1].
(Voir le raisonnement de [1]). Onignore actuellement la généra-
lisation convenable du théoréme 4. La situation est méme
pire si on considére les sous-ensembles du plan complexe,
par exemple les II,, au lieu des intervalles de la droite.

10.. Fonctions opérant sur les matrices
semi-définies positives.

Le théoréme 2 pour le cas G = I, a comme corollaire un
résultat qui n’a rien a voir avec les fonctions définies-positives.

TutoriME b. — Sout f une fonction définie sur le disque-unité
fermé. Pour que les f(z;) sotent les coefficients d’'une matrice semi-
définve positive chaque fois que les z; en sont ot chaque |z;| < 1,
i,y =1, ..., n(n quelconque), il faut et il suffit que f « M.

Démonstration. — On note F I’ensemble des fonctions possé-
dant la propriété indiquée. Il est évident que FcF(G) quel
que soit le groupe discret G. D’autre part, on sait d’apreés
Schur [4] que M,cF. On voit aisément, d’ailleurs, que F est
fermé dans C(Il,). Le théoréme se déduit de la proposition 3,
qui entraine Mc F, et du théoréme 2, Fc F(['y) = M.

11. Conclusion

L’étude que nous avons fait se trouve d’une fagon naturelle
dans le cadre de la théorie des semi-algébres, c’est-a-dire les
sous-ensembles d’une algébre qui sont stables pour ’addition,
la multiplication, et le produit par les constantes positives.
Il se peut que nos résultats s’expriment mieux dans une théorie
des semi-algeébres saillantes a base compacte analogue a celle
des coOnes. Il faut préciser une telle théorie. Les ensembles,
P(G) et F(G), ou G est un groupe discret, sont des exemples
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de semi-algébres a base compacte. (Les fonctions qui opérent
sur une semi-algébre de fonctions numériques constituent
évidemment une semi-algébre). On ignore s’il existe des théo-
rémes généraux qui pourraient alléger notre exposition.
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