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LA DECOMPOSITION EN POIDS
DES ALGEBRES DE HOPF

par Frédéric PATRAS

Ce travail reprend les résultats du premier chapitre de [P2].

La définition et l’analyse des propriétés des algébres de Hopf (ou
bigebres graduées gauches) trouvent leur origine dans 1’étude de ’homologie
et de la cohomologie des H-espaces; on trouvera dans [MM] de plus amples
références et les théoremes de structure standard sur le sujet.

Nous nous attachons ici a étudier les propriétés de certains endo-
morphismes ¥¥ d’algeébre ou de coalgebre d’une algebre de Hopf H, com-
mutative ou cocommutative (resp. d’une bigebre graduée, commutative ou
cocommutative — voir le paragraphe 1 pour les conventions terminologi-
ques adoptées). Ces endomorphismes ¥* sont, par définition, les puissances
de convolution du morphisme identité dans ’algebre des endomorphismes
linéaires de H.

La question abordée peut étre formulée trés simplement dans le
langage de la topologie : si X est un H-espace, il s’agit d’étudier les
propriétés algébriques des opérations U* induites en homologie et en
cohomologie par les morphismes d’élévation & la puissance x +— z*.

Nous montrons que, si H est une algebre de Hopf (resp. une bigebre
graduée), commutative ou cocommutative, et connexe, ces opérations per-
mettent de définir une décomposition en poids de H.

Nos résultats généralisent ceux obtenus, par des méthodes essentielle-
ment combinatoires, dans de récentes études du groupe symétrique faisant
intervenir les propriétés de la bigebre tensorielle T'(X) — ou bigebre des
polyndmes non-commutatifs — sur un alphabet X a n lettres.

Mots-clés : Algebre de Hopf — Logarithme — Algebre de Lie libre — H-espace.
Classification A.M.S. : 16 W30 — 17B01 — 17B70 — 55P45.
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C. Reutenauer a d’abord montré dans [R] que I'on pouvait utiliser
T(X) pour définir une famille d’idempotents orthogonaux dans Q[S,],
Palgébre sur les rationnels du groupe symétrique d’ordre n (ce sont les
idempotents f: de la proposition 5.1). Nous montrerons au paragraphe 5
comment nos constructions permettent d’étendre & l’algébre de Lie libre
graduée certains résultats de [R] sur I'algebre de Lie libre.

De maniere indépendante, les mémes idempotents (souvent appelés
idempotents eulériens) sont apparus dans les travaux de M. Barr, M. Gers-
tenhaber, S.D. Schack et J.-L. Loday sur ’homologie des algébres commu-
tatives [Ba] [GS1] [L] [GS2]. Attardons-nous sur [L] : on sait que les décom-
positions en poids de la K-théorie s’interprétent aux termes de la théorie
des A-anneaux; c’est le point de vue adopté dans [L] par J.-L. Loday qui,
pour construire une décomposition en poids de I’homologie de Hochschild
et de I’homologie cyclique des algébres commutatives, définit des A-opéra-
tions, y-opérations et opérations d’Adams. Précisément, ces opérations ap-
partiennent aux algebres de groupe des groupes symétriques et agissent sur
les complexes de chaines calculant I’homologie de Hochschild et ’homolo-
gie cyclique des algébres commutatives. Dans le cas ou la caractéristique
est nulle, les groupes d’homologie se décomposent en sous-espaces propres
sous ’action des opérations d’Adams. Pour ce qui nous intéresse ici, le point
intéressant est que, comme les idempotents eulériens, ces différents éléments
des algebres Q[S,,] peuvent étre construits en utilisant les propriétés de la
bigebre tensorielle T(X) — ou, de maniére équivalente, les propriétés de la
bigebre graduée duale [GS2]. Les opérations d’Adams de [L] s’identifient
par exemple aux endomorphismes 1* de la bigebre tensorielle T(X). On
trouvera des informations complémentaires sur les aspects combinatoires
de ces opérations dans [GR], ol leurs propriétés sont interprétées par A.M.
Garsia et C. Reutenauer aux termes des propriétés de structure de ’algébre
des descentes de Solomon du groupe symétrique. On trouvera enfin dans
[P1] une construction géométrique de ces mémes opérations.

Nous montrerons ultérieurement [P3] comment associer une algebre
de descentes & toute algébre de Hopf et & toute bigebre graduée, et
comment étudier plus avant les propriétés des familles d’opérations que
nous définissons ici.

Cet article est le résultat de recherches entreprises sous la direction de
Pierre Cartier. Ses indications et ses conseils sont & ’origine de ce travail.
Je souhaite une fois de plus I’en remercier.
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Le plan est le suivant :

1. Opérations caractéristiques.

2. Logarithme et représentations unipotentes.

3. Opérations en caractéristique nulle.

4. Structure des algebres de Hopf en caractéristique nulle.
5. Bigebres tensorielles.

6. Opérations et décompositions en caractéristique p.

1. Opérations caractéristiques.

Rappelons d’abord quelques définitions. Nous renvoyons & [Bo] pour
ce qui est des propriétés élémentaires des bigebres, bigebres graduées et
algebres de Hopf.

Sauf précisions, K désigne un corps commutatif de caractéristique
quelconque.

DerFINITION 1.1. — On appelle bigébre (resp. bigébre graduée, resp.
algébre de Hopf) la donnée d’un K-espace vectoriel (resp. gradué, resp.

gradué) H (resp. H = @ Hp, resp. H = @ H,), et de morphismes
neN neN
linéaires (resp. gradués, resp. gradués) I1: H® H — H,n: K — H,

A: H— HQH ete: H— K, de telle sorte que :
i) (H,II,7) soit une algébre (resp. graduée, resp. graduée) avec unité.

ii) (H,A,¢) soit une cogébre (resp. graduée, resp. graduée) avec co-
unité.

iii) Le diagramme suivant soit commutatif :

H®H g A H®H
ARA IIRII
HQHRH®H reTe! HHRH®H

ou on note I ’endomorphisme identité de H et T l’endomorphisme de
H ® H défini par : T(z ®y) =y ® x (resp. par : T(z ®y) = y @ z, resp. si
z€H, ety€ Hy,par: T(z®y) = (-1)""y®x).
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Dans le cas des algebres de Hopf, on parle aussi de bigébres graduées
gauches — cette derniére terminologie est celle adoptée dans [Bo].

Une bigebre (resp. graduée, resp. une algebre de Hopf) est commuta-
tive si ITo T = II. Elle est cocommutative si T o A = A.

Une bigebre graduée ou une algebre de Hopf est connexe si Hy = K.
Dans ce chapitre, H désigne sauf précisions une bigebre, une bigebre

graduée ou une algebre de Hopf, de produit II, de coproduit A, de
morphisme unité 7, et de morphisme co-unité e.

Si f et g sont deux endomorphismes linéaires de H (compatibles avec
la graduation si H est une bigebre graduée ou une algebre de Hopf), on
appelle produit de convolution de f et g et on note f * g le morphisme :

frg:=To(f®g)oA.

Ce produit munit ’ensemble £(H) des endomorphismes linéaires de H
d’une structure d’algebre associative unitaire, d'unité noe.

DEFINITION 1.2. — On appellera k-iéme opération caractéristique sur
H, et on notera V¥ (resp. U°) 'endomorphisme linéaire de H défini par :

U =Tx. . .xI=T1"
(resp. ¥0 :=noe).

On remarquera que, si on note I1¥ (resp. AlFl) Vitérée k-ieme du
produit (resp. du coproduit), on a :

k. ge* — g, AW H — g

et
ok =11 o AW,
ProrosiTiON 1.3. — Les opérations caractéristiques satisfont aux
relations :
Uk 5 pl = Pkt

Cette proposition résulte immédiatement de la définition des opérations
caractéristiques.



LA DECOMPOSITION EN POIDS DES ALGEBRES DE HOPF 1071

PropPosITION 1.4 [GS2]. — Si H est une bigébre, une bigébre graduée
ou une algébre de Hopf, et si H est en outre commutative (resp. cocommu-
tative), les opérations caractéristiques sont des endomorphismes d’algébre
(resp. de cogébre) de H et satisfont aux relations :

Uk o ¢l = gk,

Nous prouvons la proposition 1.4 en supposant H une bigébre com-
mutative ; la méme méthode s’appliquerait aux autres cas.

Rappelons que, si H est une bigebre commutative, le produit de
convolution de deux endomorphismes d’algebre de H est encore un en-
domorphisme d’algebre de H. La premiére partie de la proposition résulte
de cette propriété, puisqu’on a : Uk := J*k,

Notons II(x) le produit de ’algebre commutative H ®F et HE’A son itéré
l-ieme. La deuxieme partie de la proposition se raméne a établir 1’égalité :

1
AF oIl = HE,’C) o (A&

qui est une conséquence & peu prés immédiate des axiomes de structure des
bigébres commutatives.

On remarquera que, si le corps K est de caractéristique nulle, si
H est une bigebre ou une bigebre graduée, et si H est commutative, les
opérations caractéristiques permettent de définir sur H une structure de
A-anneau. D’apres 1.4, les opérations caractéristiques sont en effet, sous ces
hypothéses, des endomorphismes d’algébre commutative de H satisfaisant
aux relations :

Ul =1d; Tko ¥l =ukl
Elles permettent donc de définir sur H une structure de A-anneau pour
laquelle les opérations d’Adams sont les opérations caractéristiques ¥* [K].

Les M-opérations pour la structure de A-anneau associée a ces opérations
d’Adams sont définies par récurrence par les relations :

(_l)k-{-l k- )\k — \I/k _ \I’k_l . )‘1 4o+ (_1)k—1 . \Ill . )\k—l'
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2. Logarithme et représentations unipotentes.

Un monoide est, par définition, un ensemble muni d’une loi de
composition associative et unitaire. Dans tout ce paragraphe, M est un
monoide d’unité notée 1 et K un corps commutatif de caractéristique nulle
ou au moins égale a k, ou k est un entier fixé.

La bigébre du monoide K[M], est par définition [Bo] la bigebre
cocommutative qui est, en tant qu’algebre, I’algébre du monoide M, et
dont le coproduit est défini par : A(z) :=z® =z, YV € M.

Notons ®* le n-iéme endomorphisme caractéristique de K[M]. Par
définition des endomorphismes caractéristiques, on a : Vz € M, ®%(x) =

z*.

L’étude directe des propriétés des opérations caractéristiques ®* as-
sociées aux bigebres de monoides semble en général délicate. D’ou 'idée
d’entreprendre une telle étude par l'intermédiaire des propriétés de cer-
taines représentations particulieres du monoide M.

On appellera K-représentation de M tout morphisme d’ensemble
de M dans une K-algébre unitaire (A, +, x), qui soit un morphisme de
monoide de M dans (A, x). Une K-représentation p est dite unipotente de
rang k si on a pour tout m € M 1’égalité suivante dans A :

(p(m) — 1)* = 0.

On ne demande pas que k soit minimal pour cette propriété. Il va de
soi que toute représentation linéaire unipotente de M dans un K-espace
vectoriel V' définit une K-représentation unipotente de M dans ’algebre
des endomorphismes linéaires de V.

Nous supposerons donnée une représentation unipotente de rang k :
p: M — A

Nous noterons encore p le morphisme d’algébre induit de K[M] dans A et
log,. (resp. exp,) le morphisme d’ensemble de M dans A défini par :

k-1

ogy () = 3 (-1 L
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(resp. ’endomorphisme — non linéaire — de A défini par :

k-1

expy(y) = Z Y

n!’
n=0

n

LEMME 2.1. — On a :

expy, o log, = p.

Le lemme résulte immédiatement de ce que p est une représentation
unipotente de rang k et des propriétés des morphismes log et exp.

DEFINITION 2.2. — Si ¢ < k, on appellera projecteur de poids i et on
notera €' le morphisme de M dans A défini par :

Yz € M, €(z) = (I—O%Q
avec e¥(z) =1, Vr € M.

On notera encore €' le morphisme linéaire induit de K[M| dans A.

ProposITION 2.3. — Les endomorphismes caractéristiques de K[M]
et les projecteurs de poids ¢ associés a la représentation unipotente p de
rang k sont liés par les relations :

k—1
pod" = E n'-e'.
1=0

La proposition résulte immédiatement des propriétés des morphismes
log et exp.

3. Opérations en caractéristique nulle.

Soit H une bigebre graduée ou une algebre de Hopf; on supposera
dans ce paragraphe que H est connexe et que le corps de base K est de
caractéristique nulle. L’ensemble E des endomorphismes caractéristiques
U* de H est un monoide pour le produit de convolution, d’apres 1.3.
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n
Notons L(H), ’ensemble des endomorphismes linéaires de € H;

=0
compatibles a la graduation, ou H; désigne la composante de degré i de H.
Notons p, ’homomorphisme de restriction de £L(H) dans L(H),.

L’ensemble £(H ), muni du produit induit par le produit de convolu-
tion dans L(H), est une algébre associative unitaire, d’unité le morphisme
pn(n o €). Nous noterons encore p, la K-représentation canonique de E
dans L(H),.

LeEMME 3.1. — La K-représentation p,, est unipotente de rang n + 1.

Le lemme résulte de I’hypothese de connexité effectuée sur H. Sous
cette hypothése, la restriction de ¥* — ¥ 4 Hy est nulle pour tout k. On
a, par définition :

[Pn(q’k _ \IJO)]*(n-{-l) — pn[H[n+1] o (\I’k _ \I,O)®n+1 ° A[n+1]].

La restriction de A"+t 3 H, est a valeursdans Y. H;, ®..®H;
L1yeenyintl
ol (i1,...,4n+1) parcourt ’ensemble des (n + 1)-uplets de somme m. Si

m < n, pour tout tel (n + 1)-uplet, il existe au moins un coefficient j tel
que i; = 0. Le lemme résulte alors de ce que la restriction de ¥* — ¥0
H;; = Hy est nulle.

n+1)

Comme nous l'avons fait au paragraphe 2, nous noterons & les
endomorphismes caractéristiques de la bigébre de monoide K[E]. On
remarquera que U* = &% (U1) = *(7).

Nous noterons dans la suite €%, 1 < i < n, le projecteur de poids i
associé & la K-représentation unipotente p, du monoide E (déf. 2.2). Le
morphisme £?, est donc un morphisme de E dans L£(H),. On notera enfin
e?, (resp. ¥X) la restriction de & (I) (resp. de ¥*) & H,,.

ProposITION 3.2. — On a, sin >0 :

n
k_ i i
v, = E k" -ep.
i=1

La proposition résulte de 2.3 et de ce que p,(¥*) = p,(®*(I)).
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DErINITION 3.3. — On appellera projecteur de poids i associé 4 H et
on notera €' I’élément de L(H) dont la restriction & H, est donnée par le
morphisme €,.

A partir de maintenant nous supposerons en outre que H est com-
mutative ou cocommutative.

ProposiTION 3.4. — Les projecteurs de poids i associés a H satisfont

aux identités :
eoel =6 ¢,

ol on note & le symbole de Kronecker, et :
el xel = (Z +J> et ta,
i

Les deux identités résultent respectivement de 1.4 et 3.2, et de la
définition 2.2 des projecteurs de poids 3.

THEOREME 3.5. — Soit H une bigébre graduée ou une algébre de Hopf,
commutative ou cocommutative, et connexe, sur un corps de caractéristique
nulle. En tant qu’espace vectoriel gradué, elle se décompose en sous-espaces
propres sous I’action des opérations caractéristiques U*.

Plus précisément, si n > 0, il existe une famille de projecteurs

orthogonaux (e, )ie[1,n) dans Endg (Hy) tels que :

H, = EE HY,

ou HYY := el (H,).
En posant : HO := @ HS?, U* opére comme ki sur H®.
n>i
Les projecteurs €!, sont les composantes de degré n des endomor-
phismes linéaires de H définis par les séries formelles :

) 1 *1
o - (og.I) .

7!
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Le théoréme résulte des différents résultats établis précédemment. La
série formelle e* se réduit & une somme finie de termes en chacun des degrés
(c’est une conséquence du lemme 3.1); elle est donc convergente.

CoOROLLAIRE 3.6. — Si H est une bigébre graduée ou une algébre de
Hopf, connexe, sur un corps de caractéristique nulle, et si H est en outre
commutative (resp. cocommutative), la décomposition du théoréme 3.5.
permet de munir H d’une structure d’algébre (resp. de cogébre) bigraduée.

Comme les endomorphismes caractéristiques ¥* sont des endomor-
phismes d’algebre graduée (resp. de cogebre graduée) de H (Proposition
1.4), on a en effet :

n:H® @ HY — HEH)

ntm>
puisque Vz € H,(f), Yy € H,(,{) :

T o ll(z @ y) = [(TH(z) ® UH(y)) = K+ - iz ® ).
De la méme maniere :

A:HY — @ HY ® H,(::,i)-

m<n,j<i

DErINITION 3.7. — Soit ¢ un élément de K*. On appellera (-iéme
opération caractéristique généralisée sur H et on notera U¢ P’élément de
L(H) dont la restriction a HS) est la multiplication par (.

Il va de soi que, si ( est entier, U¢ n’est autre que la (-iéme opération
caractéristique usuelle sur H. Si H est commutative (resp. cocommutative),
U< est un automorphisme d’algebre bigraduée (resp. de cogebre bigraduée)
de H d’apres 3.6.

ProrosiTioN 3.8. — Soit H une bigébre graduée ou une algébre de
Hopf, commutative ou cocommutative, connexe, sur un corps de caractéris-
tique nulle; les opérations caractéristiques généralisées satisfont aux rela-
tions :

Ul o P = PéY

T % U7 = Wt
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La premiéere égalité est immédiate.

La seconde est & peine plus délicate. On a, par définition,

Pa(¥6) = pn (i ¢-ef).
=1

Comme, d’apres 3.4,

e n(e) = () oute),

on a:

pn(\pc *U7) = Z Ci : '7'7 pn(ei * ej) = Z (l +j><z . ’)’j pn(e”j),

4
i,j=1 4,5=1

ce qui permet de conclure.

Pour finir cette étude des propriétés des opérations caractéristiques,
étudions leur comportement au regard de la dualité.

Considérons pour cela une bigebre graduée ou une algebre de Hopf H,
commutative (resp. cocommutative) et connexe sur un corps de caractéris-
tique nulle. On supposera H de type fini (i.e. on supposera que chacune
de ses composantes H, est un K-espace vectoriel de dimension finie). Il
est alors possible d’associer & H une bigebre graduée ou une algebre de
Hopf duale H*#", que nous appellerons bigébre graduée ou algebre de Hopf
duale de H, dont les composantes sont les espaces vectoriels H (ou Hy
est le dual de H,,), le morphisme produit de H*&" étant 1’adjoint du mor-
phisme coproduit de H et le morphisme coproduit 1’adjoint du morphisme
produit de H. Cette bigebre graduée ou cette algebre de Hopf H*&" est
cocommutative (resp. commutative) et connexe.

Si 'on remarque que les opérations caractéristiques sur H et H*&"
sont deux a deux adjointes, la proposition 3.9 est immédiate.

ProrosiTioN 3.9. — Soit H une bigébre graduée ou une algébre de
Hopf, commutative (resp. cocommutative), connexe, de type fini sur un
corps K de caractéristique nulle et H*®" la bigébre graduée ou I’algebre de
Hopf duale de H. Les opérations caractéristiques, les opérations caractéris-
tiques généralisées et les projecteurs de poids i sur H et H*$" sont alors
deux a deux adjoints et on a :

(HO)L = @H*gr(j)'
J#i
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Nous verrons aux paragraphes 5 et 6 comment tirer profit des pro-
priétés des opérations caractéristiques au regard de la dualité.

4. Structure des algebres de Hopf
en caractéristique nulle.

Les résultats de [MM] permettent de décrire la structure des algébres
de Hopf commutatives ou cocommutatives, et connexes. La question se pose
de chercher a relier ces résultats a ceux du paragraphe 3. Les constructions
qui suivent ne présentent pas de difficultés particuliéres, aussi nous nous
contentons d’en donner une description sommaire.

Rappelons que, si H est une bigebre, une bigebre graduée ou une
algebre de Hopf, sa partie primitive, notée Prim H, est ’ensemble des
éléments de H satisfaisant a :

Alz)=z®1+1®z.

LeEMME 4.1. — Soit H une bigébre graduée ou une algébre de Hopf,
cocommutative et connexe sur un corps de caractéristique nulle, on a :

Prim H = HW,

L’inclusion Prim H ¢ H® est immédiate.

D’apres 3.6, H a une structure de cogebre bigraduée et donc :
AHY cHY @ Hy @ Hy® HWY.
Comme H est cocommutative et connexe, on a donc :
Vee HY Gye HY A@z)=y®1+1Qy;
et comme ¥?(x) = 2 -z, on a finalement :

U2(z) IloA(x)
2 2

=y. CQFD.

Tr =
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Soit maintenant H une algeébre de Hopf cocommutative et connexe
sur un corps de caractéristique nulle. Rappelons [MM] que, si on note |, ]
le crochet de Lie gradué sur H induit par la structure d’algébre graduée
de H, Prim H est une sous-algébre de Lie graduée de (H, [, ]). En outre,
H est alors isomorphe & l’algebre graduée enveloppante de Prim H. (On
rappelle que, si A est une algebre graduée, le crochet de Lie gradué induit
sur A par la sructure d’algébre graduée de A est défini par :

Ve € Ap,Vy € Ap, [,y =20y — (-1)""y®z.

Nous appelons ici algébre graduée enveloppante d’une algebre de Lie
graduée L et notons Uy(L) ce que [MM] appelle «algebre enveloppante
universelle» de L. Nous préférons réserver le terme algébre enveloppante
au cas d’une algebre de Lie non graduée. L’algebre Uy(L) peut étre réalisée
comme le quotient de ’algebre tensorielle sur L, T'(L), par I'idéal engendré
par les éléments : 2@y — (-1)""y®z — [z,y], ou z € L, et y € Ly,.

ProposiTiON 4.2. — Si H est une algébre de Hopf cocommutative et
connexe sur un corps de caractéristique nulle, H est isomorphe a ’algébre
graduée enveloppante U,(H(")) de I’algébre de Lie graduée H(V).

La proposition 4.2 résulte de 4.1 et des résultats de [MM] que nous
venons de rappeler.

ProposiTION 4.3. — Soit H une algébre de Hopf commutative et
connexe sur un corps de caractéristique nulle; alors H est isomorphe en tant
qu’algeébre graduée, a I’algebre symétrique graduée sur l’espace vectoriel
gradué HV,

Cette proposition se déduit également des théoremes de structure
de [MM]. L’algébre symétrique graduée sur un espace vectoriel gradué
V est, par définition, 1'algebre graduée enveloppante de 1’espace vectoriel
gradué V, considéré comme une algébre de Lie graduée commutative (i.e.
de crochet de Lie gradué nul).

Il est possible de démontrer directement 4.2 et 4.3 sans avoir recours
aux méthodes utilisées dans [MM]. Nous reviendrons plus en détail sur
cette remarque dans [P3].

Les mémes remarques s’appliquent aux bigebres graduées. On a en
particulier la proposition 4.4.
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ProposiTION 4.4. — Soit H une bigébre graduée cocommutative
(resp. commutative) et connexe, sur un corps de caractéristique nulle; H est
isomorphe & I’algébre enveloppante de I’algébre de Lie (non graduée) H(")
(resp. & I’algébre symétrique (non graduée) sur I’espace vectoriel H()).

5. Bigeébres tensorielles.

A titre d’exemple, nous allons voir comment les constructions que
nous venons d’effectuer permettent de décrire les structures de bigebre
graduée et d’algebre de Hopf associées & ’algebre tensorielle. On renvoie a
[R] et [GS2] comme références sur le sujet.

Considérons une famille d’objets X = {z1,...,z,}. On notera T'(X)
I’algebre tensorielle sur K associée & X, ou K est un corps de caractéristique
nulle.

11 existe sur 'algébre T'(X) une unique structure de bigébre graduée
(resp. d’algebre de Hopf) cocommutative pour laquelle les éléments z1, ..., T,
soient primitifs et de degré 1. Cela résulte immédiatement de ce que ces
éléments engendrent 1’algébre T'(X). On notera encore T'(X) (resp. on no-
tera Th(X)) cette bigébre graduée (resp. cette algébre de Hopf) et on
Pappellera bigébre tensorielle (resp. algébre de Hopf tensorielle).

On notera T,,(X) (resp. Th,(X)) la composante de degré n de T'(X)
(resp. de Th(X)).

11 est possible d’expliciter une formule pour les coproduits sur T'(X)
et Th(X) en termes d’opérateurs d’interclassement (shuffles). Le coproduit
sur Th(X) est par exemple donné par :

Az, ®...8T;, ) 22 ESgn(ﬂ)(zimn@“'@xiﬁ(p))®(miﬁ(p+1>®‘"®$ie<p+q>)
p+g=k B

ou B parcourt I’ensemble des opérateurs d’interclassement d’indices p et q.

On rappelle qu'un opérateur d’interclassement d’indices p et q est un
élément o de Sp44 tel que :

o1 <...<a7(p)
et

ol p+1)<..<o Y p+q).
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Faisons maintenant opérer S,, sur les produits tensoriels z;, ® ... z;,,
par :

oz ® ... ®Ti,) =i _,, ®..0 Tiy 1y

Cette opération de S,, permet de définir une injection :
K[S] < End(T(X))
(resp. de K[S,] dans End(Th,(X))).

Appliquons & la bigebre T(X) (resp. & Th(X)) le théoréme 3.5 :
Pespace vectoriel T'(X) (resp. Th(X)) se décompose en sous-espaces propres
sous l’action des opérations caractéristiques. On notera et (resp. f) le
projecteur de poids 7 associé & Th(X) (resp. & T(X)).

ProposITION 5.1. — La famille (€},)1<i<n d’endomorphismes de
Thn(X) (resp. (f{*)i<i<n de Tn(X)) définit une famille d’idempotents
orthogonaux de somme 1 dans ’algébre K[Sy)].

Les idempotents €¢, et fi de I'algébre K|[S,] se déduisent les uns des
autres par 'involution d’algébre de K[S,] :

K([Sn] — K[Sh]
o — sgn(o) - 0.

En explicitant les formules pour le produit et le coproduit dans
T(X) (resp. Th(X)) en termes d’opérateurs d’interclassement, on vérifie
facilement que :

U, € K[S,] — End(Tn (X))

(resp. :

Uk € K[S,] — End(Th,(X))).

Par définition, €, (resp. f:) est la restriction & Th,,(X) (resp. Tn(X))
du morphisme
(logn+lwl)*i
i! ’
Ce morphisme peut, d’apres 1.3 et 3.1, se réécrire comme une combinaison
linéaire finie d’endomorphismes caractéristiques. Le fait que e}, € K[S,]
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résulte donc de ce que les endomorphismes caractéristiques appartiennent
a K([Sp].

Le reste de la proposition ne présente pas de difficultés.

On trouvera dans [R], [L] et [GR] une description combinatoire de ces
idempotents, et dans [P1] une description géométrique.

La structure d’algébre associative de T'(X) (resp. d’algebre graduée
de Th(X)) induit sur T(X) (resp. Th(X)) une structure d’algébre de Lie
(resp. d’algebre de Lie graduée). Par définition, ’algébre de Lie libre (resp.
graduée) est la plus petite sous-algebre de Lie (resp. graduée) de T'(X)
(resp. de Th(X)) contenant X.

LEMME 5.2. — La partie primitive de T'(X) (resp. de Th(X)) est
lalgébre de Lie libre (resp. graduée).

Le lemme 5.2 est classique, il résulte du théoréeme de Poincaré-
Birkhoff-Witt, et de la proposition 4.4 (resp. et de la proposition 4.2).

Nous allons voir comment ces constructions permettent par exemple
de généraliser au cas gradué un théoréme de Ree (cité dans [R], introduc-
tion).

On note Th*®"(X) lalgebre de Hopf duale de Th(X). C’est une
algebre de Hopf commutative. On notera z ® ... ® z; les éléments de
la base de Th;® (X), duale & la base z;, ® ... ® z;, de Thi(X).

Considérons alors le produit tensoriel complété :
T := Th*(X)®Th(X);
et considérons dans 7 1’élément :

T= Z (x:1 ®®m:k)®(x’tl ®---®xik),

(il,...,ik)

ou k parcourt N* et (i1,...,1x), I’ensemble des familles & k éléments de
I'ensemble [1,n]. Posons enfin : S:=1Q1+7T.

Le logarithme de S est bien défini dans ’algebre graduée 7, la somme
des termes étant finie en chacun des degrés. On peut le décomposer sous
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la forme :

() ;
log S = Z — T = Z - Z ([1}:1 RX..RQ xik) ® Qil,...,ik)
m>1 k>1  d1,...,0
ou @i, .....i, est un élément de degré k de Th(X).
ProposITION 5.3. — Pour tout k-uplet ordonné (i1, ..., i) d’éléments

de [1,n], Pélément Q;, ... ;, de degré k de Th(X) appartient a4 Prim Th(X),
lalgebre de Lie libre graduée sur X.

Plus précisément, on a :

Qil,‘..,ik = e]]é(mil ®..8 $’L'k)'

Il s’agit de prouver que :

Qil,...,ik = lOg(I)(:I).Ll ® eee ® zik),

ou log(I) désigne le logarithme du morphisme identité dans l’algébre
associative unitaire L(T'h(X)); soit encore que :

Qe =S

j>1

)J 1 .
(I-noe)(zy ®... 0 xy,)
ol 7 et € sont les morphismes unité et co-unité de Th(X).

Supposons m < k et calculons le coefficient QE:n)lk dans la décom-
position :

= Z Z (:E;l ... ®$;l) ® Q;T),Jz

I>m  (4i1,...,51)

On note Al™ (resp. A*I™ ..} V'itérée m-itme du coproduit dans
Th(X) (resp. du produit dans Th*(X), etc...).

Par définition du produit dans Th*(X) et du coproduit dans I’algebre
de Hopf duale Th(X), zj, ® ... ® zj, apparait dans la décomposition
canonique dans Th*(X) de :

AT, 1) ® - BT, 1) ® - B (35,1 ® - BT, 1))
si et seulement si le produit tensoriel :

(l'cxl(l) ®.Q xal(ll)) ®...Q& (xam(l) ®..Q a:am(lm))
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apparait affecté du méme coefficient dans la décomposition de Al™ (zs, ®
... ® z;,) dans la base canonique de T'g(X)®*.

On a finalement :

Q) =M o(I-noe®m oA (@, ®... 834,
=(I—-noe)™(zi; ® ... 5, ). CQFD.

6. Opérations en caractéristique p.

Ce paragraphe étudie le comportement des opérations caractéristiques
en caractéristique p. On notera H une algébre de Hopf de type fini,
commutative ou cocommutative, connexe, sur un corps commutatif K de
caractéristique p.

On note, comme dans 3, E le monoide commutatif des endomor-
phismes caractéristiques de H, p,, la K-représentation canonique de E dans
L(H), et Uk la restriction de ¥* & H,,, composante de degré n de H. On
note H® l'idéal d’augmentation de H et Q(H) le K-espace vectoriel des
indécomposables [MM] :

Q(H) := H*/TI(H* ® H*).

LeMME 6.1. — La K-représentation p,, est unipotente de rang n + 1.
L’argument est celui du lemme 3.1.

ProPosITION 6.2. — Soit H une algébre de Hopf commutative ou
cocommutative, connexe sur un corps de caractéristique p. Pour n < p les
composantes H,, de cette algébre de Hopf se décomposent en sous-espaces
propres sous I’action des opérations caractéristiques.

Plus précisément, il existe une famille de projecteurs orthogonaux
(€})ie(1,n) dans Endg (Hy) telle que :

H, = EE HY,

ot HY) := el (H,). En outre, U* opére comme k' sur HY.
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La vérification de cette proposition est identique & celle du théoréme
3.5.

Deés que n est supérieur ou égal a p, on ne dispose plus du logarithme
pour étudier la K-représentation unipotente p,.

Nous nous contenterons de montrer, & partir de [K|, comment il est
malgré tout possible d’exhiber en degrés supérieurs ou égaux a p une
décomposition «en poids» de H.

LEMME 6.3. — Pour tout k, k # 0 [p], le morphisme " satisfait
a Dégalité :

pa(@F" P71 = pa(D).

pn—l
Nous poserons : ¥k := ¥k
Le lemme se démontre par récurrence sur n.

Comme les opérations caractéristiques sur une algebre de Hopf co-
commutative sont adjointes aux opérations correspondantes sur 1’algebre
de Hopf commutative duale, il suffit de prouver le lemme dans le cas ou H
est commutative.

Supposons donc H commutative et, par récurrence, supposons que :

-1 (TP 1P71) = pna (D).

Comme les endomorphismes caractéristiques de H sont des endomor-
phismes d’algebre, on a : p,((¥5"1)P~1) = p,(I) sur II(H* ® H*) N H,,.

Par ailleurs, on vérifie immédiatement que, pour tout entier [, la
restriction de W' & Q(H ) est bien définie et opére sur ce K-espace vectoriel
comme [, olt on note [ la classe de [ dans le corps & p éléments Fj,.

Considérons maintenant = € H,. On a :
Uhrl(g)=k-z +y,
onyell(H*®@H*)NH,; dou:
(TP 1) =P~z 42 =2 + 2,

ol z est un élément de II(H* ® H*) N Hy,.
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Finalement, on a :

((‘I,k,n—l)p—-l)p(z) =z +]3 czZ=1. CQFD.

ProposITION 6.4. — Soit k entier, k # 0 [p], k # 1 [p]. Soit H une
algebre de Hopf de type fini, commutative ou cocommutative, connexe, sur
un corps K de caractéristique p. Le K espace vectoriel H se décompose en
somme directe :

H=HYg . oHFPD

ol H,(f) := H, N HY est le sous-espace propre de H,, associé & la valeur
A~ n-—1
propre k* de I'opération caractéristique U*”
Si H est commutative (resp. cocommutative), cette décomposition est
compatible & la structure d’algébre (resp. de coalgébre) graduée de H, au
sens ou :

m: g9 g g6 ., g+
(resp. :
A:H® @ HY @ H®),
[i+k)=1

ot si (a,b) € [1,p—1]%, on pose [a+b] =a+bsia+be [l,p—1] et
[a+b=a+b—p+1 sinon.

Le polynéme minimal de ¥%™ divise en effet d’apres 6.3 le polynéme
¢P~! — 1, scindé dans F,, dont les racines sont les éléments de F. Ces
racines sont simples, ¥ est donc diagonalisable. Le reste de la proposition
en résulte immédiatement.
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