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UN NOUVEAU RESULTAT DE PINCEMENT
DE LA PREMIÈRE VALEUR PROPRE DU LAPLACIEN

ET CONJECTURE DU DIAMÈTRE PINCÉ

par Saïd ILIAS

Introduction.

Dans ce qui suit, (M^g) désignera une variété riemannienne connexe,
complète, sans bord et de dimension n. Nous noterons V(M) son volume,
d(M) son diamètre, (JM sa courbure sectionnelle et Ric^ sa courbure de
Ricci.

i) La conjecture sur le pincement du diamètre.

Un très vieux résultat de Bonnet (cf. [6]) montre que si a M ^ ^"s" == 1
alors M est compacte et d(M) ^ dÇS1^) = TT. Myers a montré (cf. [6]) que
l'hypothèse sur la courbure sectionnelle peut être affaiblie en une hypothèse
sur la courbure de Ricci : si RÎCM ^ (n — 1)? alors M est compacte,
d(M) ^ TT et de plus 7Ti(M) est fini.

Toponogov (cf. [25]) a caractérisé le cas d'égalité dans la majoration
du diamètre obtenue par Bonnet. Il a montré que si (JM ^ 1 et d{M) = TT,
alors (M^g) est isométrique à (S^can). Restait à obtenir une caractérisa-
tion similaire pour le cas d'égalité dans le théorème de Myers; elle a été

Ce travail a été partiellement soutenu par le contrat CEE-GADGET SC1-0105-C.
Mots-clés : Courbure de Ricci - Pincement - Diamètre - Première valeur propre du
laplacien - Sphère.
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obtenue par Cheng (cf. [7]) : si RÎCM ^ (n - 1) et d(M) = ^(S71), alors
(M, g) est isométrique à (S^can).

En généralisant le théorème de la sphère (courbure sectionnelle --
pincée, cf. [6]), Grove et Shiohama (cf. [13]) ont montré le résultat suivant
(qui au vu du résultat de Bonnet, est un résultat de pincement du

dfS^)
diamètre) : si a M ^ 1 et d(M) > ———/-, alors M est homéomorphe à S72.
Compte tenu du théorème de Myers, peut-on espérer obtenir un résultat
de ce type sous l'hypothèse plus faible Ric^ ^ (n — 1)? D'où la conjecture
du diamètre pincé :

Sous l'hypothèse Rie M ^ (n — 1)? existe-t-il un e > 0 dépendant d'un
minimum d'invariants riemanniens, tel que dès que d(M) > TT — e, M est
homéomorphe à S71 ?

Cet e doit dépendre de la dimension. En effet, pour :

M = S^O-l)^--!)) x S '̂ (VU - l)/(2j - 1)) (j ^ 1),

/2i — 2 \ 1 / 2

on a RicM == 2j — 1 et limd(M) == lim7n —-.—— ) = TT. Par ailleurs,
j'-^oo j'-^oo \2j — 1/

des travaux récents de M. Anderson et Y. Otsu (cf. [1] et [20]) montrent
qu'un tel e doit dépendre de la courbure : Anderson construit une famille de
métriques gjç sur CP2 et CP^CP2 (et comme il le signale, sa construction
est aussi valable pour CP" et CPn#CPn) telle que :

R-^fc ^3 e^ limd(^) = TT.
k

Plusieurs travaux ont été faits pour résoudre la conjecture du diamètre
pincé. Pour en rendre compte, nous avons choisi d'en citer deux des plus
récents :

THÉORÈME (Wu, cf. [26]). — Soit k > 0 et r e]-,7r[. Il existe un
e > 0 ne dépendant que de n, de k et de r, tel que, si Ric^ ^ (n — 1),
O~M ^ ~k2, V(M) ^ a(n,r) = le volume de la boule géodésique de rayon
r de S71 et d(M) > TT — e, alors M est homéomorphe à S71.

Un autre théorème fait intervenir un minorant du rayon d'injectivité :

THÉORÈME (Eschenburg [9]). — Supposons que Rie M ^ (n — 1),
^M ̂  —k2 et que le rayon d'injectivité de (M, g) soit minoré par p. Il existe
un e > 0 ne dépendant que de n, p et k, tel que M est homéomorphe à S71

dès que d(M) > TT — e.
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Vu les contre-exemples d'Anderson, la conjecture est-elle vraie si on
admet que e peut dépendre d'un majorant A de la courbure sectionnelle ?
La réponse est donnée par l'un des théorèmes (cf. Théorème 4.1) du présent
article :

THÉORÈME. — Pour tout A, soit MA,H l'ensemble des variétés
riemanniennes complètes de dimension n dont la courbure sectionnelle est
bornée supérieurement par A. Il existe un e{A, n) > 0 (calculable), tel que,
pour toute variété riemannienne (M, g) appartenant à MA,H .'

Si RicM ^ (n — 1) et d(M) > TT — ^(A, n), alors M est homéomorphe
à S71.

ii) La conjecture sur le pincement de la première valeur
propre du laplacien.

Le spectre du laplacien de (M, g) est constitué de valeurs propres :
Ao = 0 < Ai ^ À2 ^ • • • -^ +00.

Nous nous intéressons à la première valeur propre non nulle du
laplacien, à savoir Ai. A cet égard, rappelons que A. Lichnerowicz (cf. [18])
a montré que : si Ric^ ^ n — 1, alors Ai(M) ^ n = A^S71). Un autre
résultat dû à M. Obata (cf. [19]) permet de caractériser le cas d'égalité
dans cette minoration; en effet, il montre que : si Ric^ ^ (n — 1) et
Ai (M, g) = A^S", can), alors (M, g) est isométrique à (S71, can). Ce dernier
résultat découle d'une belle caractérisation des sphères par l'existence d'une
solution, non triviale, à une équation aux dérivées partielles : M. Obata
montre que s'il existe une fonction /, non identiquement nulle, telle que :

T ( f ) : = D d f + f ' g = ^
alors (M, g) est isométrique à (S^can).

Une première question se pose : a-t-on une conclusion similaire si il
existe une fonction / telle que ||T(/)||oo soit suffisamment petit?

Un résultat de S. Gallot (cf. Lemme 2.1 du présent article ainsi que
[10] et [11]. Voir aussi [21] pour une version beaucoup plus faible) montre
que si Ric^ ^ n—1 et sous une certaine hypothèse de petitesse de ||T(/)||oo,
la variété M est homéomorphe à S71.

Ce qui motive la question de pincement suivante :

QUESTION 1 (la conjecture du pincement du Ai). — Existe-t-il un
e, dépendant d'un minimum d'invariants riemanniens, tel que, dès que
RicM ^ n - l e t A i ^ n + e(A, n), M est homéomorphe à S71 ?
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A l'instar de ce qui se passait pour le diamètre, cette conjecture admet
une version plus faible :

QUESTION II. — Existe-t-il un e, dépendant d'im minimum d'in-
variants riemanniens, tel que, dès que (JM ^ l e t A i ^ n + £ , M est
homéomorphe à S71 ?

A la question 1 qui est le centre d'intérêt du présent article, il
est curieux de noter, qu'à ce jour, la seule réponse partielle que nous
connaissions est due à S. Gallot ([10] et [11]). En effet, il répond à la
question I, avec un e dépendant d'un minorant de (JM-I d'un majorant
de RicM? d'un majorant de \DÎ{,!CM [ et d'un minorant de V(M) (cette
dépendance n'est pas minimale).

En contraste avec la question (I), la question plus faible (II) a été,
elle, abondamment étudiée. Li et Zhong ([17]) puis Li et Treibergs ([16])
y ont répondu en dimension 2 et 3 puis en dimension 4; et finalement
Croke ([8], voir aussi [2] pour une amélioration de ce résultat) y a répondu
en toute dimension avec un e ne dépendant que de n (cette dépendance
est minimale). Il est à noter que dans tous les travaux concernant la
question II, l'utilisation du théorème de Grove-Shiohama est essentielle,
d'où la nécessité de l'hypothèse (JM > 0-

De nombreux auteurs ont confondu ou confondent les questions (I) et
(II) et ont cru que C.B. Croke avait résolu la conjecture du pincement du
Ai (voir par exemple [5] p. 92 et [1] remarque 3). Dans le présent travail,
en nous inspirant des idées utilisées par S. Gallot et en les améliorant, nous
nous débarrassons de la dépendance de e en la dérivée de RÎCM et en le
minorant de V(M), pour obtenir le théorème suivant (cf. théorème 2.2 et
remarque 2.3).

THÉORÈME. — Pour tout A, il existe un e{A, n) > 0 (explicite), tel
que, pour toute variété riemannienne (M, g) 6 MA,H •'

Si RicM ^ n - 1 et Ai(M,p) ^ A^S^can) + e, alors M est
homéomorphe à S71.

Signalons qu'une dépendance en la courbure sectionnelle est nécessai-
re comme le prouvent encore une fois les exemples d'Anderson sur CP^ et
CP^CP71.

Nous nous intéressons par la suite, à un problème de pincement plus
général :
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Soit q une fonction positive (non identiquement nulle) et supposons
qu'il existe une solution / (non identiquement nulle) de l'équation : A/ ==
ç/.

On peut, en adaptant par exemple la preuve de la minoration du Ai
par Lichnerowicz, montrer que : si RÎCM ^ ^ — 1, alors ||ç||oo ^ n.

De plus l'égalité \\q\\oo = n caractérise (S^can).

Nous montrons, de plus, le résultat de pincement, plus général,
suivant :

THÉORÈME (cf. Théorème 3.3). — Pour tout A, il existe un
e(n, A) > 0, tel que pour toute variété riemânnienne (M, g) e MA n admet-
tant une solution non triviale pour l'équation A/ = q • f : si Ric^ ^ (ri — 1)
et ||ç||oo ^ n + e(A, n), alors M est homéomorphe à S71.

Un corollaire immédiat de ce théorème (cf. Corollaire 3.4) est un
résultat de pincement de l'énergie des applications harmoniques sphériques.

iii) Les conjectures sur le pincement du diamètre et sur celui
de la première valeur propre du laplacien sont équivalentes.

• La conjecture du diamètre pincé implique celle du Ai pincé : ce fait
avait déjà été observé par C.B. Croke (cf. [8]) ainsi que par Bérard, Besson
et Gallot (cf. [2]). Et c'est ainsi que Croke prouve son théorème (réponse à
la question II) en utilisant le théorème de Grove-Shiohama.

• La conjecture sur le pincement du Ai implique celle du diamètre
pincé :

C'est ce que nous montrons au paragraphe 4, en utilisant essentielle-
ment un résultat de comparaison des Ai de boules géodésiques dû à Cheng
(cf. [7]).

Le théorème de pincement sur le diamètre (théorème 4.1) découlera
alors de notre théorème sur le pincement du Ai (théorème 2.2 et remarque
2.3). D

Je tiens à remercier S. Gallot pour l'intérêt qu'il a porté à ce travail
et pour les discussions encourageantes que j'ai eues avec lui.
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1. Préliminaires.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe, de dimen-
sion n ^ 2. En plus des notations introduites au début de l'introduction,
nous désignerons par dvg son élément de volume riemannien, par D sa
connexion de Lévi-Civita, par R son tenseur de courbure, par (TQ (resp. ai)
le minimum (resp. le maximum) de sa courbure sectionnelle a M en tout
point et sur tout 2-plan et par A;o (resp. k\) la plus petite (resp. la plus
grande) valeur propre de RÎCM /(n—1). Nous noterons df^ le gradient d'une
fonction /.

Le laplacien de Lichnerowicz (cf. [4]) agissant sur les 2-tenseurs est
défini par :

/\Lh=D^Dh+n(h)

où D* est l'adjoint de D (extension de la connexion de Levi Civita D aux
2-tenseurs) pour le produit scalaire L^ et où en un point p G M :

7Z(/i)(e,,^) = ̂  {RiCM(ei,ek)hÇek,ej) + /i(^.efc) RicM(efc,e?))
k

-2^R{ei,ek,e^e^)h(ek,e^ ;
k,£

(^i)i=i,...,n étant une base orthonormée de TpM.

De la définition du laplacien de Lichnerowicz A 7,, nous déduisons la
formule de Weitzenbôck suivante :

(1) (A^/i, h) = ̂ \h\2 + \Dh\2 + (7Z(/i), h).

1.1. LEMME. — Pour tout 2-tenseur symétrique h sur M, on a :

(n(h),h) ^^(^/^-(tr/i)2)

où tr/i = trace de h :== (h, g ) .

Preuve. — Si e i , . . . , en est une base orthonormée de TpM diagona-
lisant h alors au point p, on a :

(TZ(^), h) = ̂  a(e,, e,) {h(e^ e^) - h(e^ e,))2

k,e

^ ao ( S (^(e^ e^))2 + (M6^6^))2 - 2^(eA;, ek)h(e^ e^Yj
k,e

^2c^o(n|/l|2-(tr/l)2). D
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Nous aurons besoin, par la suite, de mesurer "le défaut de commu-
tation" entre le laplacien A et la dérivée covariante D, ce qui fait l'objet
du lemme suivant, déjà énoncé sous une forme légèrement différente par
S. Gallot dans [11] :

1.2. LEMME. — Soit / <E C°°(M). On a :

^(Ddf) - Dd^f = DRicM(^;...)

où en un point p e M et dans une base orthonormale (eji<^ de TpM :

DRicM^fc;^,^-) = D^RicM^.e^-D^. RicM(efc,^)-D^ RicM(ej,e/c).

Preuve. — Nous donnons ici une preuve qui n'est qu'évoquée dans
[11]. Nous allons faire le calcul en un point p e M, nous supposerons de
plus que la base orthonormée (e^)^^ est normale (i.e. D^ej, = 0).

On a d'abord :

(^L(Ddf) - DdAf)(i,j) = ̂  [D^f^j^k) - D^f^^iJ)
k

+ RÏCM (i,k)Ddf(k,j)+Ddf(i, k) Ric^ (k, j ) ) - 2 ̂  R(i, k, j , i)Ddf(k, t).
k,i

Or,

Dif{ij,k,k) - D^î^k^j) = Di(D,DkDkf - DkDjDkf)
+Dk(DiDkD,f - DkDiDjf) + (DiDk - DkDi){DkDjf).

Les identités de Ricci nous donnent :

DiDkdf(j) - DkDidf(j) =J^R(i,k,j,a)df(a)
CL

^ D,Dkdf(k) - DkD,df(k) = ̂  R{j, A;, A;, a)df(a)
k k,a

et

^(D,Dk - DkD,)Ddf{k^ j) =^R^ ̂  ̂  ̂ Ddf{k, a)
k k,a

+^R(i,k,k,a)Ddf(aJ)
k.a
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et finalement :
^(D,D,DkDkf - DkDkD,D,f) = - ̂  D, RicM(j\ a)df(a)

k a

-^RïCMU^a)Ddf(i,a)-^R[cM^a)Ddf(aJ)
a a

+ ̂  D^(z, À;, j, a)df(a) + 2 ̂  7?(z, A;, ̂  a)Ddf{k, a).
k,a fc,a

La deuxième identité de Blanchi permet de conclure :

E (D4^ ̂  ̂  ̂ ) - ̂ /(^ M^)) = - ̂  A RicM 0, a)d/(a)
^ a

- ̂  RicMO, a)Dd/(z, a) + ̂  ̂  RicM(^j)^/(a)
a a

- ̂  ̂  RicM (^ a)d/(a) + 2 ̂  J?(î, À-, ̂  a)Ddf(k, a)
a k,a

-^RiCM(i,a)Ddf(aJ).
a

D'où le résultat :
Ç^L(Ddf) - DdAf)(iJ) =^{DaRicM(iJ)df(a)

a

- D, RicMO', a)df(a) - Dj RicM^ a)df(a)) D

L'opérateur D (opérant sur les 2-tenseurs) a été introduit par M. Ber-
ger et D. Ebin (cf. [3] pour d'autres propriétés de cet opérateur).

Il nous semble intéressant de connaître les variétés pour lesquelles
DRic = 0. Il est clair que DRic = 0 pour les variétés d'Einstein (et
plus généralement les variétés à courbure de Ricci parallèle), sont-elles les
seules? Nous avons la :

1.3. PROPOSITION. — DRicM = 0 si et seulement si (M, g) est
localement le produit riemannien de variétés d'Einstein.

Preuve. — D RÎCM ^ 0 implique que D R!CM est antisymétrique
en les deux derniers indices; la symétrie de RÎCM impliquant qu'il est
également symétrique en ces deux indices, il doit être nul. DRicM = 0
implique la proposition (résultat classique (cf. [4]) qui découle du fait que
la courbure de Ricci sera invariante par le groupe d'holonomie de M et du
théorème de décomposition de De Rham). Q
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2. Le théorème principal.

Dans toute la suite, nous supposerons ko > 0.

Soit / une fonction propre du laplacien, associée à la valeur propre
À (i.e. A/ = \f) et considérons le 2-tenseur symétrique à trace nulle

T := Ddf + — f g . La formule de Bochner donne aisément :
n

f |r|2^ (^^(A-nA-o) { |̂ |2^.
JM \ n / j ^

Ainsi, si À est très proche de nko, \\T\\-2 sera très petit. Nous utiliserons
par la suite la formule de Weitzenbôck pour les 2-tenseurs et une inégalité
de Sobolev afin de montrer que ||r||oo est très petit. Ceci nous permettra,
en utilisant un lemme dû à S. Gallot [11] (cf. aussi Pinsky [21] et Gallot [10]
pour des versions plus faibles) de déduire que la variété M est homéomorphe
à S71.

2.1. LEMME (cf. [11]). — Soit f une fonction propre du laplacien,
associée à la valeur propre A. Si

imioc<^Kiioc
alors la variété M est homéomorphe à S7^.

Idée de preuve. — Ce que prouve S. Gallot est une version plus fine
de ce lemme. En fait, il montre qu'on a la même conclusion sous l'hypothèse

||r||^<—v/A7n ^ll^lloc.
^WVè

La version du lemme, dont on a besoin, découle du fait que A ^ nko et que
d(M) ^ T r / ^ / k o (th. de Myers).

Quitte à multiplier la métrique g par une constante, nous pouvons
nous ramener au cas A = n. L'hypothèse implique que les variations de
df\2 + f2 sont bornées en fonction de ||c(/'||ooî puisque X(\df\2 + f2) =

2 • T(X,df^). Si p est un point critique de /, on montre en utilisant le
théorème des accroissements finis que :

1/(P)1 = (\df\\P-) + \î{pW ï Y——M-Moc

et donc, pour tout X ç TpM de norme 1, on a :

-f(p) - 1/(P)1 < Ddf(X,X) < \f(p)\ - f(p).
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Tous les points critiques de / sont donc des maxima ou des minima.
On en déduit, en utilisant la connexité de M, que / n'a que 2 points
critiques (un maximum et un minimum). Le lemme de Reeb permet alors
de conclure. D

2.2. THÉORÈME PRINCIPAL (à comparer au th. 3.3 de Gallot [11] et à
celui de Croke [8]). — Soit (M, g) une variété riemânnienne compacte
connexe de dimension n ^ 2 telle que la plus petite valeur propre ko
de RicM / n — 1 soit strictement positive. Il existe une constante e > 0,
ne dépendant que de n, (TQ et k\, telle que si Ai < nko + e alors M est
homéomorphe à S77'.

2.3. Remarque. — La version de ce théorème que nous avons donnée
à l'introduction découle du fait que, si Ric^ ^ (n— l)ko et a M ^ A, alors :
o-o ^ (n — l)A:o — (n — 2)A et k\ ^ A et du fait qu'on peut remplacer dans
la démonstration du théorème 2.2 (TQ et k\ par (n — l)ko — (n — 2) A et A.

Preuve du théorème. — Soit / une fonction telle que A/ = \f et

considérons le tenseur T = Ddf + — f g - La formule de Weitzenbôck (1)n
nous donne :

JA|r|2 = (ALT,T) - \DT\2 - (7Z(r),r)
et, en utilisant le lemme 1.2 et (^,T) = 0, on obtient :

(ALÏ, F) = {^Ddf, T) = {DdAf, T) + (D RicM, df (g) T)
=\\T\2+{ORlCM.df^T).

A partir de la minoration de (7ï(T),T) obtenue dans le lemme 1.1, on
déduit que :

(2) JA|T|2 + \DT\2 ^ (À - 2nao)|r|2 + (D RÎCM, df ̂  T)

en multipliant les deux membres de cette inégalité par ^T\2k~'2 (où k est un
réel > 1) et en intégrant, on a :

(3) x / A|^|2|^|2fc-2d^+ [ iDrpiri^-2^2 JM JM
^(A-2n<7o) / |^|2^+ ( (DRicM^/^T)!^-2^.

JM JM
La suite de la preuve va consister à déduire de cette inégalité une majoration
de ||r[|oo en fonction de ||T||2 en adaptant un processus d'itération à la
Nirenberg-Moser. Pour cela, nous allons commencer par estimer le terme

( (nRlCM.df^T)>\T\2k-2dVg.
JM
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Estimation de J^(DRicM^/ 0 T) > [T^^dvg. — Remarquons

d'abord que DRÎCM = DRÏCM pour RicM = RÎCM -{n - 1) 1 + % et
que donc ̂ (DRic^/ ̂ TW^dVg = J^(DRicM^/ (^T^T^dVg.
Et, vu que T est symétrique,

[ (Œ{icM,df^T)\T\2k-2dvg= f (DÏ{ïcM,df 0 TW^dvg
J M J M

-2 I (DmcM^T^df^T^dVg.
J M

Une intégration par parties nous donne :

[ (DmcM,df^T)\T\2k-2dVg= f A^RÏCM^ITI2^2^
J M J M

-( (df^Ï{icM,DT)\T\2k-2dvg-(2k-2)f (df^RicM.d^T^T^dVg,
J M J M

de la même manière :

-2 / (DRïcM^T^df^T^dVg
J M

=2 f ^mcM(^m)Ddf(^J)TU^m)\T\2k-2dvg
J M

-2 [ (RicM^df^D^T)^-2

J M

+2(2 /c -2) f {RicM^d^df^T^T^dVg ;
J M

remarquons alors, que :

/ A/(RicM,^)|T|2/c-2^
J M

+2 / yRïcM(^m)Ddf(^J)T(j,m)\T\2k-2dvg
J M

^(^Vl /{WCM^T^dVg
x n / JM

+2 ( ^RicM(^m)^(z,J)T(J,m)|^|2/c-2d^,
J M

et donc, par Cauchy-Schwarz :

/ A^RicM^lri2^2^^ ( Wc^m)Ddf(iJ)T{j^m)\T\2k-2dVg
J M JM

^ (!^2)A / \f\\'mcM\\T\2k-ldvg+2 f |Ric||r|2^ ;v ' l / J M J M
de même on a :

- f (df^RicM^DTW^dVg^ f Id/HRicMll^Tliri2^2^,
J M J M
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et en utilisant en plus l'inégalité de Kato |d|r|| ^ \DT\ :

-2(k-i) I (d/^RïcM^iri^iri^-3

JM

^ 2(k - 1) I |RicM||^||^T||T|2'-2^ ;
J MJ M

mais, de la formule de Bochner, on déduit :
^rr. (n-\yT=(n^-)xdf-R[CM(df^.)

=(n-l)[^-(^)]df-mc^^

\ n

=(n-

ce qui nous donne :

-2 I (RicM^df^D^T^dVg
J M

=(n- 1) ki+^-^1 [ WcMÇdf^dfW^dVg
L n J JM

+2 / (RicM0^d/0RicM)|T|2fc-2^,
J M

et donc, en remarquant que A;i + ko - — ^ sup ( k ^ - k o 6 }
n \ n i

-2 f (mcM^df^D^T^T^dVg
JM

^(n- l ) (^-Â;o)k-Â-o+^1 I WW^dVg
L n -1 JM

2 /' |RïcM|2|^|2|^|2/c-2d^,
J M

+
^M

et finalement :

4(A:-1) I (RicM^d\T\,df^T)\T\
J M

i |2A;—3
^^J.^^ -<^ /^ j ^ . [ , ^J \ < y - L / [ J . [

/M

< 4 f A - - l ) ( iRicA^llDTlI^fUTl^-2^^^4(^ - i ) ( iRicMll^rud/liri^-2^
JM

et vu que |RicM|2 ^ ,(Â;i - A:o)2, on déduit l'estimation :

/ (BRïcM^df^T^T^dv
JM

-2-',
^Ci(n)À(fci-feo)||/||oc/' ITI2^1^ + C2(n)(fci - A-o) / ' ITI2^

•/M JAf

+C3(n)((fcl-&o)2+£(fcl-fco))||d/'||2<, /' IT^-2^'oc/ rri2^
M^M

+ C4(n)(6fe - 5)(fci - ko) 1 {DTMT^dv
J M

"^
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où ci{n) {î = 1, 2,3,4) est une constante ne dépendant que de n.

Or, pour toute constante c > 0, on a :

l ^ l l D T l ^ J ^ l D T p + c I d / l 2 ] .

En choisissant c = c^(n)(Qk-^}(k^ -ko), on obtient l'estimation cherchée :

/l(DRicM^/^^)|T|2/c-2^^Cl(7^)A(Â;l-À:o)||/||oo / ir]^-1^
J M J M

(4) + C2(n)(/ci - Â;o) 1 |T|2^ + C3(n) [(A;i - A;o)2 + e(k^ - ko)
J M

+(6A;-5)2(^-Â:o)2]||^||^/ |^|2fe-2^+ l/ IDTI2!^-2^.
J M z J M

Suite de la preuve. — En utilisant le théorème des accroissements
finis et en remarquant que f^ fdvg = 0, on déduit que : ||/||oo ^
d(M)\\df\\oo. Ce qui permet d'obtenir, à partir de (3), de (4) et de l'inégalité
de Kato :

1 ( A|^|2|^|2fc-2^+l / idirnW-2
z JM z JM
^ (A - 2nao + c^n){k^ - ko)) f {T^dvg

JM

+ C3(n)((A;i - Â;o)2(l + (6k - 5)2) + e(k, - A:o))||d/||2, ( ^-^Vg
J M

+c,{n)\(k,-ko)c[(ko)\\df\\^ f {T^dVg
J M

et en remarquant que :

î /• A|^|2|^|2fc-2d^;,,+l / mW^dv,1 JM i JM
= (^/ĵ 'i2"".-

On déduit que :

("l̂ 3) / m^d.,v zlï / JM
^ci(n)A(A:i-Â:o)c(Â;o)||^||oo||r||^:i

(5) +(A-2nao+C2(n)(Â;l-^o))||^||^+C3(n)((^-Â:o)2(l+(6A:-5)2)

+^l-^))||^||2oo||T||2^

maintenant, ou ||T||oo < -j—°-||cy||oo et alors, par le lemme 2.1, M

est homéomorphe à S^ ou \\df\\^ ^ ——||r||oo. Nous nous placerons
vko
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désormais dans ce cas. Posons h = |r|, l'inégalité (5) devient alors :

(6) (4^-3) ̂  ̂  ̂

^ (ci(n, ̂ i, 00)^4- ̂ (n^o^i)^2)^!!^^!!^ ;
par ailleurs, l'inégalité de Sobolev (cf. théorème 3 de [14]) nous donne pour
toute fonction / e H^(M) :

m w^svwr^^^w^mf).
En dimension 2, une inégalité analogue est valable en remplaçant n par
4 (cf. lemme 1.1.4 de [15]). En appliquant (7) à /^ et en utilisant (6), on
obtient :

(8) 1 1 ^ 1 1 ^ ^^W-v-^^^+c^+i)1^!!/,!!^!!/,!!^ ;
posons alors k = ̂  + 1 où f3 = ——— et notons |[|/i|||p = VÇM^/P^L,

TL Za

l'inégalité (8) devient :

111^1112^+2^ (l+C^+C^^V^^II^II^+llII/zlll^^

et donc, en utilisant l'inégalité de Hôlder :
lll^llb^^c^^ll/.ll^^lll^ll^^

ce qui permet d'obtenir par itérations de i = 0 jusqu'à l'infini •

(E-)
(9) Roc ^ ̂ IÎ IINÎ  , où K = c; -0 ' +1

et
1'^j^j ^

a = TT (——-——} ele-71/2 if
l lM+fl/^^ J 5 L'+(1/W-î=0

On déduit de (9) en utilisant l'inégalité de Hôlder :
||/^||2^^^2/Q|||/^|||i=^2/-y(M)-l||/z||j

c'est-à-dire :

oo) imî ^mr'mil
mais par la formule de Bochner :

(n) \\T\\î^{n-l)^-k^\\df\\î
les inégalités (10) et (11) nous donnent alors :

im|oo ^ K^^r^Y)^ - ko) ' \\df\^.

En choisissant £(n,(7o,A;i) > 0 telle que £ ^ ko(n - 1)-1^-2/Q:(1 + 7r)-2,

on obtient ||T||oo < ———\\df\\^. On conclut en appliquant le lemme 2.1.
D
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3. Une généralisation du théorème de pincement du Ai.

Soit q € C°°(M) telle qu'il existe au moins une solution (non
identiquement nulle) de l'équation :

(*) A/ = qf.

En multipliant par / l'équation (*) et en intégrant on voit que : sup q ^ 0
M

et que si sup q = 0 alors / est constante.
M

D'autre part, en supposant q ^ 0 et en adaptant la preuve de la
minoration de Lichnerowicz pour le Ai, on peut facilement montrer que
sup q ^ nko (et que l'égalité n'a lieu que si q = nko et que (M, g) est
M

isométrique à (S71, — can )). Le problème de pincement du Ai que nous
v ko /

avons étudié au paragrahe 2 se généralise donc naturellement et de manière
équivalente pour q. La méthode que nous avons développée pour le Ai peut
être adaptée à ce cas, mais présente beaucoup plus de complications et de
difficultés techniques. Néanmoins, une remarque simple, va nous permettre
de voir que ce problème de pincement (a priori) plus général n'est qu'un
corollaire de celui du Ai :

3.1. LEMME. — S'oit q ç C°°(M) telle qu'il existe une solution
(non identiquement nulle) de l'équation :

A/ = qf.

Si f^qdvg > 0, alors sup q ^ Ai(M,^). L'égalité, dans cette dernière
M

inégalité, n'a lieu que si q = Ai.

Preuve. — Ce qu'on va utiliser essentiellement est l'hypothèse
F,, qdvg > 0. A/ = qf signifie que 0 est dans le spectre de A — ç. Soit
alors p tel que Ap(A — q) = 0. On sait d'après la caractérisation variation-
nelle des valeurs propres de l'opérateur A — q que :

^-^-y^/M^0qdvg

et donc p ^ 2. Ce qui implique que : Â2(A — q) ^ 0 et comme Â2(A — q) ^
Â2(A)— sup q on obtient :

M

supç^Â2(A) =Ai(M,^) .
M

D
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D'où les corollaires immédiats :

3.2. COROLLAIRE. — S'oit q ^ 0 (q ^ 0) tel qu'il existe une solution
non identiquement nulle de l'équation : A/ = qf.

Nous avons : sup q ^ nko de plus l'égalité n'a lieu que si q = nko et
M

(M, g) est isométrique à ( S72, — can ) .
\ ko /

Preuve. — Se déduit directement du lemme 3.1, de la minoration de
Lichnerowicz pour le Ai et de l'étude du cas d'égalité faite par M. Obata.

D

3.3. THÉORÈME (pincement généralisé). — Soit (M^g) une variété
riemannienne complète telle que la plus petite valeur propre ko de
RicM /(^ — 1) soit strictement positive. Et soit q ^ 0 (q ^ 0) tel qu'il
existe une solution (^ 0) de l'équation : A/ = qf. Soit A un majorant de
la courbure sectionnelle de (M, g).

Il existe une constante e(n^ (TQ, Â*i) > 0 telle que si
nko ^ sup q ^ nko + e

M
alors M est homéomorphe à S71.

Preuve. — On utilise le £ obtenu dans le théorème de pincement du
Ai (th. 2.2) et le lemme 3.1. D

Ce dernier théorème a comme application immédiate le résultat
suivant de pincement de la densité d'énergie d'applications harmoniques
sphériques :

Soit une application
^ = (^i , . . . ,^+i) : (M^g) -^ (S771, can).

m+l
Définissons sa densité d'énergie par e(^) = ^ |^i|2. Il est connu

i=l
(cf. [24]) que <3> est harmonique si et seulement si :

A<î^ = e(^)^i pour z = 1 , . . . , m + 1
d'où le corollaire :

3.4. COROLLAIRE. — Soit (M,^) une variété riemannienne com-
plète telle que ko > 0. Et soit ^> : (M, g) —> (S^can) une application
harmonique :
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i) si e(<3>) < nko, alors ^ est constante.

11) si e(^>) ^ nko et si <E> est non constante, alors (M, g) est isométri-
que à la sphère euclidienne de rayon 1/v^o et <Ï> est un plongement ho-
mothétique et totalement géodésique.

iii) il existe une constante e(n,(ïQ,k^) telle que si e(<î>) < nko(l + e)
et si <S> est non constante, alors M est homéomorphe à S71.

Preuve du Corollaire 3.4. — (i) et la première partie de (ii) découlent
du corollaire 3.2. La deuxième partie de (ii) (<Ï> est homothétique et
totalement géodésique) est un corollaire de la formule de Weitzenbôck pour
les applications harmoniques (pour une preuve, voir [15] théorème 1.1.1).
Enfin (iii) découle du théorème 3.3. D

4. Preuve du résultat de pincement du diamètre.

L'objet de ce paragraphe est de montrer l'équivalence entre notre
théorème de pincement du Ai (th. 2.2) et le :

4.1. THÉORÈME. — Pour tout A et tout n ^ 2, désignons par
MA,U l7 ensemble des variétés riemanniennes complètes de dimension n et à
courbure sectionnelle majorée par A. Il existe un e(A, n) > 0 tel que pour
toute variété riemannienne (M, g) appartenant à MA,H •'

si R!CM ^ Ricsn et d(M) > ^(S72) - e, alors M est homéomorphe à S".

Preuve de Th. 4.1 ==^ Th. 2.2. — Ceci avait déjà été remarqué par
C.B. Croke [8] (dont une amélioration a été obtenue par Bérard, Besson et
Gallot dans [2] à partir d'une inégalité isopérimétrique généralisant celle
de P. Lévy et Gromov). En effet, ils montrent que :

Ài(M^) ^ (1 + 77n(7r - d(M)))Ai(S71, can)

où rjn est une fonction (explicite dans la version de [2]) continue, croissante
et telle que ?7n(0) = 0 et r]n{x) > 0 pour x > 0.

Et donc, si \i(M,g) ^ n(l + e) alors TT - d(M) ^ r]^{e}. Ce qui
permet de conclure. D

Preuve de Th. 2.2 =^ Th. 4.1. — Rappelons pour cela le résultat de
comparaison suivant, dû à S.Y. Cheng [7].
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4.2. LEMME. — Soit (M, g) une variété riemânnienne complète de
dimension n vérifiant RÎCM ^ (n — 1). Toute boule géodésique B{x,K) de
(M, g), de rayon R < TT, vérifie (pour le problème de Dirichlet) :

Ai(B(^J?))^Ai(5*(J?))

où B*(R) est la boule géodésique de rayon R sur (S^can).

Nous en déduisons le lemme qui nous permet de conclure :

4.3. LEMME. — Pour tout variété riemânnienne complète (M^g)
vérifiant Rie M ̂  {n — 1), on a :

Ài(M,p)^Ài(S^can)+a^-d(M))

où On est une fonction continue positive croissante sur ]0,7r[, qui tend vers
0 en 0 et vers +00 en TT.

Preuve du lemme 4.3 et fin de la preuve de Th. 2.2 =^ Th. 4.1. —
Soient x\ et x^ deux points de M tels que d{x\^x^) = d(M). Les boules

/ / . dWgeodesiques de rayon ——— centrées en x\ et x^ étant disjointes, on a, parz^
le principe du mini-max :

MM,,)S^(A,(B(,.,"(f)))

où les valeurs propres des boules sont au sens de Dirichlet, donc par le
lemme 4.2 :

MM,,)^^))

où B * ( — . — ) est la boule géodésique de rayon ——- ^ — de (S^can).
\ z / A 2i

En désignant par p la fonction distance au centre de la boule et
en prenant comme fonction test dans le quotient de Rayleigh la fonction

^ = cos/9 — cos ———, on montre comme dans la preuve du lemme de [1]
p. 413, que :

. _ . / d(M)\
A<P S n cos p^ cos p — cos ——— l

et que :

^o*^)^ (. ^M)^.^)^-008^)^^
^(V))^1^05-^ (cos. cos^))2^] ^ ( d ( M ) \ [COS? — COS ——r~) CLVcan
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d'où :
Ài(M^) ^ À^.ca^+yWM))

ou
r*/2 /^o/. _ ^c i^ir^-it Jo (cos r — cos |) smn 1 r^r

^(t)=ncos-° v — — 2 / ,
Jo (cos r — cos ê) smn 1 rc^

est une fonction décroissante sur ]0,7r[, qui tend vers 0 en TT et vers +00 en
0. D'où le résultat du lemme en prenant On(t) = f3n{^ — t). D

Maintenant pour déduire le théorème 4.1 du théorème 2.2, il suffit de
choisir 6 > 0 tel que a^Çë) ^ e où e est celui du théorème de pincement du
Ai (th. 2.2 et remarque 2.3) car alors M est homéomorphe à S72 dès que
d(M) > TT - 6.

Remarques. — D'autres contre-exemples du type de ceux d'Ander-
son ont été obtenus par Y. Otsu sur des produits de sphères (cf. [20]).

- Il nous semble que d'autres contre-exemples de ce type peuvent être
construits sur des sommes connexes de S72 x S772 à partir des travaux de
Sha et Yang (cf. [22] et [23]).

- Il nous semble aussi possible d'obtenir des résultats du type de ceux
que nous obtenons avec des hypothèses intégrales sur la courbure (ceci en
utilisant le travail de S. Gallot [12]).

Lors de la rédaction de cet article, nous avons appris que des idées
proches de celles que nous avons développées au début de la preuve du
théorème de pincement du Ai ont été utilisées récemment par M. Le Coutu-
rier et G.F. Robert (Théorèmes de pincement sous des hypothèses intégrales
de courbure - preprint Ecole Polytechnique n° 1027 (1992)) pour donner
une preuve analytique, sous des hypothèses intégrales sur la courbure, d'un
théorème de pincement de Yamaguchi.
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