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L’AIRE SYSTOLIQUE CONFORME DES GROUPES
CRISTALLOGRAPHIQUES DU PLAN

par Christophe BAVARD

Introduction.

En 1949, C. Loewner établissait 'inégalité isosystolique optimale pour
le tore T' de dimension 2. Ce résultat relie deux invariants géométriques
d’une métrique riemannienne g sur 7', qui sont l'aire, notée Aire g, et la
plus petite longueur d’une courbe non contractile, ou systole, notée Sys g :

Aire g/Sys? g > V/3/2.

De plus, 1’égalité caractérise le tore plat équilatéral a isométrie et ho-
mothétie pres.

La systole d’une variété riemannienne V' est aussi définie par ’action
isométrique du groupe fondamental I" sur le revétement universel X :

1 V=inf inf dist(z,7.z).
1) SysV = inf  inf , & (z,7.2)

Cette formulation permet d’étendre la notion de systole & un groupe
discret quelconque I' d’isométries d’une variété riemannienne X : Sys I est
donné par (1), ou 'on écarte les éléments de I" qui ont des points fixes.

Nous établissons dans ce travail des inégalités optimales, analogues
au résultat classique de Loewner, pour tous les groupes cristallographiques
du plan euclidien :

Mots-clés : Systole — Groupes cristallographiques du plan euclidien — Groupes du
triangle.
Classification A.M.S. : 53C20 — 51F15.
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THEOREME. — Soit II un groupe cristallographique du plan euclidien.
Alors pour toute métrique riemannienne Il-invariante g sur R? on a
I'inégalité :

Aireg(Rg/H)/SySE II > Ch,

ou CYy est une constante optimale dont la valeur numérique est donnée par
la table (b) §3.2.

La constante Cpy ne dépend que de la classe d’isomorphisme de I1. Les
17 valeurs explicites de Cpy sont classées par ordre décroissant dans la table
(b) §3.2. Deux de ces constantes isosystoliques étaient déja connues : celle
du tore (Loewner) et celle de la bouteille de Klein (C' = 2v/2/7, [Bal]).

Pour déterminer Cpy, nous nous intéresserons & un invariant plus fin
associé a II : l’aire systolique conforme, définie comme la borne inférieure
de D'aire systolique Aire,(R?/II)/ Sys§ IT quand g décrit les métriques II-
invariantes conformes & la métrique plate usuelle du plan (voir § 1.2). Nous
expliciterons compléetement 1’aire systolique conforme pour 15 des 17 classes
d’isomorphisme de groupes cristallographiques, et nous aurons une bonne
estimation pour les deux classes restantes. La encore, pour le tore et la
bouteille de Klein, le résultat était déja connu.

Le calcul de l'aire systolique conforme s’effectuera en décrivant
une métrique optimale, i.e. qui minimise l'aire systolique. La géométrie
d’une telle métrique résulte d’'une compétition entre les actions des divers
éléments du groupe considéré. Dans les exemples étudiés (voir la partie 2),
on remarque qu’une métrique optimale est plate (resp. sphérique) quand
les petites isométries - celles qui réalisent la systole - sont directes (resp. in-
directes) ; la géométrie peut méme étre mixte (plate-sphérique) si le groupe
contient les deux types (direct et indirect) de petites isométries.

Nous donnerons également une autre généralisation du résultat de
Loewner concernant les groupes du triangle T}, ;.. Rappelons que T}, 4
est le groupe d’isométries directes (hyperboliques ou euclidiennes) associé

a un triangle d’angles 7/p,m/q,7/r (p,q et r étant trois entiers tels que

1 1 1 .
2<p<qg<ret » + p + » < 1). Ce groupe agit sur le plan hyperbolique

.o 111 . .
(ou euclidien si » + p + v = 1) et le quotient est le double d’un triangle.

Pour les problemes isosystoliques, les groupes du triangle se répartissent en
trois familles, dont chacune est apparentée a I'un des cas euclidiens :
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THEOREME. — Le groupe T, , » admet une métrique optimale pour
laquelle le quotient est le double d’un triangle plat d’angles ©/a, /3, m/y
avec :

(aaﬂa7) = (273a6) sip=2etq=3,

(o, 8,7) = (2,4,4) sip=2 et g > 4,

(a,8,7) = (3,3,3) sip > 3.

L’aire systolique conforme de T}, ,, vaut respectivement v/3/12, 1/4 et

V3/6 .

Cet article est divisé en quatre parties. La partie 1 contient les
définitions et les remarques générales. Nous étudierons ensuite ’aire systo-
lique conforme des groupes cristallographiques du plan euclidien (partie 2),
avec comme corollaire les inégalités isosystoliques (partie 3). Le cas des
groupes du triangle (hyperboliques) sera examiné dans la partie 4.

Je remercie Christophe Champetier pour la programmation des fi-
gures 6, 8 et 9 (pavages hyperboliques).

1. Volume systolique conforme et métrique optimale.

1.1. La systole d’un groupe d’isométries.

Soit X une variété riemannienne complete et d sa distance. Considé-
rons I' un groupe discret d’isométries de X et notons L ’ensemble des
éléments de I' sans points fixes; ’ensemble L sera supposé non vide. La
systole de I' en un point x de X est alors définie par :

Sys®T’ = inf d(z,7.z).
ys inf (z,7.2)

Cette quantité est clairement invariante par I'. D’autre part, comme ’action
de T' est propre, Sys”I" est localement le minimum d’un nombre fini de
fonctions continues et dépend donc continiment du point x. La borne
inférieure de cette fonction sera appelée systole de I :

Sys I’ :z‘?g( Sys™T.

On obtient évidemment la systole classique d’une variété riemanienne en
prenant pour X le revétement universel et pour I' son groupe d’automor-
phismes.

Le quotient X/T" est naturellement muni d’une distance de longueur
d : par définition d(z,y) est la distance dans X entre les orbites I.z et I'.y
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(z,y € X). 1l sera parfois commode d’interpréter Sys I' comme la longueur
d’une famille de courbes de X/T" (les projections des courbes de X joignant
z et v.x pour ¢ € X et v € L). En particulier, si I est co-compact, il
existe une courbe de X/I" dont la longueur est égale & Sys I" (qui est donc
strictement positif).

Dans le cas co-compact, nous appellerons petite isométrie tout élé-
ment de L qui réalise la systole; cette notion est évidemment liée a la
métrique considérée.

Remarque. — Tout ce qui précede est valable pour un espace de
longueur X complet et localement compact. La méme remarque s’applique

aux définitions de 1.2 & condition de choisir une notion de volume adaptée
(voir [Ba3]).

1.2. Le volume systolique conforme.

A partir de maintenant, le groupe I' sera supposé co-compact.

Comme nous allons considérer plusieurs métriques sur la variété
initiale, nous la noterons désormais (X, g). Le quotient (X, g)/T est une
variété riemannienne singuliére. Notons n la dimension de X, Sys(T, g) la
systole de ', Vol(T', g) le volume de (X, g)/T", et posons

Vol Sys(I', g) = Vol(T', g)/Sys" (T, g).

C’est le “volume systolique” de I' pour la métrique g. Enfin, nous appelle-
rons volume systolique conforme (aire systolique conforme si n = 2) de T’
la quantité

inf Vol Sys(T', ©%g)
©

ou ¢ décrit 'espace des fonctions continues et I'-invariantes sur X. Une
métrique réalisant cette borne inférieure sera dite minimale, ou encore
optimale.

Exemple (Loewner). — Pour un groupe discret co-compact de trans-
lations du plan euclidien, la métrique plate est optimale.

Deux groupes I'; (i = 1,2) d’isométries de (X, g;) seront dits conformé-
ment équivalents s'ils sont conjugués par un difféomorphisme conforme de
(X, g1) sur (X, g2). Cette relation conserve le volume systolique conforme.
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1.3. Comment montrer qu’une métrique est optimale.

Dans ce paragraphe, nous rappelons un procédé permettant de vérifier
qu’'une métrique donnée g,, est optimale. La méthode sera formulée pour
les groupes cristallographiques du plan euclidien, mais elle est valable dans
le cadre général de 1.1.

Soit E2? le plan euclidien, c’est-a-dire le plan R? muni de la métrique
plate usuelle, et soit I" un groupe discret co-compact d’isométries de EZ2.
Pour établir son inégalité isosystolique, C. Loewner utilise I’homogénéité
des tores plats (voir [Pu]); cette propriété d’homogénéité du quotient E2/T
est évidemment particuliere aux groupes discrets de translations. Nous
estimerons ’aire systolique conforme en employant (comme dans [Ba2]) la
méthode des longueurs extrémales, telle qu’elle est décrite au paragraphe
5.5 de [Gr]. Fixons une métrique I'-invariante g,, sur R? conforme & la
métrique plate, que 'on considére aussi comme métrique sur R?/T, et
notons A la famille des projections des courbes joignant x et v.x pour
xz € R? et v € L, de sorte que

Sys

om L = gg/f\ Long, (c).

A toute mesure positive u sur A, de masse finie, on associe une mesure *u
sur R?/T" en posant, pour toute fonction ¢ continue sur R?/T :

ulp) = /A /C pds. dp(c)

ou ds. désigne la mesure de longueur de la courbe c. Dans le cas ou *u
admet une densité f par rapport a la mesure d’aire dg,,, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne une minoration de I’aire systolique conforme :

Aire Sys Conf T' > p%(A) //f2 dgm

(voir [Gr] 5.5 ou [Ba2]). On observe de plus que si toutes les courbes du
support de p sont “systoliques” et si la densité f est constante, alors la
métrique g, est optimale (voir 2.2 Note 1 pour un exemple).

Signalons qu’une métrique optimale éventuelle est unique dans sa
classe conforme; c’est aussi la plus symétrique puisque son groupe d’isomé-
tries doit contenir toutes les isométries de toutes les métriques qui lui sont
conformes (voir [Ba3] 1.5 et 1.6).

Remarque. — La méthode s’applique encore (avec le cas d’égalité)
quand la métrique g,, admet un nombre fini de singularités coniques;
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le coefficient conforme ¢ entre g,, et une métrique conformément plate
est alors défini en dehors des singularités. En fait, de telles métriques se
présentent naturellement comme métriques optimales (voir 2.5 ou 2.6).

Pour conclure ces généralités, voici un résultat facile qui sera souvent
utilisé.

LEMME 1. — Soit I'; un sous-groupe d’indice fini de T' et soit g,
une métrique T'-invariante optimale pour T'y et vérifiant Sys(T'1, gm) =
Sys(T', g ). Alors g, est optimale pour I'.

Preuve. — Le lemme résulte de 'inégalité suivante, vérifiée par toute
métrique g conforme a g, et I'-invariante :

Aire(T, g) S Aire(T, gm) Sys*(T, gm)
Sys*(T.g) ~ Sys*(T.gm) Sys*(T1,gm)

2. Les groupes cristallographiques du plan euclidien.
2.1. Rappels et notations.

Il est bien connu que les groupes discrets co-compacts de E? (groupes
cristallographiques) sont au nombre de 17, & isomorphisme pres (voir par
exemple [Be] Tome 1). Pour les énumérer, nous adopterons les notations de
[Mo] App. A, qui désignent aussi les quotients (“orbifolds”) E?/T". Ceux-ci
sont homéomorphes & I'une des surfaces suivantes : le tore T, la bouteille
de Klein K, ’anneau A, le ruban de Mébius M, la sphere S, le disque D,
le plan projectif P. Quant aux points singuliers éventuels, ils sont de deux
types : conique d’ordre m (noté m) ou miroir d’ordre m (noté m) pour
m =2,3,4 ou 6.

Voici la liste des 17 groupes cristallographiques de E2. Sur la premiére
ligne figurent les 5 groupes directs, i.e. formés d’isométries directes; les
12 groupes restants sont rangés en colonne, sous leur sous-groupe direct
d’indice 2.

Rappelons que d’apres le deuxieéme théoreme de Bieberbach (voir
[Ch]), deux groupes cristallographiques I'; et I'y isomorphes (abstraite-
ment) sont conjugués par une transformation affine du plan. Cependant,
T'; et 'y ne sont conformément équivalents que si cette transformation est
une similitude. Nous compléterons donc au besoin les notations précédentes
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Table (a) : Les groupes cristallographiques du plan

T S2,2,2,2 5333 S9.4,4 52,36
K | Dzz35 | Dszs | Dzzz | Dazs
A Ds o D 3,3 D4,§
M Py,

Dy335

avec un parametre conforme. Par exemple, les groupes isomorphes & Z2
(réseaux) seront notés T(*?) ou (a,b) appartient au domaine habituel

D={(z,y) €ER?/0<x<1/2, 0<yetx®+y>>1}.

Tout groupe cristallographique I' contient un réseau d’indice fini. On
peut supposer que ce réseau est de la forme T(*?) et en tant que sous-
groupe normal de I', il possede en général des symétries additionnelles.
Ceci permet d’obtenir facilement la description des types conformes dans
chaque classe d’isomorphisme.

Une isométrie directe de E2 est une translation ou une rotation. On
notera

T[]
la rotation d’angle o centrée au point 2 de R?. D’autre part, toute isométrie
indirecte 7 se décompose de maniére unique comme produit d’une symétrie

orthogonale (ou réflexion) par rapport a une droite D et d’une translation
de vecteur v parallele & D; on pose alors :

v = s.tlax + by +c=0;v]

ol ax+by+c = 0 est une équation de la droite D. Les symétries-translations
(v # 0) interviennent dans le calcul de la systole puisqu’elles n’ont pas de
points fixes.

Pour expliciter les éléments des groupes I' étudiés ci-dessous, il suffira
de donner le sous-groupe des translations, que l’on notera toujours I'g, et
d’écrire un systéme (fini) de représentants modulo ce sous-groupe. Une
symétrie-translation de T dont le vecteur est de norme minimale (non nulle)
sera appelée symétrie-translation minimale de I'.

Dans la suite de cette partie, le terme “groupe” signifiera “groupe cris-
tallographique de E? ”. Les différents cas seront rassemblés par “affinité”,
suivant la nature de la métrique optimale.
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2.2. Le cas des groupes directs.

Comme les rotations ont un point fixe, la systole d’un groupe direct
I" est toujours égale a celle de son sous-groupe de tranlations I'y. D’apres
le lemme 1, la métrique plate est optimale pour I', puiqu’elle ’est pour I'y
(Loewner). On trouve donc les résultats suivants, ot (a,b) € D :

r 7@ Sé?g’?g),z S333 | S2.44 | S236

Aire Sys Conf I" | b b/2 V3/6 | 1/4 V/3/12

Notes. 1) Pour voir que la métrique plate est optimale pour T(@:b) ]
suffit de prendre (avec les notations de 1.3) p = dy mesure sur la famille
des courbes horizontales de longueur 1.

2) Sé?z’fg,z est engendré par T(*?) et par la symétrie par rapport &
Vorigine. Sy, 4.~ (pour (p,q,r) = (3,3,3),(2,4,4) ou (2,3,6)) est engendré
par les rotations d’angles 2m/p, 27/g, 27/r autour des sommets d’un triangle
d’angles 7/p, /g, m/r; les sous-groupes de translations sont respectivement
d’indice 3, 4 et 6.

2.3. Les groupes A et D;555 (anneau et rectangle).

Dans ces exemples, on va pouvoir négliger les isométries indirectes,
car leurs parties de translation appartiennent au groupe; la métrique plate
sera donc optimale.

Groupes isomorphes a A.

Les groupes dont le quotient est un anneau sont décrits par un
parametre conforme h, réel strictement positif. Soit A" le groupe engendré
par le réseau TP ~ 7Z @ ihZ (i = —1) et par la symétrie o d’axe
horizontal y = 0. Les isométries indirectes de A" s’écrivent ot ou t € T(M) ;
il s’agit des symétries-translations de la forme s.tly = mh/2 ;n] avec m et
n dans Z (symétrie si n = 0).

1l se trouve que les vecteurs des symétries-translations de A" corres-
pondent & des translations de T(%") ; si gy désigne la métrique plate usuelle,
on a donc

SyS(Ah, gO) = SyS(T(()’h) ) gO)v
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d’ou il résulte que go est optimale pour A" (lemme 1). On obtient finale-
ment :

Aire Sys Conf A" = Max{h/2,1/2h} (h > 0).
Groupes isomorphes a Dii,i?‘

Le cas des groupes du rectangle est analogue. Ils sont conformément

équivalents a 'un des groupes Dg§§§ engendré par T(%") avec h > 1 et
par les symétries o et 7 d’axes respectifs y = 0 et x = 0. Le groupe D§‘§§§

contient A" (h > 1); il comprend aussi les éléments o7 et 7t (t € TOM),
qui sont les rotations d’angle 7 centrées aux points de (Z @ ihZ)/2 et
les symétries-translations s.t[r = m/2 ;nhi] (m et n € Z). La encore, la
métrique plate est optimale pour D%E,ii’ de sorte que :

Aire Sys Conf D§§§5 = h/4 (h>1).

2.4. Les groupes K, M, D, ,.

Nous abordons maintenant ’étude des groupes pour lesquels la métri-
que plate n’est pas toujours optimale.

Groupes isomorphes a K.

Ce cas étant traité entierement dans [Ba2|, nous nous contenterons
de décrire les résultats.

Soit K# le groupe engendré par la translation de vecteurs 2if et par
la symétrie-translation s.t[y = 0; 7] (8 est un réel > 0). Son sous-groupe de
translations K, 5 est le réseau rectangulaire 2nZ @ 2i3Z. Les autres éléments
de KP sont les symétries-translations s.t[ly = mg;(2n + 1)7] (m,n € Z);
on observe que leurs vecteurs de translation n’appartiennent pas au réseau
Kg . De ce fait, les axes des symétries-translations jouent un role spécial.

Chaque groupe K? admet une métrique optimale ¢. En fait, il est
plus commode de décrire une métrique h2 isométrique a g?, K B-invariante
pour un certain B dépendant de 3. Plus précisément, hZ est de la forme

©*(y) da® + dy®

ou ¢ est une fonction convenable, continue, strictement positive, paire et
B-périodique. Un calcul élémentaire montre que, pour [ = fOBdt/go(t),
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les groupes (K” go) et (KZ,hP) sont conformément équivalents par le
difféomorphisme F donné par F(z,y) = (z, foy dt/o(t)). On posera donc
g” = (F~1)*hB. Voici les fonctions ¢ qui définissent h? (voir [Ba2]); elles
possédent toutes la symétrie supplémentaire p(B/2+y) = ¢(B/2—y) (y €
R), et le réel B est déterminé par la relation § = fOB dt/p(t) que l'on peut
expliciter dans chaque cas :

(1) 0<B<m/2 [B=§]: p=1,

(2) 7/2<B<2In(1+vV2) [B=7/2] : ¢(y) = Max{cosy,cos\}
(0 <y < 7/4), ou A vérifie la relation

™

2 In tg(g + 4> +Cos/\(g —2/\) =8, (%

(3) 2In(14++v2)<B<2In(2+V3) [r/4< B< /3] : p(y) =cosy (0<
y< B/2),

(4) 2In(2+v3) <6 [r/3 < B] : ¢(y) = Max{cosy,1/2} (0 <y < B/2).

L’évolution de la métrique optimale g® en fonction de 8 peut se décrire
comme suit. Au début (0 < 8 < 7/2), ¢” est plate. Puis pour 8 = 7/2, des
bandes sphériques (i.e. & courbure 1) apparaissent et se développent autour
des axes des symétries-translations; la largeur de ces bandes augmente avec
3, si bien que g° devient complétement sphérique (singuliere!) a la fin de
la phase (2). Ensuite g reste sphérique, formée de bandes juxtaposées;
cependant, la longueur du bord de ces bandes diminue relativement a la
longueur de leurs ames, jusqu’au rapport critique de 1/2. On arrive alors
a la phase (4), ou les bords des bandes sphériques s’épaississent en bandes
plates dont la largeur augmente indéfiniment ...

La systole de (K7, g?) est égale & 23 dans le cas (1) et & 7 dans les
autres cas. Quant & aire systolique conforme de K?, elle est donnée par :

(1) =/28,

2) %(sinA +(§—2) cos ) ot A varifie (x),

4 B
(3) —thy

2v3 1

(4) ==+ -(F-2In (2+V3)).
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Groupes isomorphes a M.

Soit M#(3 > 0) le groupe engendré par les translations ti de vecteurs
7+ et par la symétrie s° d’axe horizontal y = 3/2. Le quotient E2/M?
est un ruban de Mobius de longueur 7 et de largeur 3. Le groupe M?
contient K” comme sous-groupe d’indice 2 et la métrique ¢g° est invariante
par M”.

Affirmation. — Sys(MP, g%) = Sys(K?, ¢#).

Preuve. — On travaille avec la métrique hP définie plus haut
(isométrique & g° et KPB-invariante).

Les ¢éléments de MP—K? (= t? KP) sont les translations de vecteurs
(2m + )7+ (2n + 1)iB et les symétries-translations s.tly = (m +
1/2)B;2nz] (m,n € Z). L’affirmation est clairement vérifiée quand la
métrique optimale est plate (cas (1)). Dans les autres cas (2), (3) et (4), on
observe que la distance pour h? entre deux points (z,y) et (z’,y’) de R?
est minorée par | y —y' | et par | z—z' | /2. Les isométries sans points fixes
MB — KB sauf peut-étre les translations + t¥, déplacent donc les points
d’une distance au moins égale a 7.

Il reste & étudier la distance d(p, tf.p) pour p € R2. Vu les symétries
de la métrique hZ, on peut supposer que p = (0,y) o1 0 < y < B/2. Toute
courbe continue ¢ de p a tf .p doit couper l'axe y = B/2. On construit
alors, grace a la symétrie sZ, une courbe de méme longueur que c entre p
et sP tf.p (voir Fig. 1); comme ce point est aussi 'image de p par I’élément
sty = 0,7] de KB, on a: longc > SysK® = 7. Ce qui achéve la preuve
de Paffirmation.

D’apres le lemme 1, ¢? est optimale pour M#, d’ot :

1
Aire Sys Conf MP = 3 Aire Sys Conf K# (3> 0).

Groupes isomorphes a Ds 5.

Notons Dg2 (B8 > 0) le groupe engendré par la translation de vecteur
213, la rotation d’angle 7 centrée en (7/2, 0) et par la symétrie 7 d’axe
vertical z = 0. Le quotient E2/ Dg,2 est un disque avec deux points singuliers
situés a distance m/2 du bord (qui est de longueur 2).
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Figure 1

Le groupe D§’2 contient K? (avec indice 2) et admet K, 5 o~
27Z P 2i7Z comme sous-groupe de translations. Les éléments de 05’2 ~K”
sont les rotations r[m; (mnm + 7/2,n0)] et les symétries-translations s.t[z =
mm;2ni (] (m,n € Z). La métrique ¢g” est clairement optimale pour Dg,Q,
et on conclut que

1
Aire Sys Conf DS‘Q =3 Aire Sys Conf K# (8 > 0).

2.5. Les groupes D335, D335, D573, D5 et Dy55.

Le point commun de ces cing groupes est d’admettre une métrique
optimale sphérique (i.e. & courbure 1) avec des singularités coniques. On
vérifie facilement que chacune de ces métriques optimales est conforme a
la métrique plate en dehors de ses singularités (voir la partie 4).

Voici maintenant un résultat qui sera utile pour montrer la minimalité
de la métrique choisie dans chacun des cinq cas étudiés. Considérons le
disque sphérique Bg de rayon w/2 dont le centre est singulier d’angle
O, © > 2. La métrique de Bg s’exprime naturellement en coordonnées
polaires r, 6 par

ds* = dr* +sin?rd#*> 0<r<n/2, 0 €R/OZL.
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Notons gg la géodésique de longueur 7 qui joint les points de coordonnées
polaires (7/2,0) et (7/2,6 +7) et faisant un angle « avec le bord (supposé
orienté) au point (7/2,6).
LEMME 2. — Soit p = 77" sina da df, mesure sur la famille {gg}
ot §eR/OZ et 0 < a < w/2. Alors (avec les notations de 1.3) *p est Ia
mesure d’aire de Bg.

Preuve. — Une géodésique gy coupe un rayon donné 6 = 0 si et
seulement si § € [fy — 7,6y : on peut donc supposer que ©® = 27. La
conclusion résulte alors de la formule de Santalé ([Sal, [Cr]) appliquée & la
demi-sphere Ba.

Explicitons la formule de Santalé pour Bs, (qui est d’ailleurs facile &
vérifier dans ce cas & ’aide d’un calcul élémentaire). Soit U le fibré unitaire
tangent & Ba,, muni de la mesure de Liouville dv, et ¢t le flot géodésique.
Au-dessus du bord, les éléments de U sont paramétrés par 6 € R/27Z et
par Pangle 3 avec la normale au bord rentrante. On pose

Utd={u=(0,8) € Upg,, / |8 <m/2}

(vecteurs rentrants) ; cet ensemble est muni de la mesure du = df d3. Cela
étant, on a la formule de Santalé :

/UF(v) dv=/U+3/0ﬂF(§t.u)cosﬁdtdu

valable pour toute fonction intégrable F': U — R.
Groupes Dz 37 et D, 5.

Le groupe Dj 7 7 est engendré par les réflexions par rapport aux cotés
du triangle de sommets 0, 1 et 1 + 7; son sous-groupe de translations est
2Z D 2iZ. Voici la liste des symétries-translations de D3 77 : s.t[y = m; 2n]
(m,n € Z), stly = ¢ — m;n(l +14)] (m,n € Z, m + n pair) et leurs
conjugués par la rotation 7[0; 7/4]. Remarquons que les axes des symétries-
translations minimales (de vecteurs 1 4 i) sont les droites d’équations
x +y =m, m impair (voir Fig. 2).

Considérons la métrique invariante par DE,Z,Z obtenue en identifiant le
triangle fondamental & un triangle sphérique 7; d’angles 7/2, 7/2,7/2. Ainsi
la bande diagonale B, (¢ = +) bordée par les droites z—ey = 0 et z—ey = 2
est constituée de demi-spheres recollées le long de segments géodésiques de
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A pHC | N2 + axes des symétries—
g translations minimales

Figure 2

longueur /2. L’isométrie vy = s.t[x — ey = 1 ; 1 + ei] opeére dans B, en
envoyant chaque demi-sphére sur une demi-sphere voisine.

Vérifions que la systole du groupe pour cette métrique sphérique est
égale & . Toutes les estimations de distance seront basées sur le fait sui-
vant : la distance dans une demi-sphéere entre deux points diamétralement
opposés vaut m; on se ramenera a cette situation en utilisant les symétries
de la métrique. On voit ainsi que les deux droites y = mety = m+1 (resp.
r =metr =m+1) sont distantes de 7/2. Donc, les translations de D5 7 3,
ainsi que les “grandes” symétries-translations déplacent les points d’une
distance au moins égale a .

Il reste & étudier 'effet des isométries y=! sur le triangle fondamental
7T ; examinons par exemple le cas de 7. Soit p un point de 7 et ¢ une
courbe joignant p et y4.p; en utilisant les symétries par rapport aux bords
de B4, on peut supposer que c est incluse dans B;. On construit alors
(voir Fig. 2) une courbe de méme longueur que ¢, incluse dans la demi-
sphere B, N B_ , et qui joint deux points diamétralement opposés; d’ou
long ¢ > .

Les points diamétralement opposés sur le bord de la demi-sphere
B, NB_ se correspondent soit par 7.4, soit par y_. En appliquant le lemme
2 et le critere 1.3 on conclut que

Aire Sys Conf D537 = 1/2m.

Quant au groupe D, 3, il apparait naturellement comme sous-groupe
d’indice 2 dans D5 7 7 : c’est le sous-groupe engendré par la symétrie s d’axe



LA SYSTOLE CONFORME DES GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES 829

z = 1 et par la rotation r = r[0,7/4]. Vu que sr = v, et rs = y_, on a
clairement

Aire Sys Conf D, 5 = 1/m.

Groupes D335 et Dy 3.

On note D535 le groupe engendré par les réflexions par rapport aux
cotés du triangle de sommets 0,1,1 + i/3 (remarquer que (D335)0
2Z. @ (1 + iv/3)Z). Les symétries-translations sont les isométries s.t[y =
mv3/2;z], s.itly = (x —m)/V3; m(3/2+1iv3/2)] (m,n € Z, m + n pair)
ainsi que leurs conjuguées par les rotations r[0; 7/3] et r[0;27/3].

Le pavage associé a Dﬁ’gyg comprend 3 types de sommets (“types 2,3
et 6”). On constate que les axes des symétries-translations minimales, dont
les vecteurs sont de norme 1, sont les droites joignant 2 sommets voisins de
type 2 (voir Fig. 3).

La métrique optimale est obtenue (comme pour Dy 7 7) en identifiant
le triangle fondamental avec le triangle sphérique 77 d’angles 7/2,7/2, /2.
Soit A I’axe d’une symétrie-translation minimale; la réunion des triangles
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qui coupent A est isométrique a la bande B, (formée de demi-sphéres
juxtaposées). En raisonnant comme pour le cas précédent, on vérifie que

Aire Sys Conf D535 = 1/2m.

Le groupe Dj 5 est le sous-groupe d’indice 2 de D; 35 engendré par
la symétrie d’axe y = 0 et la rotation 7[1 +14/v/3;7/3], et I'on a

Aire Sys Conf Dy 3 = 1/

Groupes D3 33.

Soit Ds 3 3 le groupe engendré par les réflexions par rapport aux cotés
du triangle équilatéral de sommets 0, 1+ i/v/3 ((D333)0 = (D535)0)-
Les symétries-translations du groupe sont les isométries s.tly = (z —
m)/v3;n(3/2+iv/3/2)] (m,n €Z, m+n pair) ainsi que leurs conjugués par
les rotations r[0; 27/3] et r[0 ; 4m/3]. Les plus petits vecteurs translations
ont pour norme /3, et les axes correspondants passent par les milieux des
c6tés d’un méme triangle du pavage (voir Fig. 4).

Figure 4

La encore, la métrique optimale est obtenue quand le triangle fon-
damental est sphérique, isométrique & 7y. Soit A I'axe d’une symétrie-
translation minimale; la réunion des triangles coupant A a allure suivante
(Fig. 5) :
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Figure 5

ou les triangles sont isométriques a 7;. Notons une propriété remarquable
de ce triangle : les milieux des c6tés sont distants de /3. De fagon analogue
aux cas précédents, on montre que la systole de D3 3 3 pour cette métrique
sphérique est égale a 7.

Enfin, pour prouver la minimalité, on applique le lemme 2 au disque
sphérique centré a ’origine, d’angle au centre 37 ; on observe que les points
du bord distants de 7 sont identifiés par 1’'une des symétries-translations
minimales dont ’axe coupe ce disque (voir Fig. 4). D’ou :

Aire Sys Conf D333 = 1/2m.

2.6. Les groupes P, et D,55.

Dans ces deux derniers cas, nous n’avons qu’une description partielle
de D’aire systolique conforme. Cependant, nous établissons une estimation
qui donne une inégalité isosystolique “globale” (i.e. valable pour toutes les
métriques invariantes : voir 3).

Groupes isomorphes a P .

Ils dépendent d’un parametre conforme 3 > 7. Notons Pf: 5 le groupe
engendré par les symétries-translations s.tly = 0;7] et s.t[z = 0;3]. On
remarque que Pf{ , contient K? (avec indice 2) et que (Pf 2)o =K é’ . Laire
systolique conforme de P£ o est minimale pour § =7 :
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ProposITION. — Pour tout 3 > 7, on a

2
Aire Sys Conf Py, > =,
’ ™
avec égalité si 3 = .
Preuve. — On considere des métriques invariantes par Pf, 5 pour

B € [m,00], dont le rectangle fondamental est une demi-sphere avec 4 points
distingués sur le bord. Plus précisément, soit R un rectangle de R? ~ C et
A les sommets du pavage de R? associé; il existe alors un réel a (0 < a < 1)
et une fonction elliptique ® : C — C U {co} qui est un revétement ramifié
aux points de A, au-dessus des 4 points —1/a,—a, a, 1/a de Paxe réel
([Di] p.345). La métrique sphérique ®*(4|dz|?/(1 + |z|?)?) est conforme &
la métrique plate (en dehors de A) puisque ® est holomorphe. L’image de
R est le demi-plan supérieur Im 2 > 0; quand la distance sphérique entre
a et —a varie de 0 & 7/4 (i.e. : a €]0,tgm/8]), le rapport 3/m des longueurs
euclidiennes des cotés de R (qui s’expriment avec des intégrales elliptiques)
décrit I'intervalle [1, col.

Appliquons maintenant le lemme 2 au rectangle (sphérique) R :
d’apres 1.3, on trouve que laire systolique conforme de P£ 5 est minorée
par 2/7 indépendamment de B (7 < 8 < o0). De plus, 'estimation est

optimale pour 8 = 7 car la systole vaut m dans ce cas.
Pour les grandes valeurs de 3, on voit que la métrique optimale de

KP (voir 2.4) est optimale pour P}, ; ainsi :

3 1
Aire Sys Conf P, = va + 47 (B-2m(2+ V3)) B>0
’ ™ v
o1 By = 2 In(2 +/3) + 27/3.

Groupes isomorphes & Dy 5 5.

On appelle Df 35 le groupe engendré par Pg 5 et par la rotation

z — —z; noter que (Dgii)o = (7+iB)Z P(7w—1iB)Z. Les éléments indirects
du groupe sont de la forme s.tly = mB3/2;nn] et s.tfz = mn/2;nif], ot m
et n sont entiers avec m 4+ n impair.

D’apres la proposition précédente (étude de P£ y)ona:

1
Aire Sys Conf Dg§§ > —  (B=m).
145 T
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De plus, I’égalité a lieu pour 8 = 7 car la métrique “sphérique carrée”
est optimale. On vérifie aussi (grace au lemme 1) que

5 V3 1

Aire Sys Conf D __ = —— 4+ —(-2In(2+V3)) B> fo.
2,2,2 2r 8w

3. Inégalités isosystoliques
pour les “orbifolds” plates en dimension 2.

3.1. Les métriques a singularités coniques .

Les résultats de la partie 2 entrainent des inégalités isosystoliques
optimales pour les 17 “orbifolds” plates en dimension 2. Nous travaillerons
avec des métriques a singularités coniques, ce qui est naturel car les
métriques singulieres de 2.5 et 2.6 sont précisément de ce type.

Soit IT un groupe de difféomorphismes opérant proprement et discon-
tiniiment sur une surface C* simplement connexe X (le plan ou la sphére)
avec quotient compact; par exemple si II est sans points fixes, X/II est
une surface. On parlera indifféremment de métrique Il-invariante ou de
métrique sur le quotient X/II. Soit g une métrique riemannienne conti-
nue, II-invariante, définie sur X en dehors d’un ensemble localement fini
(“singularités”) ; on dira que g est une métrique a singularités coniques si
pour tout point x de X, il existe une coordonnée locale z centrée en x, de
classe C1, dans laquelle g est donnée par

eZu(z) |Z|2,G |d2|2

ol u est une fonction continue et ou [ est un réel > —1 (“I’angle” de la
singularité vaut 27(1 + ()). Par exemple, les métriques de 2.5 et 2.6 sont
de ce type, avec des singularités d’angle > 2. Il faut noter que dans cette
définition, les singularités de la métrique g n’ont rien a voir a priori avec
les points fixes éventuels du groupe II.

N

Soit g est une métrique & singularités coniques sur X/IT; il lui
correspond, comme dans le cas riemannien, une distance sur X notée d.
On peut vérifier qu’il existe une suite (g,) de métriques riemanniennes
C° et Tl-invariantes sur X telle que la suite des distances associées (d,)
converge vers d uniformément sur les compacts de X (et d,/d converge
vers 1 localement uniformément sur X —X). On remarque alors que Sys,
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converge uniformément vers Sys; (z € X), et que 'aire systolique des mé-
triques g, converge vers celle de g.

3.2. Inégalités isosystoliques pour les quotients R?/II.

Fixons un groupe II dans chacune des 17 classes d’isomorphisme de
groupes cristallographiques du plan euclidien. Ces 17 groupes seront notés
comme dans la table (a) de 2.1.

THEOREME 1. — Soit R?/II I'une des 17 “orbifolds” plates de dimen-
sion 2. Pour toute métrique continue g & singularités coniques sur R?/TI,
on a l'inégalité optimale

Aire g/Sys’g > Cn,

ot Cyy est donnée par la table (b) ci-dessous.

Table (b) : Les 17 constantes isosystoliques

II K T Py, A M D3y |S2222 D2’§,§ Dy3
2V2 | V3 | 2 1 V2 | V2 | V3 1 1
Cnl|l—= | —=— - = - - — — -
s 2 s 2 s T 4 T T
Il |Dy5 |S333 |S244 |D3535 | D333 |D2aa | Dszs | S236
P | S AT N U I U N S N S S S I E
n T 6 4 s 2 s 12
Preuve. — 11 suffit d’établir les inégalités pour des métriques C*°.

Soit g une métrique C™ et Il-invariante sur R%. En chaque point z de R?,
g est proportionnelle & une métrique de la forme |dz + u(z)dz|?, ou p est
fonction des coefficients (g;;) de g dans la base canonique de R? :

(2)  u = {911 — g2z + 2igi2} {911 + 922 + 2(g11922 — 935)"/*} /2.

Comme g est Il-invariante, on a sup{|u(z)|; 2 € R?} < 1; il existe donc un
difféomorphisme w solution sur R? de 1’équation de Beltrami w; = pw,
(voir par exemple [Le| théoreme 4.4). Remarquons que (w™!)*g = A2gg ol
go est la métrique plate usuelle et ot1 A est une fonction C*® sur R2. Le
groupe II est alors conjugué a un groupe I' de difféomorphismes conformes
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pour go, i.e. un groupe de similitudes du plan euclidien E?. Mais comme
les orbites de I' sont discretes, il s’agit en fait d’un groupe d’isométries de
E? (en particulier, la fonction \ est I'-invariante).

En résumé, nous avons montré que (II, g) est conformément équivalent
4 un groupe cristallographique de E2. Les inégalités cherchées résultent
donc de la partie 2; dans chacun des 17 cas, il existe une métrique qui
réalise I'égalité : plate pour M, D53535 et pour les groupes directs, sphé-
rique dans les autres cas (voir 2 pour les détails).

3.3. Unicité des métriques optimales.

Considérons une classe d’isomorphisme de groupes cristallographi-
ques, représentée par un groupe II. D’apres la partie 2, une telle classe
contient un groupe I';,, d’aire systolique conforme minimale (qui est unique
sauf peut-étre dans les deux cas de 2.6). Notons g la métrique optimale
pour I'y, (voir 2).

ProposITION. — On suppose que II est distinct de Pp o et D2,§,§'
Alors toute métrique localement Holder-continue & singularités coniques
sur R2 /11 et qui réalise I’égalité dans le théoréme 1 est isométrique a g} (a
un facteur pres).

Preuve. — Soit g une telle métrique , considérée comme II-invariante
sur R?. Notons ¥ ’ensemble de ses singularités et u la fonction définie sur
R? — ¥ par la formule (2). Comme les coordonnées décrivant localement
les singularités sont C', on a encore sup{|u(z)|;z € R? — £} < 1. D’on
I’existence d’un homéomorphisme w de R? solution de w; = pw,, qui est
en fait C' en dehors des singularités puisque la métrique est localement
Holder-continue (voir [Le]). Chaque élément du groupe w™!Ilw est alors
une bijection holomorphe (ou anti-holomorphe) de R? ~ C (ses singula-
rités ne sont qu’apparentes). On voit ensuite, comme dans la preuve du
théoreme 1, que w™TIw est un groupe d’isométries de E2.

Observons maintenant que pour les groupes considérés, il n’y a qu'une
seule classe conforme optimale : celle de gll. Il en résulte que (I1, g) est en
fait conformément équivalent, en dehors des singularités , a (I',, g,rrlt); plus
précisément, la métrique g est isométrique & A%gIl ot A est une fonction
continue I'j,-invariante, définie en dehors des singularités . D’apres le §1.3
(unicité d’une métrique optimale dans une classe conforme ) on conclut que
A est constante.
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4. Un exemple hyperbolique : les groupes du triangle.
4.1.

Dans cette partie, nous considérons le disque de Poincaré H? muni de
la métrique hyperbolique usuelle g_; (i.e. 4|dz|?/(1 — |z|?)? pour |z| < 1).

. . 1
Etant donné trois entiers p, q et r tels que — + % + % < 1, nous

noterons T . . le groupe discret d’isométries hyperboliques engendré par

les réflexions par rapport aux cotés d’un triangle hyperbolique 7 d’angles

m/p,m/q,7/r. Le groupe du triangle associé, T}, 4., est le sous-groupe de

T, .. formé des isométries directes (dans I'esprit des parties précédentes,

ces notations classiques correspondent & Dj ;7 et Sy, 4 ). Les images de 7

par T, ., forment un pavage du plan hyperbolique , appelé pavage (p,q,7).
1

Soit a, § et y trois réels strictement positifs tels que é + % + 5 =1.

Nous appellerons métrique plate (c, 3,7) associée a Ty . . toute métrique

sur H? obtenue en identifiant le triangle fondamental 7 de Tyqr & un
triangle euclidien 7y d’angles 7/a,7/3, /v (autrement dit, le quotient
H? /Tz;q,r est isométrique & 7p); deux choix différents de 7y donnent des
métriques homothétiques. Plus précisément, soit ® : 7 — 7Ty “I’application
de Riemann” (isomorphisme holomorphe) respectant les sommets ordonnés.
La métrique plate (a, 3,7) associée est alors la métrique 7, , ,-invariante
égale & ®*gp sur 7. En fait, cette métrique est bien définie en dehors
des sommets du pavage (p,q,r) (appliquer le principe de réflexion de
Schwarz & deux triangles voisins) et elle y est conforme & g_; puisque ® est
holomorphe. Les sommets du pavage (p, ¢, 7) sont des singularités coniques

d’angles respectifs 27p/a, 27q/ B, 271 /7.
La méme construction est valable avec des triangles sphériques : on

N 1 1 1
parlera de métrique sphérique (o, 3,7) associée a T, . (a + 3 + 5 > 1).

4.2. L’aire systolique conforme de T}, ..

THEOREME 2. — Soit p,q et r trois entiers tels que 2 < p < q <r
1 1 . _
et » + p + - < 1. Alors le groupe du triangle T}, ; » admet une métrique
optimale plate dont le type (o, 3,7) dépend de (p,q,r) comme suit :

1) (a,8,7) =(2,3,6) sip=2et ¢ =3,



LA SYSTOLE CONFORME DES GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES 837

2) (a,8,7) =(2,4,4) sip=2et g > 4,
3) (e, B,7) = (3,3,3) sip > 3.
L’aire systolique conforme vaut respectivement v/3/12, 1/4 et v/3/6.

Remarque. — On voit que ce résultat généralise les trois cas euclidiens

1011 _
ou — + — + —=1 (voir 2.2).
p q T

Preuve.

)p=2et g=3(r > 7). Le groupe Ty 5, contient T, . (avec indice
6), de sorte qu'une métrique plate (2,3,6) associée a Ty 5 . apparait comme
plate (3,3,3) associée a T}", ... Soit S un triangle fondamental de T, . avec
un sommet marqué sp, et soit £ la réunion des deux triangles du pavage
(2,3,r) inclus dans S et contenant sg; £ est un domaine fondamental pour

l’action de Ty 3 ;.

Montrons maintenant que la systole d’une métrique plate (2,3,6) est
égale & 1 — on suppose, pour fixer les idées, que S est équilatéral de coté
1. L’ensemble des sommets du pavage (r,7,7) est muni d'une “distance”
combinatoire (c’est le nombre minimal d’arétes du pavage joignant deux
sommets). Soit v un élément de T 3, sans points fixes. Si la “distance”
entre les sommets sg et 7.s¢ est au moins égale a 3, on a les inégalités :

d(z,v.x) > 3V3/2-2V3/3 > 1 (zeL).

Sinon, la “distance” entre sy et v.sg est égale a 1 ou 2, et on peut trouver
deux symétries op et ops par rapport & des droites D et D’ du pavage
(2,3,r) telles que opropy fixe deux sommets de S (voir Fig. 6). Comme
cette isométrie est directe, c’est 'identité, d’ott ¥ = opopr. Les droites D
et D’ sont disjointes (- est sans points fixes) et leur distance est supérieure
ou égale a 1/2. Tout point x de H? vérifie clairement ’égalité :

d(z,v.x) > 2d(D,D") > 1.

Les petites isométries de T3 3, sont de la forme v = opop: avec
d(D,D’) = 1/2. Les triangles du pavage (r,r,7) coupant l’axe de v (comme
isométrie hyperbolique) forment une bande plate infinie B de largeur
V3/2 et v agit dans cette bande comme une translation d’amplitude 1.
Cependant, P’allure globale de v est “hyperbolique” (voir Fig. 6 et Fig. 7-
a). On observe enfin qu’il y a trois bandes analogues passant par le triangle
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S, et que les axes des petites isométries passent par les sommets de valence
4 du pavage (2,3,r).
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Posons 7 = D N B. Pour conclure la preuve du théoreme dans ce
premier cas, il suffit de considérer la famille des courbes systoliques joignant
x et y.x pour x € 7, munie de la mesure de longueur de 7.

2) p =2, g > 4. Considérons la métrique plate (2,4,4) associée &
T3, dont le triangle fondamental est d’aire 1/2. Il y a deux types de
singularités (e et o) qui correspondent respectivement aux angles 7/q et
7/7; ces deux classes ne sont pas équivalentes sous I'action de T3 , ,., méme
si ¢ = r. Comme domaine fondamental pour T3 4, on prendra la réunion
L de deux triangles contigiis (voir Fig. 8).
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Figure 8. — Le pavage (2,4,5)

En raisonnant comme dans le premier cas, on vérifie que la systole
est égale a 2. Soit v un élément de T3 4, sans points fixes. Si la distance
combinatoire entre chaque sommet de £ et son image est au moins 4, on a
les inégalités :

d(z,y.z) > 4—V2 > 2 (zel).

Sinon, 'un des sommets de £ est déplacé d’une “distance” 2, et on voit
que 7 est le produit de deux symétries op et ops par rapport a des droites
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disjointes D et D’ du pavage (2,q,7). Dans ce cas :

d(z,y.z) > 2d(D,D') > 2 (z<cH?).

Une petite isométrie s’écrit v = opops avec d(D,D’) = 1. Elle agit
comme une translation d’amplitude 2 dans une bande de largeur 1 (et méme
de largeur 2 si ¢ = 4) : voir Fig. 8 et Fig. 7-b.

On acheéve ensuite la preuve comme pour le cas précédent.

3) p > 3. La preuve est analogue & celle des autres cas. On choisit la
métrique (3,3,3) dont le triangle fondamental est de coté 1. Les singularités
se répartissent en 3 classes (e, 0 et ¢ sur la figure 7-c).

w
[nm\\\\\\\

r:%«//‘//,
‘VAV‘ //

B

2

N

////// //
;v
//‘ggg D

Figure 9. — Le pavage (3,3,4)

On vérifie alors que la systole est égale & v/3 et qu’une petite isométrie
opére comme une translation d’amplitude /3 dans une bande de largeur
v/3/2 (méme plus large si p = 3 ou ¢ = 3) : voir Fig. 9 et Fig. 7-c.
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4.3. L’aire systolique conforme de 7 ..

THEOREME 2'. — La métrique sphérique (2,2,2) est optimale pour

T, ..~ €t l'aire systolique conforme de ce groupe est égale a 1/2m .

Remarque. — La encore, ce résultat généralise les trois cas euclidiens
(voir 2.5).

Preuve. — On remarque d’abord que le voisinage simplicial d’un sous-
complexe du pavage (2,2,2) est aussi le m/2-voisinage pour la métrique
sphérique (2,2,2). Puis on vérifie que la systole vaut 7.

Rappelons qu’une isométrie hyperbolique indirecte de H? est la
composée d’un élément hyperbolique avec la symétrie par rapport a son
axe A* (“symétrie-translation hyperbolique”). Les petites isométries indi-
rectes de la métrique sphérique (2,2,2) s’obtiennent en composant les trois
symétries par rapport aux cotés d’'un méme triangle du pavage (Fig. 10).

Figure 10

Soit v une telle isométrie et A* son axe. Si p > 3, le voisinage
simplicial de A* est une réunion de triangles comme sur la figure 5 et
A* passe par les milieux de certains cotés des triangles (voir Fig. 9). Si
p = 2, le voisinage simplicial de A* est une bande formée de demi-spheres
recollées suivant des segments de longueur 7/2 comme sur la figure 3 et
A* passe par des sommets de valence 4 du pavage (2,q,r) (voir Fig. 6 et
Fig. 8); noter que si de plus ¢ = 3, le double de 7 est une petite isométrie
directe du cas plat.

Il reste & établir la minimalité. Pour cela, il suffit d’appliquer le lemme
2 & n’importe quelle boule de rayon /2 centrée sur un sommet du pavage
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(noter que deux points distants de 7 sur le bord de sont identifiés par une
petite isométrie dont ’axe coupe la boule).

Remarque. — 1l est facile de voir que les groupes T} . et T 4, sont
“rigides” du point de vue conforme . On a donc établi des inégalités isosys-
toliques optimales pour les quotients H? /T , . et H?/T}, ;.. On a également
des résultats d’unicité dans les mémes conditions que pour le cas euclidien

(voir 3.3).
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