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SOLUTIONS ENTIERES D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES

par J.-P. BEZIVIN et F. GRAMAIN

1. Présentation des résultats.

En 1982, a la suite de travaux de M. Mignotte et du second auteur,
D.W. Masser ([MAS]) introduisait la notion de pas récurrent pour les
fonctions entieres : on dit que a € C* est un pas récurrent de la fonction
entiere f si les translatées f(z+an), n € N, sont linéairement dépendantes
sur C(z). Cela revient a dire que f est solution d’une équation aux
différences finies a coefficients polynoémiaux dans la direction «

> An(2)f(z+am) =0,

0<m<M

ou les A,, € C[z] ne sont pas tous nuls.

On montre au paragraphe 2 (lemme 2.5) que les polyndmes exponen-
tiels, i.e. les fonctions entieéres de la forme f(z) = Y. Pi(z)e“** (ou les
0<k<K

wi € C et les Py, € C[2]) admettent tout o € C* comme pas récurrent.

D.W. Masser demandait si une fonction entiere ayant deux pas
récurrents linéairement indépendants sur R (voire ayant tout @ € C*
comme pas récurrent) est un polynéme exponentiel. Il posait aussi la
question analogue pour les fonctions de plusieurs variables. La réponse
est négative, comme le montre l’exemple de la fonction entiere f(z) =
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(e* —1)/z qui n’est pas un polynéme exponentiel (regarder par exemple le
comportement de f & l'infini) mais vérifie pour tout a € C* la relation

(z4+20)f(z+2a) — (1+eY)(z+a)f(z+a) +e*2f(2) = 0.

Dans cet article nous montrons que, méme si la réponse est négative,
elle n’est pas tres éloignée d’étre positive. Nous étudions les solutions
entieres f d’un systeme de deux équations

Z An(2)f(z+am) =0

0<m<M

S Ba(2)f(z+ Bn) =0,
0<n<N
ol o et f € C* sont linéairement indépendants sur R, A,, et B, € C|z]
(pourmetneN,0<m<M,0<n<N)et AyBy #0.

Le second auteur a montré récemment ([GRAZ2]) que, si les coefficients
A,, et B, sont constants, alors f est un polynéme exponentiel, et que
ce résultat se généralise au cas de plusieurs variables par le procédé du
paragraphe 3 de [GRA1]. Ici nous obtenons une réponse presque compléte
a la question de D.W. Masser.

THEOREME 1. — Soient o et f € C* avec o/ ¢ R. Les solutions
entieres f de presque tout systéeme d’équations aux différences

Z An(2)f(z+am)=¢

0<m<M

Y. Bu@)f(z+n) =,
0<n<N
oll ¢ et 1) sont des polynémes exponentiels et A,, et B, € C|z], sont des
polynémes exponentiels.

Si, pour tout m, le polynéme A,, est constant et si Ayy By # 0, alors
toute solution entiére f est un polynéme exponentiel.

Si, pour tout m, le polynéme A,, est de degré < 1 et si ApyBn # 0,
alors toute solution entiére f est le quotient d’un polynéme exponentiel par
un polynéme de degré < max,, deg(By).

Dans cet énoncé, “presque tout” est a prendre au sens algébrique :
la conclusion du théoréme est vraie pour tout choix des coefficients des
polynémes A,, et B, dans un ouvert de Zariski non vide de ’espace de ces
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coefficients. La condition précise & vérifier (non nullité d’un déterminant
construit & partir des polynémes A,, et By,) est donnée au paragraphe 6.

Nous conjecturons que, dans tous les cas, les solutions entieres d’un
tel systeme non trivial (Ap By # 0) sont des quotients de polynomes
exponentiels par des polynomes.

Récipoquement, il est clair, d’apres le lemme 2.5, que tout quotient
d’un polynéme exponentiel par un polynéme admet tout o € C* comme
pas récurrent.

Le probleme multiplicatif analogue (faisant intervenir f(¢™z) au lieu
de f(z+am)) a été résolu par A. Boutabaa et le premier auteur ([BEBO])
par une méthode tres différente de celle présentée ici.

Si B tend vers 0 alors (f(z + 8) — f(2))/8 tend vers f’(z), on peut
donc considérer comme un cas limite du précédent le résultat suivant.

THEOREME 2. — Soit a € C*, les solutions entiéres de presque tout
systéme

S An(2)f(z+am) = ¢

0<m<M

3 Bu(2)fM(2) =,
0<n<N
oll ¢ et 1 sont des polynémes exponentiels et A,, et B, € C|z], sont des
polynémes exponentiels.

Si, pour tout m, le polynéme A,, est constant et si Ay By # 0, alors
toute solution entiére f est un polynéme exponentiel.

Si, pour tout m, le polynéme A,, est de degré <1 et si AyyBny # 0,
alors toute solution entiére f est le quotient d’un polynéme exponentiel par
un polynéme de degré < max,, deg(B,).

Ce genre de questions a été récemment étudié par J.-P. Ramis
([RAM)).

L’organisation de l’article est la suivante : au paragraphe 2 nous
mettons en place le cadre formel utilisé dans les démonstrations. Nous
introduisons d’abord des opérateurs différentiels d’ordre infini permettant
de représenter les translations f(z) — f(z + «), ainsi que l'a fait A.O.
Gel’fond ([GEL1] et [GEL2]). Ensuite nous définissons un cadre algébrique
inspiré de l'article [ZEI] de D. Zeilberger. Cela nous permet de nous ramener
au cas ou les seconds membres ¢ et ¥ sont nuls. Nous avons regroupé au
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paragraphe 3 la plupart des lemmes techniques utiles aux démonstrations.
Le paragraphe 4 est consacré au cas du théoréme 1 ou les polynémes A,, et
B,, sont constants; nous donnons deux nouvelles preuves de la proposition
1 de [GRA2]. Aux paragraphes 5, 6 et 7 nous démontrons le théoréme 1
dont nous donnons des énoncés plus précis (théorémes 5.1, 6.1 et 7.1). De
méme le paragraphe 8 contient un énoncé plus précis du théoreme 2 et sa
démonstration.

Le fondement de ces démonstrations est le procédé un peu paradoxal,
inspiré de [ZEI], qui consiste & ajouter aux relations vérifiées par f des
relations redondantes obtenues par multiplication par des puissances de z
des relations de départ. Rappelons que les énoncés des paragraphes 5 a 8
sont encore vrais si les équations de départ ne sont plus homogénes mais ont
pour seconds membres des polynomes exponentiels. Enfin, le paragraphe
9 donne une extension du résultat du paragraphe 5 au cas ou la premieére
équation aux différences se réduit a l'affirmation de la périodicité de f et
ou la seconde a pour coefficients non plus des polynoémes mais des fonctions
entieres de type exponentiel pas trop élevé. Ce paragraphe a été rejeté a
la fin de 'article car la technique utilisée est assez différente de celle des
paragraphes 5 & 8.

2. Le formalisme utilisé : nouvelles notations.

Si H est ’espace des fonctions entieres sur C, on note D : H — H
I'opérateur de dérivation par rapport a la variable complexe, de sorte que

Df = f'.
Si f € H et a € C*, la formule de Taylor f(z+a) = > %f(")(z)

n>0
montre que ’opérateur de translation X : H — H défini par X f(z) =

f(z+ ) peut étre considéré comme l'opérateur différentiel d’ordre infini &

n

. a
coefficients constants X = e*” = }° —D".

n>0 T

Plus généralement, si g € E est une fonction entiere de type exponen-

a
tiel, dont la série de Taylor est g(t) = Y, —Tt", on considere 1'opérateur

n>0 n:
Qn

9D)= . —

n>0 n!

n

LeEMME 2.1. — Si g € FE est une fonction entiére de type exponentiel,
alors g(D) opére sur I’espace H des fonctions entiéres.
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[ . . a )
Démonstration. — Si g(t) = Y —7:t" est de type exponentiel 6, on
n>0 n.

a limsup |a,|'/™ < 6 (voir [BOA] ou [POL)), et sa transformée de Laplace-
Borel a un développement de Laurent Y a,t~"~! qui converge pour |¢| >
n>0
6. Mais, si f € H, pour tout z € C fixé, les inégalités de Cauchy donnent
If™M(2)] < nRT"M(f,|2| + R), ot M(f,|2| + R) = max{|[f(O)]; I¢| =
|2z] + R}. Ainsi, pour 2| < p, on a |ﬁf(")(z)| < lan|R™"M(f,p+ R) et
il suffit de choisir R > é pour voir que la série ) % ™ (z) converge
n>0 "¢
normalement sur le disque {|z| < p}, donc définit une fonction entiere. O

On notera Ep = {g(D); g € E} la C-algebre commutative de ces
opérateurs, la multiplication étant en fait la composition. Pour acet § € C*,
avec a # 3, on notera X = e*P et Y = €fP, et on consideérera C[X,Y]
la sous-algebre de Ep engendrée par les opérateurs de translation X et
Y. On supposera «a et (3 linéairement indépendants sur Q de sorte que
les opérateurs X et Y soient algébriquement indépendants. En effet, si
ma + nfB = 0 avec m et n dans Z non tous deux nuls, alors X™Y™"™ = 1.

Inversement, si 'opérateur Y a; ; X'Y7 € C[X, Y] est nul, son action sur 2"
%,J
donne 0 pour tout n € N. Il en résulte que 'on a ) a; j(ia+ jB3)™ = 0 pour
4J
tout n € N. Si « et 3 sont linéairement indépendants sur Q, le déterminant
de Vandermonde construit sur les i 4 j3 est non nul, donc tous les a; ;

sont nuls.

L’opérateur de multiplication par z, noté z : H — H et défini par
(zf)(z) = zf(z) ne commute pas avec D puisque I'on a Dz = 2D + 1,
ou 1 désigne l'identité de H. On note Epz] Panneau engendré sur Ep
par la multiplication par z. On vient de voir que cet anneau n’est pas

commutatif : si g(t) = > ant™ € E, alors g(D)(zf) = Y, a,D™(2f) =
n>0 n>0

3> an(2D™(f) + nD™"1(f)), ce qui donne la relation de commutation
n>0

(2:2) 9(D)z = zg(D) + ¢'(D).

On définit donc sur C[X,Y] la dérivation 7 par 7(a) = 0si a € C,
7(X) = aX et 7(Y) = BY. Cette dérivation correspond a la dérivation par
rapport & la variable complexe ¢ des fonctions de Cle®?, eft]. Ainsi, pour
PeC[X]etQeC[Y],ona7(PQ)=aXP'Q+pLYPQ’ et cette dérivation
se prolonge de facon évidente au corps des fractions rationnelles C(X,Y).
Alors la relation de commutation (2.2) se traduit dans 'algebre C[X,Y][z]
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par
(2.3) Rz=2R+7TR

si Re C[X,Y].

Par itération de la relation (2.2) on obtient immédiatement le

LEMME 2.4. — Sig € Eetk € Nyonag(D)zk = 3 (%)2ig*k=9)(D).
0<j<k

Il en résulte qu’une relation fonctionnelle Y. A, (2)f(z+ma) = ¢
0<m<M
avec des A, € C[z] s’écrit

> An@X™)(f) = ¢

0<m<M

et, apres commutation,

(> ROF) () =9,

0<k<s
avec des Py € C[X] et s = max(deg(An,).
De méme, larelation Y A,,(2)f™(2) = ¢ s’écrit ( > Qk(D)
0<m<M 0<k<s

z’“) (f) = ¢, out les Q sont des polyndomes & coefficients complexes.

C’est cette forme des relations fonctionnelles que nous utiliserons pour
prouver les résultats annoncés au paragraphe 1. Le lemme suivant permet
de supposer que les seconds membres des systemes considérés sont nuls.

LEMME 2.5. — Si f est un polynéme exponentiel, alors pour tout
a € C il existe P € C[X] — {0} tel que P(X)(f) =0.

Démonstration. — Soient f et g € H, si P(X)(f) = Q(X)(9) =0,
alors pour tout (\,x) € C? on a P(X)Q(X)(\f + pg) = 0, car P(X) et
Q(X) commutent. Il suffit donc de prouver le lemme pour tout monéme

f(2) = z™e“%. On vérifie facilement, par récurrence sur n, que P(X) =
(X — ewa)n*1 gatisfait & P(X)(f) = 0. O

0<k<s

Il en résulte que si 'on a la relation ( > Pk(X)zk) (f) = ¢, ou ¢
est un polyndme exponentiel, il existe P € C[X]—{0} tel que P(X)(¢) =0,
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et on a

On pourra donc remplacer sans perte de généralité les hypotheses du
théoreme 1 par

. B(X)F() =D QY)E(f) =o.

0<k<s 0<I<t

Comme, de plus, Popérateur de translation X = e®P est inversible,
d’inverse e=*P | on pourra supposer que les polynomes P (resp. Q;) ne
sont pas tous divisibles par X (resp. Y).

Dans le cas du théoréme 2, ol I'une des équations aux différences est
remplacée par une équation différentielle, comme les polynoémes exponen-
tiels sont caractérisés par le fait qu’ils sont solutions d’équations différen-
tielles linéaires & coefficients constants, on peut aussi supposer que le second
membre est nul.

3. Quelques lemmes techniques.

Afin de clarifier la démarche des démonstrations des théorémes, nous
regroupons ici quelques lemmes.

LemME 3.1. — Soit P € C[X] tel que P(0) # 0. L’idéal de C[X]
engendré par I'ensemble des 77(P) (j € N) est C[X] tout entier.

Démonstration. — Si ce n’était pas le cas, 'idéal engendré par les
79(P) serait de la forme S C[X] pour un polynéme S non constant. Soit
z € C un zéro de S, de sorte que 77(P)(x) = 0 pour tout j. On a z # 0
car P(0) # 0, donc il existe y € C tel que x = e*Y. La fonction entiere
#(z) = P(e*?) vérifie ¢U)(2) = 79(P)(e*?), donc ¢V)(y) = 0 pour tout
j € N. 1l en résulte que ¢ est identiquement nulle, ce qui contredit le fait
que P n’est pas le polynome nul, puisque la fonction e** est transcen-
dante. O

Comme C[X] est ncethérien, il résulte du lemme 3.1 qu’il existe un
entier k tel que C[X] soit engendré par {77(P); 0 < j < k}.
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LEmME 3.2. — Soient R € C[X,Y], f € H et K € N. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) RzZ¥f=0pour0<k <K
(ii) (r*R)f =0 pour 0 < k < K.
Démonstration. — On la fait par récurrence sur K. Pour K = 0, c’est
clair. Le passage de K & K + 1 se fait en remarquant que la propriété (i)

a Pordre K + 1 est la conjonction des propriétés (i) a 'ordre K pour les
fonctions f et zf. Mais la relation de commutation (2.3) montre que

(T R)(2f) = 2(r* R)f + ("' R) .
Il y a donc équivalence avec la propriété (ii) a 'ordre K + 1 pour f.OJ

LemME 3.3. — Soient P € C[X,Y], Q € C[X,Y] et f € H. Si, pour
tout | € N, on a 7" (PQ')f = 0 pour tout entier n tel que 0 < n < I, alors
(T*P)Q*(k+1)/2 f = 0 pour tout k € N.

Démonstration. — On fait une récurrence sur k. Pour £ = 0 c’est la
relation de I’hypothese avec n =1 = 0. Pour passer de k£ &4 k4 1, on utilise
le fait que 7 est une dérivation, donc vérifie la formule de Leibniz

k+1y, . .
Tk+1(PQk+l) — (’Tk+1P)Qk+1 + ] (T]P)(Tk+l_JQk+l).
=05

En appliquant cet opérateur & Q**+1/2f on obtient au premier
membre

Tk+l(PQk+l)Qk(k+l)/2f _ 07

car TF*1(PQ**1) f = 0, d’aprés ’hypothése avec n = [ = k + 1. Au second
membre, chaque terme de la somme 3 est nul, car (77 P)QFk+D/2f = 0
par hypothese de récurrence. On obtient donc

((,rk+1P)Qk+l)Qk(k+1)/2f — 0,

ce qui est le résultat cherché. O

LEMME 3.4. — Soient A(D,z) € Eplz] — {0} et f € H tels que
A(D, z)f = 0. Alors, pour tout g € E—{0}, il existe B(D, z) € Eplz] —{0}
tel que B(D,z)g(D)f =0.
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Si, de plus, A(D, z) € C[Y][z] et g € C[Y], I'opérateur B(D, z) peut
étre choisi dans C[Y][z].

Démonstration. — On montre en fait que, si deg,(A(D, 2)) = s, alors
g(D)**'A(D,z) = B(D,z)g(D), ou B(D,z) € Eplz]. Le cas ot s = 0
est trivial car Ep est commutatif, donc g(D)A(D) = A(D)g(D). Pour
ramener le cas du degré s + 1 & celui du degré s, il suffit de montrer
que si a € E, alors g(D)a(D)z**! = a(D)z*t1g(D) + Ay(D, z) avec.
A; € Eplz] et deg,(A;) < s. Comme g(D) et a(D) commutent, c’est
ce que donne le lemme 2.4 avec k = s + 1. Il est clair que B(D,z2) # 0
puisque g(D)***A(D, z) # 0. De plus, si g et les coefficients de A(D, z)
sont dans C[Y], le calcul précédent se fait dans C[Y][z], donc fournit un
B(D, z) € C[Y][z]. O

LEMME 3.5. — Soient A € C[X] et B € C[Y]. Il existe une suite
double v; ; € N vérifiant vy; ; = 1 pour tout i € N, g ; = 0 pour tout j > 1,
et 7;,; = 0 pour tout i > j, telle que pour tout k € N on ait

k . . ,
™8 (AB) = Z Z (i)'Yh,i'Yj,k-—iOllBk X"y AW (X)BY(Y).
h+j<k h<i<k—j

Démonstration. — La formule de Leibniz s’écrit

(4B = Y (’;)(T"A)(Tk-iB).

0<i<k

Il suffit donc de vérifier, par une récurrence facile, la formule

'TiA = Oti Z Vh’iXhA(k)(X)

0<h<i
pour tout i € N, et la formule analogue pour 7¢7¢B. O
LEMME 3.6. — Soient A un anneau commutatif et a,b,c € A. Pour i

etj €N, avec0<14,j <n,onposeag; = ( ,)a" IV, a1 =1eta;; =c

pouri>1,a;; =0 pour j ¢ {i —1,i}. Alors det(a; j)o<ij<n = (ac —b)™.

Démonstration. — Le développement de ce déterminant suivant la
premiere ligne et la formule du bindme donnent le résultat. g
LEmME 3.7. — Soient J > 1 et K des entiers naturels et ® =

> A;Bj, ou A; € C[X] et B; € C[Y] pour 1 < j < J. On suppose
1<5<J
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que a/( est irrationnel. S’il existe une fonction y algébrique sur C(X) et
non constante vérifiant 7*®(X,y) = 0 pour tout k € N, 0 < k < K, alors
elle vérifie

S AMX)BM(y) =0

1<5<T

pour tout couple (m,n) € N? tel quem +n < K.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence. Pour K = 0, il n’y a
rien & démontrer. Pour passer de K & K + 1, on utilise le lemme 3.5 qui
donne

A D DI N 1)<aX>hwy)K+1-h

0<h<K+1
Z A(h) (K+1 h) (y) -0
1<5<J

car, d’apres ’hypothese de récurrence, tous les autres termes donnés par le

lemme 3.5 ont une somme nulle au point (X, y). D’autre part, ’hypothese

de récurrence donne ) A§h)(X)BJ(-K_h)(y) =0pour 0 < h < K. La
1<5<Jd

dérivation par rapport & X (qui se prolonge de maniére unique a la cléture

algébrique de C(X), la dérivée de y étant notée y') de ces K + 1 identités

fournit les K + 1 relations

Yo AT BE W) +y Y APX)B T () = 0.

1<5<J 1<5<J

Ces derniéres relations jointes & la relation 7 +1®(X,y) = 0 peuvent
étre considérées comme un systeéme linéaire homogene de K + 2 équations

en les K +2 inconnues Y, A(h) X)B; (K+1=h) (y) dont le déterminant est
1<5<J

(aXy' — By)E+L, d’apres le lemme 3.6 (avec a = aX, b= By, c=y'). Or
a/B ¢ Q et y est algébrique sur C(X), donc aXy' — By # 0, car y n’est pas
constante. Le systéme considéré n’a donc que la solution nulle, et le lemme
est démontré. 0O

LeMME 3.8. — Soient P(X,2) = Y. Py,(X)z™ € C[X][z] - {0} un
0<m<s

polynome de degré s en z et f une fonction telle que P(X,z)f = 0. Alors,

pour tout A € C[z], il existe R(X,z) € C[X][z] — {0} de degré < s en z tel

que la fonction A(z)f(z) vérifie R(X,z)Af = 0.
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Démonstration. — Quitte a décomposer A en produit de facteurs du
premier degré et a faire une récurrence sur le degré de A, on peut supposer
que A(z) = z— X avec A € C. La relation P(X,z)f = 0 multipliée par z
s’écrit, aprés commutation,

P(X)z"f+ Y (Pu(X) = TPpy1(X)2™ A f — 7 Ry(X)f = 0.

1<m<s—1

En développant 2™ = (z — A+ A)™ par la formule du binéme, cette relation
devient

(3.9) P(X)(z =N+ D Su(X)(z—-N"f =0,

0<m<s

ou les S,, € C[X]. De la méme fagon, la relation P(X,2)f = 0 s’écrit
(3.10)

P(X)(z=MNf+ D, Tu(X)(z-2A mf+(z AP ( >f 0.

1<m<s—1 0<m<s

Si Y, A™P,(X) =0, larelation (3.10) est de la forme R(X, z)(z —

0<m<s

A)f =0, avec deg,(R) = s—1. Sinon, la relation ( > )\’"Pm(X)) (3.9)—

0<m<s

S0(X)(3.10) est de la forme R(X,z)(z — A)f = 0 avec deg,(R) = s, le

coefficient dominant de R étant Ps(X) Y. A™P,(X) #0. O
0<m<s

Remarque. — Le point important de ce lemme est que I’équation

aux différences vérifiée par A(z)f(z) est de degré au plus égal a celui de
I’équation aux différences vérifiée par f. Ce résultat n’est pas obtenu par le

calcul naif suivant : si >, A,(2)f(z+ an) =0 alors ( I1 (z+na-
0<n<N 0<n<N

)\)) > Ap(2)f(2+ an) = 0 est une relation du méme type vérifiée par
0<n<N

la fonction (z — A) f(2).

4. Le cas des équations aux différences
a coefficients constants.

Il s’agit de montrer que si f € H vérifie les deux équations aux
différences

PX)f=Q(Y)f =0,
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ot X = e*P et Y = e avec a et f € C* et a/B ¢ R et oul P et
Q € CJt] — {0}, alors f est un polynome exponentiel. Le paragraphe 2
montre que I'on peut supposer P(0)Q(0) # 0.

Sous ces hypotheses, nous allons utiliser un théoréme de J. Kelleher
et B.A. Taylor ([KETA]) rappelé ici sous le nom de lemme 4.1.

LEMME 4.1. — L’idéal de I'anneau E des fonctions entiéres de type
exponentiel engendré par les fonctions fi,..., f, est E tout entier si et
seulement si il existe deux constantes c; et co positives telles que, pour
tout z € C on ait

S 1)) 2 epel,

1<i<n

LEMME 4.2. — Soient P et Q € C[t] tels que P(0)Q(0) # 0 et o, B €
C* avec a/f3 ¢ R. Il existe C > 0 et R > 0 tels que |P(e®?)| +|Q(e’?)| > C
pour tout z tel que |z| > R.

Démonstration. — 1l est clair que 'on peut supposer P et @ non
constants. Il suffit alors de démontrer que supposer I'existence d’une suite
de nombres complexes z, € C telle que |z, | tende vers l'infini, et P(e**)
et Q(e®*) tendent vers zéro, conduit & une contradiction. Les polynomes
P et Q n’ayant qu’'un nombre fini de zéros, quitte a extraire une sous-suite
des z,, on peut supposer que la suite des e**» (resp. e/**) tend vers un
zéro a de P (resp. un zéro b de Q). Par hypothese a et b ne sont pas nuls;
il existe donc des déterminations loga et logb des logarithmes de a et b et
des entiers j, et k, € Z tels que az, —loga + 2inj, et Bz, —logb+ 2ink,
tendent vers zéro quand n tend vers l'infini. Il en résulte que |j,| et |ky|
tendent vers U'infini, car il en est ainsi de |z,|, et que j,/k, tend vers a/S.
C’est la contradiction cherchée, puisque a/3 n’est pas réel. O

Nous pouvons alors montrer le théoreme 1 dans le cas particulier des
équations & coeflicients constants : le lemme 4.2 montre que les fonctions
entieres P(e®?) et Q(e”?) n’ont qu’un nombre fini de zéros communs, de
sorte qu’il existe un polynéme A € C|z] tel que les fonctions entieres de
type exponentiel fi(z) = P(e®*)/A(2) et fo(z) = Q(e??)/A(z) n’ont pas
de zéro commun. Par conséquent, en utilisant encore le lemme 4.2, il existe
des constantes c; et co positives telles que

|1(2)] + | fa(2)] > cre™c2l?l
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pour tout z € C. Alors le lemme 4.1 montre I’existence de g; et go € E
telles que g1 f1 + g2fo = 1. Onadonc g1(D)P(X)+g2(D)Q(Y) = A(D).
Comme P(X)f = Q(Y)f =0, il en résulte que f est solution de I’équation
différentielle linéaire & coefficients constants A(D)f = 0, donc que f est un
polyndme exponentiel. O

On peut aussi donner une preuve de ce résultat a partir d’un théoreme
de Gelf’ond ([GELZ2], chapitre 5, paragraphe 7, n° 2, théoréme 1, p. 347).
Ce théoreme, dont la preuve repose sur la transformation de Laplace-Borel,
montre que si f et ¢ € E sont des fonctions entieres de type exponentiel
telles que ¢(D)f = 0, alors f est un polyndéme exponentiel. Il suffit alors de
remarquer, comme dans la démonstration de la proposition 1 de [GRA2],
que, si la fonction entiere f vérifie P(X)f = Q(Y)f =0, alors f € E, pour
appliquer le théoreme de Gel'fond & ¢(z) = P(e®?) ou a ¥(z) = Q(e”?).
Le résultat de Gel’fond permet méme de dire que f(z) = 3 Tp(z)e’?, ou 0

0

décrit ’ensemble des racines communes & ¢ et 1 et Ty est un polynéme de
degré inférieur (strictement) & lordre de 6 comme zéro de ¢ et de 1.

5. Le cas ou 'une des équations aux différences
est a coeflicients constants.

Dans ce paragraphe, nous démontrons le cas particulier suivant du
théoreme 1.

THEOREME 5.1. — Soient o et f € C* avec a/B ¢ R, X = e*P et
Y =ePP et f € H vérifiant

PX)f=0 (5.2)
> QMFf=0, (53)
0<j<t
ou PeC[X] et P(0)#0, Q; € C[Y] pour 0 < j <t, et Q,#0.

Alors f est un polynéme exponentiel.

Démonstration. — Le paragraphe 4 prouvait ce résultat dans le cas
ot t = 0. On suppose donc ¢ > 1. On ajoute au systeme d’équations (5.2) et
(5.3), considéré comme un systéme “linéaire” en les inconnues f, zf, ..., 2' f,
d’autres relations, de maniere a le rendre carré : plus précisément, on ajoute
la relation (5.2) multipliée par 27 pour 1 < j <t — 1 et la relation (5.3)
multipliée par 2k pour 1 < k <[—1,0ul > 1 est un entier naturel. La
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relation de commutation (2.3) montre, par exemple, que la relation 2(5.2)
s’écrit
2P(X)f=P(X)zf —7P(X)f=0

et la relation 22(5.2)
2P(X)f = P(X)22f — 27P(X)zf + m2P(X)f = 0.

On obtient ainsi un systéme triangulaire de t + [ relations

Qs(YV)ztHi=lpy ..=0
Wt Qo(Y)f =0
P(X)2t"14 ... ...=0
" P(X)zf —TP(X)f =0

P(X)f=0
dont le déterminant Q;(Y)'P(X)! est non nul. Il résulte de la théorie
des déterminants que l'on a Q:(Y)'P(X)'z*f = 0 pour tout entier k
vérifiant 0 < k < [+t — 1. Le lemme 3.2 montre donc que l'on a
*(Q:(Y)'P(X)?) f = 0 pour les mémes valeurs de k, et le lemme 3.3 donne
alors (7F(P(X)4))Q:(Y)k(*+1)/2 f = 0 pour tout k£ € N. Comme P(0)! # 0,
le lemme 3.1 montre P’existence d’un entier k et de polynémes U; € C[X],

0<j<ktelsque > U;77(P')=1.0n adonc
0<j<k

QuY)FEVf = % T U(X) I (P(X))Qu(Y) D2 f =0
0<<k

et la fonction entiere f est solution du systeme P(X)f = Q;(Y)k(k+1/2f =
0 de deux équations aux différences a coefficients constants : le paragraphe
4 montre que f est un polynéme exponentiel. 0O

6. Le cas général des équations aux différences.

Le résultat précis démontré dans cette partie est le suivant :

THEOREME 6.1. — Soient o et 3 € C* avec o/ ¢ R, X = e*P et
Y = ePP, et f une fonction entiére vérifiant

Y Pu(X)zmf=0

0<m<s

> Quy)f =0,

0<n<t



EQUATIONS AUX DIFFERENCES 805

ou P, € CIX],(0<m <), Q, € CYLLO<n <1t), PQt # 0, X
ne divise pas tous les P,, et Y ne divise pas tous les @,. On pose, pour
1<i,j<s+t

. t—i .
Z (—1)m—5+9“1( ¢ )Tm_s-'—]_zpm(X) sil<i<t

Oomes m—-s+j—1
g = - i s+t—i -
§ (_1)n+J—z( i .>Tn+_7—an(y) sit+1<i<s+t.
n —1
0<n<t J

Si det(a; ;) € C[X,Y] est non nul, alors f est un polynéme exponentiel.

On peut vérifier que la spécialisation au point (0,0) de det(a; ;) €
C[X,Y] est le résultant (de Sylvester) des polynomes

> Pa(0)Z™ et Y Qn(0)Z2" €C[Z].

0<m<s 0<n<t

Il en résulte qu’en général, 'hypothese det(a;;) # O est vérifiée. Plus
précisément, cette hypothese est vérifiée sur un ouvert de Zariski non vide
de l'espace des coefficients des polynomes P, et Q.

Remarquons aussi que det(a; ;) s’interpréte comme le résultant de
deux polynémes dans un anneau non commutatif, suivant la présentation de
[ZEI]. Notons T Popérateur de multiplication par z. L’anneau d’opérateurs
avec lequel nous travaillons est alors C[X,Y,T], avec les relations de
commutation XY = YX, XT = TX + oX, YT = TY + Y. Pour
P € C[X,Y] et 7 la dérivation déja introduite sur C[X,Y], on a donc PT =
TP+ 7P.Posons P(T)= >, Pup(X)T"etQ(T)= Y, Q.(Y)T™.

0<m<M 0<n<N
Le systéme que nous étudions s’écrit alors P(T)f = Q(T)f = 0, et il
est naturel de chercher & éliminer la variable T entre P et ). Le procédé
d’élimination décrit dans [ZEI] p. 347-350 conduit & un résultant R(P,Q)
qui n’est autre que le déterminant det(a; ;).

Démonstration du théoréeme 6.1. — Le procédé ressemble & celui du
paragraphe précédent. On suppose s et ¢ > 1 et on complete le systeme
des deux équations en y ajoutant la premiére multipliée par 27 pour
1 <j <t—1etla seconde multipliée par z*¥ pour 1 < k < s —1+1,
ou [ est un entier naturel arbitraire. On obtient ainsi les s + ¢t + [ relations

P Z P (X)2™f = 2F Z Q.(Y)"f=0

0<m<s 0<n<t

(avec0<j<t—1et 0<k<s—1+1) que l'on peut considérer comme
un systéme linéaire en les inconnues f,zf,...,2°ttH =1 f apres avoir fait
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commuter les opérateurs 27 et P,,(X) (resp. 2¥ et Q,(Y')) grace 4 la relation
(2.3). L’inversion de la formule du lemme 2.4 dans le cas oti g(D) = R(X,Y)
donne

FRXY)= Y (—1)]'(';) IR(X,Y)z%,

0<j<k

donc le déterminant du systéme obtenu est ®;(X,Y) = Qu(Y)'®(X,Y),
ou ®(X,Y) est le déterminant des a; ; définis dans I’énoncé du théoreme.
Il en résulte, comme au paragraphe 5, que ®;(X,Y)z*f = 0 pour 0 <
k< s+t+1-1,etle lemme 3.2 montre que 7°®;(X,Y)f = 0 pour
0<k<s+t+1-1.

Nous allons montrer que, pour un [ suffisamment grand, les zéros
y € C(X) (cloture algébrique de C(X)) communs & tous ces 7°®;(X,Y)
sont des constantes. Comme ®; € C[X,Y], il peut s’écrire &;(X,Y) =

> Aj(X)Bj(Y),ou A; € C[X] et B; € C[Y] pour 1 < j < J.

1<5<J

Considérons une telle écriture avec J minimal. Alors les A; sont
C-linéairement indépendants; sinon, en remplagant I'un des A; par une
combinaison linéaire des autres, on obtient une écriture du méme type
avec seulement J — 1 termes, ce qui contredit la minimalité de J. De
plus, J est indépendant de !; en effet, une écriture minimale de ®(X,Y)
fournit par multiplication des B; par Q! une écriture de ®;; inversement,
sia € CetY —a divise ®(X,Y), alors Y — a divise tous les B; car

sinon Y. Bj(a)4;(X) = 0 est une relation de dépendance linéaire non
1<
triviale entre les A;.

Soit donc y € C(X) vérifiant 3y # 0 et 7°®;(X,y) = 0 pour

0<k<s+t+l—1.Dapres le lemme 3.7,0ona Ag-m)(X)BJ(.")(y) =0
1<5<J
pour tout couple (m,n) € N2 tel que m +n < s+t +1— 1. Si l'on
choisit lentier [ > J — (s +t), on a donc Y, Agm)(X)Bj(y) = 0 pour
1<5<J

0 <m < J-1.0rles B;(Y) sont tous non nuls (car J est minimal) et y n’est
pas constante, donc les Bj(y) sont toutes non nulles. Le systeme linéaire
dont la matrice est formée des A;m) (X) admet donc une solution non nulle,
par suite son déterminant, qui n’est autre que le wronskien des A;, est nul.
Cela contredit le fait que les A; sont C-linéairement indépendants.

Ainsi les zéros communs y € C(X) aux 7%®;(X,Y) pour 0 < k <
K = J —1 sont en fait dans C; ils sont donc en nombre fini. Soit @ € C[Y]
le polynéme unitaire dont les racines sont ces zéros communs comptés
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avec leurs multiplicités, de sorte que 7°®;(X,Y) = Q(Y)¥r(X,Y), ou les
Uk(X,Y) € C[X][Y], pour 0 < k < K, sont premiers entre eux dans leur
ensemble dans C(X)[Y]. Le théoreme de Bézout montre alors l'existence
de polynémes P € C[X]| — {0} et Uy € C[X][Y], 0 < k < K, tels que

O Uk(X, V) (X,Y) = Q(Y)P(X).

0<k<K

Mais on a 78®;(X,Y)f = 0 pour 0 < k < K, donc P(X)Q(Y)f = 0.
Alors la fonction g = Q(Y) f vérifie P(X)g = 0, et le lemme 3.4 joint 4 la
deuxieéme relation de I’hypotheése du théoréeme montre que g vérifie aussi
une équation aux différences a coefficients polynéomiaux dans la direction
(. Mais f étant entiere, il en est de méme de g et ’équation aux différences
P(X)g = 0 est a coeficients constants. Le paragraphe 5 montre donc que
g = Q(Y)f est un polynéme exponentiel. Ainsi P(X)f et Q(Y')f sont deux
polynomes exponentiels. Alors le théoreme 1 dans le cas des équations a
coefficients constants (paragraphe 4) et la remarque suivant le lemme 2.5
montrent que f est un polyndome exponentiel, ce qui acheve la preuve du
théoreme 6.1. g

7. Le cas ou 'une des équations a des coefficients
polyndémiaux de degré < 1.

Dans ce cas, on sait conclure méme si le déterminant introduit au
paragraphe 6 est nul.

THEOREME 7.1. — Soient a et § € C* avec /B ¢ R, X = e*P,
Y = ePP, et f une fonction entiére vérifiant

Pi(X)zf + Po(X)f =0 (7.2)
> Qu(V)"f=0, (73)

0<n<t
ou Py et P, € C[X], Q, € C[Y](0 <n <t)et PLQy # 0. Alors il existe un
polynéme A € Cl[z] — {0}, de degré <t tel que A(z)f(z) soit un polynéme
exponentiel.

Démonstration. — Comme on l’a remarqué au paragraphe 2, on
peut supposer que Py(0) et P;(0) ne sont pas nuls tous les deux. On fait
alors une récurrence sur t. Le cas t = 0 ayant été résolu au paragraphe
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5, nous supposons d’abord ¢ = 1. Alors le déterminant introduit au
paragraphe 6 est ®(X,Y) = P1(X)Qo(Y) — Po(X)Q1(Y). On a vu que,
si ®(X,Y) # 0, alors f est un polynéme exponentiel. Si ®(X,Y) = 0, alors
Po(X) _ Qo(Y) .

= € C(X)NC(Y) = C. Soit donc A € C tel que =\
et Py = AP ; le systéme d’équations aux différences vérifié par f s’écrit

{ Pi(X)(z+A)f =0
Qi(Y)(z+N)f=0

et la fonction entiere (z + A)f est un polynéme exponentiel d’apres le
paragraphe 4.

Supposons maintenant ¢ > 2 et considérons le systéme associé
construit au paragraphe 6 pour ! = 0. On peut supposer que son déter-
minant ®(X,Y) = 0. Ce systéme comprend 1’équation (7.3) et '’équation
(7.2) multipliée par les 27, 0 < j < t — 1. Si 'une de ces derniéres s’écrit

Hp(X)2"f + Hp1(X)2F 71 f + ..+ Ho(X)f =0,
la suivante est

H(X)Z* f + (Hp—1(X) — THR(X))Z5 f
+...+ (Ho(X) — TH1(X))zf — THo(X)f = 0.

Mais, pour tout P € C[X], on a 7(P)(0) = 0; il en résulte qu’en posant
a = Py(0) et b = Py(0), on a ®(0,Y) = det(a;;(0,Y)), ol a;,(0,Y) = a
et a;;+1(0,Y) = b pour 1 < i < t, et azy1,;(0,Y) = Qi41—;(Y) pour
1 < 7 < t+1, tous les autres coefficients étant nuls. On a supposé
P(X,Y) = 0, donc ®(0,Y) = 0 et le développement de ce déterminant
suivant la derniére ligne donne

> ()" T Qen(Y) = 0.

0<n<t

Comme @Q; # 0, il est exclu que a = 0 car alors b = 0; il en résulte

que A = —b/a vérifie Y, A"Q,(Y)=0.
0<n<t

Mais, si @ € C[Y] et ket I € N, on a Q(Y)(\e(z — N'f) =
AQ(Y)(z — A)!f; en développant 2™ = (z — A + A)™ par la formule du
bindme, on peut écrire la relation (7.3) vérifiée par f sous la forme

Y. Q)= A"f =0,

0<n<t
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oules @ € ClY], Qf = Qret Q5= >, A"Qn = 0. Ainsi la fonction
0<n<t

entiere g(z) = (2 — A)f(z) vérifie une relation du type de (7.3) mais de
degré t — 1 en z au lieu de ¢. Le lemme 3.8 montre que g vérifie aussi une
relation du type de (7.2) de degré < 1 en z; alors ’hypothése de récurrence
montre qu’il existe un polynéme de degré au plus ¢t — 1 dont le produit avec
g est un polyndéme exponentiel, ce qui acheve la preuve du théoréme. [

Remarque. — Dans cette démonstration, il était inutile de traiter
a part le cas t = 1, mais on peut penser que son examen aide a la
compréhension de la situation.

8. Le cas ou I’une des équations
est une équation différentielle.

Pour établir le théoréeme 2, nous utilisons le méme formalisme que
précédemment, mais dans une situation un peu différente. Sans perte de
généralité, on peut supposer que I’équation aux différences est dans la
direction réelle (¢ = 1); on travaille donc avec C[X, D], ot X = eP,
au lieu de C[X,Y]. Il faut remarquer que X et D sont algébriquement
indépendants sur C : si ¢(e?, D) = ¥ a; ;D'e’P € C[X, D] est 'opérateur

i,
nul, alors pour tout z € C on a

¢(eP, D)(e%) =Y a;;D'e”*H) = (Z ai,jzieﬂ)e“ =0.

.3 29

Il en résulte que Y a; jz'e’® = 0 pour tout = € C; la fonction exponentielle
12
étant transcendante, les a; ; sont donc tous nuls.

On considere donc l'algebre de polynoémes C[X, D] munie de la
dérivation 7 définie par 7(C) = {0}, 7X = X et 7D = 1, qui correspond
3 la dérivation usuelle d/dz sur C[e?, z]. Ainsi la relation de commutation
(2.3) est encore valable dans 1'algebre C[X, D][z] et le lemme 3.2 est encore
vrai si R € C[X, D|.

On a alors les outils pour démontrer le
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TuEOREME 8.1. — Soit X = eP et f une fonction entiére vérifiant
Y Pa(X)2mf=0 (81)
0<m<s
> Qm(D)2"f=0, (82)
0<n<t

ou P, € CIX](0<m<s),Q, €C[D](0<n<t)et PQ; #0.
On pose, pour 1 <i,j < s+t
> (—1)’"‘5“‘”( - ,)rm—”j—ipm(X) sil<i<t
m-—s+7—1
0<m<s

3 = i_if s+t—1 i—i
Z(—l)""’]—’( iy ,)Q%"‘H_Z)(D) sit+1<i<s+t

n —1
0<n<t J

Si det(a; ;) € C[X, D] est non nul, alors f est un polynéme exponentiel.

Démonstration. — Comme dans la preuve du théoréme 6.1, on
considere le systéme formé de la relation (8.1) multipliée par z/ pour
0 < j < t—1 et de la relation (8.2) multipliée par z* pour 0 < k < s—1+1,
ouleN.

Le déterminant de ce systéme est ®;(X,D) = Q.(D)'®(X,D) ou
®(X, D) = det(a; ;). Si (X, D) # 0, alors ®;(X, D) # 0 pour tout [ € N.

Si ¢i(2) = ®y(e?, z), la théorie des déterminants montre que ¢;(D)z" f
=0 pour 0 <n < s+t+ 10— 1. La variante du lemme 3.2 évoquée juste
avant I’énoncé du théoreme 8.1 permet d’en déduire que qﬁln) (D)f = 0 pour
0<n<s+t+1-1

Mais la fonction ¢;(z) est un polynéme exponentiel que 1'on peut
écrire
di(z) =Y Ti(2)e™,
kel
ol les Ty (z) € C[z]—{0} quand k décrit un ensemble fini I formé de r entiers
naturels. On a ¢§n)(z) = Y Tin(2)e"*, ot les Ty, sont les polynémes tels
kel

que T ,(2)e** est la dérivée n-ieme de Ty (z)e*=.

Soit V' Despace vectoriel engendré sur C(z) par les ¢l(")(z), n € N.
L’espace V est contenu dans ’espace vectoriel engendré par les fonc-
tions e** (k € I), donc sa dimension est au plus égale & r = card(I).
En fait, cette dimension est exactement r, car le systeme des ¢§n)(z)
(0 <m <r—1) est libre; s’il n’en était pas ainsi, ¢; serait solution d’une
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équation différentielle linéaire d’ordre < r — 1 & coefficients polynomiaux
S An(2) g")(z) = 0. L’expression de ¢§")(z) et le fait que les fonc-

0<n<r—1

tions e¥* (k € I) sont linéairement indépendantes sur C(z) (la fonction

exponentielle est transcendante) montrent alors que, pour tout k € I, on a
> An(2)Ten(z) =0. Il en résulte que > A, (2)Tkn(2)er* =0,

0<n<r—-1 0<n<r-1

c’est-a-dire que les r fonctions Ty(z2)e**, qui sont linéairement indépen-
dantes sur C, sont solutions de I’équation différentielle vérifiée par ¢;. C’est
la contradiction attendue, I’espace des solutions de cette équation différen-
tielle étant de dimension au plus r — 1.

Comme V est de dimension 7, il est égal a ’espace engendré sur C(z)
par les e¥% (k € I). Il en résulte que, si k € I est fixé, il existe des H,, € C(2)

telles que ek* = 37 Hn(z)¢§n)(z). Si I est réduit & {0}, alors ¢; est un
0<n<r—-1

polynoéme. Sinon l'identité ci-dessus montre ’existence de constantes c; et
co positives telles que

> 1@z e
0<n<r—1
pour tout z de module assez grand. Le lemme 4.1 utilisé comme au

paragraphe 4 montre alors ’existence de fonctions u,, € F et d’un polynéme
M € C|z] — {0} tels que

M) = > un(2)6"(2).

0<n<r—-1
On a bien sir une telle égalité si I est réduit & {0}.

Comme ¢; est le produit de ¢ = ¢g par un polyndéme non nul, il est
clair que r est indépendant de [. On choisit alors [ suffisamment grand pour
que s+t+1—1>r—1, de sorte que ¢§")(D)f:0pour0§n§r—l.
On a donc

MD)f= Y u (D)™ (D)f =0
0<n<r—-1
et f, solution d’une équation différentielle linéaire & coeflicients constants,
est un polynéme exponentiel. O

CoOROLLAIRE 8.2. — Si la fonction entiere f est solution d’une équation
aux différences a coefficients constants P(X)f = 0, ou P € C[X] — {0},
et d’une équation différentielle )  Q,(D)z"f = 0, ou Q, € C[D]
0<n<t
(0<n<t)et Qr#0, alors f est un polynéme exponentiel.
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Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréeme 8.1,
car dans ce cas on a (X, D) = P(X)'Q:(D) # 0. O

COROLLAIRE 8.3. — Sous les hypothéses du théoréme 8.1, hormis
I’hypothése sur le déterminant de (a;;), qui peut étre nul, si s = 1, il
existe un polynéme A € C[z] — {0}, de degré < t tel que A(z)f(z) soit un
polynoéme exponentiel.

Démonstration. — Elle est analogue a celle du théoreme 7.1. O

9. Le cas des fonctions périodiques.

Le premier auteur a montré (voir la preuve dans [GRA1]) le résultat
suivant, que I’on peut comparer au résultat du paragraphe 4 : si f est une
fonction entiere, périodique de période @ € C*, et vérifie une équation
aux différences & coefficients constants Q(ePP)f = 0 avec B € C* et
a/B ¢ Q, alors f est un polynéme exponentiel de la forme 5. axg*?

~K<k<K
ou log g = 2im/a..

Ce résultat se généralise de la facon suivante, ou, sans perte de
généralité, on a supposé § =1 et « irrationnel.

THEOREME 9.1. — Soit f une fonction entiére périodique de période
T ¢ Q. Si f vérifie une équation aux différences finies >, ¢m(2)f(z +

0<m<s
m) = 0, ou les ¢,, € E sont des fonctions entieres de type exponentiel
< w/|T|, avec ¢po¢s # 0, alors f est un polynéme exponentiel de la forme

> arg®, ou les ax, € C et logq = 2in/T.
—K<k<K

Démonstration. — Soit g € C* tel que log ¢ = 2iw /T, par exemple g =
e27/T L’hypothese T ¢ Q se traduit par le fait que g n’est pas une racine
de I'unité. La fonction holomorphe z +— ¢* étant localement inversible,
on définit une fonction g holomorphe sur C* en posant g(¢*) = f(z). La
relation fonctionnelle vérifiée par f se traduit en Y.  ¢m(2)9(¢™q*) = 0.

0<m<s

Mais la périodicité de f permet d’écrire Y, ¢ (z+IT) f(z+m) =0
0<m<s
pour tout | € Z, donc >, ¢m(z +1T)g(¢™g*) = 0. En notant log la
0<m<s
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détermination principale du logarithme, on a donc

V()= ) dmllogu/logq+IT)g(q™u) =0

0<n<s

pour tout u € C—] — 00, 0] et pour tout [ € Z. Pour tout u fixé, la fonction
z +— U, (2) est une fonction entiere de type exponentiel < 7 et elle est nulle
en tout point de Z, donc elle est identiquement nulle ((WAL] Satz 3.1, ou
[GRA2] lemme 1). Soit alors zg € C tel que ¢o(20)ds(20) # 0 et, pour tout
u € C—] — 00, 0], choisissons z tel que logu/logq+ 2T = zp; l'identité

Uy(z) = Y dm(20)9(¢™u) =0

0<m<s

est vraie pour tout u ¢]—o0, 0] donc pour tout u € C, d’apres le principe du
prolongement analytique. Ainsi la fonction f est solution de I’équation aux

différences & coefficients constants Y, @m(20)f(z+m) = 0, et le résultat
0<m<s

rappelé au début de ce paragraphe (qui utilise le fait que ¢ n’est pas une

racine de 'unité) montre que f est un polynéme exponentiel. La périodicité

de f lui impose alors la forme indiquée dans ’énoncé du théoréme (lemme

3.1 de [GRAL)). O

La borne 7 /|T| pour le type exponentiel des ¢,, est optimale, comme
le montre I’exemple suivant.

Pour ¢ € C*, avec |q| > 1, la fonction g(u) = ] (1 — u/q™)(1 —

n>0

u~lq7"~1) est analytique sur C* et on vérifie immédiatement que g(qu) +
qug(u) = 0. La fonction f(z) = g(q*) est entiere et périodique de période
T = 2in/loggq, ou logq est la détermination du logarithme de ¢ qui a
permis de définir ¢*. La période T est irrationnelle car |g| > 1, et f n’est
pas un polyndome exponentiel car g n’est pas un polynéme. Enfin la relation
fonctionnelle vérifiée par g se traduit par ¢~*/2f(z+1)4+¢'**/2f(z) = 0, ou
#1(2) = q=%/? et ¢o(z) = ¢*+*/? sont de type exponentiel |log q|/2 = 7/|T.
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