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SUR LA STRUCTURE HERMITIENNE
DE LA RACINE CARRÉE DE LA CODIFFÉRENTE

par Christine BACHOC

Introduction.

Un corps de nombres K est naturellement muni d'une forme quadra-
tique sur Q non dégénérée qui est la forme x \—>' Trace j</Q(.r2). On sait
qu'il existe au plus un idéal fractionnaire unimodulaire pour cette forme;
s'il existe, il est noté AK et est caractérisé par la relation : A]^ = P^3'.
Celle-ci justifie son appellation de "racine carrée de la codifférente" (voir
[El], [E2], [BE]).

Lorsque K est galoisien sur Q et de degré impair, l'existence de cet
idéal est assurée ; de plus la relation précédente montre qu'il est stable sous
l'action du groupe de Galois G du corps. Le couple formé par l'idéal AK
et la forme Trace j</Q(a:2) est alors un Z[(7]-module hermitien (le groupe G
est un groupe d'automorphismes de la forme quadratique Trace^/Q(;r2)).
On dit que deux Z[G]-modules hermitiens sont Z [G] -isométriques s'il existe
entre eux un isomorphisme de Z[G]-modules qui soit aussi une isométrie
des formes quadratiques.

Le but de cet article est de décrire un représentant de la classe de
Z[ G] -isométrie de l'idéal AK-> dans le cas où le groupe G est abélien et
de degré impair. Dans ce cas, le corps K est totalement réel, donc la
forme quadratique Trace^/ç^o"2) est définie positive. On parle alors de
Z[(7]-réseau plutôt que de Z [G]-module hermitien.

L'étude de cet idéal a débuté dans la thèse de Boas Erez ([El]).
Celui-ci a caractérisé les extensions abéliennes K de Q pour lesquelles

Mots-clés : Corps de nombres — Forme trace — Réseau.
Classification A.M.S. : 11R33.
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(AK^ Trace x/Q^2)) est Z[G]-isométrique à l'anneau de groupe Z[(7] muni
de la forme usuelle ̂  Xgg i—^ ^ A2 ; ce sont les extensions peu ramifiées,
c'est-à-dire pour lesquelles le deuxième groupe de ramification est nul en
tout nombre premier.

Ensuite, dans [BE] et [B] des extensions avec ramification sauvage
sont considérées. Plus précisément, ces deux articles couvrent le cas où,
pour tout nombre premier p, le groupe d'inertie en p est soit d'ordre
premier à p, soit un p-groupe. On y donne une description du Z[G]-réseau
(AK^ Tracer /q(x2)) et on montre en particulier que sa classe de Z[G]-
isométrie ne dépend que de la ramification dans K.

Un point commun à ces résultats est que, dans ces cas, l'idéal AK
est libre sur son ordre associé. Or, dans [Bu], David Burns montre que ce
n'est pas un fait général, contrairement à l'anneau des entiers de K dont il
est bien connu qu'il est libre sur son ordre associé (théorème de Leopoldt).
Un calcul d'indices lui permet de donner explicitement la classe sur l'ordre
maximal W. de l'algèbre ^[G] de WAp- Celle-ci n'est pas toujours triviale;
le plus petit corps K pour lequel cela arrive est de degré 39 sur Q, en
supposant le nombre premier 13 totalement ramifié dans K.

Expliquons pourquoi la situation où l'idéal AK est libre sur son ordre
associé est la plus simple : supposons que AK = A.a; = {A(a;) ,À ç A}.
Alors, le lemme suivant montre qu'il suffit de connaître pour tout caractère
\ de G la valeur de (a'|^)(.î'|x) pour obtenir un représentant de la classe de
Z[G]-isométrie de AK ''

LEMME 1.1. — S'oit K un corps de nombres galoisien sur Q de
groupe de Galois G et soit x appartenant a K tel que K = Q[G}.x. Alors
Pisomorphisme de Q [G] -modules :

Q[G} -^ K
À ̂  \(x)

est une isométrie lorsque K est muni de la forme Trace^/Q(.r2) et Q[(7] de
la forme Ti(sÀÀ) avec

s= ^(^Ix)^!^)^,
xeô

ou

{t\x)=^x(9~l)9W
gçG
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est la résolvante de t en \ et Ti est la forme linéaire sur Q[G] définie par :

^i(E^)= Ai.
SeG /

Démonstration. — II suffit de montrer, pour tout g , g ' appartenant
à G, l'égalité suivante : Trace^/Q(^(:r)(/(rr)) = T^{sgg'~1). Or c'est une
conséquence de :

s == ^(^l^^lx)^ = ̂  TïaceK/q(g(x)x)g
X^G 9^G

qui se vérifie aisément. D

Par ce lemme, on obtient alors la Z[G]-isométrie :

(A^Trace^/oCr2)) ̂ G\ (A,TiO>ÀA))

avec

s= Z^lxX^lx)^.
X^G

C'est en fait la méthode adoptée dans [BE] et [B]. Ce lemme montre aussi
que le théorème de Leopoldt contient assez d'informations pour déterminer
la classe de Z[G]-isométrie de l'anneau des entiers de K (voir le corollaire
1.4).

Dans le cas général, afin de contourner cette difficulté, nous procédons
de la façon suivante : on définit d'abord un idéal IK contenu dans AK-, et
assez "proche" de celui-ci (par exemple, si un seul nombre premier est "très
sauvage" dans Jf, c'est-à-dire si un seul nombre premier n'est ni modéré,
ni peu ramifié dans K^ alors IK est à peu de choses près le système de
racines de AK ; voir Exemples 1.9). L'objet du paragraphe 1 est de décrire
le réseau (Z^,Trace^/Q(.r2)).

Le réseau dual ïj^ = I^^K1 a ^a P^priété d'être, en tant que Z[G]-
module, libre sur son ordre associé AK- La description de Aj<, et la donnée
d'un générateur explicite de 2'ĵ  sur AK suffit donc à déterminer sa classe
de Z[G]-isométrie (théorème 1.7). Celle-ci ne dépend que de la ramification
dans K.

Pour cela, nous appliquons conjointement le théorème de Leopoldt
([L]) et le théorème 2 de [E2] à un idéal JL d'une extension L de K, dont
la trace sur K est égale à % (paragraphe 1.4).
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Une fois déterminée la classe de Z[G]-isométrie du sous-réseau
(Zj<,Trace^y(Q)(rr2)) de la racine carrée de la codifférente, on procède de
la façon suivante : parmi les réseaux L tels que TK C L C ïj^, AK est
déterminé par un "métaboliseur" M du quotient T(Zj<) = Î ^ / Î K (c'est-à-
dire un sous-groupe de T(Zj<) égal à son orthogonal pour la forme induite,
voir le paragraphe 2.1).

La classe de Z[G]-isométrie de AK module les Z[G]-isométries stabi-
lisant ÎK ne dépend que de l'orbite de M sous l'action des Z[G]-isométries
de I K ' Celle-ci est déterminée au théorème 4.1.

Le schéma de la démonstration est le suivant : le quotient T(Zj<) est
étudié au paragraphe 2.2. On se ramène à la situation locale. Si F est un
localisé de K^ un élément de l'orbite du métaboliseur correspondant à Ap
sous le groupe des Zp[D]-isométries de Tp est déterminé au théorème 3.4.
Dans la démonstration de ce théorème intervient de façon essentielle un
calcul d'indices tout à fait analogue à celui de D. Burns dans [Bu]. Ensuite,
on globalise les résultats locaux dans le paragraphe 4.

Le paragraphe 5 est consacré à la comparaison des Z [G] -réseaux
(AK 5 Trace j< /q(x2)) lorsque K décrit les extensions abéliennes de Q de
degré impair.

Parmi les résultats antérieurs sur la structure de Z [G]-réseau de la
racine carrée de la codifférente, nous utilisons ici seulement le théorème 2
de [E2] relatif au cas d'une extension cyclique d'ordre p de Q.

Les définitions suivantes seront utilisées dans toute la suite : soit R un
anneau principal ou un corps (on aura R = Z,Q,Zp,(Q)p,Fp) et soit k son
corps des fractions. Soit G un groupe; un R[G}-mod\ûe hermitien V est un
J?[G]-module, tel que kd^V soit muni d'une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée b(x^ y) telle que le groupe G laisse b invariante, c'est-à-dire : pour
tout x ^ y C V et pour tout g € G, b(g{x)^g(y)) = b(x^y). Par exemple, V
peut être un sous-J?[G] module de k[G]. Les formes G-invariantes sur k[G]
sont du type A —^ T-^ÇsXX) où Ti est la forme linéaire T\(^\gg) = Ai,
A i—)- A l'application linéaire déduite de l'application de G dans G qui à un
élément associe son inverse, et s un élément de A* [G] vérifiant ~s = s. En
particulier, Ti(AA) = ^ A2 est la forme usuelle sur A: [G].

gçG

On dit que deux Jî[G]-modules hermitiens sont R [G] -isométriques
s'il existe entre eux un isomorphisme de J?[G]-modules qui soit aussi une
isométrie des formes bilinéaires (et on note V ^R[G] V)-



RACINE CARRÉE DE LA CODIFFÉRENTE 623

Enfin, si R = Z ou bien Zp, le dual du réseau V est V* = {.r e
A; 0 V|&(.r, Y) C ^} ; c'est encore un R [G] -réseau. On dit que V est entier
si V C Y*, et dans ce cas, l'indice [Y* : V] est le discriminant de V. On
dit que V est unimodulaire si Y = V * .

Remerciements. — L'auteur remercie David Burns pour de profitables
discussions avec lui. Les résultats de son article [Bu] m'ont été fort utiles
pour l'établissement du théorème 3.1.

1. Le Z[G]-réseau (îj<, Trace j</Q(rr2)).

Dans ce paragraphe, on définit l'idéal IK contenu dans AK et on
détermine sa classe de Z[G]-isométrie (théorème 1.7). En particulier, son
réseau de racines, c'est-à-dire le sous-réseau engendré par ses éléments de
longueur 1 et 2 (la longueur d'un élément est la valeur prise par la forme
quadratique Tracer m (a:2) sur celui-ci), est déterminé à la proposition 1.8.

1.1. Notations et définition de îj<.

Le corps K est toujours galoisien de groupe de Galois G sur Q et
de degré impair. L'ensemble P des nombres premiers ramifiés dans K est
la réunion disjointe des ensembles Pyn, Ppr, Ps qui sont respectivement
l'ensemble des nombres premiers modérés, peu ramifiés mais non modérés,
et ramifiés mais non peu ramifiés dans K. Pour un nombre premier p,
on note son degré de ramification e^/q (p) = rpp1711' avec r? premier à p ;
rappelons qu'alors r? divise p— 1, et que le groupe d'inertie en p est cyclique.
On désigne par (f)K(p) le produit des idéaux de K au-dessus de p. On aura
besoin de distinguer dans l'ensemble Pg les sous-ensembles P^o et P^i qui
sont respectivement l'ensemble des nombres premiers p appartenant à P^
tels que m? soit congru à 0 et 1 modulo 2. Soit / le conducteur de K. Alors
f = Y[ prrip-\-i ^ l'extension Q)(Q)/K est modérée.

peP

DÉFINITION 1.2. — On pose IK == ]~[ ^K^P^^K avec
PÇPs

{
pmp _ ^
————r? + 1 si m? = 1 (mod 2)

^np = p^ — 1————r? si m? =. 0 (mod 2).
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Le réseau dual du réseau (Z^,Trace^/Q(a;2)) est le réseau (%,
Trace K/q(x2)) avec 1^ = Z^1?^1. Il est bien sûr équivalent de déterminer
la classe de Z[G]-isométrie de ÎK ou celle de Zj^. Dans ce but, nous
allons montrer que îj^ est libre sur son ordre associé Aj< et en donner
un générateur (théorème 1.7). Comme, d'une part, la définition de AK
est analogue à celle de l'ordre associé à l'anneau des entiers donnée par
Leopoldt, et que, d'autre part, le théorème de Leopoldt intervient de
façon cruciale dans la démonstration du théorème 1.7, nous consacrons
le paragraphe suivant à un rappel de ce théorème.

1.2. Le théorème de Leopoldt [L], [Le],

Soit k une extension abélienne de Q, de groupe de Galois G. Leopoldt
décrit l'ordre associé ^2/c de l'anneau des entiers Ok^ montre que 0/c est libre
sur son ordre associé et exhibe explicitement un générateur T^ de Ojç sur ̂
(on trouve dans [Le] un générateur simplifié par rapport à celui donné par
Leopoldt dans [L] ; c'est celui que nous utiliserons). On a donc Ojç = ̂ /c.T/g.

Nous utilisons les notations de [Le].

Soit / le conducteur de k, et soit :

V(f) = fd e N tels que [ ^[ p \ / d , d / f , d ̂  2(4)1
peP-{2}

et pour tout n e N :

q(n)= ]̂ [ p^.
PGP

vp(n)>2

La relation d'équivalence sur le groupe des caractères de G définie
par :

X ~ ^ ^=^ q{fx) = ̂ U)
a pour classes d'équivalence les ensembles :

( S > d = { x ^ G tels que q(f^) = ç(d)}, d e V(f).

On définit encore :

Gd= H ker^) 5 kd^k^.
X^d
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Les idempotents e^ = ^ e^ appartiennent à l'algèbre Q)[G] et
xe^d

permettent de définir l'ordre suivant :

^= ^ Z[G]6^.
dç-DÇf)

(Rappelons que e^ = , — ̂  x(^~1). Soit finalement :
^çG

rfc= ^ TraceQ(^)/^(^)
de^D(/)

où (Oc)A;(=N est un système projectif de racines de l'unité.

THÉORÈME 1.3 [L], [Le]. — Avec les notations ci-dessus, on a :

Ok = ̂ Tk.

Il est intéressant de remarquer qu'en fait, le théorème de Leopoldt
donne non seulement la structure de Z[G']-module de l'anneau des entiers,
mais également sa structure de Z [G] -module hermitien :

COROLLAIRE 1.4.

(O^Trace^/Q^2)) -^ ^k.T^s\\))

avec

«= E [^M'E/A.
d^{f) X^d

Démonstration. — D'après (2), (5) et Théorème l.b de [Le], on a :

Wx)=[k:k^^)^-d)^-)

et comme

r(xW=fx,
il vient :

(1) (Tk\x)'(W)=[k:kd]2^.
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Le lemme 1.1 permet de conclure. D

1.3. % est libre sur son ordre associé; théorème de structure
pour le Z[G]-réseau (Zj<,Tracej</Q(a;2)).

Dans ce paragraphe, le degré de K sur Q n'est pas nécessairement
impair, mais on suppose que le nombre premier 2 n'est pas ramifié dans K.
On conserve les notations du paragraphe 1.1.

On définit des idempotents de l'algèbre de groupe Q[G] de la façon
suivante : soit

do = n p2 n p
pePpr pÇPrnUPs

et

P^(/) = [d ç N tels que d o / d et d / f } .

Pour tout entier k, on pose

qs(k)= n p^w.
P<=PS

vp(k)>2

Soit G le groupe des caractères de G ; on dit que deux éléments \ et ^ de
(7 de conducteurs /^, f^ sont équivalents si Qs(fx) = Qsif^)- Les classes
d'équivalence de cette relation d'équivalence sont les ensembles

^d = {X ̂  G tels que q^) = qs(d)},d ç V,(f).

Si e^ est l'idempotent de C[G] associé au caractère ^ de G on définit :
^d = S ex• ^es idempotents sont dans Q[G].

X^d

On définit encore :

G^ = H ker(x); ^v,, = ̂ G^
X^d

et l'ordre de l'algèbre '

AK= ^ Z[C?]e^.
deî>.(/)
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Remarques 1.5.

1) Les ordres f^ et AK sont construits de façon tout à fait semblable ;
pour Aj<, on "ignore" simplement les nombres premiers qui sont peu
ramifiés dans K. Si 2 n'est pas ramifié dans K et si aucun nombre premier
n'est pas ramifié dans JC, ces deux ordres sont égaux.

2) Explicitons quelques cas particuliers. Si Ps == 0, alors AK = Z[G].

Si Pg = {p}, alors Vs{f) = {<W^O <k^ m?}. Soit, pour tout k, Pk
le sous-groupe d'ordre p^ du groupe d'inertie en p de X. Si Jî est un sous-

groupe de G, on pose en = i-rn S ^- Alors, grâce au lemme 1.6 suivant,
\^i\ hCH

on voit facilement que : e^ = ep^, et e^^ = ep^_^ - ep^_^ pour
1 < A- < m?. Avec la convention ep^ = 0 si k ^ m? + 1, on trouve pour
l'ordre A^- :

AK= ^ Z[G](e^-ep^).
0<i<mc

Nous aurons besoin des propriétés suivantes :

LEMME 1.6. — S'oit d (E T>s{fY Alors :

(1) ^d est non vide.

(2) ^=xnQ(Cd)
(3) [ K : K ^ , } = f / d .

Démonstration. — On paraphrase la démonstration du lemme 1 de
[Le]. Soit X(n) le groupe des caractères de (Z/nZ)*. On identifie X(n) au
groupe des caractères du groupe de Galois de Q(Cn)- Le corps K correspond
à un sous-groupe X de X{f).

Pour tout nombre premier p et tout entier m, ^(p7"4'1) est le produit
direct de X(p) et d'un sous-groupe cyclique d'ordre p^ noté YÇp171). Le
groupe X{f), est lui produit direct des Xfj)771^1).

Ceci permet de définir la projection TT :

TT :x(f)-. nn^)-
p€P.

L'expression du conducteur f^ d'un caractère \ appartenant à X(f)
([Le],(l)) montre que la restriction de TT à X est surjective (/ est le ppcm
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des f^ lorsque ^ parcourt X), et que, pour tout \, ̂  appartenant à X(f),

Çs(/x) = ̂ (U) ^=> TT(^) = TT(^),

d'où (1). Il est équivalent de montrer (2) ou de montrer que le sous-groupe
engendré par ̂  et noté < ̂  > est égal à X n X(d).

L'inclusion < ̂  >c X nX(d) est évidente. Réciproquement, soit \
un caractère de K appartenant à X(d). Alors son conducteur divise d. Soit
\' un élément de ̂  ; il est facile de voir que, comme qs{x) divise qs(x'),
TT(^) appartient au sous-groupe engendré par TT (^/).

Alors, si TT(^) = ^(^Q^, 7^(^/l-/î;) = Tr(^) et donc ^ appartient à
< ^ d > .

L'égalité (3) se déduit directement de (2). D

On suppose désormais que le degré de K sur Q est impair.

Avec les définitions de l'introduction et des paragraphes précédents,
nous sommes en mesure d'énoncer le théorème de structure pour le Z[(^]-
réseau (IK , Trace^/Q (x2 ) ).

THÉORÈME 1.7. — S'oit K une extension abélienne de Q de degré
impair.

(1) II existe un élément explicite IK de K tel que 1^ = A K ^ K '

(2) L'application \ ̂  A(^) induit la ^[G}-isométrie :

(%,Trace^/Q(rc2)) -^] (A^ri^-^A))

avec

^ E ^E(n^ .
de-Ds{f) x^d p^s,i

P\fx

(3) Par dualité on a :

(^Trace^/QCr2))^^] ( ® W^^T^sXX)}
dçVs(f)

avec

Z[G]^rf = {A e Z[G] tels que Xe^, = A}

(cette somme est une somme orthogonale de Z [G} -réseaux).
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La démonstration du théorème 1.7 est l'objet des paragraphes 1.4 et
1.5. En particulier, l'élément ÎK est donné au paragraphe 1.5. On définit
une extension L de K, abélienne sur Q, et un idéal JL de L tel que
1^ = Trace^/^(^)- On applique ensuite les théorèmes de Leopoldt et
de B. Erez pour montrer que cet idéal est libre sur son ordre associé et
pour en donner un générateur.

Le système de racines d'un réseau entier est l'ensemble des vecteurs
sur lesquels la forme quadratique prend la valeur 1 ou 2 (il est souvent
confondu avec le réseau que ces vecteurs engendrent). La proposition
suivante donne le système de racines de (Zj<,Trace^/Q(a;2)). Les notations
sont celles de [CS]. La somme orthogonale de k réseaux isométriques à R
est notée R1^.

PROPOSITION 1.8.

1) Pour d différent de do, (ZjG]6^ ,T^(s\~\)) est pair et son rang est
égal au cardinal de ̂ . Ce réseau a pour minimum 2 si et seulement si les
deux conditions suivantes sont remplies :

(i) Qs{d) est une puissance d'un seul nombre premier p

(ii) pour tout q ç P^i et pour tout \ e vt^, q divise f^

et dans ce cas, (^{G}^ d,T^s\\)) - A^lf^.

2) Pour d = do, 2e réseau (^{G}^ d ,T^s\X)) est impair. Il représente
1 si et seulement si Pg i est vide, et dans ce cas il est isométrique au réseau
Z^^].

Si PS,I Gst non vide, son système de racines est A^i^, où H =
Gal(JC^/(Q)) et J est l'intersection des groupes d'inertie des nombres
premiers appartenant a Ps,i de l'extension JC^/Q (avec la convention :
Ao = 0).

La démonstration de la proposition 1.8 est l'objet du paragraphe 1.6.

Exemples 1.9.

1) Supposons que ?„ = 0. Alors IK == AK, ^K = Z[G] et s = 1.
On retrouve l'énoncé du résultat de B. Erez ([El]) : si l'extension K / Q )
est peu ramifiée, alors on a la Z[G]-isométrie : (AK, Tracer m(.r2)) ~Z[G]
(z[G],ri(AA)).

2) Supposons que Ps = {p}. L'ordre KK a été explicité au point 2) de
la remarque 1.5.
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La proposition 1.8 montre que

(IK. TYace^/Q^2)) - Ro © A^_i

où k = \G\ — [G : P-mp] et RQ est le terme correspondant à do dans les
notations du théorème 1.7(3). Si m? = 0 (mod 2), RQ - Z^^ (c'est le
point 2) de la proposition 1.8). Si m? = 1 (mod 2), notons G' = G/Pmp
et (7 le sous-groupe d'ordre r-p de G' qui est l'image du groupe d'inertie en
p. Alors, on voit par le théorème 1.7 que

Ro ~Z[G] W],ri(((p - l)ec + 1)AA)).

rr^'r^iEn termes de réseaux, RQ = R[ ' J , où R\ est un réseau de rang r-p,
p - 1

de discriminant p, dont une matrice de Gram est (sij) avec Sij = ———
r?

p- 1
si i -^ j et S i . = ——— + 1 si i = j. Remarquons que R\ est impair, de

rp
minimum 2 et contient la somme orthogonale < pr? > ©A^_i, où < pr? >
désigne le réseau de rang 1 et de discriminant pr?.

Or, on peut vérifier facilement que, dans les deux cas, RQ = ̂ pm =
A^^. C'est donc un invariant de la classe de Zl^j-isométrie de AK' Quant
au terme A ^ ^ , c'est un système de racines contenu dans A^ eprn et de
même rang. Si p ~=f=- 3,5, A ^ ^ n'est contenu dans aucun autre système de
racines de même rang, donc c'est le système de racines de A^eprn et c'est
encore un invariant de la classe de Z[G]-isométrie de AK- Si p = 3 ou 5, il
peut être contenu dans une somme de Eg ou de Eg. Mais, si p = 3 ou 5,
alors rp = 1, et l'extension K/Q est un cas particulier de celles qui sont
étudiées dans [BE] et [B]. Comme on le montre dans ces articles, le système
de racines de AK est effectivement, lorsque p = 3, soit une somme de Eg,
soit une E§.

1.4. L'extension L de K et l'idéal ^TL.

Soit kp l'unique sous-extension de degré p sur Q de Q(Cp2). Soit

f = f / ( H P2). On pose
SePp. /

L=Wr) II kp.
P^pr
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Alors K est inclus dans L et L est le composé arithmétiquement
disjoint des corps Lp avec Lp = kp pour p ç Ppy. et Lp = Qf^C^p+i) pour
p e Pyn UPs. Il est donc légitime d'identifier L et le produit tensoriel de ces
corps. On pose :

JL=^[J{P)
p/f

avec

(P^-OL, sipeP,,i
J(P) = { P^V si P € Ppr

| mp+2 pmp+l_pmpt p-——q3——2—— si p e P^ u P,,o
où ç? est l'unique idéal de Lp au-dessus de p.

LEMME 1.10.

%=Trace^(^).

Démonstration du lemme 1.10. — C'est un calcul facile. De la
connaissance de la suite de ramification de L/Q et du fait que l'extension
L / K est modérée, on déduit la valuation en <^x(p) de l'idéal AK^ et donc
de%= n ^K^^AK.

pÇPs

On trouve que la partie au-dessus de p de ïj^ est égale à : p~ ~ ^ O K
si p (E Ps,i, et à : p ~ ~ J T ~ ( | ) K { p ) ~ £ ] ~ î s i p e P^2.

On conclut ensuite en utilisant la formule : si J = Yl^LÇp}813 est
P

un idéal de L alors Trace^y^(J) = n^O^)^ ^ec pour tout p, tp est
P

5p + 6p
égal à la partie entière du quotient : ———- où 6p est la valuation en

Cp
<pL(p) de la différente relative de L / K et e? est le degré de ramification de
L / K ([U]). D

Soit GL le groupe de Galois de L sur Q. On a défini au paragraphe
1.3 l'ordre Aj, de l'algèbre Q^L]- Remarquons que l'ensemble 'Ds{f) relatif
à L est le même que celui de K.

Soit TT l'élément de Q(Cp) vérifiant 7r2 = (—1)^2-?. On pose

tL=]^tp

peP
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avec

( p-^l + TraceQ(^)/^(Cp2)) si p e Pp,.

^= ^^ÎL, sipeP,,i
P-^TTTL, s ipçP^o

avec les notations du paragraphe 1.2.

LEMME 1.11. — Avec les notations précédentes,

JL=AL.tL={\(tL),\eAL}

et, pour tout \ ç. GL, si \ e ^7

/ -i

(^(^x)- n p ^
P^s,l

\ P\fx

Démonstration. — Comme L est le produit arithmétiquement disjoint des
Lp, le groupe GL est le produit direct des groupes de Galois GL? ; le groupe
des caractères GL est le produit direct des groupes de caractères GL et le
conducteur f^ d'un caractère \ de GL est le produit des conducteurs f^
des composantes \p 6 GL^ de \. L'ordre AL s'identifie donc avec le produit
des ordres A^p de Q[G'Lp]-

De plus, si t = Y[ tp avec tp G Lp, alors, pour tout caractère \ de GL^
peP

(^Ix) = FI (^plXp)- II suffit donc de démontrer que, pour tout p appartenant
peP

à P, J ( p ) = ALp.tp avec, pour tout \ e GL^, et si \ G ^^5

r,-^
/r,

(^|X)(^|X) = ^ d

fL.

si p € P,,i et \ = 1

si p € P,,i et x + 1

si p <= Ppr

sipeP^uPs.o.

1) Si p € Ppr alors on vérifie facilement que J{p) est la racine carrée
de la codifférente de Lp. D'après le lemme 2.e de [E2], J'(p) = Z[G'Lp]-^p
avec, pour tout caractère ^ de GL^ [tp\x}(tp\\) = 1. Or A^p = Z[GLp].
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2) Si p e P^i, alors on applique le théorème de Leopoldt. D'après la
remarque 1.5, f^p = AL? ; donc J ( p ) = A^.tp avec tp = P-'^TL^

Si x est un caractère de G^ (^|x)(W = ̂ -^^(rLjx)!^^).

Comme le conducteur de Lp est p771^1, l'ensemble Vs(fLp) est égal à
{p,p2, ....p77'1^1}. Donc, si d e Ps(/Lp) et si ^ e ̂  n'est pas le caractère
trivial, alors f^=d (par contre, si \ = 1 alors /^ = 1 et d == p).

La formule (1), le lemme 1.6(3) et les remarques précédentes établis-
sent la formule annoncée.

3) Supposons enfin que? e IP^UP^o. L'idéal J ( p ) de Lp = Q(C-p+i)
mp+2

est engendre par p 2 71-. Donc, d'après le théorème de Leopoldt et la
remarque 1.5,

'm.p+2 mp+2

j(p)=p——7rA^.T^ = {p——^À(r^),Ae KL,}.
Nous allons montrer que

J ( p ) = A^P-^TTT^ == {XÇp-^TrT^^X e AL,}.

Soit, pour 1 < k < m?, P^ l'unique sous-groupe de Gal(Lp/Q) d'ordre
pk. D'après le point 2) de la remarque 1.5, les idempotents définissant A^
sont : 1-ep^ep, - ep,,.... ep^_, -ep^.ep^.

Ils appartiennent tous à l'algèbre Q[Gal(Lp/Q(^))], donc vérifient :
pour tout a: appartenant à Lp, e^x) = 7ve(x). Si g e G^, alors g(7r) = ±7T.
Donc, si À ç ^[(^LpL alors P01111 tout x appartenant à Lp, il existe
À7 appartenant à Z[GiJ tel que X(7vx) = ^\\x}. Finalement, on a :
A^p.TrTLp = TrALp.ÎLpî d'où l'expression annoncée de j7(p).

Il nous reste à calculer (tp\X)(tp\'\).

(tp\X)W=P~{mp^\7^T^\x)WL^.

Soit \Q l'unique caractère d'ordre 2 de G^p. Alors on voit facilement
que :

(7rr^|x)=7r(rLjxxo).

De plus, les conducteurs de ^ et de \\Q sont égaux, sauf si \ = 1
auquel cas f^ = 1 et f^^ = p. Les caractères ^ et ^^o appartiennent donc
au même ^rf, et de plus : f^^ = d. Compte tenu du fait que TTTT = p, on
conclut comme au 2). D
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1.5. Fin de la démonstration du théorème 1.7.

Soit H le groupe de Galois de l'extension L / K . On note toujours
en = 1/|^| E h.

hçH

Par le lemme 1.11, J/L = KL^L- Par le lemme 1.10, Zj^ =
Trace^/x^L). Donc :

% = Trace^(JL) = |^|^(JL) = AL ejî. Tracer (^).

Dans l'isomorphisme entre les algèbres ^[G^en et Q[G] donné par :

Q[GL]^ -^ Q[G]
^e^f i-̂  ^ modulo H

l'ordre A^en est envoyé sur AK. En posant

^ = TraceL/x(^L)

on a donc :

TK = ̂ K.tK

avec, si \ est un caractère de G, c'est-à-dire un caractère de GL dont le
noyau contient H ,

{t^xWKw = (tL\x)w\x) = n p\ L
\ ̂ ,1 ; a

\ ?\fx /

cette dernière égalité provenant du lemme 1.11. On conclut ensuite avec le
lemme 1.1. D

1.6. Démonstration de la proposition 1.8.

Posons Rd = (Z[G]^^ri(5ÀÀ)).

1) d ^ do. Le réseau Rd est pair car ̂  ne contient pas le caractère
trivial, ou encore parce que Rd C AK Fl {.r 6 J^,Trace7</Q(.r) = 0} (voir le
lemme 10.2 de [El]).

Supposons les conditions (i) et (ii) réalisées. Posons Qs{d) == p^.
D'après la définition de ^rf, \ e ^d ̂  Qs(fx) = P^ ̂  fx/^ et fx \ ^ / P ' ^ or
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^ e^ = CG^, d'après le lemme 1.6(2), donc :
fx/d

^d=^, -eG^^^

De plus, 5e^ == d / f Y, e^= -^—,e^, d'après la condition (ii) et
X^d \^^d\

le lemme 1.6(3). On a donc :

Rd -Z[G] WGfeG^d~eG^^\——.WX)).
\G^d\

Or ce dernier réseau est isométrique à A ^ d / p grâce au lemme
suivant, et grâce au fait que [G^ : G^/J = p (lemme 1.6(3)) :

LEMME 1.12. — Si H et H\ sont deux sous-groupes de G tels que
H^ c H, alors

(z[G](^--),^ri(AÀ)) ~zA^_,

et les vecteurs minimaux sont les (g — g')\H^ CH^ avec gîî\ ^ Q'îî^ et
gH = g ' H .

Réciproquement, supposons que le minimum de Rd soit 2. Si le
caractère \ appartient à ^d, alors il est non trivial, et son conducteur
divise d. Or

^ex= ̂ ^ - e^
f ^ / d
X^l

donc

Rd C (ZiGi^'^.ri^ÀÀ)).

Si s est un élément de Q)[G} vérifiant s = s, on montre facilement
que la forme T^(sXX) est positive si et seulement si \(s) est positif pour
tout caractère \ de G, et que les éléments A de Q[G] isotropes, c'est-à-
dire tels que T-^(sXX) = 0 sont ceux pour lesquels ^(A) == 0 dès que
\(s) = 0. Cela montre en particulier que, pour le s du théorème 1.7,

ri(5ÀA) > ——,Ti(eG^ AA). Or d'après le lemme 1.12, le minimum du
l^dl d

réseau (Z^^"6^, —^—,Ti(AA)) est 2, et est atteint sur les éléments
Î J
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(9 ~ g'}\G^^ ec^ avec gG^^ -^ g'G^,^. Une condition nécessaire pour
que Rd ait pour minimum 2 est donc que l'un au moins de ces éléments
appartienne à rL[G}e'î'd.

Posons x = ( g - ^)|G^Je^^ avec g''g-1 ^ G^.

x e Z[G]6^ ̂  xe^, = x

^ { g - Q'Vx = ° si X i ̂ d et G^ C ker(^)

^ g ' g ~ 1 ^ ?! ker(^).
^^d

G^^Cker(x)

Une condition nécessaire pour que Rd ait pour minimum 2 est donc
que cette dernière intersection soit différente de G^. Montrons que cette
condition n'est pas réalisée si Çs(d) a deux diviseurs premiers. On a :

H ^X = Ri kerx = Q G ,̂
X^d ^^d' d ' / d

G'^^Cker^ d ' / d , d'^d d'^d

or, si d a deux diviseurs premiers distincts, on peut trouver dans Vs(f)
deux entiers d1 et d" divisant d et tels que d / d ' et d / d " soient différents
de 1 et premiers entre eux. Alors, grâce au point (3) du lemme 1.6,
G^i^, n G^,^,, = G^,^.

On a donc Qs(d) = {?}, et e^ = 6^^^ - e^^^ . Toujours d'après le
lemme 1.12, pour que le minimum de Rd soit 2, il faut et il suffit que Rd
contienne un élément de la forme x = {g — g')\G^^\eG^ avec g ' g ~ 1 ^ G^^,

g ' g ~ 1 G G^^^, et x isotrope pour la forme Ti ( ( s — .—-CG^ }>^\
v v l ^ ^ d l d / /

Cette dernière condition conduit à demander que ^(x) = 0 pour tout
\ appartenant à E = [^ e ^d\^q e Ps,i|<7 f /^}, c'est-à-dire que
g'g~1 ^ n^e^ker(^).

Or, l'indice [G^/p : G^J est égal à p d'après le lemme 1.6(3), donc
G^ et g ' g ~ ^ engendrent G^^^. Si l'ensemble E est non vide, et si \
appartient à E, on aurait donc G^/p C ker(^), soit \ ç ^ d / p , ce qui
contredit le fait que \ ç. ^ d ' L'ensemble E est donc vide, ce qui est la
condition (ii).

2) d == do. Alors \ e ^do si et seulement si f^ divise do, donc
e^d, = ̂ ^ et

Rd^ÇW^^o^T^sXX)).
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En posant G' = G/G^^, on voit facilement que

Rd, -Z[G] WG^WXX) avec ^ = ̂  ( H pY.
xe^d ^pep^i /

Pt/X

Si P^i = 0, alors

Rd, -Z[G] W],ri(AA) - Z^^oL

Si IP^i ^ 0, montrons que le minimum de R^o n'est pas égal à 1 :
comme la forme Ti((5' — 1)AA) est positive, un élément de carré scalaire
égal à 1 de Rdo serait un élément g appartenant à G' et isotrope pour la
forme Ti((5' — 1)AA), c'est-à-dire tel que \(g) = 0 dès que ^(5') 7^ l. Or
\(g) =0 est impossible.

Le minimum de Rdo est donc au moins 2. Un élément de carré
scalaire égal à 2 est de la forme g ± g ' , avec g ± g ' isotrope pour la
forme ri((s' — 1)AA), c'est-à-dire tel que \{g ± g ' ) = 0 dès que \ G E.
Comme l'ordre de G est impair, il est impossible d'avoir \{g + g ' } = 0.
Un élément de carré scalaire égal à 2 est donc de la forme g — g ' , avec
g ' g ~ 1 e H ker(^). Cette dernière intersection est égale à l'intersection

P^s,!

p\fx
des groupes d'inertie en p de l'extension K^^ /Q lorsque p parcourt Pg^i ,
et on voit facilement que ces éléments forment le système de racines
annoncé. D

1.7. Compléments sur le groupe des Z^-isométries
de (Zj<,Trace^/Q(;r2)).

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence un sous-groupe du
groupe des Zl^-isométries de (TK-, Trace x/Q^2)) dont nous aurons besoin
au paragraphe 4.

On a défini au paragraphe 1.4 une extension L de K, et un idéal JL de
L tel que : JL = fi ^(p)- Supposons maintenant que p appartienne à Pg.

peP
Au cours de la démonstration du lemme 1.11, on a vu que J{p} == Aj, .tp.
Le point 2) de l'exemple 1.5 montre que l'ordre Aj,p est égal à :

A^= ^ Z[G^,](ep,-ep^)
CK-^mp
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où Pi est le sous-groupe d'ordre p1 de GL? , ce qui conduit à la décomposition
en somme directe orthogonale :

J(p)= Q) Z[G^](ep.-ep.^).tp.
0<i<mp

Pour tout 6 = (6o,ei , ...,e^p) appartenant à {rbl}77^4'1, l'application
/p^e définie dans cette décomposition par :

fp,e( ^ ^) = ^ 6^
O^î^TUp 0^î<rrip

est une Z[GLp]-isométrie de ( J ( p ) , Tracer /q^x2)). L'ensemble de ces
Z[Gj,p]-isométries forme un groupe isomorphe à {zbl}771^1.

Comme le réseau ( J/L, Tracer /Q {x2)) est le produit tensoriel des
(JT^p), Tracer /q(x2)), on obtient un groupe de Z[Cy-isométries de J/L
isomorphe à Y[ {±l}mp+ l en considérant l'ensemble des f = Y[ fp,e

pePs pePs
lorsque les 6 parcourent les {dri}771^1. Ce groupe sera noté I s .

Comme Zj^ = Trace^/^,^), et que les éléments de I s sont des
Z[G'zJ-isométries, ils stabilisent % et forment donc un sous-groupe du
groupe des Zl^-isométries de îj^ (et donc de TK\

2. Réseau et forme de torsion.

2.1. Généralités.

Soit R un Z-module ou un Zp-module hermitien entier pour la forme
bilinéaire symétrique b(x^y). Le groupe fini T(R) = R * / R est muni de la
forme bilinéaire symétrique induite par celle de R :

T(R) x T(R) -^ Q/Z (ou Qp/Zp)
(x,y) ^ b ( x , y ) =b(x,y).

Elle est non dégénérée, c'est-à-dire qu'elle induit un isomorphisme
entre T{K) et Homz(T(J?),Q/Z) (ou Homzp(T(J?),Qp/Zp)). Si U est un
sous-groupe de T{R), on note [/-L = {x ç T(R)\b(x, U) = 0} l'orthogonal
de U pour b.

Soit s la surjection canonique s : R^ —> T[K) ; il est bien connu que
l'application L i-̂  s(L) établit une bijection entre l'ensemble des réseaux
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L tels que R C L C R* et l'ensemble des sous-groupes U de T(R) avec les
propriétés suivantes : L est entier si et seulement si U C U 1 ' et dans ce
cas [L* : L] = [^-L : U} (cf [Ba]). En particulier, L est unimodulaire si et
seulement si U1- = U. On dit alors que U est un métaboliseur de T(R).

Si, de plus, R est un Z[G]-réseau, alors le groupe G agit sur T(R)
et conserve la forme b. Les Z[G']-réseaux L vérifiant R C L C R* sont en
bijection avec les sous-groupes U stables par G.

Une isométrie de R conserve nécessairement J?* ; d'où un homomor-
phisme du groupe des isométries de R dans celui des isométries de (T(J?), 5).
Deux réseaux L et Lf intermédiaires entre R et R* sont échangés par une
isométrie / de R si et seulement si les sous-groupes [7, U ' de T(R) corres-
pondants sont échangés par Pisométrie de T(R) induite par /. Il se peut par
contre que L et L' soient isométriques sans qu'aucune isométrie entre eux
ne stabilise R. Cette situation est évitée si, par exemple, R est un système
de racines non plongeable dans aucun autre système de racines.

Exemple 1. — R = R\^R^ avec T(Ri) c^ Z/pZ où p est un nombre premier

impair. Alors la forme b est à valeurs dans -Z/Z ; on la remplace par pb qui

est à valeurs dans Z/pZ. Ainsi T(R) est un plan vectoriel sur le corps fini
à p éléments muni d'une forme quadratique non dégénérée. Il y a alors soit
aucun sous-espace isotrope non réduit à {0}, soit deux droites isotropes,
échangées par l'image de Pisométrie de R donnée par : x\ + x^ i—^ x\ — x^.
Les deux réseaux unimodulaires définis par ces deux droites isotropes sont
échangés par cette même isométrie.

Exemple 2. — Idéaux de Fp[G]. Soit G un groupe cyclique d'ordre n impair.
On pose n = p^r et on suppose que r divise p — 1. Nous aurons besoin
d'une description des idéaux de Fp[G] totalement isotropes pour la forme
Ti(AA) (c'est-à-dire des idéaux sur lesquels la forme est nulle).

Posons G = P x G où P est d'ordre p171 et C est d'ordre r. On identifie
l'algèbre Fp[G] avec le produit tensoriel sur Fp des algèbres Fp[P] et Fp[G].

Soit a un générateur de P ; l'anneau Fp[P] est un anneau local, d'idéal
maximal l'idéal d'augmentation

A = <{ À = ̂  Àgff| ̂  À,, = 0 ^ = Fp[P](l - a).
geP gCP J
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Les idéaux de Fp[P] sont les A^ pour k = 0,1, ....p171. La dimension de A^
sur ¥p est m — k.

Comme l'ordre de G est premier à p, l'anneau Fp[C7] est semi-simple.
Comme r divise p — 1, les caractères de C sur une clôture algébrique de ¥p
sont à valeurs dans Fp. On note C leur groupe. Alors

W}=Q)¥p[C}ee=^¥pee
eçô eçô

et tout idéal de Fp[(7] est la somme de certains ¥pee.

Le lemme suivant décrit les idéaux de ¥p[G] :

LEMME 2.1.

1) Tout idéal de ¥p[G] est de la forme :

J=^Ak0^¥pee)
Qç.c

avec ko <E {0,1, ....j/"}.

2) L^idéal J est isotrope pour la forme standard Ti (AA) si et seulement

k, >pm^Kl - 2

ke + 4-i > P^ pour tout 6 <E C - {1}.

3) L^idéal J est isotrope et maximal pour l7 inclusion si et seulement
si les inégalités précédentes sont des égalités. Dans ce cas, sa dimension sur

n - 1
^P ^t —^-.

Démonstration. — Soit J un idéal de F?^]. En tant que Fp[C]-module,
celui-ci est semi-simple. Donc J = © Jee. Fixons 0 G C \ soit p { J ) = {x G

eçô
¥p[P]\x (g) ee G J}. Alors p ( J ) est un idéal de ¥p[P] et Jee = p ( J ) 0 Fp^.
Comme p ( J ) est une puissance de l'idéal d'augmentation A de Fp[P], on
obtient l'expression de 1).

Comme le groupe G laisse la forme T\ (AA) invariante, les sous-espaces
Jee et J e e ' sont orthogonaux si 0' est différent de 0~1. Il est facile de voir
que Jee et Jee-i sont orthogonaux si et seulement si A^ et A^-1 le sont,
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et que l'orthogonal de Ak pour ri(AA) dans Fp[P] est A^"^ On obtient
alors les conditions de 2) et 3). D

2.2. Description de T(IK) î réduction à la situation locale.

Nous voulons décrire le Z [G"]-module de torsion T(Zj<) = I ^ / I K muni
de la forme induite par la forme Trace^/Q(:c2). Notons :

^=n^(^ 5 AK=]^(S>K(prp ; ÏK=T[^K{P)SP

peP pep pe?

où tp = Up + n? avec les notations de la définition 1.2.

En tant que Z[G]-module, I ^ / I K ^ C (^(^/^(p)^). Les
PCP

termes de ce quotient correspondant à un nombre premier n'appartenant
pas à Ps sont nuls. Chaque terme de cette somme directe est annulé par p :
en effet, d'après la donnée de rip, il est facile de vérifier que p^K^p)813 C
^K^pY13 • De plus, cette somme est orthogonale pour la forme induite par la
forme Trace j</Q(o'2), que nous noterons T(.r, y) : en effet, si p et q sont deux
nombres premiers distincts de P, on peut trouver une relation de Bezout
1 == pu + qv. Alors, si a-, y sont deux éléments de T(ZT<) tels que px = 0 et
qy = 0, on a : T(x, y) = {pu + qv)T(x, y ) = uT(px, y) + vT{x, qy) = 0.

Comme le réseau AK est unimodulaire, l'image de la racine carrée de
la codifférente dans T(Z^) par la surjection canonique est un métaboliseur
de T(Zj<). On voit que celui-ci est la somme orthogonale de métaboliseurs
des quotients ^K(p)sp I^K^P)^ -, qui sont les images de ^pÇp)^-

Notations. — Pour tout nombre premier p appartenant à Pg, on fixe
un idéal ^P de K au-dessus de p. Les notations K^, D<p, J<p désignent
respectivement le complété de K en ^P, le groupe de décomposition et
d'inertie en ^ft. On définit de façon évidente les idéaux AK^I ÏK^ de JC<p.
Ce sont les complétés de AK-) ÏK en ^P. Ils sont naturellement munis d'une
structure de Zp [Démodule hermitien pour la forme Trace^,p/Qp(^2). Le
quotient T(Z^) == Zj^ /ÏK^ est muni de la forme induite par la forme

Tracer /Q (rc2) (à valeurs dans -Zp/Zp = -Z/Z).

Par ailleurs, soit k un corps, G un groupe et H un sous-groupe de
G. Soit (V,b(x,y)) un /c^-module hermitien. Soit V = V (g) k[G] le

k[H]
A:[G]-module induit par V. Alors V est muni d'une structure naturelle de
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k[G}-mod\i\e hermitien pour la forme b(x,y) obtenue par linéarité à partir
des formules suivantes : pour tout g , g ' e G et pour tout x,y ç V

^^^^^^{^^"^ slgfg~l^H

1° ^ 9 9 1 H.

Remarquons que, en tant qu'espace hermitien, (V^b) est la somme ortho-
gonale de [G : H] sous-espaces isométriques à V. Dans la suite, tout module
induit d'un module hermitien est, sauf mention explicite d'une autre forme
muni de cette structure de Â-[G]-module hermitien. La forme î) est appelée
forme induite de b.

PROPOSITION 2.2. — Pour tout nombre premier p appartenant à Ps,
soit ^p un idéal de K fixé au-dessus de p. Alors :

TW -Z[G] (B(T(^) ^F,[D,] W).

PÇ?S

Si s (respectivement S p ) est la surjection canonique s \ T^ —> T(ÎK)
(respectivement Sp : 1^ -^ T(IK^)), alors par Pisomorphisme précédent :

S(AK) ~Z[G] ® Sp(AK^) 0F,[^] ̂ p[G}.

P^s

Démonstration. — Fixons un nombre premier p appartenant à P^. On a
une isométrie canoniquement définie de Qp[G]-modules hermitiens :

a :^(g)QQp^^p^^Qp[G]

où K (g) Qp est muni de la forme Qp-linéaire déduite de Trace^/Q^2), et
K^ (g) Qp[G] est muni de la forme Tracer /q^ (x2) décrite ci-dessus.

La restriction de a induit les Zp[G]-isométries de Zp [^-modules
hermitiens suivantes :

a : AK ̂  Zp ̂  AK^ 0Zp[D] ^p[G]

a :%^)zZp^%^z,[D]^[G]

a : IK (^z Zp -^ TK^ ^[D] ^p{G\.

Par passage au quotient on obtient :

% 0Z WK ^Z Zp -F,[G] %^/^ ^[D] ^p[G]

AK 0Z ^P/TK ̂  Zp -F, [G] AK^/IK^ 0Fp[D] ^p[G]
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où les quotients sont munis des formes T correspondantes et les modules
induits des formes induites. Cela termine la preuve. ; D

Remarque. — Par la proposition précédente, nous sommes ramenés à
déterminer le métaboliseur de T(Z^) correspondant à AK^- C'est l'objet
du paragraphe suivant.

3. Le métaboliseur de T(Ip) associé à la racine carrée
de la codifférente dans le cas d'une extension F de Qp.

Dans ce paragraphe, F est une extension finie de Qp galoisienne de
groupe de Calots D et de degré impair. Le nombre premier p est impair
(en effet on se restreint aux corps F qui sont des complétés de K aux
places appartenant à P, et même à Ps). On note 1 le groupe d'inertie de
l'extension. Celui-ci est d'ordre e = p^r avec r divisant p—1, et est cyclique.
Soit, pour tout i tel que 0 ^ i ^ m, Pi le sous-groupe de 1 d'ordre p1 et
soit C le sous-groupe de I d'ordre r. Pour tout sous-groupe H de D, on

pose en = T-rr] S ^ avec ^a convention ep. = 0 si i > m + 1.
l-"! hCH

L'idéal AF est la racine carrée de la codifférente dans F; l'idéal Ip
est défini par : I p == y^Ap où rip est donné à la définition 1.2. Ce sont des
Zp[P]-modules hermitiens pour la forme Trace^/Q (.r2). La forme induite

par celle-ci sur le quotient TÇI?) = Ï ^ / Ï F est à valeurs dans -Zp/Zp (on

se restreint au cas où p appartient à Pg ; alors ce quotient est non nul et est
annulé par p, voir paragraphe précédent) ; on obtient une forme à valeurs
dans Zp/pZp c^ Fp en la multipliant par p, que l'on note encore T.

Le couple (r(Zp),r) est donc un Fp[jD]-module hermitien. Sa struc-
ture est décrite à la proposition 3.2.

3.1. Description de (r(Z^),r).

La localisation du résultat du théorème 1.7 montre que l'on a une
Zp[D]-isométrie explicite :

(3) (î^, Tracer (:r2)) ̂ ^} {^Q<z^p[I}{ep, - ep^J,

T^sXX)) ̂ j]Zp[D]
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f Z^ P\^-ep^) s i m = 0
0<î<m . , ,

J - - (mod 2)avec s = < /

^ P\ep^ - ep^) +pm(ep^ - ej) +pm-leJ si m = 1
0<i<m-l , .(mod 2).

La proposition suivante décrit le Fp[D]-module hermitien (T(Zp),r).

PROPOSITION 3.2.

(T(Ip)^T) ̂ ^ (^JF^7/P,], -Ti(ÀA)) e A^) ̂ ,[7] W]

( W si m ^ 0 (mod 2)
avec Ap = 0 — 1

(Fp^ ̂  -^—^2) si m ^ 1 (mod 2).

Démonstration. — Pour tout sous-groupe H de J, notons ̂  la surjection
canonique : S H ' . 1 ̂  I / H . Soit R un anneau quelconque, SH s'étend par
linéarité 5^ : R[I] -> 7?[J/^] et l'application suivante :

(4) R[I}eH - R [ I / H }
Xen ̂  SfjW

est un isomorphisme de ^-modules, et même une isométrie si R[I]

est muni de T^aenXX) et R [ I / H } de ——r,(^(a)AA) (pour tout a
\H\

appartenant à Fr(R)[I]).

Le terme Ap est la contribution du dernier terme de la somme ortho-
gonale dans (3). Lorsque m = 0 (mod 2), celui-ci est (Zp[I]ep , T^ep XX))
qui est par (4) Z^[J]-isométrique à (^p[I / P^WXX)) . Ce dernier reseau
est unimodulaire, donc il donne {0} dans T(Z^). Lorsque m = 1 (mod 2),
ce dernier terme est Zp [^-isométrique à

(WP^TI ((^/p, + (1 - e,/pj)AA)).

Posons J = I / P ^ ; J est d'ordre r. Le dual de ce réseau est ((j9-l)ej+l)Zp[J].
L'homomorphisme A ̂  ^ \g modulo p induit un isomorphisme :

g^J

W/((P - l)ej + 1)^[J\ -. ̂ /p^ ^ F^.
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De plus,

Ti (-ej + (1 - ej)) = -p^— + 1 = -p——— modulo Z\p / py. p^

p — 1
donc la forme induite sur Fp (multipliée par p) est .r i—^ ————rc2

r
(rappelons que r divise p — 1).

Il reste à examiner la contribution des termes Zp[J](ep, — ep^J pour
0 < i < m — 1. Grâce à (4), il suffit de considérer le cas i = 0, c'est-à-dire le
Zp[J]-module hermitien (Zp[J](l - epj,ri(ÀA)). Son dual est Zp^p-6^).
On vérifie que l'application :

Z^](l-6pj-Fp[J/Pi]

A(l-epj ̂ ^Sp(\g)sp,{g)
g^i

où Sp est la réduction modulo p, induit une Fp[J]-isométrie du quotient

Zp[Z](l-epj/Zp[J](1-^)

muni de la forme induite par Ti(ÀA) (multipliée par p) sur Fp[J/Pi] muni
de -ri(ÀÀ). D

Remarque. — Remarquons que la dimension de T(Tp) comme Fp-espace
vectoriel est paire. C'est une condition nécessaire pour l'existence d'un
métaboliseur, qui est ici un sous-espace totalement isotrope maximal au
sens de ([L], chapitre 1). Le sous-paragraphe suivant décrit celui qui est
associé à Ap-

3.2. I/image de AF dans T(2p).

On voit à la proposition 3.2 que la structure de Fp[D]-module hermi-
tien de T(Ip) ne dépend que de la ramification dans F. C'est aussi vrai
plus généralement pour un corps global K.

Par contre, le métaboliseur de T(Ip) associé à AF va dépendre de la
nature du corps F, comme le montre le théorème 3.4, et ce pour les mêmes
raisons qui faisaient que la structure de module sur l'ordre maximal de AK
ne dépendait pas uniquement de la ramification dans K ([Bu]).
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Nous rappelons quelques notations de [Bu] : soit TT une uniformisante
de F. L'application :

C -^F

g ̂  g(7r)/7r

est un isomorphisme de C sur un sous-groupe de racines de l'unité du
corps résiduel F de F^ indépendant du choix de TT ([S], chapitre IV ).
Soit C\oc = Hom(C, Q ) le groupe des caractères locaux de C (en fait
C\oc = Hom((7, Q*) car l'ordre de C divise p— 1). Soit \p l'unique élément
de Ô\oc induisant par passage au corps résiduel Pisomorphisme ci-dessus.
Alors, pour tout caractère \ de C\oc^ il existe un entier u^ défini modulo r
tel que

——1Ay

X = X F •

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.3.

(1) Si i est pair et 0 < i < m, alors le réseau A^ est unimodulaire. De
façon équivalente, ep^ appartient à V ordre associé à Ap-

(2) Si i est impair et 0 < i < m, alors le réseau A^ est de discriminant
p ^ , où f est le degré résiduel de F / Q p .

(3) Pour tout caractère \ de Ô\oc et pour tout 1 < z < m,

. {ep^-ep,) (ep,_,-ep,)
[^F ^X • ^F ^xJ

' pf^-r^ si i = 1 + \2UX~\ (mod 2)

=< ^——-1

p 2 sli=E\2ux (mod 2).v L r -
Démonstration. — Les points (1) et (2) s'établissent facilement : en effet,
A^ = AF n F^ qui se calcule grâce à la formule de [U] rappelée dans la
démonstration du lemme 1.10. Pour le point (3), on a :

r Aep^-l ^repi-^ -l
r.(ep,_i-ep,) ^ePi-l-ePi} i _ l̂ F e^ : ̂ F exJ
[^F ^ X - ^ F eX\- \Aep^ •T^^l '

[^\F ^X ' -^F ^X\

Ensuite, le calcul de [A6/1 e^ : I^1 e^\ est tout à fait analogue à celui
du lemme 19 de [Bu]. Grâce aux expressions explicites de Ap et I p , on
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calcule la valuation de A^ = AF H F^ et de Ie/1 = IF H F^. Puis on
utilise le lemme 15 de [Bu], exactement comme dans la démonstration du
lemme 19. D

Nous sommes en mesure d'énoncer le théorème décrivant le métabo-
liseur de T(îp) associé à Ap-

THÉORÈME 3.4.

1) L'image de AF dans (T(Ip),T) par risomorphisme de la propo-
sition 3.2 est de la forme M 0Fp[j] I^pl^L ou ^ est uîl métaboliseur de

C ¥ p [ I / P i } e Ap stable par I , avec :
l<^i<^m

(i) M= e M2fc-i.i^<[^i]
(2) M2fc-i est un métaboliseur I-stable de Fp[J/P2/c-i] © ¥ p [ I / P ^ k } si

m-\-l
L. ^ _______ .
K< 2 '

Mm est un métaboliseur I-stable de Fp[J/P^]©Ap si m = 1 (mod 2)
m+ 1etk=—^.

(3) M^k-i est égal à Pun des deux métaboliseurs contenant la somme
orthogonale S^k-i 0 ^fc? où, pour m = 1 (mod 2), Sm+i = {0}, et
pour tout i <^ m,, Si est Ridéal de ¥ p [ I / P i \ totalement isotrope pour
—Ti(ÀA) donné par les formules suivantes :

S, = _© (A^1 ̂  Fpe^)
6'ec

avec

t,,.='q^
t., . CZ±1 s,. = 1 + [îï'] (mod 2)

t,,,̂ 1 s,.»^]^^

où les notations sont celles du lemme 2.1 ; A^ est l^idéal d^ augmenta-
tion de ¥p[Pm/Pi] et 0 \—^ 0 est Fisomorphisme de Ô\oc sur C déduit
du passage au corps résiduel.
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2) Le groupe des 'Zp[D]-isométnes de Tp ^st transitif sur l'ensemble
des métaboliseurs de (r(Z^), T) de la forme M (8)pp[/] ^pl^]? ^ tels que M
vérifie les propriétés (1), (2), (3).

Démonstration. — On commence par établir le lemme suivant :

LEMME 3.5. — Par la '!Lp[D]-isométrie (3), l'image de l'idéal Ap Gst
de la forme

R 0 Zp[P]
Z,[J]

où R est un Zp[J]-moduJe hermitien unimodulaire pour la forme T^(s\\).

Démonstration du lemme. — Reprenons la démonstration du théorème 1.7.
On a défini un idéal J^ = ]~[ J{q) de L = Y[ Lq tel que Tracer I K ^ J L ) =

qCP qçP

1^. De même, on peut définir un idéal BL = Y\ B(q) de L te\ que
ce?

Trace^/j<(BL) = -AK avec BL C J L ' Pour cela, on prend B{q) = J{q)

si q C Pm U Pp., et B(q) = Q^ avec kJrvù(VL/^ ^ ̂ n^(^) ([U]),
eL/KW

ce qui est toujours possible.

Soit (? l'idéal de K au-dessus de p tel que F = Kfy. On choisit dans
L un idéal p au-dessus de ^P, et dans chaque Lq on considère p D Lq. La
localisation respectivement en ces idéaux sera notée par des primes (donc
F = K ' ) . Alors on a : J^ = fi JW et B^ == H B{qV. Si q ̂  p, alors Lg

qçp cep
est non ramifiée, et :

J(qy=B(q)f=^[GL^tq.

Si q = p^ alors J ( p ) ' = A.^p, avec :

A = ^ Zp[G^](ep.-ep.^),^PL
0<î<m

et on peut poser B(p)' = M.tp où M est un certain Zp[G^/ ]-module inclus
dans A.

Il vient alors :

JL=[ E Zp[GL,](ep.-ep.^) ® Zp[(?^]|.^
\0<^m 'Lv\GL^ J
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et

B'L = (M ^ Zp[GL/]).^L.
Zp[G^]

En prenant la trace sur F, et compte tenu du fait que Gu est le
groupe d'inertie de L ' ' , et donc que, si H est le groupe de Galois de L' sur
F, alors Gu H / H = I , on obtient :

^ F = [ Y, W{ep,-ep^) 0 ^p[D}\.tK^p[
{0<i<m Zp[J]

et

AF=(R ^ ^p[D]).tK
Zp[J]

pour un certain Zp[7']-module R. Par le lemme 1.1 (ou du moins sa version
locale) on obtient le résultat. D

Démonstration du théorème. — Notons / la Zp[D]-isométrie (3). En posant
M = f(R), les lemmes 3.3 et 3.5 établissent le point (1) avec

M^-i 0 ¥^D}=f(Ae;2k-2 ep2k}.
^p[i]

En posant

Si ® ¥p[D}=f{Ae/t-l~epi

^p[I}

le point (2) du lemme 3.3 montre que Si est un idéal de ¥ p [ I / P i \ totalement
isotrope pour ri(AÀ), et tel que [5 -̂ : Si] = p. Il est donc totalement
isotrope et maximal pour l'inclusion; d'après le lemme 2.1, il existe des
entiers k-^ ^ tels que :

S,=_(î) (A^^e^).
0<EC

Supposons momentanément les entiers k^ ^ connus. Le quotient
^-i ® ^/^2fc-i ® S-2k est isomorphe à Z/pZ x Z/pZ, donc un méta-
boliseur M vérifiant

S2k-i e s^k c M c s^-i e s^
est de la forme : M = S^-i ® S^k + ̂ pÇx^k-i + x^k), avec xi e S^- et
T^(x-2k-ix'2k-i) + ^i(^2/c^2fc) = 0. On voit facilement que, si le couple
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(^2A;-:h^2fe) est une solution, (et on sait qu'il y en a puisque M existe),
alors toute autre solution conduit à M = S^k-i 0 S^k + Fp(^2fc-i + ^2k)
ou à M = Sïk-i ® S2k + Fp(^2A-i - x^k)'

Ces deux métaboliseurs sont échangés par toute Fp[D]-isométrie de
T(Ip) dont la restriction à ¥ p [ I / P ^ k - i ] ^ ^ p [ I / P 2 k ] est : x+y ̂  x - y (ou
a* + y i—> —^ + ?/).

Les Zp[D]-isométries de 2j^ définies par : J^ x^ ^—> ^ e^ avec
CK-^m CKi<m

e^ e {±1} dans la décomposition T^ ~ © Zp[D](ep^ — ep^ J forment
0<î<m

un groupe isomorphe à {d:!}7724'1 et clairement transitif sur l'ensemble des
métaboliseurs de T{Ip) de la forme M = (B M^k-i tels que Ms/c-i

K,<[^1]

vérifie la propriété énoncée en (3).

Pour terminer la démonstration du théorème 3.4, il suffit maintenant
de calculer les entiers k^ ^. Remarquons que ceux-ci ne dépendent que de la
structure de Fp[J]-module de Si. On a les isomorphismes de Fp[jD]-modules
suivants :

Si ®F,[.] W\ ̂ D] -4p-l-ep•/^p-l'ep•

, .ep . ,—ep. . ^^ePi_^~ePi
^Fp[D] 0 A p ' 1 ' e e / e Ip 1 ' e e

<9ec'ioc 6»ec'ioc
/ ,^e-P,•-^ ——eP,• //T-6?,-! ~~ePi \

^Fp[D]_C (Ap1 ee/lF ^^O
0ÇÔ

donc, pour tout 0 G C,

Sie, ^ W^^^A^'^ee/I^'^ee.
^p[i]

En particulier,

Cardée, ^ Fp[^]) = p^- = [A^-1"^ : î^-1"'^,]
Fp [-/"]

et cette dernière expression est donnée par le lemme 3.3. D

4. Le métaboliseur de T(IK} associé à la racine carrée
de la codifférente.

Dans ce paragraphe, nous déterminons le métaboliseur de T(IK)
associé à la racine carrée de la codifférente de K, aux Z^j-isométries de
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ÎK près. Nous utilisons les notations et les résultats des propositions 2.2 et
3.2 qui décrivent le couple (T(îj<),r).

THÉORÈME 4.1. — Soit K une extension abélienne de degré impair
de Q. Pour tout nombre premier p , soit ç^ un idéal de K au-dessus de p ;
les notations Dfç, 1^ désignent respectivement le groupe de décomposition
et le groupe d'inertie en (?.

1) Le métaboliseur S(AK) appartient à V ensemble des métaboliseurs
de (T(IK),T) de la forme :

OMOP) ^ ¥,[G]
pçp, ¥^

où Mf^ft) est un métaboliseur de © ¥p[If^/Pi] ® Ap stable par 1^, et
Kî<77lp

vérifiant les propriétés (1), (2), (3) du théorème 3.4 (appliqué à F = K^).

2) Le groupe des 'Z^[G]-isométries de ÎK ^st transitif sur F ensemble
des métaboliseurs de (T(Z^),r) décrit en 1).

Démonstration. — La première partie du théorème découle directement des
propositions 2.2, 3.2, et du théorème 3.4. Il reste à montrer que le groupe
des Zl^-isométries de IK ^t transitif sur les métaboliseurs de T(If^) ayant
les propriétés (1), (2), (3). Soit

M = Q) MO?) ^ ¥p[G}
Fp[î<p]pePs

et

N = Q ) N ( y ) ^ ¥p[G]
pÇPs ¥pw

deux tels métaboliseurs. On a vu, dans la démonstration du théorème
3.4, que, pour tout p appartenant à Pg, il existe 6<p e {^l}777^1 tel que
Pisométrie f^^ de IK^ donnée par : f^^ (S ̂ ) = S ̂ ^i dans la décom-
position IÎ, ~ C Zp[D^](ep, - ep,,J, échange M(^) (g) Fp[D(p] et

Q<,i<.m ^p[Iy]

NW) ^ W^
^pW
Soit maintenant, avec les notations du paragraphe 1.7, l'élément /

du sous-groupe I s des Z[G]-isométries de TK défini par / = ]~[ fp^-
pePs

Nous allons montrer que, par localisation, / induit sur IK^ une Zp[L)<p]-
isométrie de la forme : x ^ u^f^^y(x)^ où u^ est une unité de Zp[D<p].
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Si cela est vrai, alors il est clair que, pour tout p, la localisation de /
échange M(^P) (g) Fp[^<p] et N^) (g) Fp[.D<p], et nous aurons terminé

Fp[J<p] ¥p[I^
la démonstration.

Revenons donc à la construction de / du paragraphe 1.7. Cette Z[G]-
isométrie de ÎK est en fait la restriction d'une Z[Gy-isométrie de J^L, qui
est le produit tensoriel de Z[G^ ]-isométries de J ( p ) (les fp,ey)' Fixons un
nombre premier p appartenant à Ps, et localisons les extensions considérées
au-dessus de p ; on note par des "primes" les localisés. Si q est différent de p,
alors J{q}' ~ (Zp^i/^T^AA)) puisque L'q est non ramifiée sur Qp, donc
la localisation de fq^ ne peut être que de la forme fq^ (x) = VqX, où Vq est
une unité de Zp[G^/ ]• Si q = p, alors J(pY ~ ® Zp[G^/ ](ep, - ep^J

q 0<î<î7lp p

et, dans cette décomposition, fp,e^Ç^Xi) = ̂ eq^i^. Il est clair alors que
la restriction de la localisation d e / à Zj^ est bien de la forme annon-
cée. D

5. Questions de classes de Go-isométries.

Dans ce paragraphe, on s'intéresse, lorsque K parcourt les extensions
de Q abéliennes de degré impair, au problème de la comparaison des réseaux
(A^Tracej</Q(a:2)).

Soit Q une clôture algébrique de Q. On suppose les extensions de Q
plongées dans Q. Soit Gq le groupe de Galois de Q/Q. Alors, on peut
considérer tout couple (Aj<,Trace^/Q(rc2)) comme un Z^o^-réseau, et
on se demande naturellement quand les racines carrées de la codifférente
relatives à deux corps K et K ' sont Z[G(Q)] -isométriques. En fait, les
résultats de cet article ne répondent à cette question que si l'on se restreint
aux ZlCy-isométries conservant les sous-réseaux T^i à moins que Ps(^)
soit réduit à un seul nombre premier. Plus précisément :

THÉORÈME 5.1. — S'oit K et K ' deux extensions abéliennes de degré
impair de Q contenues dans Q, telles que Gal(JC/Q) ^ Gal(JT/(Q)). Il existe
une '^[Gq}-isométrie f : AK —> A K ' , telle que / ( I K ) = ÏK^ si et seulement
si :

(1) P,(^)=P,(7T).

(2) Pour tout nombre premier p appartenant à Pg, GK/^{P) = e K ' /o(p)-
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(3) Pour tout nombre premier p appartenant à Ps, tout idéal ^ft de K
divisant p, et tout idéal ̂  de Kf divisant p, \Kw = XK' (notations
du paragraphe 3.2).

Si, de plus, Ps(X) = {p}, et si p est différent de 3, alors toute Z[GQ]-
isométrie f de AK sur AK' est telle que / ( I K ) = I K ' -

Démonstration. — Supposons que AK et AK' soient Z[GQ]-isométriques,
et que, par cette isométrie, l'image de IK soit T K ' ' En particulier, ÎK et
I K ' sont isométriques, donc leurs discriminants sont égaux. En utilisant la
proposition 1.2, on voit facilement que cela est équivalent aux conditions
suivantes : P,(^) = P,(^'), P,,oW = IF^o^), P.,iW = P.,i(^),
et, si eK/q{p) = rpÇK)?^^, alors e^/o(p) = e^//o(p) si p C P^i et
rrip{K) =mp(Kf) si p e P^o.

De plus, pour tout p 6 P^o? et tout 0 < i < rrip, les Zp[Go]-réseaux
Zp (^ A^ et Zp 0 ^4^) sont isométriques. Le lemme 3.3(2) montre que
cela implique rp(K) = rp{K'\ ce qui complète les conditions (1) et (2) du
théorème.

Réciproquement, si (1) et (2) sont réalisées, alors le théorème 1.7
décrivant la structure de IK montre que IK et Î K ' sont Z[GQ]-isométriques.
Identifions ces deux réseaux via Pisométrie, en un même réseau î. S'il
existe une Z[G(Q]-isométrie de î transformant AK en AK' •, alors les images
respectivement de AK et AK' dans T(I) sont en particulier F?[GQ]-
isomorphes. Ceci est équivalent à ce que les idéaux Si du théorème 3.4
associés respectivement à K et K ' soient Fp[GQ]-isomorphes, ou encore à
ce que les entiers kç ^ respectifs soient égaux (en effet, ces entiers donnent
les dimensions sur Fp de 5 ,̂ donc sont des invariants de la classe de
Fp[GQ]-isomorphisme des Si). L'égalité de ces entiers est équivalente à la
condition (3) du théorème (on peut remarquer que, comme r? divise p — 1,
l'élément \K^ ne dépend pas du choix de l'idéal ̂  de K au-dessus de p).

Réciproquement, si (3) est réalisée, alors les Si associés à K et K '
sont égaux, et les réseaux AK et AK' sont Z[GQ]-isométriques d'après le
théorème 4.1.

Finalement, supposons que Ps(^C) = {p}, et soit / une Z[GQ]-
isométrie de AK sur A K ' ' Alors, on a vu précédemment que Ps^') = {p}.
Le point 2) de l'exemple 1.9 montre que, si p est différent de 3, alors IK
est égal à la somme orthogonale de A^^ et du système de racines de
A^ rnp . Comme / est une Z[GQ]-isométrie, l'image par / de A^13 est
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.A^/ p , et l'image par / du système de racines de A^ mp est égal au
l-ep^

système de racines de A^, p . L'image par / de ÎK est donc TK' ' D
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