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EXEMPLES D’APPLICATIONS HOLOMORPHES
D’INDICE UN

par Rabah SOUAM

0. Introduction.

A une fonction méromorphe non constante ¢ définie sur une surface
de Riemann compacte est canoniquement associé un entier naturel non
nul, son indice. Cet entier est égal au nombre de valeurs propres (comptées
avec multiplicité) qui sont inférieures & deux du laplacien A4 associé a
la métrique (singuliere) “pull-back” par ¢ de la métrique standard sur la
sphére unité. Cette notion d’indice intervient surtout dans I’étude de la
stabilité des surfaces minimales dans 1’espace euclidien et dans I’étude de
la fonctionnelle déterminant du laplacien sur les surfaces.

S. Montiel et A. Ros [MR] ont prouvé qu’en genre supérieur ou
égal & deux, une structure complexe générique ne posséde pas de fonction
méromorphe d’indice un (en genre zéro ou un ’indice est toujours différent
de un sauf le cas trivial d’une transformation de Mobius sur la sphére de
Riemann). Ils ont conjecturé 'existence de surfaces de Riemann de genre
non nul ayant des fonctions méromorphes d’indice un. Dans cet article nous
construisons une famille de surfaces de Riemann hyperelliptiques munies
de fonctions méromorphes d’indice un, ce qui apporte une réponse positive
a cette conjecture.

Je remercie le professeur H. Rosenberg pour ses conseils et ses
encouragements, le professeur S. Gallot pour ’aide qu’il m’a apportée et le
referee pour ses remarques.

Mots-clés : Déterminant du laplacien — Indice d’une surface minimale — Premiére valeur
propre du laplacien — Probléme de Neumann/Dirichlet.
Classification A.M.S. : 30F99 — 53A10 — 58C40.
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1. Préliminaires.

Soient ¥ une surface de Riemann compacte et ¢ : & — $2 une
application holomorphe non constante sur ¥ a valeurs dans la sphere
de Riemann. Considérons une métrique conforme quelconque ds? sur .
On désigne respectivement par A,V et dA, le laplacien, le gradient et
’élément d’aire associés & ds?. On désigne également par Ag, Vo et dAg
respectivement le laplacien, le gradient et 1’élément d’aire associés & la
métrique canonique dsZ de la sphere unité $2.

A Vapplication ¢ on associe 'opérateur de Schrodinger :
L=A+|Vo|*.

Appelons Q4 la forme quadratique associée & cet opérateur :
Qo (u,u) = —/(Lu)udA:/{| Vu | — | Vo | u? } dA,
b)) b

pour toute fonction u de I'espace de Sobolev H(Z).

L’invariance conforme de l'intégrale de Dirichlet entraine que 'indice
de Morse de Q4, qui est par définition la dimension du sous-espace maximal
de H'(X) ou de C*°(X) sur lequel Q4 est définie négative, ne dépend que
de ¢. On appelle ce nombre I'indice de ¢ et on le note Ind(¢).

On peut en particulier considérer la métrique conforme singuliere dsi
sur ¥ induite par ¢ de la métrique canonique ds3 de $? :

2
dsi = ¢*ds? = |_V§5_| ds?.

Cette métrique est singuliére aux points de branchements de ¢ et 'opéra-
teur de Schrodinger correspondant est :

Ly = A¢ +2
ou Ay, Ve et dAy désignent respectivement le laplacien, le gradient et
Pélément d’aire associés & ds3.
L’ensemble singulier de dsg, étant formé d’un nombre fini de points,
les valeurs propres et les fonctions propres de Ay peuvent étre définies par

le procédé variationnel classique (cf [Ty] ou [Gu]). Ainsi les valeurs propres
de A, forment une suite de réels tendant vers +oo :

(1) 0=2X0(9) <A1(9) < X)) <... < M(0) < ...
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avec :
(2) Ak(¢) = inf sup {Ry(u) | u € Vi,u# 0},

ol Vi parcourt les sous-espaces de dimension k + 1 de H!(X); et pour une
fonction u # 0 définie sur un domaine €2 de X, Ry(u) désigne son quotient
de Rayleigh par rapport a la métrique dsi :

Ry(uw) =/Q|v¢u |2 dA,,,//QzﬁdAd,.

De plus si A est valeur propre le sous-espace propre correspondant est
donné par :

V() = {u € H' (D) | /qusu. VevdAg = /\/z:uvdAd,, Yo e HY(Z)}.

Par régularité elliptique Vy(¢) C C*°(X). Notons que Ind(¢) est aussi
égal au nombre de valeurs propres de Ay, comptées avec multiplicité, qui
sont inférieures strictement & deux.

L’étude de tels indices est motivée surtout par I’étude de I'indice de
Morse des surfaces minimales complétes orientables et de courbure totale
finie dans R3. En effet, par un résultat d’Osserman [O], une telle surface
M est conformément équivalente & une surface de Riemann compacte X
privée d’'un nombre fini de points. De plus, I'application de Gauss de M
s’étend en une application holomorphe ¢ : ¥ — $2? dont I'indice au sens
défini plus haut est égal a ’indice de Morse de M, qui est le supremum
des indices de Morse de tous les sous-domaines compacts de M. L’indice
de Morse d’une surface minimale compacte & bord et orientable étant le

nombre de valeurs propres négatives de ’'opérateur de variation seconde de
Paire (cf [FC]).

Un second intérét de cette notion d’indice concerne ’étude de la
fonctionnelle déterminant du laplacien sur les surfaces compactes. Etant
donné une surface de Riemann compacte X, cette fonctionnelle est définie
sur I’espace de toutes les métriques conformes sur . A toute telle métrique

(e o]
ds?, elle associe le produit [] Ax de toutes les valeurs propres non nulles

k=1
de son laplacien; produit auquel on peut donner un sens moyennant un

peu d’analyse complexe & une variable (voir [La] ou [OsPhSa]). Pour des
raisons provenant de la physique théorique (théorie des cordes), il y a intérét
& considérer des métriques singulieres (voir [MR] pour plus de détails). On
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peut montrer que, pour toute application holomorphe ¢ : ¥ — S2, la
métrique dsi est un point critique de cette fonctionnelle dans la classe Cy
de toutes les métriques conformes sur ¥ ayant les mémes singularités et la
méme aire que dsi et, lorsque Ind(¢) =1, dsgs est un maximum local pour
cette fonctionnelle dans la classe Cy (cf [MR]).

Dans [MR], S. Montiel et A. Ros montrent que, pour une structure
complexe générique de genre supérieur ou égal & deux, Ind(¢p) > 2 et qu’en
genre inférieur Ind(¢) = 1 si et seulement si ¥ est de genre zéro et ¢ est un
difféomorphisme. Ils montrent également que, dans tous les cas, Ind(¢) = 1

g+1

entraine que deg ¢ < 1+ [——2—], ou g est le genre de X. Ceci joint &

une inégalité d’Osserman permet de montrer que la caténoide et la surface
d’Enneper sont les seules surfaces minimales completes orientables d’indice
un dans R3 (théoréme de J. Lopez et A. Ros, [LR]). Cependant, eu égard & la
fonctionnelle déterminant du laplacien, il restait & savoir si des applications
holomorphes d’indice un existent en genre différent de zéro. S. Montiel et
A. Ros [MR] ont conjecturé I’existence de telles applications et de fagon
précise que, pour une surface de Riemann hyperelliptique, I’application
de 2-revétement (ramifié) d’une telle surface & valeurs dans la sphére est
d’indice un si les images de ses points de ramification sont bien réparties
sur la sphére. Dans ce qui suit nous apportons une réponse positive a cette
conjecture.

2. Description des exemples.

Rappelons la définition suivante :

DEriNITION. — Une surface de Riemann compacte ¥ est dite hyper-
elliptique s’il existe un revétement ramifié de degré deux ¢ : ¥ — S2.
L’application ¢ est alors unique & transformation conforme prés de $? dés
que le genre de la surface est plus grand que un, [FK].

L’application 0 : ¥ — ¥ qui échange les points des deux feuillets de
¢ est appelée automorphisme hyperelliptique. Les points fixes de 6 sont
les points de ramification de ¢ et sont appelés points hyperelliptiques, leurs
images par ¢ sont appelées valeurs hyperelliptiques.

On a le résultat suivant :
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2.1. THEOREME. — Soient € un réel strictement positif et x,zs,...,
Tn(e) les centres de boules ouvertes formant un systéme maximal de boules
ouvertes disjointes de rayon € sur la sphére unité $2.

Soit ¥(e) une surface de Riemann hyperelliptique telle que les valeurs
hyperelliptiques du revétement ramifié de degré deux ¢(e) : X(e) — S?
soient précisément les points T1,T2,...,Tn(e)-

Alors, pour tout € assez petit : Ind(¢(e)) = 1.
2.2. Remarques.

2.2.1 La surface X(¢) existe (et est unique & difféomorphisme conforme
pres) si et seulement si n(e) est pair ([FK]), ce que l'on peut toujours
réaliser (il suffit par exemple de relever & $? un systéme maximal de
boules disjointes de rayon e sur ’espace projectif P?R muni de sa métrique
canonique).

2.2.2 Le théoreme ne donne pas d’exemples de bas genre. La preuve
ne marche, en effet, que si le nombre n(e) des valeurs hyperelliptiques
est suffisant (ce qui correspond & € assez petit). Ceci impose une borne
inférieure au genre g(e) de X(€) grace & la formule de Riemann-Hurwitz

(cf [FK]) : g(e) = me g, Apres avoir fini ce travail, Pauteur a eu

connaissance du travail de M.Ross, [R], ol il est prouvé que la surface
minimale triplement périodique P de Schwarz est stable pour les variations
périodiques préservant le volume. En désignant par A le réseau des périodes
de P, ceci signifie que la surface minimale compacte P /A dans le tore de
dimension 3 : R3 /A est stable en tant que surface & courbure moyenne
constante, [R]. Cette surface n’étant pas stable en tant que surface minimale
(cf [R]), ceci entraine (voir par exemple [LR]) que son indice de Morse en
tant que surface minimale est un et donc que son application de Gauss
(qui est holomorphe) est d’indice un. Cette surface est de genre 3 et son
application de Gauss est de degré 2.

3. Preuve du théoréme 2.1.

3.1. ProPOSITION. — Soit ¥ une surface de Riemann hyperelliptique,
¢ : £ — $? le revétement ramifié de degré deux associé.

Supposons Ind(¢) > 2 alors il existe sur la sphére unité $% un ouvert
connexe §) dont la premiére valeur propre pour le laplacien sphérique avec
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condition de Dirichlet au bord AP () est inférieure & deux et dont le
complémentaire | sur la sphére est une réunion finie d’arcs telle que toute
valeur hyperelliptique de ¢ est reliée 4 au moins une autre qui lui est
distincte par un arc simple de classe C? de .

Preuve. — L’hypotheése Ind(¢) > 2 est équivalente (en tenant compte
de nos notations dans (1) ) & A;(¢) < 2. Soit u une fonction propre associée
a A1(¢@). Notons que € est une isométrie de ¥ pour la métrique dsi, par
conséquent les fonctions uo# et v := u+ u o6 sont également des fonctions
propres associées & A1 (¢). Or la fonction v est invariante par ’action de 6,
elle est donc la relevée par ¢ d’une fonction ¥ sur la sphére qui y satisfait
l’équation Agd + A1(¢) ¥ = 0. La premiere valeur propre non nulle de Ag
sur $2 étant égale 3 deux, la fonction ¥ est nécessairement nulle et par
conséquent la fonction u est anti-invariante par l’action de 6 :

(3) uof = —u.

Un domaine nodal de la fonction u est une composante connexe de
lensemble : {p € ¥ | u(p) # 0}. Le théoréme des domaines nodaux de
Courant (voir [C]) montre que :

Le nombre de domaines nodaux de la i-éme fonction propre est
<i+1

D’autre part toute fonction propre associée & une valeur propre non
nulle change de signe dans ¥ (en effet, elles sont toutes orthogonales aux
constantes qui sont les fonctions propres associées a la valeur propre nulle).
Il en résulte que u posséde exactement deux domaines nodaux ¥4 et ¥_
avec Yy = {p€X | ulp) >0}etX_ = {pe X | u(p) < 0}. Appelons,
par ailleurs, ¥y ’ensemble nodal de u : ¥o= {p€ T | u(p) = 0}.

La relation (3) et le fait que deg ¢ = 2 entrainent les conséquences
suivantes :

(i) X4 et ¥_ ont pour image par ¢ un méme ouvert de la sphere, que
I’on notera ) et que celui-ci a pour complémentaire dans la sphere 'image
par ¢ de ¥y que 'on notera .

(ii) Xy passe par tous les points de ramification de ¢, par conséquent !
passe par toutes les valeurs hyperelliptiques de ¢.

(iii) X4 est difféomorphe & Q par ¢.
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Ainsi les spectres du laplacien avec condition de Dirichlet au bord
de (Q,ds3) et de (L4,ds}) sont identiques. Ce dernier ouvert étant un
domaine nodal de la fonction propre u, la premiére valeur du spectre de
son laplacien avec condition de Dirichlet au bord est égale & A;(¢). Notons
d’autre part que la fonction u vérifie I’équation :

2

pour une métrique conforme réguliere quelconque sur X.. Les résultats de
S.Y. Cheng [C] (théoréme 2.5 et lemme 3.1) montrent alors que I’ensemble
nodal ¥y de u est formé d’un nombre fini de cercles C2-immergés dans
¥ et donc [ est constitué d’arcs C2-immergés dans S? sauf peut-étre aux
valeurs hyperelliptiques de ¢. De ceci et de la connexité de €2 on déduit que
toute valeur hyperelliptique de ¢ est reliée & au moins une autre qui lui est
distincte sur la sphere par un arc simple de [.

3.2. Remarque. — La proposition 3.1 montre que l'indice de I’ap-
plication considérée sera égal & un dés qu’il n’y a pas de domaine sur la
sphere vérifiant les conclusions de cette proposition. Il n’est pas difficile de
se convaincre intuitivement que c’est le cas si les valeurs hyperelliptiques
de ¢ sont bien réparties sur la sphere :

On a en effet la minoration de J. Cheeger (voir [Ga2]) :
1
(@) 2 71(@),

ou h(f) désigne la constante isopérimétrique suivante :

. L(D)

) = inf 25

sur tous les domaines réguliers D tels que D C Q et ou L(OD) et
A(D) sont respectivement la longueur du bord de D et son aire. Pour
des domaines D de petite aire, I'inégalité isopérimétrique sur la sphere

L?(8D) > 4rA(D) — A(D)? montre que le rapport IA(?D%) est assez grand.

Par ailleurs, le bord de D étant astreint a éviter tous les arcs constituant
[, sa longueur devient trés grande quand l'aire de D grandit des que les
valeurs hyperelliptiques de ¢ “remplissent” assez bien la sphére; ce qui fait
que la constante h(f2) est assez grande et donc aussi AP (2) par 'inégalité
de Cheeger. Il semble cependant difficile d’estimer la constante h(f2) et la
preuve du théoreme 2.1 utilise un argument différent.
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Revenons & la preuve du théoréme 2.1, soient donc ¢ > 0 et
By, By, ..., By des boules ouvertes de rayon € sur §2, de centres res-
pectifs z1, s, ...,Zpn() formant un systeme maximal de boules disjointes
de rayon € sur 52 les boules ouvertes B, Ba, ... Bn(e) centrées en ces points
et de rayon 2 € recouvrent donc $2. Notons m(e) la multiplicité de ce recou-
vrement : c’est le nombre maximal parmi ces boules qui sont d’intersection
non vide. On voit aisément que :

A(3e)
Afe)

ot A(r) = 27 (1 — cosr) est I'aire d’une boule de rayon r sur S2, on en
déduit que :

m(e) < — -

(4) m(e) <9 au voisinage de 0.

Pour une fonction u # 0 définie sur un domaine €2 de la sphére on note
R(u) son quotient de Rayleigh pour la métrique sphérique :

R(u) = / | Vou |2 dAo / / u?dA,.
Q Q

Considérons ’hémisphere nord U de la spheére $? et v une C2-courbe simple
dans U joignant le pole de U & un point du bord 8U. Notons par A;(7) la
premiére valeur propre de Ag sur U avec condition de Neumann sur U et
condition de Dirichlet sur 7, on a :

A1(7) = inf{R(u), uve€ W(7), u# 0}
ol W () est I’ensemble des fonctions de H'(U) qui s’annulent sur v. Posons

a(U) = inf Ai()

ol v parcourt toutes les C2-courbes simples joignant le pole de U & un
point de 8U. On montrera plus loin (lemme 3.4) que cet infimum est non
nul et est atteint quand v est un arc de grand cercle.

Considérons une famille finie I d’arcs sur $? tels que chaque point
parmi les points z;, 7 = 1,...,n(€) soit joint & au moins un autre point
z;j,j # i, par un C2-arc simple de cette famille. Notons © Iouvert
complémentaire de [ dans $2.
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3.3. LEMME. — Avec la méme notation de la proposition 3.1, on a
pour 0 < e < il :
4
D 1
A (Q) = o(U).

m(e) sin? 2€
Preuve. — On a :
AP(Q) = inf {R(u) | v € HA(Q), u #0}.
Soit u € H}(Q), notons u; sa restriction & B; pour i = 1,...,n(e). On a :
n(e)

Z/_ | Vou; |2 dAg < m(e)./ | Vu |? dAg = m(e)./ | Vu |2 dAg
i=1 Bi S2 Q

et
n(e)

> / u?dAy > / u?dAy = / u?dA,.
i1 Y Bi 52 Q

On en déduit que :

1 .
m(e)’ 1<ign(e) R(u:)-

R(u) >
Par hypothese, pour tout i = 1,...,n(€) , il y a au moins un C?-arc simple
~; qui joint z; & un point de dB;. Notons \; (y;) la premiére valeur propre de
Ay sur B;\~; avec condition de Neumann sur dB; et condition de Dirichlet
sur +; ; on a alors

R(ui) > (7).

Comparons maintenant A;(y;) & a(U) : en se ramenant & I’hémispheére U
(rappelons que les boules B; sont de rayon 2¢) et en prenant les coordonnées
sphériques, cela revient & comparer pour une fonction f de classe C! sur
U ses quotients de Rayleigh, R(f) et R.(f), relatifs respectivement aux

2
métriques df?+sin’6 d¢? et (i:rf) df?+sin? (4;6 0> d¢? sur (0, %) xSt

) sinf df d¢ // f2sin6 do do
(0,Z)xS?

Ona:

— 2
ro=[ (fa +

2
¢
sin%6
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T\ 2 f3 4e
R.(f) = =) 4+ —2— ] si (-o) dé d

(f) /(0,%))(31 ((45) 7 sinz(%)()) in | — ¢

4
/ f2sin (-6 0) 9 do.

(0,5)xS? T

L. f4e . . s N
La fonction sin (—; 0) /sind est croissante par rapport & 8, d’ou1 pour tout

96(0,%):

™

4 4
;6 sin# < sin (—6 0) < sin(2e) sin 6.
On vérifie de méme que, pour 0 < € < Z—

sin(2¢€) >

PR T " A ™
Les deux inégalités précédentes entrainent que, pour 0 < € < 1 :

1
sin?(2¢)

R(f) 2 R(f).

On en déduit I'inégalité :

1
() > ———
1(%) 2 sin2(2e)

a(U).

3
3.4. LEMME. — On a : a(U) = 1 et cet infimum est atteint lorsque -y
est un arc de grand cercle.

Preuve. — Considérons un C?-arc simple quelconque joignant le pole
de U & un point de OU et soit u € W(v),u # 0, le prolongement @ de u &
$? par la réflexion o par rapport & OU est une fonction de Hg(S?\ ) ot
¥=~vUoa(y) , de plus :

R(@) = R(u)
il en résulte que :

M(7) 2 AP (S*\A).
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Munissons maintenant la sphére $? de la métrique dsi ou  est, via
projection stéréographique sur le plan complexe, application ¢ : 2 —» 22.
Comme 7 joint les deux valeurs critiques de ¢ , ¢™1(§2?\7) est une réunion
disjointe de deux domaines Q; et 23 de % qui sont difféomorphes & §2 \ ¥
par . Ainsi la premiére valeur propre AP(Q;) de A, sur §; avec condition
de Dirichlet au bord est égale a AP (S? \ 4) pour i = 1,2. L’argument qui
suit (cf [Gal] corollaire 4.3 ) montre qu’en général :

(5) M1(p) < max AP ().

En effet, si n > 0, il existe alors u; € Hg(£;), pour i = 1,2, telles que :
R(u;) < MP(%) +n pouri=1,2.

Prolongeons u; par 0 en une fonction %; de H'(S?), pour i = 1,2. Ces deux
fonctions sont linéairement indépendantes et on a pour tous réels a; et as :

R(aq@y + agtiz) < <1m=z1”§ )\{)(Qz‘)> +7n
d’ott par (2) :
M) < (mpoP@) )+,
pour tout 7 > 0, d’ou (5). On a ainsi prouvé que :
a(U) 2 Mi(ep).

Dans [Na], S.Nayatani a calculé les Ax(¢p). En particulier A\;(p) = Z—

et le sous-espace propre associé est constitué par les fonctions (écrites en
coordonnées polaires sur le plan complexe via projection stéréographique
a partir du péle nord) de la forme :

4 —

1\ 2
) .(acos + bsin ) a et b étant réels.

f(r,0) = § 1“(@

Et ces fonctions s’annulent chacune sur un grand cercle joignant les deux
J
poles et sont invariantes par réflexion par rapport a I’équateur sur la sphere.

Les lemmes 3.3, 3.4 et (4) montrent que pour € assez petit aucun
ouvert de la sphere ne vérifie les conclusions de la proposition 3.1, ce qui
démontre le théoreme 2.1.
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3.5. Remarque. — Nous terminons en donnant un critére sur la
répartition des valeurs hypereliptiques d’une application holomorphe de
degré 2 qui assure que celle-ci est d’indice un. Les exemples du théoréme
2.1 en sont un cas particulier ; la preuve est identique.

3.6. THEOREME. — Soient ¥ une surface de Riemann hyperelliptique,
Z1,%9,...,%k les valeurs hyperelliptiques du revétement ramifié de degré

deux associé : ¢ : ¥ — S? et By, By, ..., Bx des boules ouvertes de centres
respectifs 1,2, ..., Ty qui recouvrent S? et telles que tout x; n’appartient
a aucune boule autre que B;, i = 1,. .., k. Notons enfin par m la multiplicité

de ce recouvrement et par r le plus grand des rayons de ces boules. Alors :

Si m.sin’r 5—2— ona Ind(¢) =1
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