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UNE FORMULE DE RIEMANN-HURWITZ
POUR LE GROUPE DE SELMER
D’UNE COURBE ELLIPTIQUE

par Alexis MICHEL

INTRODUCTION

En 1981, K. Iwasawa, s’inspirant des idées de Chevalley et Weil
([ChWe]), a déterminé le caractére de la représentation galoisienne associée
au p-groupe des classes imaginaires dans une p-extension de corps surcircu-
laires (i.e. de Z,-extensions cyclotomiques de corps de nombres, cf. [Iwl]).
Les identités dimensionnelles correspondantes ne sont autre que le pendant,
pour l'invariant lambda, de la classique formule de Riemann-Hurwitz rela-

tive au genre d’une courbe algébrique, connue sous le nom de formule de
Kida ([Ki]).

En 1988, K. Wingberg a démontré une formule analogue pour le
groupe de Selmer d’une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
F, avec multiplication complexe par I’anneau des entiers Og d’un corps
quadratique imaginaire K C F, laquelle s’énonce comme suit, [Wi2] :

Soit p un premier impair décomposé dans K, disons pOx = pp, pour
lequel E a bonne réduction. Soit F, /F 1'unique Z,-extension de F' contenue
dans F(Epe) et Lo, une p-extension finie de Fi, & groupe de Galois G, non
ramifiée au dessus p. Alors, si St (resp. S ) désigne le groupe de Selmer
de Ly (resp. Fuo), €t S’Lw (resp. S’Fm) son dual de PontrjaginV) il vient :

Mots-clés : Corps de nombres — Formes quadratiques entiéres.
Classification A.M.S. : 11G05 — 11G15 — 11R23 — 11R32 — 14K22 - 20C11.

(1) De fagon générale on appelle rang d’un Zp-module de type fini M, la dimension
sur Qp de M ®Zp Qp. On dit qu’un module N est divisible de cotype fini, si son dual

de Pontrjagin N = Homzp (N,Qp/Zp) est un Zp-module de type fini. Dans ce cas le
corang de N est le rang de N.
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THEOREME 1. — Sous la conjecture faible p-adique de Leopoldt et
la nullité de l'invariant pu des différents groupes de Selmer considérés, le
caractére xr., de la représentation galoisienne de G associée au Qp-espace
vectoriel Q) ®z, S L., est donné par la formule :

X
XLo — €l = (Ap,, —€)Regg + Z Indgv'AugDv
vtp

ou Regg est le caractere de la représentation réguliére de G = Gal(Loo/Foo),
1¢ le caractére unité, Ar_ le corang(!) de Sr._ et IndgvAug p, l'induit a
G du caractere d’augmentation de D,,, le groupe de décomposition de v(?).
La somme est restreinte aux places v décomposées dans L(E,)/L et e =1
ou 0 suivant que F'(Ey) est égale & F ou non.

Exprimée en termes de dimensions, (ou plus simplement, en évaluant
les caractéres en s = 1), la formule précédente s’écrit :

Ao, —€=(Ap, — €)[Loo : Foo] + Z (es — 1)
vtp

e, étant l'indice de ramification de la place v dans extension Lo./Fu et
AL, étant le corang de St .

Dans cette article nous nous proposons de donner une nouvelle
démonstration de ce théoréme (Partie II) en suivant essentiellement la
démarche expliquée dans [JaMi] : tout comme pour les formules de
Kuz'min-Kida (ou de Deuring-Shafarevitch) relatives aux corps surcircu-
laires (ou aux corps de fonctions), nous interprétons I'identité de Wingberg
en termes de quotient de Herbrand. Ce point de vue présente ’avantage,
d’une part, d’étre dans I’esprit de l'inspiration initiale de la théorie d’Iwa-
sawa et des théoremes de représentations de Chevalley et Weil; d’autre
part de donner de fagon naturelle au regard de Pappendice de [JaMi|, une
généralisation du résultat dans un cas non galoisien : cela fait 'objet de la
partie III.

Nous terminons (partie IV) en donnant, pour le groupe de Selmer,
les analogues des classiques formules de Kani ( [Ka| et [Ac]) sur le genre (ou
Pinvariant de Hasse-Witt) de certaines familles de revétements algébriques :
les preuves sont essentiellement contenues dans [MaZi| article relatif au cas
surcirculaire.

(2) Le caractere Indgv Augp, ne dépend pas du choix d’une place w de Loo au-dessus
de v contrairement a D,. Par abus, nous parlons ici du groupe de décomposition de v.
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1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Dans cette partie nous donnons les définitions et les principales
propriétés utilisées par la suite et nous fixons les notations.

1. Courbe elliptique.

E désigne une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F.
K est un corps imaginaire quadratique contenu dans F', fixé une fois pour
toutes. On suppose que E a multiplication complexe par Ok ’anneau des
entiers de K. Dans ce qui suit F est toujours supposée définie sur les corps
de nombres considérés qui, de plus, contiennent toujours K.

On se donne un premier p impair vérifiant les propriétés suivantes :
(i) pOk = pp (p est décomposé dans K/Q)
(ii) E a bonne réduction en tout premier de F au dessus de p.

Soit N une extension algébrique de F', puis E(N) le groupe des points
rationnels de E sur N. Si L est une extension galoisienne de N, Gal(L/N)
est son groupe de Galois. Enfin N est une cléture algébrique de N fixée
une fois pour toutes.

Soit G un groupe quelconque opérant sur un module M. On note
ME le sous-module des points fixes et Mg le plus grand quotient de M sur
lequel G opére trivialement.

Si M et N sont deux G-modules on fait opérer G sur Hom(M, N) de
la fagon suivante :

of(a) =of(c7'a) pour a € M, et o € G.

Si A est un Gal(N/N)-module discret, H*(N, A) désigne le i-ieme
groupe de cohomologie pour cette action : si A = E(N) on note juste
Hi(N, E). Pour tout Og-module M on note M, le noyau de la multiplica-
tion par « (considéré comme élément de Ok ), et pour tout idéal entier A

deOK MQ],: ﬂ Ma.
acd

Remarque. — On notera de la méme facon ’extension ou la restriction
d’une place d’'un corps de nombres, afin d’alléger les notations.
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2. Eléments de calcul infinitésimal (cf [Jal]).

Soit L un corps de nombres (contenant K) et L, son complété en
une place v. Au corps L nous associons deux Z,-modules topologiques
multiplicatifs :

— a partir du groupe L* en formant le tensorisé Ry = Z, ®z L*
équipé de la topologie limite inductive des topologies des tensorisés de ses
sous-groupes de type fini.

— & partir de I’algébre semi-locale L, = [[ L, en prenant le complété
v|p
profini E; du groupe des éléments inversibles :

Ly =lim LY/(L =IJ lim LY/(LY)*".

m vlp m

Dans ce dernier cas nous obtenons un Z,-module de type fini donc compact
pour sa topologie naturelle.

L’application naturelle L* — [] LX induit un épimorphisme continu
v|p

de Ry sur E;‘ noté sy et appelé application de semi-localisation.

On pose

up =[Ja+v™), RE, =5, W), et RS, = () RE,

vlp m>0

Le groupe R7’, est donc constitué des éléments globaux qui sont
localement au-dessus de p arbitrairement proches de 1. On appelle le
groupe des éléments infinitésimaux. C’est aussi le noyau de sp.

Soit £, = Z, ®z Er ou Ej est le groupe des unités de L et
&7 = EL NRY, le noyau de la restriction de sp & €. Nous 'appellerons
aussi groupe de défaut de la conjecture p-adique de Leopoldt. Lorsque la
conjugaison complexe opere sur les unités, la conjecture de Leopoldt usuelle
n’affirme rien d’autre que la trivialité de ce groupe.

En effet, définissons de la méme fagon £7°) = &L NRE, et EX
&L ﬂ’R _, avec des notations évidentes. Clairement 8°°F est 'image par la
conjugalson complexe 7 de K de £2°. Donc on a £3°, = £5°, ® 7(£5°,).
Affirmer la trivialité de £7%,0u de £7°,, c’est bien la méme chose. Pour
alléger les notations on pose £7°, = £7° (resp. R, = R¥°), sans ambiguité
pour la suite.
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3. Corps de classes et infinitésimaux.

Nous notons Dy, = Z, ®z Dy, le tensorisé p-adique du groupe des
diviseurs® de L, P, = Z,® Py, son sous-groupe principal, image canonique
de R dans Dy. On dit qu’un diviseur est principal-infinitésimal si ¢’est un
diviseur engendré par un élément infinitésimal, i.e. P3° = {(a);a € R} :
c’est aussi I'image canonique de R dans Dr. On note D¢° la racine de
Pr° dans Dy, , i.e. le groupe des diviseurs dont une puissance est principale-
infinitésimale.

La théorie du corps de classes interpréete les infinitésimaux comme
suit.

LeMME 1. — Le groupe de Galois de la p-extension abélienne maxi-
male de L, non ramifiée en dehors de p, s’identifie au groupe D} /P$°, noté
encore C{3,, des classes infinitésimales du corps L, quotient du groupe des
diviseurs étrangers & p par le groupe des diviseurs principaux-infinitési-
maux.

La torsion de C#} s’identifie & C£° = D°/P5e.
4. Courbe elliptique et théorie d’Iwasawa.

Au corps de base F' du 1, nous associons une Z,-extension construite
a partir de points de E.

On pose Epoo = U Epn, .7:00 = F(Epoo), f = F(Ep) etA =
n
Gal(F/F) (en particulier |A| divise p — 1).

L’action naturelle de Gal(F/F') sur Ep définit une injection xoo :
Gal(Foo/F) < Z; a image d’indice fini dans Z;. On écrit Zf = p,—1 X
(14 pZy), ol pp_1 est le groupe des racines (p — 1)-itmes de I'unité, et
Gal(F/F) = AxT, T étant le groupe de Galois Gal(Fo,/F) isomorphe &
Z,. On a alors Xoo(A) C pp—1 €t Xoo(I') C 1+pZy,. On note x la restriction
de Xoo & A. Si on pose Fi, = OAO, alors Fo/F est une Z,-extension.

Comme A est cyclique d’ordre, disons d, divisant p — 1, tout Z,[A]-
module M s’écrit :

M= @ MY,
imod d

(3) Nous employons le langage des diviseurs car le formalisme est valable dans ce cadre.
Bien entendu p étant impair il s’agit en fait ici d’idéaux.
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olt MX' est le sous-module de M sur lequel A opere via .

De la méme fagon on note M, le plus grand quotient de M sur lequel
A opere via x.

Le groupe I' = Gal(F/F) = ~v%» est identifié & Z,, aprés choix
d’un générateur topologique . Et A = Z,[[y — 1]] est l'algebre d’Iwasawa
associée, isomorphe, non canoniquement, & ’anneau des séries formelles
en une variable Z,[[T]] . On munit ainsi tout I'-module M compact d’une
structure de A-module compact avec :

(14+T)z = vz pour z € M.

Enfin F;, désigne I'unique sous-corps de Fy, cyclique de degré p™ sur F ,
I',, étant le sous-groupe ouvert qui lui correspond par la théorie de Galois.

Les objets définis au 1, relatifs a ’étage F,/F, seront indexés par
F,,. Le groupe Dp_ = l_iln_)DF" est le tensorisé du groupe des diviseurs
Dp, ®zZ, et, Pr, = lin_1> Pr,, le sous-groupe des diviseurs principaux de
F, image dans D de Rp_ =7, ®7 FX.

De méme pour F/F : ce sont ces objets 14 qui nous intéressent
en premier lieu. Les groupes infinitésimaux associés & F., se définissent
de fagon identique comme limite inductive de ces mémes groupes attachés
aux sous-corps F,. Par exemple le groupe de défaut de la conjecture de
Leopoldt dans Fu, est la réunion £2°_ =] £F.

n

On dit que la tour F/F vérifie “la conjecture faible p-adique” de
Leopoldt si le Z,-rang 67, du groupe de défaut a I’étage n est borné. Dans
ce cas £ est un Z,-module libre de rang fini, disons 6z, .

Remarquons tout de suite, que cette hypothese “faible” est nécessaire
pour le genre de formule que l'on souhaite établir, (voir ci-apres). En
revanche cette condition est toujours vérifiée dans le cas cyclotomique
(Lemme 13.30 [Wa] par exemple).

5. Groupe de Galois et groupe de Selmer [Co].

Soit S un ensemble fini de places de F. Par Fg on désigne la p-
extension abélienne maximale de F non ramifiée en dehors de S. On note
Sy = {v € S;v|p} : dans ce cas Fg, est notée M r.

La théorie du corps de classes affirme l'existence d’une unique Z,-
extension de K, non ramifiée en dehors de p, que nous notons K. La
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théorie de la multiplication complexe montre que F,, est alors la composée
de K et F. En particulier F,/F est non ramifiée en dehors de p. Donc
Fo C Mx. De méme Foo C M £.

On considere M ]—'o;) la p-extension maximale de F,, abélienne non
ramifiée en dehors de p, qui n’est autre que la réunion des 9 £, . On note
X, = Gal(Mr, /Fu), et on rappelle que X5 est le sous-module de
XF,, surlequel A opére via x. On sait (Lemme 12 et 13 [Co]) que X est
un A-module noethérien qui, sous la conjecture faible p-adique de Leopoldt,
est de A-torsion (Lemme 14 loc. cit.). Sous cette condition on a de plus que
Xz est sans A-module fini, ([Gr]).

Nous rappelons maintenant les résultats essentiels sur les groupes de
Selmer dont nous avons besoin. Pour plus de détails, nous renvoyons & [Co]
et [Si], par exemple.

Soit 7 tel que (7) = p* pour un certain k. Si A est un Ox-module,
onnote A(p) = |J Ann.

n>1
Comme pour les corps de nombres, on définit le groupe de Tate-
Shafarevitch X _ associé & F, par la suite exacte :

02X g, — H' (Fso, E) = [[ H(Foor0, B).
vtp
F, désigne ici la réunion de toutes les complétions en v des sous-

extensions finies de Fi,/F. On notera que Fi ,, n’est peut-étre pas complet.

On a la suite exacte suivante :
0— Epn — E(Foo) —>-‘E(Foo) -0

(bien stir F, est égale & F).

On obtient la suite de cohomologie pour V'action de Gal(Fo/Fo) :
0 — E(Foo)/m" E(Fs) — HY(Fooy Exn) — HY (Fao, E)gn — 0.

Alors, le groupe de Selmer de E sur F, relatif a 7™ est défini comme 1’image
réciproque de (X g._)xn dans H'(Fu, Exn) par le mczlrphisme de droite. Le
groupe de Selmer associé a Fo, est Sp = 11_111_) S](;; ), la limite inductive

n
étant prise sur les morphismes induits par l'injection canonique de En
dans E,n+1. En particulier, les morphismes de restriction conduisent & la
suite exacte :

0— Sk, = H'(Fuo, Epe) = [ [ H' (Foo, E)(p)-
vtp
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Remarquons que la restriction aux seules places ne divisant pas p,
dans le terme de droite, ne change, ni la définition de la p-composante du
groupe de Tate-Shafarevitch, ni celle du groupe de Selmer en haut de la
tour (Lemme 8 [Co]). C’est ce point de vue que nous utiliserons. Il en va
autrement pour un corps de nombres, i.e. pour les extensions algébriques
finies de Q.

La démonstration de la formule de Wingberg repose sur le résultat
suivant (cf. par exemple [Co] Th. 12).

THEOREME 2. — On a Sk, =~ Homa(Xr,,, Ep~) =~ Homgz (X} ,
Ey), comme Gal(Fu,/F)-modules.

Cela signifie que le groupe de Selmer peut étre regardé comme le reflet
d’un certain groupe de Galois, dans un miroir convenable.

Sous la conjecture “faible”, si l'invariant pr  d’Iwasawa associé &
X, est nul alors, X}‘-w est un Z,-module libre de type fini de rang disons
Ar,,. En fait la nullité du mu de la x-composante suffit. De plus, comme
groupe, Ey~ est isomorphe & Q,/Z,, Sr, est isomorphe & (Q,/Z,) = :
cela justifie la notation relative a Fi.

L’un des intéréts de 1’étude de Spg. est le suivant : la conjecture
“faible” implique que E(Fu) modulo son groupe de torsion est un groupe
abélien libre de type fini (Th. 16 loc. cit.). Si de plus Ag_ est nul, alors
E(F) est de torsion.

II. LA FORMULE DE WINGBERG

1. Le cadre du probléme.

Soit N un corps de nombres (au sens de I. 1). On lui associe les corps
N, Ny et Ny, avec les notations de I. La conjecture faible p-adique de
Leopoldt est vraie, pour une classe de courbes elliptiques & multiplication
complexe relativement grande; en effet il suffit que N(E,) soit abélienne
sur K, (cf. Prop. 15 [Co]), ce qui est le cas par exemple si N(Eio)/K est
abélienne sur K ou si F' = K. Il n’est pas trop restrictif de supposer que
la tour N, /N satisfait la conjecture.

Soit une p-extension finie galoisienne de Fy, , & groupe G, non ramifiée
au-dessus de p. Compte tenu de ce qu’on souhaite montrer, on peut toujours
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se ramener au cas ol ’extension est du type Lo./Fuo, provenant d’une p-
extension L/F, & groupe G et non ramifiée au dessus de p.

On énonce (et prouve succinctement) un lemme, afin de donner un
sens a certains objets.

LEMME 2. — Si Lo/ Fe €st une p-extension non ramifiée au-dessus
de p, la nullité de pr_ invariant mu associé & Xr._, implique celle de p_ .

Démonstration. — Un p-groupe étant nilpotent on peut toujours
supposer que Lo /Fo est cyclique d’ordre p. Soit T un ensemble fini
de places telles que T NS, = Sy et L C Fr (compte tenu de la
ramification cela est toujours possible). Alors (cf. Th. [8] [Wil]), le groupe
de Galois Gal(Fr/Ls) est un pro p-groupe libre de rang fini. Pour le
quotient Gal(9M ¢, /L) on obtient alors u(Gal(M /L)) = 0. D’ou le
lemme. O

Remarque. — Bien entendu, pour notre probléeme, la nullité de
uX associé a la x-composante de chaque module suffit, mais on montre
facilement que ces deux conditions sont équivalentes; il suffit par exemple
d’adapter la démonstration analogue relative & l'invariant p~ des Z,-
extensions cyclotomiques & conjugaison complexe. Le lemme signifie donc
que, si pr,, est nul, alors le groupe de Selmer Sy d’'une extension de
F, disons N, contenue dans L, est de type fini. Il en est de méme pour
E(Neo).

Nous supposons une fois pour toutes que pr, = 0. D’aprés [Gi] ceci
est vrai des que F' est abélienne sur K, par exemple si F' = K.

Au groupe de Selmer Sy_, on associe canoniquement un Q,-espace
vectoriel Vi, de dimension Ay_, et un réseau Yy de cet espace. Il suffit de
prendre pour Yy le module Homgz, (S’ No.,Zp) des formes linéaires entieres
sur le dual de Pontrjagin de Sy, . Puis on pose Vy_, = Yn, ®z, Q. On a
ainsi défini la suite exacte suivante :

0—-Yy, — VN, — Sn, —0.

Si on consideére la p-extension Lo,/ Feo, & groupe G, Vy,__ hérite, cano-
niquement de Sy, une structure de G-module. On souhaite déterminer le
caractere associé & cette représention de G. C’est la formule de Wingberg.

Remarque. — Si S Lo =X z‘w comme groupe, il n’en est pas de méme
lorsqu’on regarde l’action de G.
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2. Réduction au cas cyclique d’ordre p. Calcul de rang.

On suit pas & pas la démarche expliquée dans [JaMi], (pour une étude
détaillée voir [Mi]). Les lemmes suivants permettent de se ramener, d’une

part & un calcul de rang, d’autre part au cas o G est cyclique d’ ordre p
(Chap.2 [Mi])

On a le résultat suivant :

LemMmE 3. — HY(G, SL.,) est un p-groupe fini pour i > 1.

Démonstration. — On montre en fait le résultat suivant, 'argument
étant essentiel pour la suite :

Si M est un G-module Z,-divisible et de cotype fini, alors H*(G, M)
est un p-groupe fini. En effet, M est défini par une suite exacte :

0-Y—->V-o>M->0

ol V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, Y un réseau de V/,
munis chacun d’une structure de G-module. Il vient que H!(G,V) = 1 et,
HY(G; M) ~ H**1(G,Y) par décalage . On conclut en sachant que Y est
Z,-libre, de type fini et que H'T1(G,Y) de torsion. O

On considére maintenant une extension Lo/ Fi, finie galoisienne (non
ramifiée au dessus de p), de degré quelconque, de groupe G qui admet un
unique p-Sylow. Le cadre du probléme se limite a la situation d’un p-groupe,
mais le lemme énoncé ci-dessous est vrai sans hypothese sur I'ordre de G.

LeEMME 4. — Avec les notations précédentes, la restriction induit un
morphisme & noyau et conoyau finis, i.e. un pseudo-isomorphisme, de Sg__
dans le module des points fixes par G de Sp_,. En particulier cela signifie
que les espaces V ci-dessus vérifient la théorie de Galois, i.e. pour tout
sous-groupe H de G on a : V! =Vyu.
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Démonstration.
e point 1 :

Comme A est d’ordre étranger & p, H (A, M)(p) est trivial pour
tout A-module M. Les suites d’inflation-restriction donnent ’isomorphisme

suivant : Sp_ ~ S2 . De méme on a S;_ ~ SZ_. On se rameéne donc au
cas o E, C E(F).

Les mémes arguments montrent que Sfm est isomorphe & Spu pour
H sous-groupe de G d’ordre étranger a p.

En prenant le p-Sylow de G, on se raméne au cas d’une p-extension
galoisienne. De plus, un p-groupe étant résoluble il admet une suite de
résolution de Jordan-Hélder a quotients cycliques d’ordre p. On peut donc
supposer G cyclique d’ordre p.

e point 2 :

A nouveau les morphismes Inf et Res conduisent au diagramme
suivant :

0 0 0
| |
Ker: HY(G, Ey) K(p)

J, Inf Inf l

" — H'(Fa,Epe) — Loy H (Foow,E)(p)

1 J, Res Res l

0 — S¢  — H' (Lo, Ep=)® — Tlytp H (Loow, E)(p)€

! !

Cokers H?(G, Epe)
0
avec K(p) = 1;[ HY(Gal(Loow/Foow)s E(Loow))(p).
vTp

La restriction induit un morphisme z, de Sg_ vers wa, a noyau fini
en raison du lemme 3 et de la commutativité du carré.
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Il s’agit donc de montrer que Coker: est un groupe fini.

Le lemme 3, & nouveau, affirme que H*(G, Ey) est fini, pour i=1

ou 2. Par le diagramme du serpent , on est ramené & démontrer que
[1 HY(Gal(Loow/Foow), E(Loow))(p) est fini.
vtp

La trivialité de H'(Gal(Loo,v/Foow); E(Loo.v))(p) est donnée, par
passage & la limite, par les résultats de [Mz], (pp 203 et 204) lorsque
v est non ramifiée.

Compte tenu des régles de ramifications dans une Z,-extension, v
est ramifiée dans Lo, /Fw si et seulement si elle 'est dans L, /F, pour
n suffisamment grand (ou du moins la restriction de v). En conséquence
il n’y a qu'un nombre fini de telles places au-dessus de p dans Lo,/ Feo.
Dans ce cas Gal(Loo,»/Foo,v) s'identifie & G. Il suffit donc de montrer que
HY(G,E(Loo))(p) est fini, avec v (totalement) ramifiée. En particulier,
on a (v,p) = 1. De la suite exacte :

0 — E(Loo,y)rr — E(Loo,y) = Imn™ — 0
on tire la suite de cohomologie

0 = E(Foop)/T"E(Foop) = HY(G, E(Leoy)nn) = H (G, E(Loo,s))rn —0.

On a donc une fleche surjective de H'(G, E(Looy) N Eps) vers

HY(G,E(Lso))(p). 1l suffit donc de montrer que ce premier goupe est
fini.

Comme FE a bonne réduction sur F' ( [Co] Lemme 5), F(Loo ) N Epoo
s’injecte dans E(fso,v), OU foo,» st la Zp-extension du corps résiduel de F,,
disons f, ~ F4, ol ¢ = £™ et £ # p (car v est non ramifiée). En particulier
on a E(Looy) N Epee — E(Fy).

Comme E(Los,»)NEyps est un p-groupe, il s’identifie & un sous-groupe
du Z,-module divisible de cotype fini (Q,/ Zp)z. On conclut en utilisant les
arguments du lemme 3.

On a donc établi la premiere partie du lemme, i.e. I’existence d’un
. . G
pseudo-isomorphisme de Sr,, vers SY_ .

e point 3 :

Maintenant, on considéere la suite exacte :

0 — Kert — Sp, — Sfoo — Cokers — 0.
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On obtient au moyen de la dualité de Pontrjagin, la suite exacte suivante
(®p/Z, étant Zp-injectif) :
0 — Cokerr — (S1_.)c SR Sk, — Kert — 0.

On constate que Imf est un sous-réseau de Sp_ . Donc Homz, (SF,.,Z,) est
un sous-réseau de Homz,(Imf, Z,). Il vient alors I'isomorphisme suivant :

Homgz, (Imf,Z,) ®z, Qp ~ Vr,, .

On a aussi la suite suivante :
0 — Cokers — (S1.)c N Imf — 0.

Le noyau de f étant fini, en prenant les formes linéaires entiéres de ces
Z,-modules on a :

Homzp((S'Lw)G, Z,) ~ Homgz,(Imf,Z,).
Comme de plus
Homgz, ((S’Lw)c, 1)~ Homzp(S'Loo , Zp)G,
il suffit pour démontrer le lemme de savoir que
Homgz, (Sr..,2Z,)¢ ®z, Qp ~ (Homgz, (SL..,Zp) ®z, Qp)°.
Ce dernier point est clair. D’ou le lemme. O

Ces deux derniers lemmes, compte tenu des résultats de [JaMil,
permettent de ramener le probleme d’une part, au cas ou G est cyclique
d’ordre p (le cas général se faisant par induction), et d’autre part, & un
calcul de rang. Moyennant ce dévissage, la formule de Wingberg est un
cas particulier du résultat suivant (loc. cit.) : pour tout Z,[G]-module M,
Z,-divisible et de cotype fini on a

corangz M = p x corangZpMG +q(G,M)(p—-1)
ou ¢(G, M) est le quotient de Herbrand dimensionnel :
q(G,Sr..) =dimg, H*(G, Sr..) — dimg, H'(G, SL.. ).
Ceci a un sens au regard du lemme 3.

Au paragraphe suivant, nous calculons donc le quotient ¢(G, SL,,)
de Si_. pour laction de G = Gal(L/Fw), groupe associé a I’extension
galoisienne L., /Fy de degré p et non ramifiée au dessus de p.
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3. Arithmétique du cas cyclique élémentaire :
calculs de quotient de Herbrand.

Commengons par rappeler deux propriétés essentielles du quotient de
Herbrand :

(i) ¢(G,M) =0 pour tout Z,[G]-module M fini.

(ii) Pour une suite exacte courte
0—M-—N—P—0

de Z,[G]-modules, les quotients des trois termes sont définis dés que deux
quelconques le sont, auquel cas on a ¢(G, N) = ¢(G, P) + ¢q(G, M).

En particulier cela permet de remplacer un Z,[G]-module par un autre
qui lui est pseudo-isomorphe.

Nous avons besoin aussi du résultat dual sur le corang d’un module
divisible ci-dessus, pour le rang d’un Z,[G]-module libre et de type fini :

(2) rang; M =p x rangzpﬂfc -q(G,M)(p-1).

Nous faisons la convention suivante pour alléger les notations : on omettra
de considérer, dans les calculs, les x-composantes des modules considérés.
En effet, x étant un caractére asssocié a A d’ordre étranger & p, sur une
suite de Z,-module le foncteur “x-composante” est exact. Les résultats en
revanche sont énoncés dans le cadre du probléme.

Sous les conditions arithmétiques de ’énoncé (nullité de I'invariant
u et conjecture faible p-adique de Leopoldt) on rappelle que X, =
Gal(M /L), ou M est la p-extension abélienne maximale de L,
non ramifiée en dehors de p, est un Z,-module de type fini, projec-
tif (i.e. libre , Z, étant un anneau local ), de dimension A;_. Remar-
quons que les hypotheses signifient, en fait, que le p-rang de Céoﬁn, soit
dimFP(Cé%n) / (Cé%n)p, est borné & chaque étage. Enoncées ainsi, on voit
que les contraintes arithmétiques sont identiques au cas cyclotomique (alors
qu’a priori elles semblaient plus forte dans le cas elliptique).

La théorie d’Iwasawa permet d’écrire X, ~ Y, ®Z,_, ou Z_
est un A-module de torsion, dont la série caractéristique est un produit de
polynémes du type :

wp =1 +T)" -1,
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N

et Y. de série caractéristique étranger a ces derniers. Cela signifie, en
particulier que Y, /wiY,, est fini. Notons que M., est la p-extension
abélienne maximale de £, contenue dans M . On a donc

Gal(My, [Loo) ~ X, JwnXc, -
De plus & I'étage n on a la suite exacte :
0— Gal(M,, /Loo) — CLL — Gal(Loo/Ln) — 0.
Le membre de droite étant Z,-projectif, cette suite est scindée, et on a :
CO ~Xp JwnXe, &L, ol Z,s'identifie & Gal(Loo/Ly).

Ce dernier module disparait par passage a la limite projective, pour
les morphismes induits par la norme arithmétique. La théorie du corps
de classe interpréte 6., comme le rang pour n suffisamment grand de
X¢. /wn X modulo sa torsion. La Z,-torsion de Cé%n, CL7 , s'identifie &
Y. /wnYr,, . Il vient donc :

: oo /\500—6500
lim Cl7 ~17, .

n

On note X7° ce module.

La limite inductive s’étudie comme suit : pour n suffisamment grand
on a le diagramme suivant :

cey =~ Gallle/Ln) @& Zr|wnZc, @ CLZ

Nnt1 l l Jnt1 l int1 1 knt1
n n n n
0 00
Cgﬁn-u o~ Gal(ﬂoo/ﬁn_;_l) D Zﬁw/wn+1Z£w D C€£"+l
ol jn+1 est induite par ’extension des diviseurs, et Nn+1 par la norme
n . . n
arithmétique. Le morphisme ¢ n+1, restriction de jr+1 au terme de gauche,
n n
est clairement surjectif. Le morphisme kn+1, restriction de jn+: au terme
n n
de droite, est défini comme suit : & une classe £ modw,, on associe la classe
Wn+1

de ™z modwy,,1. Par un lemme classique de théorie d’Iwasawa (voir
Wn,

par exemple [Wa] Ch XIII §8), w:)"'l opere, & un inversible de ’algebre
n

Z,[y—1] pres, comme la multiplication par p. Donc, pour la limite inductive

prise pour les jr+1, on a

(3) CO_~ClY DL,
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De plus, les wy, étant étrangers au polynéme caractéristique de Y _, ils
forment, pour ce module, un systéme admissible (au sens d’ Iwasawa). Il
vient donc ([Iw2] p. 250) :

(4) Ye,, ~Homg, (lim Y /wnYr.,,Qp/Zp).

n

Soit encore :

(5) Cer, ~lim Yr_/wnYe, ~ (Qp/Z,) oo ~02c0

n

De ce qui précede, il vient : C£7 , comme Z,[G}-module pseudo-
isomorphe & un Z,-module divisible et de cotype fini, d’apres (1) vérifie :

(6) Ao — 6o, = (AFe —67,.)p+ (p—1)q(G,CLZ ).
De (3) il vient :

(7) Q(G, ce%ow) = Q(Ga C[OOO) -1

Comme £2°  est un Z,-module libre, de type fini et de rang é.,,
d’aprés (2) on a:

(8) Lo = PbF — (P — 1)a(G,EZ,)-
En sommant membre & membre (6), (7) et (8), on obtient :
) Ao = PAro, + (0= 1)(a(G.Cl,) — a(G,EZ,) — 1).

Revenons a la situation du probleme : regardons les y-composantes.
Ona XX ~Zpb= et (X)X o~ Zpke ok,
On a montré ci-dessus que X7° est pseudo-dual de Cézooo.

Le caractere x étant étranger a p, les arguments précédents conduisent
au pseudo-isomorphisme de Z,-modules suivant :

(Xzom)x ~ Homgz, ((052‘; )Xva/Zp) .
Il vient donc :

(Ceoﬁooo)x ~ (QP/ZP)/\LOO —61,00’

ouér,, est le rang de la x-composante de £2° . De la méme fagon on montre
que le corang de (C4F_)X est Ap,, — OF., .
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On remarquera qu’on ne cherche pas & comparer les structures de G-
modules des différents objets considérés. Cela est d’une part inutile pour
établir des égalités entre dimensions (voir I1.3), et d’autre part plus délicat,
la dualité de Pontrjagin tordant I’action galoisienne.

En conclusion on a encore :
(9bis) Az, =PAr. + (P = 1D(a(G, (C€2)%) = a(G, (E2,)%) - 1).
11 faut donc calculer ¢(G, (Cf%m)x) —q(G, (€2, )X). La suite exacte

0— &7 — RE, —>'D0£w —>C€%® —0

donne :

(G, €y, )X) — 4(G, (EX.)X) = a(G, (DL )¥) — a(G, (RE.)X).

On a les lemmes suivants :

LeEMME 5. — ¢(G, (D2_ )X) = tX, ou tX est le nombre de premiers de
Foo étrangers a p, ramifiés dans L,/ Foo €t décomposés dans Feo, [ Foo.

Démonstration

e point 1 : H'(G,D}_ ) = 1. En effet, on a

Dow = @ “ng’
PBootp

la somme étant prise sur les premiers de L., étrangers a p. Ou bien le
groupe de décomposition, Gy, de Poo dans Lo/Fso est trivial, ou bien
c’est G. Dans les deux cas on a, par le lemme de Shapiro

HI(G’D%M) = @ Hl(G‘ﬁw7‘ng) =1,
Pootp

la somme directe dans le terme central étant prise sur un systéme de
représentants des orbites des diviseurs, pour ’action de G.

epoint 2 : H*(G, DY} ) ~ @ Z/ex, la somme portant sur les
Pootp
premiers de Fo, ramifiés dans Lo/ Foo €t €00 étant I'indice de ramification.

Les régles de ramification dans une Z,-extension assurent que la somme
précédente est bien finie.
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En effet, G étant cyclique, engendré par, disons o, on a I’isomorphisme
suivant :

DO G
(10) H*(G,D}_) ~ —(——ﬂ—o-;)v—
Ve /Foo(Dr,)
p—1
ouve /r, = Z o' est la norme algébrique.
i=0

Cette derniére peut étre remplacée par la norme arithmétique, en identifiant
les diviseurs de Foo avec leurs étendus & Lo, tout diviseur de Fo, étant
norme, (car sans inertie), le dénominateur dans (10) est D% . Comme
les diviseurs ambiges, étrangers a p, sont engendrés par les étendus et les
ramifiés on a le deuxiéme point.

e point 3 : Les hypothéses de bonne réduction imposent & £/L d’étre
non ramifiée en dehors de p. Il en est de méme pour L /L. Donc le
nombre de ramifiés étrangers & p dans Lo/Foo est égal au nombre de
ramifiés étrangers & p dans L /F. D’ou le lemme en prenant les x-
composantes. O

LEMME 6. — On a q(G, (R¢.,)X) = 0.

Démonstration. — On montre en fait ¢(G, (Rc.,)) = 0. Le premier
groupe de cohomologie H'(G,R._ ) est nul; c’est une conséquence facile
du théoreme 90 de Hilbert, par passage a la limite inductive. La trivialité
de H*(G,R..,) signifie, G étant cyclique, que la norme est surjective : on
vérifie qu’un élément global est norme locale partout, a ’aide des symboles
de Hasse ([Ja2] ). D’ot le lemme. O

Le lemme précédent et la suite exacte :

0 — RZE_ — Re,, — lim L7, — 0,

n

donnent : ¢(G, (RZ_)*) = —q(G, (lim E::,P)X)‘

n

Ceci permet d’énoncer le lemme suivant :

0 si Loo(Ep) = Lo

N N - o0 VX)) —
LemMME 7. — On a ¢(G, (RE_)X) {1 sinon.
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Démonstration. — Pour tout n, Gal(L,/F,) s’identifie & G, et opere

sur l'algébre semi-locale Eﬁ,p =11 E;fv Par le lemme de Shapiro, on a :
vlp

Pour i = 1,2 HY(G, E,’fm) ~ H'(G, E;fv) pour un v divisant p quelconque.
On a par le théoréeme 90 de Hilbert H!(G, E,’fv) =1
Pouri=2ona:
Fo
V[:n,'v/]:n,v (["r):,p)
ou v, ,/F,., €st Uopérateur norme algébrique.

H?(G, Ex,v) ~

n

Ce dernier quotient s’interprete, par la théorie du corps de classes, comme
le groupe de l’extension locale L, ,/F, ,; €lle est triviale ou de degré p.
Par restriction & la x-composante on obtient le lemme. O

Démonstration du théoréme 1. — On pose e = 1 si E, C E(F),0 sinon.
Les lemmes 5, 6 et 7, et I’égalité (9) donnent le théoréme 1. O

Remarque. — L’extension L/F est une p-extension et F/F est de
degré premier & p. La condition E, C E(F) peut donc identiquement se
lire aussi : E, C E(L), Ey C E(Ls) ou encore E, C E(Fy),Epe C
E(Ls), Epe C E(Fy). De méme, la totale décomposition d’une place
s’exprime indifféremment pour £/L ou F/F.

III. UNE SITUATION NON GALOISIENNE

On dit qu’un groupe G d’ordre pn est métacyclique, s’il s’écrit comme
le produit direct de son p-groupe de Sylow, disons S, d’ordre p, par un
groupe cyclique T', d’ordre n divisant p — 1. La loi de G détermine un
homomorphisme de T' dans AutS qui se factorise via un caractere p-adique
1 de T', qui vérifie I'identité suivante :

o1 = %) pour tout 7 € T, ol o est un générateur de S.

L’extension considérée, L,/ Fy, est toujours de degré p. En revanche,
on ne la suppose plus nécessairement galoisienne. Cependant, on demande
que la cléture normale N, de Lo /Fy soit & groupe de Galois G =
Gal(Ny/Fx) métacyclique. Avec les notations précédentes, on a T =
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Gal(No /L) On note Heo, 'unique sous-extension de N, fixée par S, et
communément appelée aréte métacyclique.

Le groupe des caracteres irréductibles p-adiques de T sera noté T™*,
17 étant le caractére unité.

En outre, E désigne toujours une courbe elliptique satisfaisant les
hypotheses de 1.1. On associe & No, (resp. Ho), les corps N, Ny et N,
(resp. H, Heo et H).

Les Z,-extensions considérées satisfont I’hypothese faible p-adique de
Leopoldt. De plus, No,/H est non ramifiée au-dessus de p.

LEMME 8. — Si py,, est nul, alors pp_, pr,, et pic,, le sont aussi.

Remarque. — Ce résultat assure que le groupe de Selmer d’un
quelconque sous-corps considéré est un Z,-module divisible et de cotype
fini, dés que celui associé & Hy, 1'est.

Démonstration. — On oublie, comme précédemment, d’écrire la x-
composante des modules considérés.
. . . 1
Soit ¢ € T*. On lui associe I'idempotent e, = - S e(r YT
T€T

Comme n divise p — 1, tout Z,[T]-module M s’écrit comme la somme
directe (orthogonale) de ses p-composantes M¥ = e, M, image de M par le
projecteur e,. Si on applique cela & X, on a, avec des notations claires :

(11) PN = D B
peT*

Soit ./\/,'L un sous-corps de N, contenant £,,. On note T le sous-groupe
de T qui lui correspond par la théorie de Galois. Posons |T'| = n’ et ¢’
Iinduit & T du caractére unité de T". Alors C¢° ., s’identifie & la ¢’-partie

n

de Cf3, . En effet, la norme vy, /N7 est, & un inversible prés de Z,, [T], le

projecteur ¢/ = = Y 7, qui induit I'identité sur C¢%,. En particulier, on
TeT’ "

a

ClY. ~ (CL ).
Pour tous m > n et pour tout ¢ € 1™, il est facile de voir que e, et vy, /n;,
commutent. On en déduit :

lim (CLR;,)? = (lim CE}; )¢ = Gal(My;, /Noo) = (Xaz. )

n n
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D’ol, en spécialisant en ¢ = 17, on obtient :
1
(XNOO) T~Xp.

Il vient donc, en particulier,

(12) (un)'T = piLee,

et de la méme facon :

En appliquant le lemme 2 & Pextension cyclique Noo/Hso, On a :
ur.. = 0 implique pp,,, = 0. On conclut au moyen de (11), (12) et (13).

a

Dans ce contexte, on énonce une généralisation de la formule de
Wingberg, qui est ’analogue de la*formule de Gold et Madan donnée dans
[GoMa), pour le cas cyclotomique.

THEOREME 3. — Soit Lo,/ Fs une extension de degré p. Supposons
que Gal(Nw/F), le groupe de Galois de la cléture normale N, de L,
sur F, soit métacyclique. Avec les notations ci-dessus, sous réserve de la
nullité de I'invariant py_, les corangs des p-composantes des groupes de
Selmer, associés aux différents sous-corps, pour ¢ € T*, sont donnés par la
formule :
p—

W(AHOO + INw/Hoo — €)

ol € = 1si E, C E(H) et 0 sinon, ty_,/p, est le nombre de premiers
étrangers 4 p, ramifiés dans Noo/Hy et totalement décomposés dans
H(E,)/H.

Remarque. — En regard des arguments du lemme 8 et de l'interpréta-
tion du groupe de Selmer comme dual (de la ¢-composante) d’un groupe
de Galois, la spécialisation en ¢ = 11 de la formule du théoreme donne :

A VRIS ol S5 )
= e ——— — €).

L Foo T N L) Neo/Heo

Ceci est bien une formule analogue a celle de [GoMa].

Si, de plus on suppose Lo, galoisienne sur Fy,, alors Ho, = F €t on
retrouve la formule de Wingberg.
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Le corollaire qui suit généralise le résultat au cas ol Lo/Foo est
de degré une puissance de p. Il s’obtient essentiellement par empilement
d’extensions élémentaires.

COROLLAIRE. — S0it Lo,/ Foo une extension de degré p® et No, [ Fo sa
cléture normale. On suppose que Gal(N,/ Fi,) s’écrit comme produit semi-
direct de son p-groupe de Sylow S par le sous-groupe T = Gal(Ny /L),
avec action fidéle sur les quotients de Jordan-Holder d’une suite sous-
normale de S ( condition de simplicité ). Notons Hu, = Nuo®. Moyennant
les hypothéses arithmétiques précédentes, les corangs des p-composantes
des groupes de Selmer sont donnés par :

o e p°—1 L ey —1
Mo =25+ o Loo]“”m €) +§ Vo L]

ou € a la signification précédente, e, étant I'indice de ramification de v dans
Noo/Lso, et X signifiant que la somme est restreinte aux seuls premiers
totalement décomposés dans H(Ey)/H.

Démonstration du théoréme 3. — La preuve est identique a celle
du cas cyclotomique, voir I'appendice de [JaMi]; on explique comment
passer du cas cyclique au cas métacyclique de facon purement algébrique,
Parithmétique n’ayant aucune part dans la démonstration. O

Compte tenu des analogies rencontrées avec les formules relatives a
I'invariant d’Iwasawa “classique”, on peut espérer obtenir une démonstra-
tion au moyen de fonctions L p-adiques de ce résultat.

IV. APPENDICE : REMARQUES SUR CERTAINES
RELATIONS ENTRE INVARIANTS LAMBDA
ASSOCIES AUX GROUPES DE SELMER

Dans ce paragraphe, un corps de nombre H vérifie les conditions de
I.1. On lui associe toujours les corps ‘H,Hoo, Heo- L’hypotheése faible de
Leopoldt est supposée satisfaite. Sous cette condition Xp_  étant de A-
torsion et noethérien, Sy s’écrit comme la somme directe de (Q,/Z,)*#
et d’'un Z,-module d’exposant borné qui est trivial si et seulement si p9_
est nul. Dans un premier temps on n’impose pas la nullité de cet invariant.

Nous énongons trois propositions. La premiere est un analogue d’un
théoreme de Kani ([Ka]) pour les courbes algébriques, ol le genre (ou



UNE FORMULE DE RIEMANN-HURWITZ 79

Iinvariant de Hasse-Witt) joue le réle de linvariant Ag__ . Les propositions
2 et 3 sont des analogues de deux résultats de Accola sur les surfaces de
Riemann ([Ac]). Madan et Zimmer ont établi le pendant de ces relations
pour les invariants lambda classiques d’Iwasawa ([MaZi]).

ProprosITION 1. — Soit Lo /F une extension galoisienne finie.
Notons N; pour 0 < @ < t les sous-corps intermédiaires et H; =
Gal(Loo/Noo,i). On pose

TEH

Siona Z reg, = 0 les r; étant dans Q, il suit Z A = 0, ol \; est le
i= i=1
corang du groupe de Selmer associé & N ;.

On pose AL = {15, = (i1,...ik)|1 € 41 <dg < ... <if < ...< t}.

PROPOSITION 2. — Soit Ly, /Fy une extension galoisienne finie. Si
Hy,H,,...,H; sont des sous-groupes de G = Gal(Ln/F) satisfaisant
t

G=|J Hy, alorson a :

=1

t

IGAF. =D (-1 > |nH, A,

k=1 LkEAi:

ou )\, est le corang associé au compositum des Noo iy ..., Noo,ir avec
L = (’il, ...,ik) et OHL,C = Hil n...N Hik'

ProposiTiON 3. — Soit Lo, /F une extension galoisienne finie. Si
Hy, H,, ..., H; sont des sous-groupes de G = Gal(Ln,/Fw,) satisfaisant :
(1) HzHJ = HjHi pouri #]
(ii) Pour tout caractére ¢ de G, il existe i € {1, ...,t} tel que H; C Kerep.

Notons No, ; pour 0 < ¢ < t les sous-corps intermédiaires et H; =
Gal(Loo/Nooi)-

Alors

ALoo = Z(_l)k+l Z /\F\Lkv

k=1 WEAL
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ou1 A\, est le corang du groupe de Selmer associé & N i, N...N N ;, avec
L = (il, ceny Zk)
Démonstration. — Nous adaptons et simplifions la méthode de

[MaZi]. Ainsi nous mettons en évidence I’aspect “fonctoriel” de ces for-
mules.

En fait ces trois énoncés ne sont que la traduction en terme de
dimension de relations de Q-dépendance linéaire entre idempotents. Il s’agit
de construire un caractere de G dont la valeur sur un idempotent est relié
a I'invariant lambda.

On se donne Ny, une sous-extension quelconque de Ly, /Fi, on note
H = Gal(Loo/No)-

Soit le foncteur M — W(M) = Homgz,(M,Q,/Z,) @z, Qp de la
catégorie des Z,-modules de torsion dans la catégorie des Qp-espaces

vectoriels. Il est exact et contravariant, nul sur les Z,-modules d’exposant
fini. (p 273 [Iw2]).

Revenons un instant sur le diagramme commutatif du lemme 4. La
restriction induit la suite exacte suivante :

0—-’AN°°—->SN°°—1%S£1°°——-*BN°Q———>0,

ou An_, et By, sont des Z,-modules d’exposant fini. On notera que 'ordre
de G étant quelconque 2 n’est plus a priori un pseudo-isomorphisme. En
appliquant W on obtient I'isomorphisme W(Sy,_,) ~ W(Sf ). Or Q,/Z,
étant Z,-injectif on a :

Homz, (Sg,o yQp/Zp) ~Homz, (S, Qp/Zp) -

En remarquant que :

Homzp(SLooan/Zp)H ®z, Qp ~ (Homz, (SL..,Qp/Zy) ®z, Qp)H
et que Q, est de caractéristique nulle, le théoréme de Maschke donne :
W(Spn) =~ W(Sr.,)",

c’est-a-dire que les espaces W vérifient la théorie de Galois.

On note ¥ le caractére de G associé & W(Sp_ ) et < , >p le
produit scalaire usuel sur les caractéres de H. La construction de ¥ est
indépendante de H : ceci n’apparait pas clairement dans [MaZi].
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Soit ey l'idempotent associé & H. On a clairement que ¥(egy) =
< 1p,¥ g >g. Ceci n’est autre que la dimension sur @, du sous-espace
des points fixes par H de W (Sy__) soit, d’apres ce qui précede, Ay, .

Pour obtenir les différentes propositions, il suffit, pour chacune d’elles,
d’appliquer le caractere ¥ & une relation de dépendance Q-linéaire entre
idempotents, donnée par les hypothéses. Nous expliquons rapidement pour
chacune d’elles, comment on les obtient ; pour plus de détails le lecteur peut
consulter [Ka] par exemple.

Pour la premiere formule c’est clair.

Pour la seconde on considére la norme algébrique Y, h = |Hlegy,
heH
associée a un sous-groupe H de G.

On a alors :
t

dg=d (- > g

geG k=1 geENH,

Il suffit de faire une sommation partielle sur les éléments de G qui sont
contenus exactement dans k sous-groupes parmi les ¢. D’ou la relation :

t
Gleg = > (-1 Y |nH,lenn,, -

k=1 LkEAi

Pour la derniére proposition on traduit les hypotheses. Le (i) signifie
que pour tous 4,5 € {1...t} ey, et ey, commutent, et que par conséquent
un nombre quelconque de ces idempotents commutent.

Le (ii) signifie que tout caractére de G s’annule sur (1—eg;, )...(1—emn, ),
i.e. que ce produit est nul. En développant on obtient une relation de
dépendance linéaire sur les idempotents, en remarquant que ep,ey;, =
€H; Hj-

Maintenant on se place sous la condition de nullité de 'invariant mu,
pour chacune des tours considérées. On reprend les notations précédentes.

On considére maintenant :

W =Homg, (CLF_,Qy/1,) @z, Qp.

C’est un Q,[G]-module de dimension A\;_ —ér_, sur @, (II.3) . On définit
ainsi un nouveau caractere de G.
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L’extension des diviseurs de N, vers Lo induit un morphisme &
noyau et conoyau d’exposant borné de (C£37_)X vers ((CK%"OO)X)H. Les Q,-
espaces W' vérifient aussi la théorie de Galois. En reprenant, point par
point, la démonstration précédente on obtient les résultats suivants :

PRrOPOSITION 1 bis. — Soit L, /Fs une extension galoisienne finie.
Notons N, ; les sous-corps intermédiaires pour 0 < i < t, et H; =
Gal(Loo/Noo,s). On pose

1

Yo

ey, =
' i iITEHi

t t
Sion a ZTieHi =0 avec r; € Q, alors Zri()‘i —6;) =0,
i=1 i=1
ol \; est le corang du groupe de Selmer associé & N ; et 6; est le Z,-
rang de la la x-composante du groupe de défaut de Leopoldt dans la tour

Noo,i/-/vi'
PRrROPOSITION 2 bis. — Soit L,/ F une extension galoisienne finie.
Si Hy, Hs, ..., H; sont des sous-groupes de G = Gal(Ly/F) satisfaisant
t
G=\J H;, alorson a:
i=1

1=

IG|(AFp = 6r) = D_(=DF > [0 H,, (A, — 6.,),

k=1 €AY
avec les notations de la proposition 2.
ProprosITION 3 bis. — Soit L /Fs une extension galoisienne finie.
Si Hy, Ha, ..., H; sont des sous-groupes de G = Gal(Lo/Fw) satisfaisant :
(i) H;H; = HjH; pouri # j.
(ii) Pour tout caractére ¢ de G, il existe i € {1, ...,t} tel que H; C Kerep.
Notons No, ; pouri > t les sous-corps intermédiaires et H; = Gal(Loo/Noo,s)-

Alors

Moo =02o) = (=D >~ (A = 80w,

k=1 tk€AL

avec les notations de la proposition 3.
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En prenant deux a deux les théorémes précédents, on déduit les
assertions suivantes relatives au rang du défaut de Leopoldt.

ProrosITiON 1 ter. — Soit Ly /F, une extension galoisienne fi-
nie. Notons N ; pour ¢ > t les sous-corps intermédiaires et H;, =
Gal(Loo/Noo,i). On pose

t t

Siona ) re =0avecr; €Q, alors ) r,6; = 0, avec les notations de
=1 i=1

la proposition 1 bis.

PROPOSITION 2 ter. — Soit Lo, /Fs une extension galoisienne finie.
Si Hy, Hs, ..., H; sont des sous-groupes de G = Gal(L/Fx) satisfaisant
t

G = Hy, alorson a :

=1

t

IGloF,, = Z(-l)k*—l Z | N H., lbu,

k=1 1 €AL

avec les notations de la proposition 2.

ProprosITION 3 ter. — Soit Lo, /Fy une extension galoisienne finie.
Si Hy, H, ..., H; sont des sous-groupes de G = Gal(L,/Fy,) satisfaisant :

(i) H;H; = H;jH; pouri # j.
(ii) Pour tout caractére ¢ de G, il existet € {1, ...,t} tel que H; C Kerep.
Notons N, ; pouri > t les sous-corps intermédiaires et H; = Gal(Loo/Noo,i)-

Alors
t

5300 =Z(—1)k+1 Z 60%»

k=1 Lke'A;c

avec les notations de la proposition 3.
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