
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

AUGUSTIN FRUCHARD
Canards et râteaux
Annales de l’institut Fourier, tome 42, no 4 (1992), p. 825-855
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1992__42_4_825_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1992, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1992__42_4_825_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
42, 1-2 (1992), 825-855

CANARDS ET RATEAUX

par Augustin FRUCHARD

1. Introduction.

L'objet de ce travail est l'étude du phénomène de retard à la bifur-
cation dans les systèmes lents-rapides discrets du plan. Le phénomène de
retard à la bifurcation a été observé dans diverses situations physiques
ou chimiques et apparaît lorsque l'on cherche à tracer un diagramme de
bifurcation en faisant varier lentement un paramètre.

Considérons par exemple l'équation logistique

2/^+1 =XVn{^ -Vn)

dont on connaît le diagramme de bifurcation de Feigenbaum associé. Si l'on
trace le diagramme en donnant des valeurs successives au paramètre x le
tracé peut être très long. Ceci nous conduit à vouloir itérer l'application
non autonome

r Xn+l = Xn + € € ̂  0

Un+1 -^XnVn^-yn)

qui est une perturbation de l'équation logistique [KM]. Le diagramme
de bifurcation dynamique obtenu diffère notablement du diagramme de
bifurcation autonome; en particulier apparaissent des retards aux points
de bifurcation. Il s'agit en réalité d'une perturbation singulière.

Mots-clés : Système dynamique discret - Bifurcation dynamique — Canard discret —
Râteau — Application lente-rapide - Analyse non standard - Equations aux différences
— Equations avec g-différences — Fonction hyper géométrique confluente.
Classification A.M.S. : 39A - 39B - 33C.
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Ce phénomène n'a été étudié que récemment par des mathémati-
ciens dans le cas de champs de vecteurs ; on trouvera dans [B] les différents
apports sur le sujet. Concernant le cas discret, outre la référence [KM]
précédente, signalons le travail de Claude Baesens [Bl], [B2] qui fait une
étude approfondie de l'application logistique, examinant le cas des points
périodiques et tenant compte du bruit résultant de l'expérimentation. On
constatera que l'utilisation de l'Analyse Non-Standard a permis de rempla-
cer un discours parfois heuristique par des énoncés clairs et rigoureux.

On se donne donc une application standard de deux variables réelles
f(x,y) à valeurs dans IR et un nombre positif e infinitésimal, et on étudie
le comportement de l'orbite (xn^y-n) d'un point (xo.yo) obtenue en itérant
ce point par l'application lente-rapide du plan

F^ : {x, y) i—> (x + £, f(x, y)) ,

ce qui revient à étudier la suite double
J Xn-^l = Xn + C

l^/n+1 = f(Xn,Vn) •

Je supposerai dans tout l'article que la variété lente d'équation
y == f(x^y) contient une branche C appelée courbe lente admettant une
paramétrisation continue y = e(x) sur un intervalle ouvert standard }b,d[
et que cette branche est attractive pour x inférieur à un nombre c, et
répulsive pour x supérieur à c.

Un canard discret est une orbite dont une troncature au moins longe
la courbe lente C sur une partie attractive appréciable puis sur une partie
répulsive appréciable.

Je dirai que le système engendré par F^ présente le phénomène canard
si toute orbite partant d'un point (xo, yo) suffisamment proche de la courbe
lente C à une abscisse XQ appréciablement inférieure à c est un canard
discret.

On peut démontrer [F] que la présence du phénomène canard est
équivalente à l'existence d'une courbe invariante par Fs qui reste infiniment
proche de la courbe lente sur un intervalle ouvert standard ]/3, 6[ contenant
le point c; puisqu'elle longe la courbe lente à la fois sur une portion
attractive et sur une portion répulsive une telle courbe sera appelée courbe
canard.

Une courbe canard, lorsqu'elle existe, n'est pas unique et en réalité
il y a tout un pinceau de courbes exponentiellement proches les unes des
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autres; on peut cependant se demander s'il n'existerait pas une courbe
canard "plus belle que les autres", par exemple longeant la courbe lente
sur un intervalle maximal.

Le premier théorème montre que si la fonction e(x) est définie et
reste bornée sur toute une demi-droite ]&, +00 [, si la courbe lente reste
répulsive pour tout x supérieur à c et si la fonction / est analytique sur
un voisinage de la courbe lente, alors il existe une unique courbe invariante
y = (p(x) définie sur la demi-droite [c, +00 [ et restant infiniment proche de
la courbe lente sur toute la demi-droite externe ]]c, 4-00 [. En outre, cette
courbe invariante est analytique en x.

Je démontre ensuite en deuxième partie que, si de plus le système
est oscillant, alors la courbe invariante obtenue continue à longer la courbe
lente sur un intervalle appréciable ]/3,c[ de sa partie attractive; c'est donc
une courbe canard et on est bien en présence du phénomène canard. Pour
cette démonstration, j'ai adapté au cas discret une technique de sommation
utilisée par A.I. Neishtadt [N] et G. Wallet [W2]. On trouvera dans [B2] une
démonstration du même résultat utilisant une technique de sommation de
Borel-Laplace tronquée adaptée au cas discret. L'étude dans le cas continu
a fait récemment l'objet de nets progrès [C], qui ne s'appliquent cependant
pas au cas discret.

J'aborde ensuite l'étude de systèmes oscillants non inversibles : si le
paramètre x passe par une valeur superstable, c'est-à-dire en un point où
la dérivée de / par rapport à y s'annule, on observe un curieux phénomène
que j'appellerai phénomène râteau : la fonction invariante ^ admet une
succession de pôles exponentiellement serrés, espacés de e les uns des autres ;
ainsi la courbe invariante vue sous une loupe de puissance e en la variable
x a l'allure d'un râteau à foin dont les dents sont infiniment longues :

Figure 1. f{x, y) = 1 - xy.
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Pour plus de simplicité, je me place dans le cas particulier où la
fonction / est une fonction affine en y :

f(x,y) = A(x)y + B(x)

mais expérimentalement le phénomène subsiste de façon qualitative dans
le cas général, par exemple pour l'équation logistique, le cas affine donnant
une description locale de la courbe canard étudiée au voisinage de la courbe
lente.

Je mets en évidence ce phénomène en détaillant deux exemples
particuliers. On pourra noter que les techniques utilisées pour ces deux
exemples sont de natures très différentes.

2. Construction d'une courbe invariante.

2.1. Définitions et notations.

Le cadre formel utilisé est celui de la théorie axiomatique I.S.T.
de E. Nelson [Ne] ; pour des précisions concernant les notions telles que
standard, limité, infinitésimal, appréciable, halo, S-continuité, transfert,
ombre,... on pourra se reporter à [DR] ou [DD].

- "x <$: y " signifie : "x est appréciablement inférieur à y " .

- La notation ]]a, b[ désigne l'ensemble externe des nombres apprécia-
blement supérieurs à a et strictement inférieurs à b.

- Le champ visible est constitué des points à distance limitée de
l'origine.

- On se fixe pour tout l'article un nombre strictement positif e
infiniment petit ; la notion de proximité exponentielle s'entend relativement
à e : x et y sont exponentiellement proches si la quantité \x — y^ est appré-
ciablement inférieure à 1.

Soit / une application standard continue et de classe C1 de R2 dans
H2 vérifiant l'hypothèse (Hl) suivante :

(Hl) II existe un nombre c supérieur à b tel que

(i) l'ensemble d'équation f(x, y) = y contient une courbe paramétrée
C appelée courbe lente : y = e(x), où e est une fonction continue
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sur rintervalle }b,c[ et sur là demi-droite ]c,+oo[ et uniformément
continue sur [c + 1, +oo[.

(ii)V^e]6,4 |A(a;) |<l
Va- ç]c,+oo[, \A(x)\ > 1
limmf|A(;r)| > 1
x^+oo • v "

où A désigne là dérivée partielle en y de f le long de la courbe lente
A(x)=9yf{x^e(x)).

On dit encore que la courbe lente est attractive avant c et répulsive après c.

On s'intéresse à la dynamique induite par l'application lente-rapide
de R2 dans R2

Fe : (x, y) i—> (x + e, f(x, y)) .

La fonction / étant supposée standard, on peut aussi considérer
l'application lente-rapide F^ comme une fonction standard de trois variables

F(x, y; e) == (x + e, f(x, y ) ' , e ) .

Je note fx la fonction d'une variable :

fx(y) = f{x,y) .

Pour XQ dans [b,c[ le bassin contractant du point (xQ^e(xo)) est
la composante connexe contenant (xo^e{xo)) des points (xo^y) tels que
\9yf{xQ,y)\ est strictement inférieur à 1.

Notations.

E désigne la réunion des bassins contractants des points (a;, e(x)) pour
x dans }b^c[ ,

E ' désigne la réunion des bassins contractants des points (x,e(x))
relativement à f~1 pour x dans ]c, d[ ,

la région de stabilité Rs est l'ensemble externe des points (a;, y ) limités
dont le halo est inclus dans E ,

la région d'instabilité Ri est l'ensemble externe des points ( x ^ y )
limités dont le halo est inclus dans E ' .

Notons que fx est appréciablement contractante dans Rs et apprécia-
blement dilatante dans Ri.

En utilisant notamment la S'-continuité de la fonction e on peut
montrer que l'image par Fe d'un point de la région de stabilité Rs reste
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dans Rs ; en particulier l'abscisse d'un point de Rs étant appréciablement
inférieure à c, l'abscisse de son image reste appréciablement inférieure à c.
L'ensemble externe Rs est donc stable par F et par l'itérée n-ième F71 pour
tout n standard. En réalité Rs est stable par F71 pour tout n tel que ne est
infiniment petit, et si de plus n est infiniment grand, l'image de Rs par F71

est contenue dans le halo de la partie attractive de la courbe lente.

De même /, et donc aussi F, sont inversibles sur la région Ri et cette
région est stable par F~1 et par l'itérée n-ième F"72 pour tout n tel que
ne est infiniment petit, et pour n infiniment grand l'image de Ri par F""
est contenue dans le halo de la partie répulsive de la courbe lente.

Point d 'entrée, point de sortie.

Soit (xmVn) la suite définie par :

(XQ.yo) e IR2, (Xn+l.Vn+l) = F(Xn,Vn) •

Si (xo, yo) est dans la région Rs et si m est un entier infiniment grand
tel que me est infiniment petit alors Xm est infiniment proche de XQ et
(^m, y m) est dans le halo de C. Le point °{xm, y m) est appelé point d'entrée
dans le halo de C de l'orbite de (xo^yo) et le nombre standard °(xm), noté
Xe, est l'abscisse d'entrée.

De même, si l'ombre de {xo.yo) est un point répulsif de C et s'il
existe N tel que pour tout i dans { 0 , . . . , N}, (xi, yi) reste dans la région
d'instabilité Ri et tel que (a^^/Tv) a quitté le halo de C, alors il existe
m inférieur à N tel que Xm est infiniment proche de XN et (xi^yi) reste
dans le halo de £, pour tout i dans { 0 , . . . , m} : il suffit de choisir m tel
que N — m est infiniment grand et (N — m)e infiniment petit. Le point
°(xm,y'm) est appelé point de sortie du halo de C de l'orbite de (xQ.yo) et
le nombre °(xm)^ noté rcs, est l'abscisse de sortie.

On ajoute à l'hypothèse (Hl) deux autres hypothèses, pour des raisons
essentiellement techniques. La première hypothèse est la suivante :

(H2) La fonction f admet un prolongement analytique f dans un voisinage
complexe de la courbe lente C, noté ̂  (flc C2).

Je note U la trace dans le plan des x du voisinage fî : U est donc un
voisinage complexe de la demi-droite ]6,+oo[ (U C C). Je note Fe le
prolongement analytique complexe de la fonction F^.

La fonction e, obtenue de façon implicite, admet elle aussi un prolon-
gement analytique complexe sur le voisinage U. Je note e ce prolongement.
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Je note R^ la région d'instabilité complexe correspondant à f.

On suppose enfin que :

(H3) II existe un nombre réel positif a standard tel que pour tout x dans
U avec Re(x) > c+ 1 le disque D(e(a;), a) de centre e(x) et de rayon
a reste inclus dans R^ et dans fl,.

2.2. THÉORÈME. — Soit f une application vérifiant les hypothèses
(Hl) à (H3) précédentes et e un nombre positif infinitésimal.

Il existe une unique fonction (p : x i-> (p(x) définie au moins sur la
demi-droite externe ]]c, +oo[ telle que :

i) (^ est invariante par Fç : (p(x + e) = f(x, ̂ p(x)) ;

ii) le graphe de ip est infiniment proche de la courbe lente :

Va; ^> c, ^p(x) ^ e(x) .

De plus cette fonction ^p admet elle aussi un prolongement analytique
complexe dans un voisinage complexe de la courbe lente C.

2.3. Démonstration. — L'idée de la démonstration est très simple :
elle consiste à construire "à la main" une fonction presque invariante et à
prendre son ombre. On ne peut pas néanmoins prendre brutalement l'ombre
d'une telle fonction si e est infinitésimal sans retomber trivialement sur la
fonction e. Je démontre donc la propriété pour tout e dans un intervalle
standard ]0,^o[ en la démontrant pour les e standard et en utilisant le
principe de transfert. Une difficulté surgit alors : si e n'est plus supposé
infinitésimal la fonction obtenue n'est pas infiniment proche de la courbe
lente. J'introduis donc un voisinage standard complexe V de la courbe lente
pour remplacer le halo de cette dernière.
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Figure 2

Première étape : construction du voisinage V.

Soit a standard tel que, pour tout x dans U H {Re(a-) > c + 1}, le
disque D(e(a;),a) reste inclus dans la région d'instabilité R^ et dans ^, et
soit V le fibre défini par :

V = [U H {Re(.r) > c + 1}] x D(e(:r), a)

V est indépendant de e et vérifie de plus une propriété de stabilité
par itération inverse : pour x quelconque dans U avec Re(x) > c + 1
la fonction f^ est inversible dans D(e(a;),a) et f^1 est une contraction
de rapport appréciablement inférieur à 1. De plus, la fonction e est
uniformément continue, donc pour tout e infinitésimal l'image par f^1 du
disque D(e(;r), a) est incluse dans le disque D(e(a* — e), a).

L'orbite d'un point de V par F^1 reste donc dans V tant que la partie
réelle de l'abscisse reste supérieure à c+ 1, et ceci pour tout e infinitésimal.
L'ensemble des e vérifiant cette propriété étant standard, il contient un
intervalle ]0,e'o[ avec CQ standard.

La figure 2 représente la trace réelle V du voisinage complexe ainsi
construit.

Deuxième étape : construction d'une fonction invariante.

LEMME. — Pour tout e dans ]0,5o[ il existe une fonction (p inva-
riante par F^ et dont le graphe sur Un {Re{x) > c+1} est dans l'adhérence
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de V. De plus cette fonction invariante admet elle aussi un prolongement
analytique complexe sur U H {Re(a;) > c + 1}.

Démonstration du lemme. — L'énoncé du lemme étant standard, en
vertu du principe de transfert il suffit de le prouver pour e standard. Soit
donc e standard dans ]0,£o[ et soit uj un entier infiniment grand. Pour x
dans U H {Re(o-) > c + 1} je définis (p^(x) par :

^(x) = Ç-1 o {^ o ... o f^(e[x + (^ + l)e}) .

D'après la propriété de stabilité de V par itération inverse, ^ a
son graphe inclus dans V, donc prend des valeurs limitées. La fonction
(^^ étant analytique complexe, on peut lui appliquer le théorème 6.2.1 de
[R] : (^ est donc 6'-continue dans tout ouvert appréciablement inclus dans
U D {Re(:r) > c + 1}. Elle a donc une ombre que je désigne par ^, dont le
graphe est dans l'adhérence de V et qui, d'après le théorème 6.2.3 de [R],
est analytique dans tout ouvert strictement inclus dans Un{Re(a:) > c+1},
donc dans U H {Re(a;) > c + 1}.

De plus (^ est presque invariante par Fç ; plus exactement :

^(x + e) = f^ o ... o f^[f^+i),(e[^ + ̂  + 2)e})}

et

f.[^)] = Ç+1. o • • • o Ç^(e^ + {uj + 1)^]) .

Les deux nombres f^^_^^(e[a; + (ù; + 2)e}) et e[x + (a; + l)e] sont distants
d'au plus 2a, donc leurs images par une composée infiniment grande de
contractions de rapports nettement inférieurs à 1 sont infiniment proches.
Ainsi (p^(x + e) ^ î(x, ̂ {x)) pour tout x dans U H {Re(a;) > c + 1}, et
donc puisque la fonction (p est standard et la fonction f est continue, pour
tout x dans U D {Re(a-) > c + 1}, ^p{x + e) = î(x, ̂ p(x)), ce qui achève la
démonstration du lemme. D

Dans toute la fin de la démonstration^ je considère les traces réelles
des objets complexes introduits.

Troisième étape : je suppose désormais e infinitésimal.

En utilisant la stabilité de Ri par Fç~1 on peut prolonger ^ sur toute
la demi-droite externe ]]c, +oo[ en itérant F^~1. Il est alors évident que pour
e infinitésimal et x nettement supérieur à c, (p(x) est infiniment proche de
e(x) : la courbe lente sur ]c,+oo[ est attractive pour F^~1.
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Quatrième étape : unicité.

Pour l'unicité de (p, j'utilise la loupe logarithmique. Je rappelle que
A désigne la dérivée en y de / le long de la courbe lente C. Le symbole 0
désigne un nombre infinitésimal quelconque.

Supposons qu'il existe deux fonctions (^i et ^ proches de e sur
]]c,+oo[, différentes en un point .z-o- Soit Z = £Log|(^i - ̂ \, avec la
convention LogO = —oo :

Z(XQ + e) = eLog \f(xo, ̂ i(a-o)) - f(xo, ̂ 2(^0))!
= ^Log \[^i(xo) - (p^xo)][A(xo) + 0]|
= Z(xo) + e Log |A(;ro) + 0]

et puisque d'après les hypothèses la fonction A est appréciable :

Z(xo + e} = Z(xo) + s(Log \A(xo)\ + 0) .

J'en déduis donc que pour x = XQ + ne :
n-l

Z(x) = Z(xo) + e(l + 0) ̂  Log \A(xo + ie)\ .
î=0

L'hypothèse (^i ^ (^2 implique Z < 0 ou Z = -oo, or la série

J^Log\A(xo+ie)\
1>0

diverge vers +00. On aboutit donc à une contradiction et la fonction (p est
unique. Q

2.4. Commentaires.

1. Cette démonstration ne donne pas a priori de procédé constructif
pour déterminer la fonction invariante. Elle est cependant très liée aux
développements qui interviennent dans le paragraphe 4 dans le cas où la
fonction / est affine en y .

2. Dans le cas où le système est inversible et où la courbe lente est
attractive de -oo à c, c'est-à-dire si la fonction A reste strictement comprise
soit entre -1 et 0, soit entre 0 et 1 sur ] -oo, c[, on peut bien entendu obtenir
un résultat symétrique concernant la partie attractive de la courbe lente.

Pour des systèmes vérifiant les deux propriétés sur ] - oo, c[ et sur
[c, +00 [ on obtient ainsi deux courbes invariantes, l'une collant à la courbe
lente sur sa partie attractive, l'autre sur sa partie répulsive. On pourrait
alors se demander si ces deux courbes ne se recolleraient pas pour former
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une unique courbe invariante longeant la courbe lente de —oo à +00, le
"plus grand canard" en quelque sorte. Il n'en est rien en général.

3. Il est par contre intéressant de remarquer que l'existence d'une
courbe canard - ou, ce qui est équivalent, la présence du phénomène canard
- permettrait de montrer que notre courbe invariante continue à longer la
courbe lente sur une portion appréciable de sa partie attractive, c'est-à-dire
qu'elle est elle-même une courbe canard. En d'autres termes la recherche
de courbes canard se ramène à étudier cette courbe invariante particulière
sur l'intervalle }b,c[.

4. Il est bien entendu tout à fait possible d'appliquer le théorème
précédent de façon à obtenir la courbe invariante particulière sans pour
autant être en présence du phénomène canard, comme le montre l'exemple
suivant :

2.5. Exemple. — Soit f ( x ^ y ) = xy — (x — l)2, ce qui donne le
système

r a-n+i = Xn + e
\ Vn-^-l = XnVn - (Xn - l)2

La variété lente est donnée par (x — l)(—x + y + 1) = 0, et la branche
qui nous intéresse est y = e(x) = x — 1.

Figure 3
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Cette courbe est attractive pour x < 1 et répulsive pour x > 1.
Cependant toute orbite partant d'un point (rco, yo) limité avec XQ nettement
inférieur à 1 quitte le halo de la courbe lente C au point x = 1 : il existe
en effet no tel que Xno < 1 et y no < 0 et pour tout n > no, yn < 0. Il n'y a
donc pas de canard discret.

En regardant les itérés inverses, on constate que toutes les trajectoires
passant par le halo de la courbe C à une abscisse nettement supérieure à
1, et même toutes les trajectoires comportant un point limité d'abscisse
appréciablement supérieure à 1 sont entrées dans le halo de la courbe lente
à l'abscisse Xe = 1. La partie visible de la bande 0 < x < 1 s'écoule donc
dans l'entonnoir constitué par la demi-droite inférieure x = 1, y < 0; la
partie visible du demi-plan x > 1 est, quant à elle, irriguée par la demi-
droite supérieure x = 1, y > 0.

Ce phénomène d'entonnoir et d'entonnoir inverse est typique des
systèmes non oscillants.

3. Etude des systèmes analytiques oscillants.

3.1. Je me place à nouveau dans le cadre des hypothèses (Hl) et (H2)
du début de l'article et je fais l'hypothèse supplémentaire suivante :

(H4) Pour tout x dans la demi-droite ]&, +00 [, A(x} est négatif.

En d'autres termes, l'orbite d'un point proche de C par Fç oscille autour
de£.

Je considère un voisinage standard complexe W du point (c,e(c))
contenu dans le voisinage complexe fî et sur lequel F^ est inversible.

3.2. THÉORÈME. — Soit f une application vérifiant les hypothèses
(Hl), (H2) et (H4) précédentes; alors le système

( Xn+l = Xn + C

l?/n+l = f[Xn,Vn)

présente le phénomène canard : toute orbite partant dans la région de
stabilité Rs est un canard discret.

De plus, il existe un nombre (3 standard strictement inférieur à c
tel que tout canard discret, entrant dans le halo de C à une abscisse Xe
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strictement comprise entre (3 et c, en sort à une abscisse Xs vérifiant la
formule suivante appelée relation entrée-sortie :

rxs
\ Log|A(;r)| dx=0 .
Jxe

3.3. Démonstration. — Pour plus de clarté je me ramène par une
translation du paramètre x à c = 0.

Première étape.

Le changement de variable

y = y ° + e(x)

conduit à :
^+1 + e(xn^i) = f{xn, y°, + e(xn))

ou encore
^+1 = f(xn,y°,+e(xn)) -/(^+i,e(^+i))

ce qui donne le système :
F ^n+l = Xn + E

( 0) t ^+1 = A(X^ + Fo(^n, ̂ ) + A)(^n)

où A désigne la dérivée partielle en y de / le long de la courbe lente

A{x) =9yf(x,e(x)) ,

Lo(x) est le terme libre, ne dépendant que du paramètre x,

Lo(x) = f{x, e(x)) - f(x + e, e(x + e)) = e(x) - e(x + e)
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et le terme FQ contient les termes d'ordre supérieur ou égal à deux en y .

Il existe donc un disque standard Dp centré à l'origine et de rayon R
tel que pour tout x dans Dp :

(i) | L o ( ^ ) | < M o ^ O ;

(ii) A(0) = —1 et Re(A(a;)) < a, a standard négative;

(iii) si y c± 0 et s ̂  0 alors Fo(x, y + s) — Fo(x, s) = y0.

Deuxième étape.

Etudions le cas particulier où le point fixe e(x) est constant : dans ce
cas le terme libre Lo(x) est nul et pour y° c± 0,

2/^=A(^)^(1+0).

Soit m un entier tel que Xm ^ XQ et y°^ ^ 0; en utilisant la loupe
logarithmique Z = eLog \y° , j'obtiens : si n > m est tel que, pour tout z
compris entre m et n, yi ̂  0 alors :

Z,+i = Z, + eLog {\A(xi)\(l + 0)} = Z, + eLog |A(^)| + 00

donc, puisque Zyn ^ 0 :

n-l

^n = £ ̂  Log |A(^)| 4- (n - m)^0 + 0
fc=77l

ou encore, puisque la fonction Log |A(a;)| est standard et intégrable au sens
de Riemann sur l'intervalle standard [—R^R]^ tant que y° ^ 0 donc au
moins tant que Z est appréciablement négatif :

Z(x) ̂  ( Log|A(^)| dt .
Jxo

Par permanence ceci reste vrai jusque dans le halo de (Z = 0) pour
un point ( x p ^ Z p ) . Soit alors Xs la partie standard de x?\ on montre par
l'absurde qu'il existe un entier q tel que Xq ^ Xs et yq ^ 0.

Il est à noter que ce cas correspond à la situation exceptionnelle où
la courbe lente C est en même temps une courbe invariante par F^.

Cas général.

L'idée de la démonstration est d'effectuer une succession de change-
ments de variables en calculant à chaque étape ce qui correspondrait au
point fixe à paramètre constant, c'est-à-dire l'équivalent de l'isocline zéro
des champs de vecteurs, de façon à rendre le terme libre exponentiellement
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petit, c'est-à-dire de la forme exp(—a/£), avec a appréciable. Dans ce cas,
comme le montre la figure suivante, la relation entrée-sortie ne sera pas
perturbée tant que la trajectoire de Z restera au-dessus de —a.

Figure 5

On suppose donc qu'on a un système :
r Xn-}-l = Xn + £

(^•) , ^+1 = A(xn)yîz + FjÇxn.yi) + Lj{xn)
et on cherche le nouveau point fixe :

^+1 =y3n et yî, ̂  0 => y{{\ - A{xn) + 0) = L,(xn)
Ce qui nous conduit au changement de variable

y3 =yj+l+u^(x}
avec

L,(x)
Uj^(x) =

l-A(x) '

On obtient alors le système
r Xn-^-l = Xn + £

[yî^\=A{xn)z(SJ+1) i yî^i = A{xn)y^1 + F^i(^,^+1) + L^(x^)
avec

F Lj^(x) = F^(rr,^+i(a;)) +nj+i(.ï1) -^+i(.r+£)
t F,+i(a-,^+1) = F,^,^1 + u^(x)) - F,(x^u^(x)) .

Notons
Sj = U\ + ̂ 2 + • • • + Uj ;

un rapide calcul à partir de la deuxième formule donne :

Fj(Xn,yi) = FoÇXn.VÎ, +5J(^n)) - Fo(Xn,Sj(Xn)) .

Je déduis de la première formule que :

|^-+l(^n)| < \Fj(Xn,Uj^(Xn))\ + |^+l(a:n+l) - Uj^(Xn)\
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Troisième étape : on démontre par récurrence le résultat suivant :

PROPOSITION. — Pour tout x dans W,

|;r| < R - 4.je ==^ \Lj(x)\ < Mj = T3 Mo .

Par hypothèse de récurrence
00

s,\<MO^C2-k=2M^O,
k=0

donc d'après les propriétés de F :

Fj(xn,y) = yz> si y ^0 ,
et par conséquent :

\Fj{Xn,Uj^{Xn))\ =Mj0 .

(Notons que \Uj^{x)\ < Mj si x\ < R — 4j'£, puisque Re(A(.r)) < 0.)

LEMME . — Soit (p une application analytique sur le disque de rayon
r, Dr telle que \^(z)\ < M pour tout z dans Dr et a dans ]0, r[, alors pour

M
tout z dans le disque Dr-a '• ^(^Ol < —•a

Ceci se démontre en utilisant, pour ZQ dans Dr-a^ la formule de
Cauchy :

,/., ^ [ ^o + ̂ ) ,^ (^o) = / ———2—— dz .
J\Z\=Q z

J'utilise ce lemme pour démontrer le résultat suivant :

Si pour tout x tel que \x\ < R — 4:je, l^j+i (x)\ < Mj alors pour tout

x tel que x\ < R — 4(j + 1)^, \Uj^.\(x + e) — Uj^\{x)\ < ——.
o

En effet pour \x\ < R — 4(j + l)e,

r 1 r 1
\Uj(x 4- e) - Uj{x)\ = \ / eu'^x + 0e) d0\ < e Uj(x + Oe)\ d6 ,

JQ Jo
et \x + Oe\ < R,— 4:je — 3e pour tout 0 dans [0,1]. On applique alors le
lemme avec a = 3e et r = R — 4 je.

On en déduit alors que :

|^+i(^n)|< (^+0)M,<^=M,+i si x\<R-^(j+l)e
V ) '
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et la proposition est démontrée. D

Quatrième étape.

On pose
RLog2

a = ————

et on choisit J=E^]-1
où E est la fonction partie entière; ainsi

- , _ RLog2eLogMj < -——— = -a
0

et j'utilise à nouveau la loupe logarithmique Z == eLog \yJ\ (par convention
LogO = —oo).

Soit (xm^î/m) un point infiniment proche du point d'entrée; on
démontre par l'absurde que Zm est infiniment petit : si Zm était appré-
ciablement négatif, alors en considérant l'application Fç~1 (l'application Fç
est supposée inversible dans le voisinage W) on montre que l'orbite partant
de (xrm y-m) longerait la courbe lente C pendant un temps en x appréciable,
ce qui contredit Xe ^ Xm ; ainsi Zm ^ 0. Tant que y^ est infiniment petit
et tant que Zn est appréciablement plus grand que —a,

Lj(Xn) = Vn0

donc
Vn-^l =Vn{A(Xn)+0)

et
Zn+l = Zn+eLog\A{Xn)\+C0 .

On conclut enfin comme à la deuxième étape : pourvu que Z reste toujours
appréciablement plus grand que —a,

Z(x)^ ( Log\A(t)\ dt .
J XQ

Je choisis alors f3 tel que
.0

/ Log |A(a:)| dx > —a .
h

Pour XQ supérieur à /3 la relation entrée-sortie est donc respectée. D

3.4. COROLLAIRE. — Soit / une application vérifiant les hy-
pothèses ( H l ) à (H4) précédentes et soit e un nombre positif infinitésimal.
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II existe un nombre standard 6 inférieur à c et une unique fonction
(p : x \—> (p(x) définie au moins sur la demi-droite ]6, +oo[ tels que :

i) (p est invariante par F^ : (x, y) —^ (x + e, f(x, y)) :

^(x+e) = f(x,(p(x)) ;

ii) le graphe de ^ est infiniment proche de la courbe lente :

\/x ^ 6, (p(x) ̂  e{x) .

De plus ^ est analytique au moins sur [<5,4-00 [.

En d'autres termes, la courbe invariante donnée par le théorème 2.2
est une courbe canard.

Démonstration. — La seule chose à vérifier est qu'il existe 6 standard
inférieur à c tel que pour tout x dans l'intervalle externe [<^c]], ^p(x) est
infiniment proche de e{x). L'application F^ est supposée inversible dans
le voisinage W intervenant dans la section 3.2 et F^~1 vérifie les mêmes
hypothèses que F^ ; d'après le théorème 3.2 il y a donc phénomène canard
pour le système correspondant avec un nombre {3' associé. Si je choisis 6
tel que

^ '/ Log\A(x)\ dx=0 ,
Jô

un point (x^(x)) de la courbe invariante donnée par le théorème 2.2
est donc un canard discret longeant la courbe lente au moins jusqu'à
l'abscisse 6. D

3.5. Remarques.

1. Ce théorème ne démontre l'existence de canards que localement et
les restrictions opérées sur l'intervalle des paramètres x ne permettent pas
d'attraper tous les canards. On verra sur les exemples en fin d'article qu'il
existe des canards beaucoup plus longs que ne le laisse prévoir ce théorème.

2. Il est possible, en vue d'agir sur l'intervalle des paramètres le plus
grand possible, d'affaiblir un peu les hypothèses du théorème et d'autoriser
un changement du signe de la partie linéaire A ; en particulier l'application
F n'est plus partout inversible. Néanmoins, si la traversée de la valeur
0 se fait transversalement la relation entrée-sortie est toujours définie
puisque l'intégrale impropre JQ Log|A(.r)| dx est convergente; les sommes
de Cauchy correspondantes n'approchent cependant plus forcément cette
intégrale mais dépendent étroitement de l'abscisse XQ du point de départ.
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II se passe alors un phénomène d'entonnoir curieux : certains canards,
empruntant un passage obligé, semblent oublier complètement le passé et
agissent comme s'ils venaient de beaucoup plus loin; ils restent alors trop
longtemps sur la partie répulsive de la courbe lente et ne respectent pas la
relation entrée-sortie. Ce phénomène est spécifique aux systèmes discrets
et n'a pas d'équivalent dans le cadre des champs de vecteurs. Il est très lié
au phénomène de râteau que j'étudie dans le paragraphe suivant.

4. Etude de systèmes non inversibles.

4.1. Je suppose que la fonction / est de la forme

f(x,y)=A(x)y+B(x)

où les deux fonctions A et B vérifient les conditions suivantes :

i) A et B sont standard et continues sur ]6, +00 [, b < c;

n) la fonction B est bornée en valeur absolue par M sur ]6, +00 [;

iii) pour tout x dans ]&,c[, 0 < |A(;z')| < 1;

iv) pour tout x strictement supérieur à c, \A(x)\ > 1;

v) liminf|A(.r)| > 1 .
x —>-+oo

Je considère alors le système :

F ^n+l = ̂ n + ̂

\ yn^-1 = A{Xn)Vn + B(,Xn) .

La courbe lente du système est C : y = e(x) = ————— ; je suppose cette
1 — A[x)

fonction continue sur ]6, +00 [. Ce sera le cas par exemple si A est négative,
c'est-à-dire si le système est oscillant.

La recherche d'une courbe invariante conduit à chercher une fonction
(p sur ]&, +00 [ telle que

^p{x + e) = A{x)(p(x) + B{x)

ou encore
/ ^ B(x) 1 / ^y(x) = --—— + -TT—^{X + e)A(x) A(x) v /
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ce qui conduit à
f ^ = -B(x! _ ^+g> _ ______B{x + ne)____

—— ~ A(x) A(x)A(x + e) A(x)A{x + e) ' • • A{x + ne)

+~T7~^——T(————^tr + (n + 1)5] •A(;r) •••A(.r+?2^) j

Soit 77 un nombre strictement positif quelconque et soit k appréciable-
ment supérieur à 1 un minorant de |A| sur la demi-droite [c + l,+oo[;
les hypothèses faites sur les fonctions A et B impliquent que pour tout x

n
dans [b-^-r], +oo[ le produit f[ A(x-{-ie) est minoré en module par C^ où C

i=0
est une constante indépendante de x et de n (mais dépendant de e et de rj).

-oo —Q(^ -(- ne}
La somme ^ —^—————— est donc uniformément convergente et définit

n=o H A(x + ie)
i=0

une fonction continue sur l'intervalle [b + ?7,+oo[ pour tout 77 strictement
positif, donc sur }b, +00 [ tout entier, et vérifiant l'équation fonctionnelle :

(p(x + e) = A(x)^p(x) + B(x) .
On notera qu'ici dans le cas affine il n'est pas besoin de supposer que les
fonctions A et B admettent un prolongement analytique complexe pour
obtenir une courbe invariante, contrairement au cas général exposé dans la
section 2.

La fonction (p ainsi définie n'a aucune raison de rester proche de
la courbe lente sur toute la demi-droite ]&,+oo[; en particulier pour x
nettement inférieur à c les termes de la série croissent très rapidement
et deviennent exponentiellement grands lorsque x + ne est proche de c. On
a cependant le résultat suivant :

4.2. PROPOSITION. — Si x est appréciâblement supérieur à c alors
(p(x) est infiniment proche de e(x).

Ce résultat tout à fait naturel peut sembler évident puisqu'en inver-
sant le temps x la courbe C devient attractive sur ]c, -f-oo [; en réalité il faut
montrer que la fonction (p est limitée sur la demi-droite externe ]]c, +oo[ :
elle sera alors égale à la fonction invariante donnée par le théorème 2.2.

4.3. Démonstration. — Soit x appréciâblement supérieur à c et soit
k appréciâblement supérieur à 1 un minorant de |A| sur ]x^ +oo[; la fonction
A étant continue, pour tout N standard et n < N ,

J jA^+z^^tA^)]^1

î=0
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avec A{x) :» 1, et
B(x + ne) ̂  B(x) ,

donc :
„ AT- ., / 1 \ -/V+l

^ BQc+ne) B(x) ̂  1 f?(:r) 1 - (^y)

ànA^+^^à^)"^) 1-^ '
î=0

donc par permanence il existe N infiniment grand tel que :
^ B(x + ne) ^ B(x)
^ ^ . , — — ^ A(x) - 1
n=0 ]~[ A(a* + ÎC) v /

î=0

+00 B(x + 77-ê')
et le reste ^ -^—————— est majoré en module par MA;"^ où M estn=7v n ̂  + î£)

î=0
un majorant de \B\. D

4.4. Les observations expérimentales : le phénomène râteau.

Si maintenant on suppose que le système présente des oscillations au
voisinage de c (i.e. A(c) = —1) et que les fonctions A et B admettent un
prolongement analytique complexe, le théorème 3.2 nous permet d'affirmer
que la courbe invariante ainsi construite est une courbe canard : elle
continue à longer la courbe lente C sur une portion appréciable de sa partie
attractive.

Dans le cas où la fonction A s'annule en un point de ]&,c[, c'est-à-
dire s'il existe une valeur superstable du paramètre x^ on observe expéri-
mentalement un phénomène nouveau qui reste inexpliqué et que j'appelle
phénomène râteau.

Supposons par exemple que la fonction A s'annule en 0; on observe
que la courbe invariante y = ^p{x) continue à longer la courbe lente C sur
tout 1 ̂ intervalle ]0,c[. De plus, la fonction y a généralement un pôle au
point 0 et le résidu de ce pôle se trouve être exponentiellement petit ; ainsi
la distance entre les deux branches de (p en 0 semble exponentiellement
serrée.

La relation fonctionnelle ^p{x + e) = A(x)^p{x) + B(x) permet de
donner une expression agréable du résidu OQ de ce pôle :

x
OQ = hm^(rr) = Hm̂  -^-.A(x)(p(x)

'SA^-'-^'I'1^
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y(£) - B(0)
ao = A'W •

De nombreuses expérimentations numériques et l'étude détaillée des
deux exemples qui suivront m'incitent à conjecturer l'énoncé suivant :

CONJECTURE. — Soit A et B deux fonctions standard et analyti-
ques sur une demi-droite ]b^ +00 [, b négatif, telles que :

i) la fonction B est bornée en valeur absolue par M sur ]6, +00 [ ,

ii) la fonction A est décroissante sur ]&,+oo[, nulle en 0 et prenant
la valeur —1 en un point c de R^_,

iii) la dérivée de A ne s^annule pas en 0.

Soit (p la fonction invariante par le système :
( Xn+l = Xn + C

\ yn+1 = A(Xn)y,\ yn-^-1 = A{Xn)Vn + B(Xn)

construite précédemment et donnée par la formule :

^ -B(x^ne)
^) = 2^ ~n————————— •

n=o Y[ A(x + ie)
i==0

Alors :

1. pour tout x appréciablement positif, y(x) est infiniment proche de

e(x) - B{x)
ew~ l - A ( x ) '

2. la quantité —, qui représente le résidu du pôle en 0 de
A (0)

la fonction (p, est exponentiellement petite.

5. Exemples.

Exemple 1. — Je considère le système :
f ^n+l = Xn + C

\ yn+1 = 1 - XnVn
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fv

4 x

Figure 6

La fonction A est ici égale à A(x) = —x et la courbe lente du système
est C :

y = e(x) =
1 -x

On obtient donc pour (p
+00

(-1)'^(X) = ̂n=o n (a; + f te)
i=0

En posant x = Xe, '0(A) = 1 — ^p(\e) et ^ = —-, on obtient :

^=1+1+A(&D+•••+(E=1F1(1 'À '0

où iFi est la fonction hypergéométrique confluente [4], [11], [12]. Les études
sur le comportement asymptotique de cette fonction permettent de prouver
que la fonction invariante reste proche de la courbe lente sur toute la
demi-droite externe ]]0,+oo[. L'étude sur l'intervalle ]—1,0[ ne trouve pas
à ma connaissance de réponse dans la littérature classique : l'étude du
comportement asymptotique de \F\ est pourtant très complète et n'occulte
qu'un cas très restrictif qui est justement le cas qui nous intéresse ici,
lorsque variable et paramètre tendent tous deux vers l'infini sur l'axe réel
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négatif, la variable —- restant plus grande en module que le paramètre
A. ^expérimentation numérique montre très nettement que la courbe
invariante est proche de la courbe lente sauf à proximité exponentielle des
pôles placés en 0, —e, —2e, etc.

Le calcul des résidus aux pôles est très facile : la relation de récurrence
(p(x + e) = 1 — x(p(x) nous donne pour le résidu en 0 :

1-
e.

et pour les résidus suivants :

OQ = lim x(p(x) -==- 1 — ^p(e) = '0(1) = exp ( — - )
x—>-0 \ € /

exp(—)
a.

n\ên

On en déduit
e Log an = -1 -e[Log(n\) -^-nLoge] ;

or
e Log(n!) = ne Log n — ne + 0

pour tout n tel que ne est limité, donc

e Log On = —1 + ne — ne Log(ne) + 0 .

Ainsi

/—ne

eLogOn ̂  Log \x\ dx .
-i

Donc tant que —ne est appréciablement supérieur à —1, eLogan est appré-
ciablement négatif; les pôles de la fonction (/? sont donc exponentiellement
étroits tant qu'ils sont dans le champ visible.

Exemple 2. — Je considère le système :

{ Xn-{-l = Xn + £

^^^(l-e^)^
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Figure 7

La fonction A est ici égale à A(x) = 1 — e^, la courbe lente du système
est C : y = e(x) = e~x et la fonction invariante est

+00

(-1)'^(X) = ̂
n=o ]"[ (e^6 - 1)

z=0

On peut mettre (p sous une forme plus agréable par une méthode
radicalement différente : le changement de variable z = e~x^ avec les
notations q = e~e et (p{x) = ̂ (^), transforme l'équation aux différences

^(x^£)=l+(l-ex)^(x)

en une équation aux ç-différences du premier ordre à coefficients rationnels :

z[^(zq) - 1] = (z - 1)^) .

La recherche d'une solution développable en série entière de z conduit à :

+00

avec

^)=^a,^
n=0

0,0 = 0, a\ = 1
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et

d'où

On+l = (1 - q^On ,

=îÏ(i-^)
n-lan=ip
A;=l

pour n > 1.

- La suite (cin)n>o est positive et décroissante.

- Pour tout n standard, dn = n^ (1-^-0) puisque, pour i inférieur à n,

1-^=1- e-^ = ie(\ + 0) .

- Le produit infini est convergent :
n çne

£Logan=Y.£Log(l-e-^£)^ / Log(l - e-^ dx
^i Jo

et l'intégrale I = Jo+oo Log(l — e"^) dx est convergente. Le changement de
variables

u = exp(-x)

nous conduit à

--i' ̂ y-^ A.
JO u

qui se calcule en développant le logarithme. On trouve ainsi

7=?-l=-7^2

^ n2 6 'n=l

Le produit infini converge donc et prend une valeur exponentiellement
petite, résultat qui nous servira par la suite. Ce produit infini joue un rôle
important en théorie des fonctions elliptiques et est noté classiquement
(g; g)oo [GR]. Cette quantité étant non nulle, le rayon de convergence de la
série est égal à 1 et la fonction ^ a un pôle en z = 1.
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Figure 8

La relation fonctionnelle permet de prolonger '0 sur tout le plan
complexe excepté une ligne de pôles infiniment proches les uns des autres
rangés sur l'axe réel positif aux abscisses 1, q ~ l ^ q ~ 2 ^ . . . , q~n^ etc.

z[^(zq) - 1] = (z - IWz) ==^ ^(z) = ———^(zq) - z

d'où en remplaçant ^(zq) par ———r^(^ç2) - ———- et en recommençant :
Zq — i ZQ — -L

zq zq zq" zq
^(z) = -

z — 1 z — 1 zq — 1 z — 1 zq — 1 zqn — 1 z — \ zq— 1
zq' ,n+l>•^(zq

zqn - 1

La relation fonctionnelle permet aussi de calculer le résidu OQ de ^
au pôle en 1 :

OQ == \im(z - l)^(z) = lim z[^(zq) - 1] = ̂ (q) - 1
z^l

avec
+00 n

l -^ (g)=l -^ Ip1-^)^1-
n=0 k=l
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Un développement suivant les puissances croissantes de q donne :

(1) l - ^ ( ç ) = l - ç - ç 2 + ç 5 ^ 7 _ ç l 2 _ ç l 5 ^ . . .

et il est difficile d'y lire une quantité exponentiellement petite. On peut
cependant factoriser 1 — ^(q) :

\-^q)=\-q-q2(\-q)-q3(\-q)(\-ql)-•.•

= (1 - q)[l -q2- q\\ - q2) - q\l - ç2)(l - q3) - • • •]

= (1 - ç)(l - g2)... (1 - ̂ [l - <f+1 - ̂ +2(1 - ̂ +1) - ...]

et la somme
çz+l ^ çz+2^ _ ^+1) ̂  ̂ +3^ _ ^+2)^ _ çz+1) ^ . . ̂

^+1

étant majorée par ———, converge vers 0. Ainsi
1-q

^2

1 - ̂ {q) = aoo = (ç; ç)oo = exp - - . ( 1 + 0)

On retrouve ainsi l'identité d'Euler [l], [6] :
+00

(^^i-g-îW+^-^-^+^+g26--— E (-^V
A;=—oo

h(^h — 1)
où les nombres 1, 5, 12, 22, . . . —————- sont les nombres pentagonaux.

2i
D'autre part, le produit (ç;ç)oo est étroitement lié à la fonction

modulaire rj de Dedekind

( . ,\ +00
7^)= exp ^- H[[l-exp(2z^)].

7 k=l

Ainsi, si e = ̂ ikTrt alors

rî{t)=exp[——][l-^{e)} .
\ '4/

L'intérêt de ce rapprochement est qu'on peut déduire des propriétés
connues de cette fonction une estimation plus précise de la valeur du résidu
du premier pôle en 0 de notre fonction invariante : la fonction 77 de Dedekind
vérifie l'équation fonctionnelle

yn -, ) = V^îtr](t)
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ce qui se traduit dans la variable e par :

1 / \ /27îr r 7r2 £ 1 T^i r 4Â;7r2
1 / \ /27r F 7l £ 1 TT /^-i r 4Â;7^Z•^\l -^)=^exp[-^+^jn(l-exp[-——j)

>re

l-^)=^exp[-^+^](l+0)

l -^)=^exp[-^+^jn( l -exp[-^

ou encore
/27T f 7T2

— exp — —
e * L 6e

avec une erreur relative exponentiellement petite. L'identité d'Euler peut
même nous fournir un développement de l—tp(e) en puissances de

( ^\exp(———).

On en déduit alors les résidus de ^ aux pôles suivants en q~n

T / -n\ , / \ T F z z(! zq71'1Q—.llm-^-g)^-,llm-J-^1L.ç-T•••i,»^y^

+———^-... ^"1 ^(^)1
2 - 1 zç - 1 zç"-1 - 1 ' ' 'J

1 1 1 +œ

an=^n^-nT^•••Y——r.wq)-^=-q~n^(l-qn+^•
' ' -1 fe=l

On peut remarquer que le résidu On s'écrit

an = exp [^(1+0)]

avec

/—ne

In= Log |A(t) ̂  et A(t) = 1 - e4 ,
-CK)

autrement dit ce résidu est toujours exponentiellement petit tant que —ne
est limité.

Pour |^| ^ 1, les coefficients dn étant tous infiniment petits pour
n > 2, on a ^(z) ^ z, ce qui permet d'affirmer, si l'on regarde dans les
coordonnées (a^î/), que la fonction invariante ^ reste proche de e(x) = e~x

sur toute la demi-droite externe ]]0,+oo[. Il est intéressant de savoir sur
quel domaine ^ reste proche de l'identité.

Si Re(^) <^ -, alors pour tout n, Re^ç^) <C - et dans ce cas les
z^ ^

z zq zq71

modules de ——-, — — — , . . . , ———— sont tous appreciablement inférieurs
z — 1 zq — 1 zq71 — 1

à 1. J'en déduis donc que
T'—^ / \ 1+00 y

V
/ / . v-^ / z \ z 1' t b ( z ) ^ — > ——— = ———— ———— = z

^A2-1 / ^ - 1 1 -^Tn=l \ / z—\
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J'ai hachuré sur la figure 8 la région sur laquelle on a montré que la
fonction '0 est infiniment proche de l'identité : la réunion du disque unité
et du demi-plan Re(/z) < . excepté le halo du bord.

L'expérimentation numérique montre que ceci reste vrai sur tout le
plan complexe sauf à proximité exponentielle des pôles. En particulier sur
la demi-droite réelle positive la fonction '0 a l'allure d'un râteau, et il en
est de même de la fonction (p sur R~ tout entier.

On pourra constater avec quelle facilité l'énoncé conjecturé dans le
paragraphe 4.4 se vérifie sur cet exemple par transformation de certaines
sommes en produits. Par exemple, il est beaucoup plus facile de "lire" une
quantité exponentiellement petite dans l'expression ( l — q ) ( l — q ' 2 ) ( l — q : î ) ' ' •

que dans l'expression 1 — - + —^ — —,—5" + • • • •e 2e2 3!̂
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