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DECOMPOSITION FORMELLE D’UN SYSTEME
MICRODIFFERENTIEL AUX POINTS GENERIQUES

by Rui RODRIGUES

1. Introduction.

1.1. Soit X une variété analytique complexe et T*X — X son
fibré cotangent. Soit M un Module cohérent sur I’Anneau des opérateurs
microdifférentiels formels sur X. Dans le cas ou le support (ou variété
caractéristique) de M est une hypersurface, B. Malgrange a démontré dans
[Mal] que M se décompose en systémes élémentaires au point générique et
apres tensorisation par ’Anneau des opérateurs microdifférentiels d’ordre
g-fractionnaire avec q approprié.

Dans ce travail, on généralise le résultat cité : d’abord pour un systéme
non holonome quelconque, et ensuite pour les systémes holonomes.

Les décompositions qu’on obtient sont & mettre en rapport avec celles
de [SKK] et [KK] pour les modules cohérents sur les opérateurs micro-
différentiels convergents apres tensorisation par I’Anneau des opérateurs
microdifférentiels d’ordre infini, ou celles de [KO] et [KK] dans le cadre des
systemes réguliers.

Je tiens a remercier B. Malgrange pour m’avoir proposé ce travail
et pour ses suggestions multiples, et M. Kashiwara et Teresa Monteiro-
Fernandes pour les discussions que j’ai eues avec eux.

1.2. Puisqu’on cherche des résultats de nature locale, il nous suffit de
considérer des systémes microdifférentiels sur un ouvert de C™. Alors, sauf

Mots-clés : Systeme microdifférentiel — Décomposition dans un point générique —
Opérateurs microdifférentiels d’ordre fractionnaire.
Classification A.M.S. : 35A27 — 32C38.
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dans la section 3.2, X est un ouvert de C", n >1, avec les coordonnées
z = (z1,...,%y) et on munit 7*X du systéme de coordonnées canoniques

(1, -y Tny &1y -5 €n).

De la méme fagon que dans [Mal], on aura besoin de tensoriser nos
systemes par 1’Anneau des opérateurs microdifférentiels (formels) d’ordre
g-fractionnaire, pour un entier positif q approprié.

On désignera par £ 1’Anneau des opérateurs d’ordre g-fractionnaire.

Un germe de section P de £ au voisinage de w € T*X est défini
par une série formelle, qu’on appelle symbole (ou symbole total) de P,

o(P)= Y aa(e,)

a<k
1z
aeq

ot les a,(x, &) sont analytiques dans une méme voisinage de w, £&-homogenes
de degré a et l'entier k dépend de la section P choisie. On appellera les
aq(x,&) composantes homogenes de degré «; elles dépendent, en général,

du choix des coordonnées. Si ax(z,&) # 0, on dit que P est d’ordre k ; alors,
on appelle ax(z,£) le symbole principal de P et on le note aussi 6(P).

Si P et @ ont comme symboles respectivement Z ao(z,€) et

a<lk
1
1z
aeq

Z ba(z, ) alors le produit a comme symbole

BT
1
BEGZ

P = T 1 (1) w6 () ba(2.0)

YEN™

Avec la loi d’addition évidente, £ a une structure de faisceau
d’Anneaux. Il est un faisceau cohérent d’Anneaux et pour r multiple de
q, & est un module fideélement plat sur &; .

Pour ¢ = 1 on retrouve le faisceau £ des opérateurs microdifférentiels
formels.

Pour les propriétés les plus importantes de £ (et qui sont encore vala-
bles pour &, ), on renvoie le lecteur & [SKK] ou [Ma3], en faisant attention
a ce que £ désigne pour nous le faisceau des opérateurs microdifférentiels
formels.
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2. Décomposition formelle
pour un systéme non holonome.

2.1 On décrit ici le résultat de décomposition en un point générique
pour un systeme microdifférentiel dont le support est une hypersurface,
qu’on trouve dans [Mal], théoréme 2.2.1.

On peut se ramener a la situation ou M est un &,.-Module cohérent tel
que Supp M = {(z,£) : & = 0}. Soit r un entier positif. Pour w générique,
i.e. w dans un ouvert conique dense de Supp M, et apres tensorisation par
&, avec ¢ multiple de r approprié, on obtient une décomposition

Eqw
Eqw(01 — Ni)

ou \; € &, satisfait [A;,z1] =0 et ord();) < 1.

(2.1.1) <5q§M)w -0

Le résultat reste vrai si on ajoute des parametres. On aura besoin
de le généraliser aux situations suivantes pour démontrer le théoreme 2.3.1
(resp. 2.3.1 bis) :

2.1.1 Soit p un entier, 1 < p < n. Soit U un ouvert conique de

{(J?,f) €2==£P=0}
(resp{(2,€) : Lo =... =& =2, =0}).

On munit U des coordonnées (x,n) (resp. (y,n))

n=():J=Lp+1,...,m
y=(z;):i=1,...,n—1.
Soit £ I’Anneau des opérateurs microdifférentiels dont le symbole dépend

seulement de (x,n) (resp. (y,n)). Soit encore M, défini dans U, un Module
cohérent sur &/, avec

Supp M = {(z,n) : & = 0}
(resp. Supp M = {(y,n) : & = 0}).

Pour w générique dans Supp M, M,, sera décomposé (aprés tensori-
sation par gzlz,w’ avec q multiple de r), en somme directe de modules de la
forme

Eqw
g(;,w(al - /\)
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oi A €&, [N\ x1]=0etordN) < 1.

Les résultats qui suivent, ([Mal], Proposition 2.1.1) donnent 1'unicité
de la décomposition (2.1.1) dans le sens de 2., ci-dessous.

2.1.2. — Soient we T*X-X, avec & (w)=0, X et X' € &, ., avec

A, z1] = [N,z1] =0; ord(\) <1 et ord()\) < 1.

Eqno
1. —
(1= A)

est indécomposable.
Eqw

5‘)77«0 ~ gq,w

2. o~
Equw(O1 =) Equw(Br — N)

<= ord(A — \) <0.

) &
3. Hom Ehke , ke =0 si ordA—\)>0.
<5q,w(61 - ’\) gq,w(al - )‘/)) ( )

— Les résultats précédents restent valables quand on considére les
situations de 2.1.1, on remplace &, ., par &, et on prend A et \" dans
E -

qw

2.2. Si M est un systeme microdifférentiel sur X, dont le support est
une variété (involutive) de 7* X de codimension p (< dimension de X);
on peut, dans un voisinage U d’un point générique, se ramener par une
transformation canonique & la situation ou :

Supp MU = {(2,6) : &1 = ... = & = 0}.

Alors, au cours des sections 2.2 et 2.3 on considére la situation
suivante :

— On choisit p un entier positif , p < n et on désigne par gq, le sous-
anneau de &; formé par les opérateurs dont le symbole ne dépend pas de

E1se - 56p-
LeMMA 2.2.1. — Soient w € T*X et \ € &, avec ord(\) < 1. Alors
il existe ¥ un automorphisme de &, .,, qui satisfait :
1. U préserve le symbole principal i.e. (¥ (P)) = 5(P).
2. U(0; — \) = 0.
3. Si P €&, alors ¥(P) € &,.
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Démonstration du lemme. — On utilisera la notation suivante :
Notation :

- Soient P et A € &;,. Comme d’habitude ad’(P) est défini de la
facon suivante :

ad%(P) = P, ad4(P) = [A,ad’y ' (P)] pour i > 0.

- Ap_4 /q désigne 'opérateur qui a pour composante homogene de degré
jeellede Asij>k—1/qet,0sij<k-—1/q.

ady(P)
1!

Soit A €&y, , avec ord(A) < 1. Si P € &, alors Z
1=0

un élément de &, ,, , car le fait que pour i > k
i k
ord (ad(P)) < —= + ord(P)
q

o~ ad(P)

implique que la composante homogene de degré j de Z i est la

=0
méme que celle de la somme d’un nombre fini d’opérateurs de la forme
ad’y (P).

On peut déterminer par récurrence sur l'ordre des symboles, un
opérateur A € &; ., qui satisfait

>, ad (01 — \)

N,
i=0 v

par le procédé suivant :

- On fait ord(A) = ord(A) et 3224) = —7(A).
1

— Une fois déterminé la composante homogeéne de degré k de A, on
détermine celle de degré k — 1/q.

— pour ¢ > 1 la composante homogene de degré k — 1/q de
ad’4 (01 — ), est la méme que celle de adfikﬁl/q (01 — A) .

— Si on regarde la composante homogene de degré k — 1/q de
I’équation

7!

iad;(al—x) s
— U1

=0
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on conclut que la composante homogene de degré k—1/q de A,
Ay—1/q doit satisfaire ’équation :

1-k+1 i
3Ak_1/q q(1—k+32) adts 31 - )

_ Ax_1/q )
6:1:1 z_; 1! !
= k—1/q
Q(l_k“'%) ) (8 A
i 1—A)
On note ici Z Ar-1y ! -0 la, compo-
—re 1!
= k-1/q

sante homogene de degré k — 1/q de

- 1 .
W) adi, (8= \)

> Mhew®ZD g,
i! ’

=0

Soit ¥ l'application de &;,, dans &;,, définie par

>, ad’ (P
¥(P) = Z “‘;'( ) , pour P € & 4.
1=0 :

Puisque pour i > 0 ord (ad%(P)) < ord(P)—1/q ,on aord (¥(P)) =
ord(P) et 7 (¥(P)) = 7(P).

Maintenant on vérifie que ¥ est un morphisme d’anneaux :
— Soient P,Q € &;,, il faut démontrer que

= ady(P) | [ adi(@) | _ = ady(PQ)
(320 (@) 5 eiPd)

i1

mais pour cela il suffit de démontrer 1’égalité

5 ady (P) ad/4(Q) _ adiy(PQ).

i 1 B !
i O 7! k!
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Pour k£ =1 c’est trivial. En la supposant vraie pour k on va la vérifier
pour k+1:

adi1(PQ) =k A, S adiy(P) ads (@)

l
i+ji=k a! J:

-y ({A, adif;(P )] adl(@) , adiu(P)

4! !
= k! 1 1 d% (P)ad’
=k > (i—l)!j!+' — ady (P)ad; (Q)

!
i+j=k+1 A

4!

1 ada(@D

=k+1 Y 2 (P) ady(Q)

i i
itjktl U J:
On conclut ainsi que ¥ est un morphisme d’anneaux. On a vu que ¥
préserve l'ordre, il est donc injectif.

¥ est surjectif : on laisse au lecteur la vérification que I'inverse de ¥
est le morphisme ® défini par

o adl 4 (P)
®(P) = — . O
(P) ; :
Remarque 2.2.2. — L’énoncé du lemme précédent reste valable si 6~q

représente le sous-Anneau de &£; formé par les éléments dont le symbole
dépend seulement de (z;),.,(&;)

jeJ?
IC{l,....n}, 1€, JC{2,...,n}.

L’opérateur A, utilisé dans la démonstration, est dans gq,w ; donc on peut
trouver ¥ dans les conditions de I’énoncé satisfaisant encore la condition :
U(P) = P, si P commute avec @ pour tout @ € &; -

2.3.

Notation :

1. On reprend les notations de la section précédente : p est un entier
positif, p < n et on désigne par &;, le sous-Anneau de &; formé par les
opérateurs dont le symbole ne dépend pas de &;,...,&.
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2. Soient
Y= (Ti)jer, I C{1,...,n}
n= (é-j)jEJ’ JC {11777'}

En plus des notations déja introduites on notera £,{y; n} le sous-Anneau de
&y qui contient les opérateurs dont le symbole total dépend uniquement
de y et 7.

3. Soient T = (x2,...,xy), & = (&2,...,&) s et & = (Ept1,-- -1 6n)-

On démontrera dans cette section le théoréme suivant :

THEOREME 2.3.1. — Soit M un &, -Module cohérent tel que
Supp M ={§{ =... =§, =0}.

Pour un point w € Supp M, générique, il existe un nombre naturel q, tel
que
Eqw
& ®M) ~ @ 2
( qé'r w i€l Sq’w(al —/\i’l,...,ap _/\i,p)

ol A\ j € gq,u; et ord(A; ;) < 1.

Pour chaque i € I les \; ; satisfont la condition d’intégrabilité

o Ok
2.3.1 = TT0R NNl G ke {1, ph.
( ) 8.Tk (9.’1)]' [ k z,]] J { p}
Les familles (A;1,...,Aip) sont bien définies a une permutation prés

de I’'ensemble I et, modulo la relation d’équivalence ~ , définie ainsi :

Soient (A;) (resp. (X;)) j = 1,...,p , deux familles d’éléments de
E,w d’ordre <1 qui satisfont chacune la condition (2.3.1) ci-dessus.

s Ap) ~ (Ao, A0) €5 ord(hy — X5) <0 V5 e {1,....,p}.

Avant de donner la démonstration du théoreme, on introduit la
définition suivante :

DEFINITION 2.3.2. — Soient M un &, -Module cohérent avec

SuppM ={{, =...=¢, =0}
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i€{1,...,p} et w € Supp(M) ; soit encore, \ € é'Nq,w, ord(\) < 1. On dit
que M,, est (0; — \)-régulier si :

1. My, est un &, ,,-module libre

2. M,, admet une décomposition, comme &, ., {x;&;,§"}-module en
somme directe de copies de

5q,w{m; §i7 5”}
Eqwlz; &, 30— N)

Démonstration du théoréme. — On va faire la démonstration par
récurrence sur p=codim Supp M.

Pour p = 1 on obtient le résultat cité ci-dessus de [Mal]. Supposons
maintenant le résultat vrai pour p — 1. On va le démontrer pour p.

On peut supposer que w est tel que M, soit un c‘fr,w-module libre.

Le probleme est alors équivalent a trouver une base £ de M,, comme
&y w-module libre, tel que chaque élément de E soit vecteur propre pour
les opérateurs 0; , i=1,...,p.

M est aussi un E.{z;&1,£"} -Module cohérent (voir [Ma3], (3.4)a) )
on peut alors appliquer le résultat de [Mal]. On trouve ¢, multiple de r, tel
qu’on a une décomposition

<5q ® M) =& My,

ol chaque M, ; est un &; ,{x;&1,£" }-module (91 — A;)-régulier. On peut
supposer que pour ¢ # j ord(A; — A;) > 0; dans ces conditions on a :

ProposITION 2.3.3. — Les M,, ; sont des £y ,,-modules.

Démonstration de la proposition 2.3.3. — Soit (ey),c une base de
M,, comme &, ,-module (libre) tel que chaque e, soit vecteur propre pour
0 associé a la valeur propre A.

Montrons d’abord que chaque M; est stable par 'action de 9; pour
jef2,....p}

- Soit [, € K.
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Supposons que Jje;, = kaek, fr € fq,w. D’apres (2.1.2-2) il nous
k

faut vérifier que fi = 0 si ord(A;, — Ax) > 0. On a

0
ddjer, =y (8—:{:’; +fk)\k> €k

k

1))
9;0:e, =a—l°€zo + N, Y frex
Zj &

0fs

alors si s # [, on conclut que A\;, fs = Bre + fsAs
Z1

Siord(A\;, —As) > 0 en prenant les composantes homogeénes de degré=
ord(fs) + ord(N\, — As) on déduit que o(fs) = 0, donc f; = 0. On
conclut que chaque M,, ; est stable par 9;, j € {2,...,p}.

Soit m € M, ; on a
Suppém C {& = ... =§, =0}

Alors pour chaque j € {1,...,p} &m est un E{x;&;,£"}-Module
cohérent et il existe P; € &g .{x;&;,£"} tel que T(P;) = (&)™ et
Pjm = 0. Par application successive du théoréme de préparation
tout Q € &y, s'écrit

Q=Y Q;P;+R
J

avec R € £.0[0h, - -, 0p).

L’action de ) sur m satisfait ainsi Qm = Rm. On a vu que M,, ; est

stable par I'action de 0;, j € {2,...,p}; donc Rm € M,,; et on conclut
que M, ; est un & ,, -module. O

Suite de la démonstration du théoréme 2.3.1. — On s’est ainsi réduit

& démontrer le théoréeme pour M,, (8; — A)-régulier, \ approprié.

D’apres le lemme 2.2.1 il existe un automorphisme ¥ de &, tel que

$(y — ) = By

On note comme d’habitude MY le &.-Module qui du point de vue

ensembliste coincide avec M mais sur lequel action de &, est décrite de
la fagon suivante : soit m € MY Vaction de P € &, sur m est la méme que
celle de ¥(P) sur m en tant qu’élément de M.
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Si M,, est (01 — Ap)-régulier, alors MY est 9; -régulier et il suffit de
démontrer le théoreme pour M tel que M,, soit 0;-régulier.

Soit F une base de M, comme ffr,w-module libre, qui satisfait :
OE =0.
Soient A;, i = 2,...,n les matrices & coeficients dans ér,w, définies
par :

8,'E=AiE, i=2,...,p.

0A;
On a E=8161E28161E=0 .
81‘1

A
Donc a——’ =0, i.e., le symbole total de A; ne dépend pas de z;.
Z1

Soit M, le £.{z;¢',£"},-module défini sur T*(X N {z; = 0}), avec
les coordonnées (Z,£’,£"), qui a pour support ’ensemble
{(z,6,6"):6a=... =& =0}
et qui admet une base E comme &,{Z;&'},-module libre tel que :
O,E = AE, pour i=2,...,p.
M, est ce qui est connu dans la littérature comme le germe en w de la
restriction M de M & {z; = 0}.
Comme la codimension de Supp M est p—1 (dans T*(X N{z; = 0})),
par hypothese d’induction il existe q entier tel que
_ g .’i’; I’ 1"
M) @ — q{ 5 g }w
Er{z:¢',6"} w el gq{.’l}', 5 a{ }w(32 - )‘i,27 DN} 8}7 - Ai,p)
ol I est un ensemble fini , A;; € £,{Z;£"} et ord(\; ;) < 1, i.e., il existe

une base F de (Sq{ic;i',&”} { ® }M) qui satisfait
Er E,El)gli w

(gq{-'i'§ {/,gu}

)\1,]' 0
ajF'= F, j=2,...,p.
0 As j

Alors il existe une matrice S inversible, & coefficients dans &,., (plus
précisément dans €,{7;¢"},,) telle que E = S~1F.
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Considérons, la base F' de (£, ®¢, M), définie par F' = SE.
Alors, F' satisfait :
- OhF=0
AL 0
- 0; F= F  7=2,...,p;
0 As,j

d’ou la décomposition cherchée.

La condition d’intégrabilité pour les A; ; peut étre obtenue a partir
du générateur e image de 'unité dans le quotient

g‘]»’w

N = .
Eqw(01 — Ai1yo o 0p — ANip)
_ o Aij
Du fait que d;e = \; je, il résulte que Jx0;e = e+ A A ke. De la
T
o\
méme facon on obtient 0;0,e = ;Lﬁe + Ai kA je.
Tj

i O
Légalit — " — ok

o [k, Aij] résulte de ce que NV est un &, ,,-
T T

module libre de rang 1 .
L’assertion sur 'unicité est une conséquence immédiate du lemme
2.3.4.

LEMME 2.3.4. — Soient (\;) (resp. (A})) j = 1,...,p, deux familles
d’éléments de £, ,, d’ordre < 1 qui satisfont chacune la condition d’intégra-
bilité du théoreme 2.3.1; alors :

1. On a I'isomorphisme

Eqw ~ Eqw
Equw(01 = A, 0,0y —Xp)  Equw(B1 —AY,...,0, — )\;)

si et seulement si ord(A; — A;) <0 pour tout j € {1,...,p}.

6‘17“’ gq,w
Eaw(01 = A, 0p = Ap)  Equw(O1 — Np, .-, 0p — )

s’il existe j € {1,...,p} tel que ord(\; — \}) > 0.
Eqw
Eqw(01 — A1, ...,0p — Ap)

2. Homgq,w< =0

3.

est indécomposable.
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Démonstration du lemime 2.3.4. — 2) Soient A1,...,Ap et Aj,..., A},
comme dans I’énoncé. S'il existe 7 tel que ord(A; — A,) > 0 alors d’apres
2.1.2-3 on a déja

Eqw Eqw -
Homgq{Z;éi*gll}(gq’w(al — Ay, 3p - )\p) ’ Eq,w((‘)l - Il, ceey 8p — )\;)>—0
d’ou le résultat.
1)1l suffit maintenant de considérer le cas ord(A; — \;) <0 pour tout
i € {1,...,p}. On va faire la démonstration par récurrence sur p. Pour
p = 1 c’est ’énoncé de 2.1.2-2, il est donc démontré dans [Mal]. Supposons
le résultat vrai pour p—1:

On reprend z,¢',&" et £,{%;¢',£"} comme ci-dessus. Par hypothese
de récurrence

E{z: €€
gq{i'; §',£"}w(82 - /\2, e ,8p - )\p)

est isomorphe a
Eq{Z;: €, €
E {7 €, € (82 — Ny .,8;, — /\;)'

On peut encore ajouter a I'hypothese de récurrence que 'isomorphisme est
défini par P € £,{z;¢"},, , inversible , d’ordre 0 et tel que, pour tout

1€{2,...,p}, :
(2.3.2) (8 — \)P = P(8;, — X))

Cette condition est satisfaite pour p = 1 (voir [Mal], démonstration de la
proposition (2.1.1)).

Pour démontrer le résultat du lemme on va trouver P € E{x;Z,£"}
tel que :

(01 —A)P = P(@l_— A1)
Plzl— = P.
On démontre, par récurrence sur 'ordre des symboles, qu'on peut obtenir
une solution de ce systeme; il faut résoudre 1’équation
9o (P)

8.771

- Uo()‘l - /\/I)E(P) = A(fl)l,il—,',é”)

=o(P).

On vérifie ensuite que P satisfait :

avec la condition initiale : o(P), _,

(6,—)\,)P:P(8l—)\;) i=2,...,p.
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~ On commence par remarquer que les conditions d’intégrabilité satis-
faites par les A; (resp. A]) peuvent se traduire par

[0: = Xi, 05 = Aj] =0
(resp.[0; — A, 05 — X;] = 0).
Soit Ql = (61 - )\1)P - P(az - )\;) Alors on a :

0Q;
le

—AMQi+QiA; = (01 — M)Qi — Qi(d1 — AY)

= (01 = M)(0; = Xi)P — (91 — M) P(8; — X))
= (0i = X)P(01 = A1) + P(3; = \) (01 — AY)
=(8; — Xi)(01 — A\)P — (81 — \1)P(8; — X))
= (8; = M)P(91 — A1) + P(d1 — \)(8; — )
= (0i = A)[(01 = M)P = P(01 — \})]
+[(81 = M)P — P(d1 — X})](8; — X))
=0.

On a construit P de fagon que o(Q;)|{z,=0} = 0.
Alors 7(Q;) satisfait le probleme de Cauchy

8(131
7(Qi)|{z1=0} =0

et on conclut que o(Q;) =0 donc Q; = 0.

Sq,w

Equw(O1 — A1,..., 0, — Ap)
¢"}-module (2.1.2-1) il est donc aussi indécomposable comme &, -
module. O

3)

est indécomposable comme &g ., {z; &1,

On aura besoin, pour trouver une décomposition des systémes ho-
lonomes, d’une autre version du théoreme 2.3.1, qui a d’ailleurs la méme
démonstration.

THEOREME 2.3.1 bis. — Soient p un entier, 1 < p < n—-1,y =
(1,...,Zn—1) . Soit, encore, M un E.{y; £}-module cohérent défini dans

{(z,6) iz, =0} CT*X
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avec

Supp M = {(y,§) : &1 = ... = & = 0}.

Pour un point w € Supp M, générique, il existe un nombre naturel q, tel
que

Equ{y; €}
Efy: €} © M> ~ @ &
( q{y 2 Er{y; w €l Equwly; €301 — Xigy oo ,Op — /\z‘,p)

ot Aijj € Egu{y;&pt1s---,&n}, et ord(Ai ;) < 1.

Pour chaque i, les \; ; satisfont la condition d’intégrabilité

O  Oik .
L0 ks il G k€ {L,...,p).
dor o, [Nk, Al gk €{ p}

Les familles (); ;) sont bien définies & une permutation pres de I’ensemble
I et modulo la relation d’équivalence définie dans I’énoncé du théoréme
2.3.1.

3. Décomposition formelle pour les systemes holonomes.

3.1. Un systéme microdifférentiel M est dit holonome si son support
est une variété lagrangienne. Dans un voisinage U d’un point générique
(avec & # 0), on peut se ramener, par une transformation canonique a la
situation :

Supp MNU = {(2,6) 121 = €2 = ... = £, = 0.

Notation :

~ Dans les sections 3.1 et 3.3 on notera &, (resp. &,) PAnneau des
opérateurs dont le symbole ne dépend pas de z; (resp. 1,82, . ..,&n).
&, est un Anneau commutatif.

~ Soient # un élément de &,,, d’ordre < 1, a un nombre complexe et
p un entier positif, on désignera par F(3,a,p), le & ., -module

Eqnw
F) ) 88\
Egw ((ml + B e )p,az B i)

& & R ™
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Le résultat de décomposition pour les systémes holonomes est le
théoréme suivant :

THEOREME 3.1.1. — Soit M un &, -Module cohérent tel que

Supp M = {z; =& =... =, = 0}.

Pour un point w € Supp M, générique, il existe un nombre naturel
q, tel que

(gq§M> ~ @ F(/Bhaiapi)w'

el

Les familles (B3;, a;,p;) sont déterminés & permutation prés de l'en-
semble I et, modulo la relation d’équivalence ~ définie par

€ / / 1 /
(B,a,p) ~ (8, d',p') £ (Ord(ﬂ—ﬁ) <0; (a—a') € 6Z;p=p>-

Démonstration. — Si on regarde M en tant que &£ -module , il est
cohérent et, on peut appliquer le théoreme 2.3.1bis et ainsi obtenir une
décomposition

& ® M) = oM,
£l w

ou chaque M; est (Or — Ak,;)-régulier, \x; € gq,w, ord(A\ki) < 1, k =
2,...,n et pour un entier ¢ multiple de r. Supposons que pour i # j il
existe k € {2,...,n} tel que ord(X; x — Aj %) > 0.

On peut maintenant recopier la démonstration de la proposition 2.3.3
pour conclure que chacun des M; est stable par I’action de z;.

Chaque élément m de M; satisfait : Supp £;m C {z; = 0}. Il existe
donc P € &, avec o(P) = (x1)% tel que Pm = 0. Pour Q € &, on a

Q=QP+ Z Qjm{, Qj € &, Alors, Qm = Z ij{m et

7=0,...,5—1 j=0,...,5—1
on peut ainsi conclure que chaque M; est un &, ,, -module.

On se réduit ainsi a démontrer le théoreme pour un Module M tel
que M,, soit (9; — A;)-régulier pour i =2,...,n.

On est dans les conditions du lemme suivant :
LEmME 3.1.2. — Soit M un &;-Module avec
Supp M ={(z,€) :z1 =& =... =&, =0}
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soient encore w € Supp M, \; € g’q,w, it =2,...,p; 2 < p < n, satisfaisant
les conditions d’intégrabilité du théoréme 2.3.1. Supposons que M, est
(0; — \;)-régulier pour i = 2,...,p; alors il existe un automorphisme ¥ de
Eq,w tel que :

1. ¥ préserve le symbole principal.
2. U(8; —\) =0; pouri=2,...,p.
3. MY est 0;-régulier pouri=2,...,p.
Démonstration du lemme 3.1.2. — D’abord on remarque que 1’asser-

tion 3. est une conséquence immédiate de ’assertion 2. Il nous suffit donc
de prouver ’existence de ¥ dans les conditions 1. et 2..

On va démontrer le résultat par récurrence sur p. Pour p = 2 le
résultat est démontré d’apres le lemme 2.2.1 et la remarque 2.2.2.

Supposons maintenant le résultat valable pour p — 1. Soit ¥’ un
automorphisme de &;,, que satisfait 1. et tel que ¥'(9; — \;) = 0; pour
i=2,...,p— 1 Soit A}, tel que ¥'(0p, — Ap) = G — A},

On a déja remarqué que les conditions d’intégrabilité sur les A;
peuvent se traduire par

[0; — Xi, 05 — A\ =0.
Si on applique ¥’ aux deux cotés de cette égalité on conclut que le symbole
total de A}, ne dépend pas de @, ..., Zp—1.

D’apres le lemme 2.2.1 et la remarque 2.2.2, on peut encore trouver
" tel que W (0, — Ay,) = Op, ¥’(0;) = 0; pour i = 2,...,p — 1; et tel que
U’ satisfait la condition 1. de ’énoncé.

Alors on prend ¥ = U"o¥’ . O
Suite de la démonstration du théoréme 3.1.1. — On peut maintenant
supposer que M,, est 0;-régulier pour i = 2,...,n.

Soit donc E une base de M,,, comme f:'q,w—module libre, satisfaisant
O;E=0pouri=2,...,n.

On déduit comme dans la démonstration du théoreme 2.3.1 que z1 E = AE
ou les coefficients de la matrice A, ne dépendent pas de zo,...,z, i.e. ils
ne dépendent que de &;.
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On se réduit ainsi, en raisonnant comme dans 2.3, & considérer un
&r-Module cohérent sur un ouvert de 7* C \ C dont le support soit

{(z,&) : ¢ = 0}.
3.2.

Notation :

— Soit X un ouvert de € de coordonnée z et les coordonnées correspon-
dantes (z,£) dans T*X.

— On désignera par &; (resp. fq) I’Anneau des opérateurs microdiffé-
rentiels d’ordre g-fractionnaire sur X (resp. ’Anneau des opérateurs
microdifférentiels d’ordre g¢-fractionaire dont le symbole ne dépend
pas de ).

— On désigne par connexion méromorphe un espace vectoriel E sur
K = C|[z]][z~!] muni d’une application C-linéaire

d
=—|:E—-F

d
qui satisfait 0(ae) = ade + d—ae.
z

— Soit e un vecteur cyclique de E, i.e. un vecteur de E tel que les %e

“w
engendrent F sur K. Soient § = z0 et 6"e+z a;6*~%e = 0 I’équation
=1
minimale de e, avec a; € K.
Le rang de Katz de la connexion E, peut étre défini comme la plus
grande pente du polygone de Newton de I'opérateur

I
o+ aish
=1

dans le sens de [Ra] (voir [De] pour plus de détails).

On aura besoin d’une version formelle de ’équivalence de catégories
(3.2) de [Ma2]; elle s’énonce ainsi :

Soit w € T*X — X. Il existe une équivalence de catégories entre
les germes de systemes microdifférentiels holonomes au voisinage de w
et les connexions méromorphes de rang de Katz < 1. Cette équivalence
est associée & un isomorphisme d’anneaux, ®, entre &, et C[[y]][y~];
I'image de 8 par @ est y~*. La considération de &, ,, correspond & faire une
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ramification y = t9. On renvoie le lecteur a la démonstration de [Ma2] qui
s’applique aussi dans le cas formel (dans cette situation elle est méme plus
simple).

D’apres les résultats connus pour les équations différentielles, voir
[Le], section 6, aprés une transformation y = t9, pour un entier positif g,
on peut trouver une base f de la connexion tel que :

10
—t—f = Rf
q Ot
avec
a 1 0
0
1
0 ay
as 1 0
R = 1
0 az
ap 1 0
0
1
0 a;
ou les a; sont de la forme
a;1 a; ad
a; = a; 0+ — +...+%+Za§,ktk
k=1
u<qet Kk est le rang de Katz de la connexion.
q
Modulo une permutation de I’ensemble {1,...,1}, la taille des blocs
a; 1 0
1
0 a;
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est bien déterminée et les a; sont déterminés modulo ’addition par un
o0
1
élément de la forme Z bi,kt’C ,ouby € -Z.
k=0 q
D’apres 1’équivalence de catégories citée ci-dessus on trouve, pour tout
&--Module M holonome défini au voisinage de w, une décomposition

&
3 R L —
( ! g? M)w ElB E‘Iﬂﬂ(x - ai)Si

oli les s; sont des entiers positifs, a; € ci,yw et ord(a;) < 0.

3.3. On reprend maintenant les notations de la section 3.1. Jusqu’ici
on a démontré que tout £.-Module cohérent M se décompose, en un point
w générique, et apres tensorisation par &; , avec g approprié, en somme
directe :

&
M) = L
( qg)* )w eiagq,w ((xl _/\z}l)pi762 _)\i,27---aan ‘/\i,n)

ou \;; € c‘fq, ord(A;;1) < 0 et ord()\; ;) <1 pour j=2,...,n.
Eqw
Eqw ((T1 = Xi1)P*,02 — Xi2, .., 0n — Ain)
Eqw
Egw (1 = Xi1,02 — Xi2y oo On — Ain)
On peut donc vérifier comme on a fait dans la démonstration du
théoreme 2.3.1 que pour chaque 7 € I, les \; ; satisfont les relations :

admet

Le &;. -module

un sous-module isomorphe a

O\ j oXi1 .
3.3.1 d = b i=9. .,
(3.3.1) 2%, oz, n
ONik  ONij .
3.3.2 k=T k=2, 0.
( ) ox; Oz J "

Soit Zaj(wz, .. ,:cn)ﬁ le symbole de A; ;; il résulte de 3.3.1 que
§<0 .
a_1 est indépendant de xo,x3,...,Zy, i.e. a_1 € C.
On peut alors trouver, par récurrence sur l'ordre des symboles, des
sections f; € £4,,, d’ordre < 1, telles que :
0B; a_1

1. =—-X\i1+—.
0& g
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s

' 6]3]‘

On doit & chaque pas résoudre un systéme d’équations différentielles

a une inconnue, fonction holomorphe de zs, ..., z,, du type qu’on trouve

quand on veut démontrer que toute connexion holomorphe sur un espace

vectoriel de dimension p a p sections horizontales linéairement indépen-
dantes:

:/\i,j;j=2,...,n.

L’assertion du théoréme sur I'unicité résulte du lemme suivant. O

LeMME 3.3.1. — Soient B et B’ € g'q,w, a et a’ nombres complexes, p
et p’ entiers positifs.

1. F(B,a,p)w est isomorphe & F(f3',a’,p') si et seulement si p = p/,
. 1
ord(B—3)<0 et(a—d)e-Z.
: q

2. F(B,a,p)w est indécomposable.

Démonstration. — 1) On commence par démontrer 1’assertion sui-
vante :

3.3.2. Soient \; (resp. «;) éléments de éq,w pour i=1,...,n (resp.
i=2,...,n), avec ord(A1) < 0, ord();) < 1 et ord(e; — A;) < O pour
i =2,...,n;supposons aussi que les \; (resp. «; ) satisfont les relations 3.3.1

et 3.3.2 (resp. 3.3.2).
Il existe Q € c‘:’q,w inversible, avec ord(Q) = 0 et tel que

: Eqw :
gq,w ((-Tl - Al)p’ 82 - A2v e ’a‘n - An)

est isomorphe a

Eqw
3 .
8qgw ((xl -1 = Q-l-Q>p782 —Qg,..., an - an)

231

0
On remarque encore que ord (Q”l 6—?) < —1.
1

Démonstration de 3.3.2. — D’apres le lemme 2.3.4
Equ

Er (@ = Aaye 1O — An)




800 RUI RODRIGUES

est isomorphe a
!
gqiw
5 .
gq,w(az —Q,... ,8n - an)

On a démontré l'existence de Q € &, w avec ord(Q) = 0 tel que

(6; — \)Q =Q(0; — a;) pouri=2,...,n.

On remarque maintenant qu’on a

Q Mz — M)PQ
=Q Hz1 — AM)QQ (21 — M)Q...Q Hz1 — \)Q

p
= <~’U1 — A1 - Q—IB—Q>

06,
oQ
t d(Q™' ) <o.
et que or (Q 6{1)
Alors la multiplication & droite par @ induit un isomorphisme de
Eqw
Sq,w ((.’121 - Al)paa2 - )‘2, cee 7677, - /\n)
dans
Eqw
o0Q\P '
— —_— —1 —_ — —
Eqw <(l‘1 A —Q 851) ,02 —02,...,0, an)

On fait maintenant la démonstration du lemme.

Si on regarde F(83,a,p), (resp. F(3,a’,p’)y) comme &g w-module il
est isomorphe & p (resp. p’) copies de

o

op op

/ —— — —

Eqrw (02 5oy On 6wn)
!
(resp. 8;"”“’ o7 ) .
5’w(a2— A Y )
@ O0zo Oz,

D’apres le lemme 2.3.4, on ne peut pas avoir I'isomorphisme si p # p’ ou si
o op
ord ( 6wi - 8xi

) > 0, pour i € {2,...,n}.
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o6 _ 9
6$i a.’L'l

Supposons donc ord( ) < 0 pour tout ¢ € {2,...,n}.

On va démontrer ensuite que si F(3,a,p), ~ F(8'.d/,p),, alors

o op 1
ord(— - —) <-let(a—d)e=-Z.
96, ~ 98, (@-d)ey
/
D’apres l’assertion 3.3.2 on peut supposer 98 = 9B pour tout
31111; Baci
i € {2,...,n}; et, par application du lemme 3.1.2 on peut prendre gf =0
K3
pour i =2,...,n.
" ez el 2 . op B
Les conditions d’intégrabilité 3.3.1 entrainent que =— (resp. —)
061 06
ne dépend pas de z3,...,Zy.

Avec ces hypotheéses, les restrictions des deux systémes &

{(z,8) ;22 =... =2, =0}
t re tivement & et &
sont respec —
b2V (- 22
3! 06

En utilisant I’équivalence de catégories et les résultats de Levelt sur
les connexions méromorphes énoncés dans la section 3.2 on conclut que

B op N1
ord(ga—gg) <0et (a—a)eaz.

On démontre maintenant que F(3, a,p), est isomorphe & F(3',a’,p),

siord(B—pB')<0 et(a—a')€ éZ.

En appliquant le lemme 3.1.2 on peut supposer que

= 0 pour
8:z:i P

1=2,...,n.

D’apres l'assertion 3.3.2 il existe Q € (‘fq,w tel que F(8',a',p) est
isomorphe a
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Les conditions d’intégrabilité satisfaites par

gq,w

(resp. F'(B,a,p))

o3 o 0Q\r
gw T+ —+ - 1= 787 "a‘n
B ( Yog g @ 351) 2
o8 ! 0
impliquent que | x; + —ﬂ + 4 Q_l—Q (resp. ) ne dépendent que
06 & 06

de z; et &;:

On s’est ainsi ramené a démontrer lisomorphisme de 1. pour
dim(X) = 1, qui est une conséquence de I’équivalence de catégories et
des résultats sur les connexions méromorphes énoncés dans la section 3.2.

2) Pour démontrer que F(3,a,p), est indécomposable, on peut
comme on a fait dans la démonstration de l’existence de décomposition,
se ramener a la situation d’un systéme sur 7*C de la forme

Eqw
Eqw(T — )P

ou « € fq,w et ord(a) < 0, avec les notations de la section 3.2.

D’apres ’équivalence de catégories et en utilisant les résultats de [Le],
cités dans la section 3.2, on conclut que F(83,a,p), est indécomposable.[d

Remarque 3.3.1. — M est & singularité réguliere dans le sens de [KK]
ssi tous les 3; peuvent étre pris nuls.
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