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VOISINAGES CONNEXES
DES POINTS DE MISIUREWICZ

par TAN Lei

1. Introduction.

Soit fc : z i-̂  z2 + c, z,c e C. On note Kc, Pensemble de Julia
rempli de fc, l'ensemble des points z ayant une orbite bornée, par les itérés
de fc. On pose Je = QKc, et M = { c e C | 0 ç ̂  }, Pensemble de
Mandelbrot. Un point CQ G M est appelé point de Misiurewicz si 0 est non
périodique mais tombe en un temps fini dans une orbite périodique pour
fc,. Exemple : CQ = -2, /_2(0) = -2 et /^(O) = /^(O) = 2; CQ = z,
/^(O) = %, /^(O) = /^(O) = î - 1. Il est connu que l'ensemble des points de
Misiurewicz forme une partie dense de 9 M.

Dans ce travail on se propose de montrer le résultat suivant :

THÉORÈME 1.1. — Tout point de Misiurewicz possède un système
fondamental de voisinages connexes dans M.

Ce résultat est un modeste pas vers la conjecture de la connexité locale
de M. Par une méthode d'estimation de modules d'anneaux, différente
de celle utilisée ici, J.-C. Yoccoz obtient un résultat bien plus important
vers cette même conjecture. Mais notre méthode est bien plus simple, et
d'ailleurs, à ma connaissance, la méthode de modules d'anneaux s'applique
mal à certains points de Misiurewicz (par exemple ceux pour lesquels 0
tombe en un temps fini sur le point fixe non extrémal).

Mots-clés : Ensemble de Mandelbrot - Points de Misiurewicz - Ensembles de Julia -
Points périodiques répulsifs - Connexité locale - Systèmes dynamiques holomorphes.
Classification A.M.S. : 30C10 - 30C20 - 39B10.
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L'idée originale de notre démonstration est due à A. Douady. La
méthode est apparentée à celle de [T], où on montre qu'au voisinage d'un
point de Misiurewicz CQ, l'ensemble M ressemble à Jco au voisinage de CQ.

On va construire une base de voisinages fermés {CUJ dans C d'un
point de Misiurewicz CQ, telle que M H C^n soit connexe pour tout C^n'
Le bord CTn de C^n est composé d'arcs de rayons externes et d'arcs
d'équipotentielles de C — M.

Pour ceci, on commence par construire une base de voisinages
connexes ^n(co) de co, dans le plan dynamique de fco, avec le bord I\(co)
composé d'arcs de rayons externes et d'arcs d'équipotentielles de C - K^,
et avec certaines propriétés de non retour (section 2.1).

La propriété de non retour du point ;z;o ^ Fo(co) H Jco ((6)) nous
permet de construire un voisinage C de CQ, dans le plan des paramètres
(section 2.2), et la propriété de non retour des points de I\(co)nJco^ n çN
(lemme 2.6) nous permet de construire les rayons externes correspondants,
dans le plan dynamique de fc, pour tout c e C (section 2.3), ainsi que des
points de Misiurewicz c^n dans M, avec des rayons externes correspondants
de C — M (section 2.4). On peut donc définir une courbe de Jordan CYn
dans le plan des paramètres, pour tout n e N. La courbe CTn délimite
un voisinage fermé borné C^tn de CQ. Ces voisinages sont emboîtés les uns
dans les autres, et on voit facilement que C^în H M est connexe (section
2.4).

Pour montrer que les C^n H M forment une base de voisinages de
CQ dans M, il reste à montrer diam(CT^) —> 0 quand n —» oo. Pour
cela, on retourne dans le plan dynamique de fc, mais cette fois-ci pour
c e Int(G^o)(c C) (section 2.5). Le fait que Int(CT^o) est borné garantit
l'existence des arcs d'équipotentielles de C - Kc correspondants, pour tout
c e Int(C^o)- Les courbes F^(c), composé d'arcs de rayons externes et
d'arcs d'équipotentielles de C - Kc correspondants, sont donc bien définies
pour tout c e Int(C^o). On vérifie ensuite que diam(I\(c)) -^ 0, quand
n —^ oo, uniformément dans un voisinage W C Int((7^o) de CQ.

Finalement il suffit de remarquer que CTn = {c ç ïnt(C^o)\c e
r^(c)}, et d'appliquer une fois le théorème de Rouché, pour montrer
diam(CT^) —^ 0 quand n —> oo (section 2.6).

Je tiens à remercier A. Douady pour son encouragement tout au long
de ce travail, E. Ghys, P. Lavaurs et M. Shishikura et tous ceux qui ont
discuté avec moi de façon utile et amicale. Je remercie également l'aimable
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hospitalité de B. Branner et de l'Université technique du Danemark où une
étape essentielle de ce travail a été réalisée.

2. Preuve du théorème 1.1.

On va construire des voisinages connexes en utilisant des courbes équi-
potentielles et des rayons externes. Rappelons d'abord quelques notations
et résultats de Douady et Hubbard ([DH]) :

Soit c e C. On pose Or^) = {f^(z)\n > 0}, l'orbite de z par fc, et
OrJ~(^) = Oïc(fc(^))' Un point z € Kc est appelé point périodique répulsif
s'il existe un entier p > 0 tel que f^{z) = z , \(f^Y(z)\ > 1. Un tel entier
minimal est dit la période de z.

Pour c e C, il existe une application conforme ^c définie dans un
voisinage de oo qui conjugue fc à / : z i—^ z2, avec '0c(^)A -^ 1 (^ -^ œ).
Pour 0 e T = R/l, on appelle Rc(0) = ̂ { e^2^0 \ r > r^e } le rayon
externe d'argument 0 de K^ où rc,e est minimal pour que ^l(er~['2^7^0)
(T > ^c,e) soit bien défini. On a rc,e > 0. On dit que Rc(ô) se casse si rc,e >
0, aboutit si l'on a en même temps rc e = 0 et lim '^^(e7^2^0) existe, et

' r—»-0+

est errant sinon. Dans le cas d'aboutissement, on note 7c(^) = '^c"1^2^).
On a 7c(^) ê ^c- Remarquons que

(1) fM0)) = 7c(2^) , /,-l(7cW) = {^(^)l ^ {^(^ +|)l

si les points sont bien définis. On appelle l'ensemble des arguments externes
de z, l'ensemble Arg^(^) = [0 e T | ̂ c(0) = ̂ }-

Si c e M, ^c s'étend en une représentation conforme de C — Kc sur
C — D^ où D est le disque unité.

Notons ^pc = '0cT1 ^8L ou elle est définie. On a :

(2) fco^c=(Pco f-

2.1. Dynamique de /co? construction de a-o, a'j,n, Ln et r^.

Soit CQ un point de Misiurewicz. Dans la suite de cette section on
néglige parfois l'indice CQ. Toutes les notations seront pour /co-
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I. Analyse générale.

Par définition d'un point de Misiurewicz, pour f = fco '- z \—> z2 + CQ ,
il existe deux entiers l > 0,p > 0 minimaux tels que

(3) TOW) = /W , ^(/^(co)) ̂  f1-1^).

Notons a == /^(co) , p = (/^/(a). Douady et Hubbard ont montré
([DH]) que dans ce cas Kco = Jco? cet ensemble est compact connexe et
localement connexe, plein (c'est-à-dire C — Jco est connexe), d'intérieur
vide. Le point a est répulsif, et l'application /p restreinte au voisinage de
a est conjuguée à sa partie linéaire. Plus précisément, pour tout 0 e T le
point 7(é?) est bien défini, continu en 0, et Jco = {^W | 0 € T}. On a
\p\ > 1. Il existe V un voisinage de a, une application holomorphe injective
K : V —> C, z \—> Aî(^), vérifiant ^(a) == 0, ^(a) = 1 et pour tout z tel
que z,fp(z) e Y, on a K(fP(z)) = p • K,(z). On dit que V est un domaine
de linéarisation de a. L'application inverse h = K~1 se prolonge en une
application entière, vérifiant /i(0) = a, h\0) = 1, et h(pz) = f(h(z)).

Soit E un sous-ensemble de C, compact connexe localement connexe,
plein, d'intérieur vide. On rappelle que si z ^ z ' sont deux points de £', il
existe un unique chemin injectif (modulo reparamétrage) dans E, joignant
z et z ' . On note ce chemin par [z, z'}. Si {^i, • • • , Zn} est un sous-ensemble
fini de E^ l'ensemble i j [^^j] est un arbre topologique fini, appelé

^<i<J<n
enveloppe connexe des Zi dans E.

Dans le cas où E = Jeep avec CQ un point de Misiurewicz, on définit
arbre de Hubbard H l'enveloppe connexe de {./^(co^n^o dans Jco- D'après
Douady et Hubbard ([DH]), le point CQ est une extrémité de H y 0 G H^
f(H) C H^ et si z, z ' ç H^ on a [2^, z ' } C H . De plus, ^f contient tout point
périodique ayant plus qu'un argument externe.

On note 7To(E) l'ensemble des composantes connexes d'un espace
E. Soient X un espace métrisable, Y C X, w ç Y, et (Vn) une suite
décroissante fondamentale de voisinages de w. On définit

{bouts de Y en w} = {(bn)n^ |Vn, bn e ̂ {Vn H Y), 6^+1 C &n}.

Soit T un arbre topologiquement fini, plongé dans C. Alors on définit

{brins de T en a} = {bouts de T — {a} en a}
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et

{accès de C — T en a} = {bouts de C — T en a}.

Soit z un point de l'arbre de Hubbard H. Un résultat de Douady
et Hubbard montre que dans chaque accès de C — H en z il existe au
moins un rayon externe de / aboutissant en z, et z a un nombre fini
de rayons externes. En particulier, si z ç H est périodique, #Arg(z) ==
#{brins de H en z} = #{accès de C — H en z}. Si z e C est prépério-
dique avec f^Çz) e H périodique, et si 0 ^ {z, f{z)," • , f171-1^)},
alors /m est injective au voisinage de ^, et ^Arg(z) = ^ArgÇf^Çz)) =
#{brins de f-^ÇH) en z}.

Citons d'abord un lemme purement topologique :

LEMME 2.1. — Soit K C C un ensemble compact connexe. Supposons
que Li,Z/2, • • • ,Lk sont k plongements propres disjoints de R dans C,
formant le bord d'une région ouverte U de C, avec Li H K = {û^}. Alors
K H U = (K D U) U {ai, 02, • • • , dk} est connexe.

Démonstration. — K H U = {K H U) U (K H 9LQ = (JC H ?7) U
{ai, 02, • • • , a/c}. Supposons que K nU n'est pas connexe. Alors K C\U =
D' U D" avec D'\D" disjoints, ouverts, fermés, non vides dans K H U.
L'ensemble 1 = {1, • • • , k} est réparti en deux parties (dont l'une peut être
vide) I ' U I " avec ai e D' pour i e F et o^ e D7' pour i ^ I " . Notons
(7' l'union des composantes de C — M Li qui sont disjointes de U , et

îer
C"' l'union des composantes de C — M Li qui sont disjointes de U. Alors

w
D' U {K n C") et D" U (A^ H C") forment deux parties disjointes, ouvertes,
fermées, non vides dans K. Ce qui contredit le fait que K est connexe. D

Le lemme suivant consiste à élargir un domaine de linéarisation d'un
point périodique z ç. H à un domaine borné par des rayons externes.

LEMME 2.2. — Supposons que z est un point périodique de H de
période p et ayant k brins dans H . Soit V un domaine de linéarisation de
fp en z avec fï la conjugaison. Soit SQ > 0 assez petit pour que i^(V) D Dso
et que lï~l(Dso) — {z} ne contient aucun point de branchement de H.
Prenons 0 < s < SQ. Posons V = K'^-ÇDs), V == K~l(Ds/\p\k). Alors
V C V et //cp : V —>• V est un homéomorphisme.

Notons HV là composante connexe de H D V qui contient z. Alors
H y ' est une étoile à k branches centrée en z. Notons f'^^H^y ^
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composante connexe de f'^ÇH) D V qui contient z. Alors f'^^H^y est
aussi une étoile à k branche centrée en z, et f^ : f'^^H^y —^ Hy est un
homéomorphisme.

Soit T une sous étoile fermée à k branches de f'^Ç^y, ayant
Vo iVi ? • " iVk-1 comme extrémités. Alors T ' = / ^ ( T ) est une sous étoile
fermée de Hy, ayant f^Çyo), f^Çyi), " • 5/^(^-1) comme extrémités.
Déplus, Ter'.

L^ensemble f~kp(H)y coïncide avec la composante connexe Hy de
H H V qui contient z.

Pour chaque j , il existe deux rayons externes R(rj-~), R(r]^) de y j
adjacents à [ y j , z } . Les k courbes Lj = R(r]j) U R(r]^) U {%}, j =
0,1, • • • , k — 1 bornent un domaine B avec z G B et B D H = B H
/-^(H) = T. Pour chaque j , les rayons R(2kp^), R(2kprî^) sont les
deux rayons externes de f^Çyj) adjacents à [f^Çyj)^}- Les k courbes
L'^ = R^PT]^) U ̂ (2^+^U {/^(%)}, j = 0,l_'",k-l bornent un
domaine B' avec z e Bf et ~B1 H H = T'. De plus, ~B C B'.

On a /^(B) = B ' , et f^ : B -^ B' est un homéomorphisme.
Notons g l'application inverse. La conjugaison K s'étend en une application
conforme définie dans B'UV qui conjugue g à z \—> z / p 1 ^ . Et, uniformément
sur tout compact de B,

(4) lim pnk{gn(x)-z)=K(x).

Figure 1 : Hv,Hv',T,T1\B
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Démonstration. — Comme \p\ > 1, on a Dg/\p\k C Ds, et V C V.
L'application /fcp : V —^ V 1 est conjuguée par /c à z ̂  pkz. Elle est donc
un homéomorphisme.

Le fait que Hy soit une étoile centrée en z à k branches est déduit
du fait que V — {z} ne contienne aucun point de branchement de H^ et
que H ait k brins en z. L'application //cp : f-^ÇH) H Y -^ HÇ^V est aussi
un homéomorphisme, et elle fixe z. Elle envoie donc homéomorphiquement
la composante connexe de / ' ^ ( H ) H V qui contient z à la composante
connexe de H H V qui contient ^. Autrement dit, / k p : /"^(^y -^ Hy
est un homéomorphisme. En particulier, /"^(Jï^y est aussi une étoile à k
branches centrée en z.

Soit T une sous étoile fermée à k branches de /""^(Jï^y ayant
k-l

y o . y i , ' • ' ,Vk-i comme extrémités. Alors T = \ \ [ y j , z ] , avec yj e V et
j=o

[%, z} H [yj^z} = 0 lorsque '̂ ^ j'.

Le fait que T C ^ nous donne T ' = f^ÇT) C H. Puisque
T C Y, /^Ir est injective. En particulier, /Â;p : [%,^] -^ [/^Q/j)^]

/c-l

est un homéomorphisme. D'où T ' =• \\[fkp(yj)^z\^ c'est une étoile à
j=o

A* branches. On va montrer T C T ' . Puisque f^ préserve les brins,
[Vj,z} H [/^(yj)^} ¥- 0- Puisque V - {z} ne contient pas de point
de branchement de H^ l'ensemble V — {z} ne contient pas de point de
branchement de /-^(T^y. On a soit % <E [f^Çyj), z\ soit /^f^-) e [yj,z\.
Le deuxième cas n'est pas possible car sinon f^Çyj) € [yj^} C V pour
tout n e N, et que /^(/^(^j)) == p^^Çyj) devrait être borné pour tout
n (^(f^iyj)) € ^([%,^])), en contradiction avec \p\ > 1. On a alors
Vj ^ [f^iVj)^ ^], j = 0,1, • • • , A; - 1. Par conséquent, T C T'.

On veut montrer f~kp{H)Y = Hy. D'une part, par le paragraphe ci-
dessus, pour toute sous étoile T de /"^(J^y, on a F C /^(T) C H. Ainsi
f-^Wv C Tïy. D'autre part, comme H C f-^fÇH)) C f-^H), on a
H C f-^ÇH). Par conséquent, ^y C /-^(Tf)^. D'où f-^Wv = Hy.

Soit ^ ç {0,1, • • • , k — 1}. L'arbre H en ^ a deux accès. En vertu
d'un résultat de Douady et Hubbard, il existe au moins un rayon externe
aboutissant à yj dans chaque accès. Comme yj n'a qu'un nombre fini
de rayons, il en a deux R(rî^~), R(rj^) adjacents à [ y j . z ] . Posons Lj =
R(rj^) U R(r]^) U {%}. Alors //cp(%) et T - {%} se trouvent dans des
composantes différentes de C—Lj. Comme les rayons externes ne se coupent
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pas, les courbes Lj, j = 0,1, • • • , k -1 sont deux-à-deux disjoints. Il y a une
k-l k-1

composante connexe de C - M Lj qui contient T - M {%}, qu'on note B.
j=o j=o

k-i
Alors z e B et 9B = [j 2^. En particulier, 9B n H = 9B H f'^ÇH) ==.

j=0
k-l

|j{%}. D'après le lemme 2.1, B H Jf et B H f-^ÇH) sont connexes
j'==o
(^ et f-^ÇH) sont connexes compacts). Comme f-^^H^y H B = F,
et r c (/-^(ff) n B)y c f-^Wv n B, on a r = (/-^(^) n B)v.
Autrement dit, T est la composante connexe de f'^ÇH^BnV qui contient
z. Comme T c Y, T est fermé, T est aussi une composante connexe de
f-kpçu) Q ~g ^is f-^ÇH) H B est lui-même connexe, on a finalement
T=f-kP(H)nB.

Le même raisonnement montre qu'il existe deux rayons externes
RÇrj^) de /^(%) adjacents à [/^(î/,)^], j = 0,1, • . . ,k - 1, et que
L^ = R{riy~) U R(r]^) U {/A;P(%)} ^ = 0,1, • • • , k - 1 bornent un domaine
B' avec B7 H H = F'. Reste à montrer ~B C B' et ^± = 2^7^,
J = 0 , 1 , . . . , Â ; - 1 .

Montrons d'abord B C B'. Le fait que F C F', et que pour tout j,
k-l

Lj soit disjoint de |̂ J L^ nous dit que pour tout j, B est dans la même
j'=o _

composante connexe de C — L' que T. D'où ~B C 5'.

Comme /fcp est injective au voisinage de chaque y^ elle envoie les
deux rayons externes de yj adjacents à [yj,z\ à ceux de f^Çyj) adjacents
à [/^M. On a donc ̂  = 2^ et L;. = /^(L,).

Montrons f^ÇB) = B ' . Comme T' H ôV = 0, l'ensemble r est
une composante connexe de /"^(T'). Comme /"^(ff) H 5 = F et
/"^(TQ C f~kp(H), B ne contient pas d'autre composante connexe
de /"^(T'). Il est évident que la composante connexe de /"^(B') qui
contient z est contenue dans B. Si 5 n'est pas égale à celle-là, il existe
une courbe Le B telle que f^ÇL) soit l'une des /^(Lj). Mais ceci donne
par conséquent deux préimages de f^Çyj) dans ~B par /fcp. Ils sont dans
/-^(jF^nB. En contradiction avec /-^(J^nB == F et /^[r est injective.
On a montré alors fkp(B) = B ' , et /fcp : B -^ B' est un homéomorphisme.
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Posons g : B' —> B l'application inverse de /fcp. Alors g contracte la
métrique de Poincaré de B ' . Pour tout point x de B ' , la suite g71^) tend
donc vers z. En particulier il existe n tel que gn{x) e B H V.

On étend alors K de la façon suivante : pour x e B1 on pose
fï(x) = pnk^ï(gn{x)) avec un n suffisament grand pour que ^(.r) e B H V.
Cette définition ne dépend pas du choix de n car pour x ç B D Y,
i^(g(x)) = ^(a;)/^. Il est clair que n est encore holomorphe. Reste à
montrer qu'elle est injective. Si K(x) = ^{x'), il existe un n tel que
gn{x),gn{xl) ç B O Y . Ainsi ^(x)) = ^x)/?^ = ̂ {x')}. Comme
K. est injective dans V, on a g71^) = gn{xf). Mais ^ est elle-même injective,
on conclut finalement x = x ' .

Rappelons que ^{z) = 1. Pour tout x e B ' ,

lim lï(gn(x)) ~ tï(z) = l
n^oo (̂.Z;) — Z

En remplaçant /^(.r)) par ^x)/?^ et /î(z) par 0 on obtient (4), et la
convergence est uniforme pour tout compact de B ' , et par suite pour tout
compact de B. Q

II. Existence de a-o^i? • • • 5 ̂ k-i au voisinage de CQ.

Voici la première étape pour construire les voisinages de CQ.

LEMME 2.3. — Soie U un voisinage de CQ dans C, qui ne contient
aucun point de branchement de f'^H) distinct de CQ. Supposons de plus

l
(5) [/nOr-^co^O et Un\Jfq(U)=0.

9=1

Alors

1. Soit /^(H^u 1^ composante connexe de U H f~l(H) qui contient
CQ. Alors f'^H^u Gst une étoile à k branches centrée en CQ, où
k = #Arg(a).

2. Il existe un point XQ 6 U H H périodique répulsif, ayant exactement
deux arguments externes ̂ , avec

(6) [xo,co}nOT(xo) ={xo}.
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3. Sur chaque branche de f~\H')u, il existe un point Xj ayant les deux
propriétés suivantes :

(a) Xj est une préimage de XQ, il n'a que deux arguments externes.

(b) pour ^± les deux arguments externes de XQ et A la composante
connexe de C - R(^~) U R(^) U {xo} qui contient CQ, on a
Or+(;r,) H A = 0, j = 0,1, • . . , A-- 1.

Démonstration. — Le choix que U - {co} ne contient aucun point de
branchements de f^ÇH) et le fait que k = #{brins de f'^H) en co} =
#{brins de H en a} nous garantit bien que f'^H^u est une étoile à k
branches.

Soient r],rj + 1/2 deux arguments externes de 0, et T = R/î. Alors
T - {^ ^ + 1/2} a deux composantes connexes. B. Wittner ([W]) a montré
le résultat suivant : pour 9 , 6 ' ç T, 7(0) = 7(0') si et seulement si pour
tout n e N, soit 2n6^2n0 / e Arg(O), soit 2r^(9,2n6>/ sont dans la même
composante connexe de T-{^ 77+1/2}. Pour toute paire de points z, z ' e J,
z ^ z ' , il existe 0 , 0 ' ç T tels que z = -y(6) et z ' = 7((9'). Il existe donc
un m minimal tel que soit /m^) = 0, f^^z') -^ 0 (ou vice versa), soit
ym^^ym^/^ g^ ̂ g ^g composantes différentes de J - {0}. Dans les
deux cas, on a 0 ç [/m^), .T '̂)], et /m : [^/] ̂  [/m^),/m^)] est un
homéomorphisme. Par conséquent, il existe x ç [ z , z ' } avec y771^) = 0.

Rappelons que CQ est une extrémité de H. Donc f^^H^u a exacte-
ment une branche qui appartient à H. Prenons z = co, z ' ç H H f~\H)u
tel que [^,co] H Or^co) = 0. Prenons rr e [co,^] tel que ^(rr) = 0 pour
m minimal. Il est évident que x -^ co, car CQ n'est pas périodique. Comme
/(O) = co, l'application

/m+l : [co^]-.[/m+l(co),co]

est un homéomorphisme. Comme [./^'^(co^Co] D [co,x], il existe un point
XQ e [co,.r] fixé par /m+l, donc périodique pour /. On a XQ e [co,^'] C
H r\ U. Le point o-o est répulsif du fait que tout point périodique de /
est répulsif ([DH]). Il a exactement deux arguments externes car pour les
points périodiques, le nombre d'arguments externes est égal au nombre de
brins de H, et H a deux brins en XQ. Quitte à choisir un autre point dans
Or(^o) H [2/,co], on peut supposer (6).

Soit [co,z'} une branche de f~\H)u, avec z ' e 9U. Appliquons le
résultat de B. Wittner à [co, z'\. Il existe alors x e [co, z'\ tel que ^(x) = 0
et que y^1 : [x,co] -^ [co, f171^1^)] soit un homéomorphisme. Comme
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co e U, /^(co) ^ £/, [coj^co)] C H, le segment [co^+^co)]
contient l'unique branche de H dans f'^H^u- En particulier, a:o ^
[co, .r^co)]. Il existe donc x ' e [a:, co] tel que f^^^x') = a:o. Ceci montre
qu'il existe q > 1 tel que /"^({a-o}) H [co,x] -=/=- 0. Soit </ l'entier minimal
des q et prenons x ' e [co,a:] tel que f ^ ^ x ' ) = XQ. Le point x ' n'a que deux
arguments externes parce que XQ n'en a que deux.

Il nous reste à montrer Or4'^7) H A = 0, et Or^(xo) H A = 0. Le fait
que co est une extrémité de H nous dit que Ar\H = [XQ, co] — {.ro}. Comme
Or(.ro) C H, la relation (6) implique Or(.ro) H A = Or^o) H A = 0. On
montre maintenant fq{xf) ^. A, q = 1 , 2 , ' • ' . q ' -1. S'il existe ç < g' tel que
f^x') e A, alors /9([c^^]) = [/^co),/^^)] intersecte 9A C'est-à-dire
XQ G [/^(co),/^^)] C [/^(co),/^^)]. Ceci contredit le choix que q1 soit
minimal. D

Figure 2 : A

Remarque. — L'existence de 2:0 ne résulte pas du résultat de Fatou :
les points périodiques répulsifs sont denses dans J, car ces points ne sont
malheureusement pas toujours denses dans H. Voici un exemple, avec une
valeur de co réelle, où f(xj) = ̂ -+i, /(a) = a, f{xy) = x^ et f(x^) = x^
De plus

f{[xy,XQ'}) = [X3,XQ] C [X^,X4\ U [X3,XG\ U [x^.X^}

et f([x^,x^\ U [x3,XG\ U [^5^2]) = [xi,x^\ U [2:3^6] U [0:5, x^}. Il n'y a donc
pas de point périodique dans [o^/,;^].

xy XQ' a

x\ .2:4 = rcy .ré XQ = 0 a;3 3:5 x'2
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On verra dans la suite de la démonstration qu'il suffit de choisir XQ
comme un point prépériodique répulsif, non précritique (i.e. 0 ^ Or(a'o))-
Le point fixe a autre que /3 = 7(0) est le point périodique répulsif le plus
remarquable dans H. Mais on ne peut pas essayer de choisir XQ comme une
préimage de a. Par exemple, dans l'arbre ci-dessous, toute préimage de a
dans H est soit une extrémité de H^ soit précritique. D

^

I I I . Existence de xj^n, Ayi.

Les points XQ.X-^, • • • ,a^-i nous permettent de construire une suite
de voisinages de CQ, avec un comportement asymptotique bien contrôlé.

Soit V = K,~l(Ds/\^k) un voisinage de a vérifiant les conditions du
lemme 2.2, c'est-à-dire 0 < s <: SQ, K^^-ÇDso) est inclus dans un domaine
de linéarisation de f^ en a, et K~l(Dso) — {a} ne contient aucun point
de branchement de H. Soit U le voisinage simplement connexe de CQ avec
f^U) = V. Choisissons s assez petit pour que f^u soit injective, et que

z+p-i
(7) [/n0r+(co)=0, et Un \J f(U) = 0.

î=l

Alors U vérifie les conditions du lemme 2.3. Plus précisément U — {co}
ne contient aucun point de branchement de f^ÇH), et U vérifie (5) (qui
est un cas particulier de (7)). Posons F = f^u- Soient XQ,X^, • • • ,Xk-i les
points obtenus par le lemme 2.3. Posons yj == F(xj), j == 1, 2, • • - , k — 1.

k-l

Alors T = M [a,yj\ est une sous étoile fermée de Hy = /"^(^v à k
j=0

branches.

Pour B, B' les régions obtenues dans le lemme 2.2, et g l'application
inverse de f^ : B —> B^ et pour n € N, posons successivement BQ =
B, Bn = g(Bn-l), yoj = %, VnJ = gÇVn-lj), LQJ = L j , LnJ =
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k-1

g(Ln-ij). Alors ~Bn C B^-i, OBn = \J L,^ f^ : Bn ^ BQ est un
j=0

homéomorphisme, et

k-l

f-nkp^ nBn=H^Bn=\J [y^ a] C V.
3=0

LEMME 2.4. — Notons AQ la région bornée par les xj et leurs rayons
externes. Alors fÇAo) = BQ et f1 : AQ—> BQ est un homéomorphisme.

Démonstration. — D'abord Ao contient la composante connexe de
/"^(Bo) qui contient CQ. Mais Ao coïncide avec cette composante connexe
pour la même raison que f^ÇB) = B ' , dans la démonstration du lemme
2.2. D

DÉFINITION. — Notons F = f1 : AQ —^ BQ. Pour n ç N, posons
An = F-\Bn)^ X^n = F-\y^n}, S^n = F-\L^n), J = 0, 1 , • • • ,k - 1.

k-l

COROLLAIRE 2.5. — Pour tout n e N, 'An C An-i, 9An = 1 ) S^n,
3=0

les deux applications f1 : An —> Bn , /^+nfcP : An —> BQ sont bijectives, et

k-l

f-^P^^H) HA, = f-^H) HA, = \J [x^co] , etHnAn = [x^co].
j=o

On a S^n = ̂ (^n)u-^(^n)u{x3,n}, avec 6^ les deux arguments externes
de x^n (j = 1,2, • • • , À: - 1). On suppose 6^ ^ 6^.

LEMME 2.6. — Soit A le domaine défini comme dans le lemme 2.3
(figure 2). On a Or^co) H A = 0. Pour tout n e N, tout 1 <, q < l + nkp,
f q(Àn)^A=0. Pour tout nç N, tout j e {0,1, • • • , A;-!}, Or^^JrVi =
0.

Démonstration. — Or^co) C H , Ar\H = [xo, co]—{xo} C U. D'après
(7), Or-^co) n U = 0. Donc Or+(co) H A = 0.

Soient n e N , l < ç < ^ + nkp. On remarque d'abord

k-l l+p-1

r(Àn)nH=r(f-^H^An)=\j[f^X^)^r{c,)}C U f(U).

j=0 i=l
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Si f^An) n A + 0, alors /^(A^) H (9.4 ^ 0 car f^co) ^ A. Comme les
rayons externes ne se coupent pas, on a 9A C fq(An), et XQ C fq(An)^^H C
Z+p-l

I J f^'^U). Ceci contredit la condition (7).
i=l

Quant à Or^^n), pour 1 < q < l-\-nkp^ on a fq{xj^n) 6 fq(An) qui
est disjoint de A Pour g > l + nA:p,

/^n) = /^-n^) e Or(^) = Or(/^)) C Or^.).

Et enfin Or"^-) H A = 0 par le lemme 2.3. D

IV. Définition et paramétrage de Fn- Invariance asymptotique.

Notons h la fonction de Green de K = Kco. On a h\ç _^ = log |^| et
h\K = 0. Pour n e N, posons ̂  = {^ e ~Ân\h{z) < 1/2^}, et Fn = Q^n-
On remarque que ^n C A, il est simplement connexe, Fn est une courbe
de Jordan formée d'arcs de rayons externes et d'arcs d'équipotentielles
(figure 3).

k-l

Le fait que [co,7(0)] ̂  An = [co,.ro,n] et 9An = (J S^n nous dit que
3=0

pour tout 1 ̂  j < k — 1, on a 0 < ÔQ^ < 6 - ^ < 6^ < 6^ < 1, et pour
1 ̂  J J ' <. k - 1, j+ j', [6^ ̂ J n [̂  „ ̂ J = 0 (figure 3). Posons
(8)

/c-l

An={^n^l±n.•••.^-l,n}.©n=[0^]-[0^0-n[U]<n^]uU]^n.^^
J=l

on a
fc-i

An = |j Arg(^^),
j=o

(9) 9An= |j ^)U{7(T7)},
^eAn

(10) J?(77) C A^ <^ 77 G 6^,

sinon R{r]) H An = 0.

Posons P^ = {e^2^ | 0 < r < l/2nA•P, 77 ç A^}/ ~, où - est
la relation d'équivalence définie par e 27r ^n ^ e Î7r J'71, j = 0,1, • • • , A* — 1.
Posons P '̂ = {e^+2^^ | ^ = 1/3^ 77 ç Qn}. Et posons enfin T>n =
P^UP^. Alors "Dn = {w ^ C | <^(w) G rn}/ ~- La représentation conforme
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§în ô,,

^n .̂n

Y(0)

Figure 3 : ̂  , [co,7(0)]

Figure 4 : 2?n
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y? : C—D—>C—K induit un homéomorphisme T>n —>• I\i, que nous notons,
par abus de notation, (p. Ainsi ^p(Vn) = Pn? avec y(Pn) la partie de rayons
externes et ^{R'n) la partie d'équipotentielle.

LEMME 2.7. — On a

gnoF(ro)=F(rn)^
et F~1 o g ^ o F = F~1 o fl^kp ; p^ _, p^ ̂  ̂  homéomorphisme.

Démonstration. — C'est évident pour la partie ^(î^). Puisque '0
conjugue / à z —> z2, F = f1, g est une branche de (/-l)fcp, et gn{BQ] =
~Bn^ on a F o (^/) = {^ ç Bnl/^)^ 272^}, F o ̂ ) = {z ç
Bo|/i(z) = 21} et g71 o F o ̂ ) = {z ç Bn\h(z) = ̂ /^P}. D

On peut extraire de ce lemme des informations combinatoires : Soit
T : T -^ T, 0 h-> 2(9.

LEMME 2.8. — Les deux applications r1 : Qn —>' ^(©n) et ^kp ''
^^(©n) ~~i• ^(Qo) sont bîjectives.

Pour tout n ç N , AnC\Bn = 0, R(r]) C An si et seulement si T) G Qn,
R(r]) C Bn si et seulement si T) ç T^(©n). Sinon R(r]) H {An U ^n) = 0-

Démonstration. — Rappelons que (p : C — D —> C — K est une
application conforme qui vérifie (2), avec / : z i—^ z2. Plus généralement,
on a

(12) VneN, .To^^^o/7 1 .

Notons ^n,m : T -^ C, 77 i-> e27"/271 ^2^^ Analysons le diagramme
suivant : pour tout n G N,

9« ^ ^ -^ <^)
T'I 1 I f 1 2 ^ F
r^e») ^ /'(^) -^ ^(^(2?»'))

^-n/cp 1 3 1 f71^ 4 1 /'nÂ;p

^(Qo) ^±^ ^(PQ') -̂  ^^(^0/)).

On prétend que toutes les applications dans ce diagramme sont bijectives,
et que tous les sous-diagrammes commutent.

Remarquons que ^p^D'^) C An. D'après le corollaire 2.5, /^^LCP'/) =
fnkpoF\^^^ est injective. Comme / envoie les rayons externes aux rayons
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externes, les équipotentielles aux équipotentielles, on a /^(F^CP"))) =
F(^(PO')) (11).

D'après (12), Fo^(P^) = ̂ pof1^), donc le diagramme 2 commute
pour tout n ç N. Comme y?, F sont bijectives dans 2, f1 l'est aussi. Quand
au diagramme 4, f^PÇF^V^))) = F^V^)) est cité dans le paragraphe
ci-dessus, ^(F^ÇV^))) = f^V'o) est exactement le diagramme 2 ap-
pliqué à n = 0. En vertu de (12), (p o f^Çf1^)) = f^P o ̂ (f1^)) =
F^PO'))? le diagramme 4 est bien défini, commutatif. De plus f^P est
bijective puisque f^P l'est.

Pour le diagramme 1, par définition de ^m, A4i,o(Qn) = ̂  et

/^/^(©n) = ^n^or^e^). Comme /^ /^ sont bijectives, r^ est bijective.
Par suite, le diagramme 1 est bien défini, commutatif. Quand au diagramme
3, il est clair que ^i+nkp o r^r^On)) = f^P o ̂ i(r\Qn)) = f1^).
Comme f1^ = {e21^-21^ e 60}, on a ̂ ^(/TO) = {^ C
©0} = ̂ (Qo). Donc le diagramme 3 est bien défini, commutatif, et chacune
des quatre applications est bijective.

An H Bn = 0 est évident. L'équivalence entre R(rî) C An et rj e Qy,
est une conséquence de la formule (10).

Le fait R(rj) C ~Bn est équivalent à ^(e21/2^^2^) ç ~B^ qui
est équivalent à (p o p,n,i(rî) ç F(^(P^')). Et ce dernier est équivalent à
rîÇr^Qn). D

On va paramétrer maintenant les F^. Soit (TQ : S1 —> Fo un homéo-
morphisme quelconque. Alors (11) induit un homéomorphisme On = F~1 o
g" o F o o-o de S1 à I\ :

ol ^o. p __, -p<b ——> LQ ——> Ln
F [ î F-1

F(ro) ^ F(r,).
On prétend que (Tn(t) est uniformément asymptotiquement invariant. Plus
précisément,

LEMME 2.9. — Pour tout t e S1,

(13) fl+nkp{crnW)=fl(ao(t)).

(14) jin^^(a,(t)-co)=^—,^oFo(7o^)

uniformément pour tout t ç S1.
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Démonstration. — (13) résulte de la définition de (Tn(t). De plus,

P^^nd) - co) = ̂ (F-1 o ̂ (F o ao(t)) - ̂ (a)).

Ainsi

limp^^-co)^——- lim ^(^(Foao^))-^^.1.^^^^)),
n^oo F (Co) ^-^oo ^ ( ^ o )

uniformément pour tout t e 6'1, où la dernière égalité est une conséquence
de (4). D

2.2. Plan des paramètres. Définition du voisinage C de CQ.

Supposons toujours que CQ est un point de Misiurewicz.

L'existence du point XQ pour fco (lemme 2.3) nous permet de trouver
un certain voisinage C de CQ dans le plan des paramètres tel que, pour tout
c G C, le polynôme fc possède les points x^n{c) analogues aux points xj^n
de fco et les courbes Sj^nÇc) analogues aux courbes Sj^n de fco. Dans cette
section on va construire C. Et on ne montre les propriétés de fc pour c çz C
que dans la section suivante.

Rappelons que '0e est l'application conforme qui conjugue fc à z ^-> z2

au voisinage de oo. En vertu d'un résultat de Douady et Hubbard ([DH]),
si c ^ M, ^ci0) est bien défini, l'application ^M '' c i—>- ^(^ réalise
une représentation conforme de C — M sur C — D. On appelle RM(O) =
^{ ^+2^ r > 0 } le rayon externe d'argument 0 de M. Si RM^Ô)
aboutit, on note 7M(^) ê 9^ le point d'aboutissement. On pose

AlgM(z)={0çJ\-ÏM(0)=z}^

LEMME 2.10 ([DH]). — Pour tout c point de Misiurewicz, Argç(c) =
Arg^(c)nQ^0.

L'idée principale de la construction de Xj^n(c), r^(c), CTn dans cette
section ainsi que dans les sections suivantes est de déduire des informations
combinatoires sur P^ ^n et On, en utilisant l'ordre cyclique des rayons
externes près de l'infini, les propriétés dynamiques de I\ par fco et la
conjugaison ^ = '0co? ainsi que son inverse (p. Ensuite en combinant
ces informations combinatoires et la conjugaison ^c et l'application ^/M
on obtient des propriétés ressemblantes pour la dynamique du polynôme
fc : z i—^ z2 + c, pour c e C, et pour le plan des paramètres.
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La clef du passage du plan dynamique au plan des paramètres est le
lemme suivant, en vertu d'un résultat de P. Lavaurs :

LEMME 2.11 ([L2]). — Soit x e HCQ périodique répulsif, non-extrémité,
avec [x.co] n Oï(x) = {x}. Alors pour 77, y/ les deux arguments externes
de x adjacents à [x^co], on a 7M(^) = 7M(^')- En particulier, pour XQ
choisi dans le lemme 2.3 et ^± les deux arguments externes de XQ, on a
7M(r)=7Mtë+).

DÉFINITION. — On note C la composante connexe de C — RM{^~) U
RM(^) U {7M(^~)} contenant CQ.

Le résultat suivant est évident, en vertu de l'ordre cyclique des rayons
à l'infini :

LEMME 2.12. — Soit r] e T. Alors RM^) C C si ^~ < T] < ^+, et
RM (il) H C = 0 sinon.

2.3. Dynamique de fc pour c ç C. Existence de ^^(c), ^(c), S^(c).

On a besoin d'abord d'un résultat préliminaire :

THÉORÈME 2.13 (Douady-Hubbard et P. Lavaurs ([DH],[L1])). —
Pour 0 G T rationnel, le rayon RM^Q) aboutit. Pour 0 rationnel pour tout
c dans

(15) E(0) = C - J RM^Ô) U {7M(2^)}
n>l

Rc(ô) aboutit, avec 7c(^) prépériodique répulsif, non précritique (Le. 0 ^
OrJ'(7c(^))^ et l'application (c, s) ̂  ̂ (e8^2^0) est continue dans E(0) x
[0,oo), holomorphe en c. En particulier, c ̂  7c(^) est holomorphe dans
E(0).

Posons A' = Arg^(co). Les ensembles Ayi, On sont définis comme
dans (8).

LEMME 2.14. — S'oit c e C. Le rayon Rc(rj) aboutit en un point v(c)
pour tous T] ê A'. L'application C —> C, c\—> v{c) est holomorphe.

Soit c e C. Pour tout n e N, tout j e {0,1, • > • , k — 1}, les deux rayons
Rc(6j~^), Rc(6^) (rappelons que ôf^ e ^n) aboutissent au même point,
noté Xj^n(c). C'est un point prépériodique répulsif. Pour toute paire (j,n),
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oj2 a y{c) -^ x^n(c). Si (j,n) ^ (f\n'\ alors x^n(c) -^ Xj^n'Çc). Pour tout
77 ç Ayi, l'application (c^s) \—> (/^(e^2"1'77) est continue dans C x [0,oo),
et est holomorphe en c. Par conséquent, Çc,z) i—^ (pc(^) est continue dans
C x P^, holomorphe en c.

On a de plus,

(16) fc^W) = f^(c)).

L'ensemble S^n (c) == Rc(6^)URc(6^)U{x^n(c)} est un arc connexe.
Et S^n(c) et Sj^n'Çc) sont disjoints si (j,n) ^ (j^n1). Pour An(c) la

k-l

composante connexe de C — I J S^n(c) qui contient ^(c), on a
3=0

k-l

(17) QAn(c) = \J S^(c) = [j R^) U {7c(^)}.
j=o y^eA^

(Comparer avec la formule (9).)

Démonstration. — Soient c G C, n G N. Supposons que 77 est dans
k-l

(18) A' U A, = Arg,Jco) U \J Arg^n).
3=0

On va montrer d'abord que RcÇrj) aboutit, et 7c(^) dépend de façon
holomorphe de c. On montre ensuite que pour T), rf e A'UA^ 7c(^) = 7cW)
si et seulement si 7co(^) = 7co(77/)•

Soit 77 6 A' U Ayi. Alors 77 est rationnel car ^cc^) es^ prépériodique.
Pour que RcW aboutisse pour tout c ç C, il suffit que C soit contenu dans
E(rf) ((15)). En vertu du lemme 2.6,

OrJ-Jco) H A = 0, OT^(X^) H ̂  = 0, ^ = 0,1, • . • ,/c - 1.

Par conséquent, pour tout q >_ 1, on a RcQ^rj) H A = 0. Combinatoire-
ment,

(19) 2^n ir^I^ ç > l .

Dans le plan des paramètres, RM^T]) H C = 0, ç ^ 1 (lemme 2.12). De
plus RM^T]) aboutit car 2^77 est rationnel (théorème 2.13). Comme C est
ouvert, 7M(2g77) ^ C, q > 1. Donc C C £'(77). D'après le théorème 2.13, pour
tout c ç C, -Rc(^) aboutit à 7c(^)? avec 70(^7) prépériodique répulsif, non
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précritique. Et c i-̂  7^(77) est holomorphe dans C, ainsi que c ̂  (/^(e^227^),
pour tout 5^0 .

Existence de ^0,0 (c). Rappelons que ^- = 6^, ^+ = ̂  sont les
deux arguments externes de XQ = a;o,o adjacents a [xo.co}. L'ensemble
{c e C \ 7c(^~) = 7c(^+)} est non vide (il contient co), ouvert ( 70^)
sont périodiques répulsifs, donc la relation 7c(^~) = 7c(^+) est stable
par rapport à c d'après le théorème des fonctions implicites), et fermé
(c ̂  7^(77) est continue en c ). Il est donc tout C (l'ensemble C est connexe).

Posons xo^o(c) = 7c(e~)= 7c($+). Pour 77,77' ç A' U A^, l'ensemble
{c ç C \ 7^(77) == 7c(î/)} est ouvert (70(77) est prépériodique, répulsif et
non précritique), fermé (c ^ 7^(77) est continue). Il est non vide si et
seulement si 7^(77) = 7coW). Donc pour tout c e C, 7^77) = 7c(7/) si
et seulement si 7^(77) = 7coW). Posons î^(c) = 7^77) avec 77 e A', et
^3,n(c) = 7c(^) = 7c(^), 3 = 0,1, • • • , k - 1. On a donc ^(c) ^ x^n(c)
pour tout O'.n), et ^,n(c) ^ .r^,n'(c) si (j,n) ^ (^.TI').

Pour 77 <E A^, comme C C £'(77), d'après le théorème 2.13, l'application
(c, s) ̂  (^(e^2^) est continue dans C x [0, oo), holomorphe en c. Par la
définition de V^ et le fait que ̂ (e2^771) = (^(e2^), j = 0,1, • • . , k-1,
on conclut finalement que (c,^) ^ (^c(^) est continue dans C x V^
holomorphe en c.

Pour montrer (16), posons a(c) = /^(c)). On examine la dynamique
de 77 e A7 = Arg^(co) C Arg^(c)) par r : T -^ J,rj ̂  277. Le fait que
r] ^ Arg^(co) nous donne 2^ e Arg^(/^(co)) = Arg^(a(co)). Comme
/^(^o)) = ^(co), on a 2^77 e Arg^(a(co)). Comme Arg^(a(co)) =
^(^êco^o)), il existe 77' e Arg^(co) C Arg^(^(c)) tel que 2^' = 2P+^77.
Ainsi 7^(77) =7c(^), et

a(c) = 7,(2S) = 7c(2^77/) = ̂ p • 2^) = f^c^r])) = ̂ (a(c)).

D'où (16).

Les courbes S^n(c) = Rc(^) URc(ô^) U {a^n(c)} sont disjointes si
(^n) 7^ O'^Qî et A^(c) vérifie bien (17). D

2.4. Plan des paramètres.
Définition du voisinage CQ.Q C C de CQ.

Construction de c^, Gr^.

Les points ^,n(c), ^ = 0,1, • • • , k - 1, n ç N pour chaque c ç C nous
permettent de définir une suite de voisinages C^ïn de co dans le plan des
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paramètres. On montrera dans la section 2.6 que diam(C^) —> 0 quand
n —> oo.

LEMME 2.15. — Pour tout n e N, j = 0 , 1 , - - - , A ; - 1, les rayons
externes du plan des paramètres RM(<^J, RM (^J (rappelons que ôf^ <E
Ayj aboutissent au même point, noté c^n' On a c^n = ^j,n(cj>)'. Si
{^ n) ¥- (f^n/), ̂ n 7e C31^1' Par suite, ^^1 induit une application injective
surV^.

k-l

Pour CAn la composante connexe de C - (J RM (6^) U RM^n) u

j=o
{c^n} Qui contient CQ, on a

(20) 9CAn= [j RMWU{-YMW}.
iie^rz

(Comparer avec les formules (9) et (17).)

Démonstration. — Le cas n = 0,j = 0 est déjà traité dans le
lemme 2.11. Dans les autres cas, les rayons RM^^) aboutissent puisque
les arguments sont rationnels (théorème 2.13). Posons c^n = ^M^~n)'
Alors c^n € C. C'est un point de Misiurewicz car 6^ est à dénominateur
pair (cf. Douady et Hubbard, [DH]). Ainsi Arg^(c^) H Q = Arg^. Jc^n)
(lemme 2.10). En particulier, 6^ ç Arg^. Jc^), i.e. 7c,,J<^J = ̂ n. Or
le fait que c^n C C implique 7c„,(^±J = ^,n(cj,n) (lemme 2.14). On en
déduit que c^n = ^,n(^,n). Ainsi 6^ e Arg^.J^-^) C Arg^(^-^). Et
finalement, 7M(<^J = ^-^ = 7M(<^J.

Si c^n = Cj',n1, on a x^n(c^n) = Xj^n'{cj^n') = Xj^n' (cj>), et par
conséquent, (j.n) = (j'.n') (lemme 2.14). Les c^n sont donc deux-à-deux
disjoints. Puisque les rayons externes ne se coupent pas, on a bien (20). D

Soit hu la fonction de Green de C - M. On a HM^C) = log |^M(c)|
pour c ̂  M et /^(c) == 0 pour c e M.

__ DÉFINITION. — Pour n = 0 , 1 , 2 , - - - , on définit C^n = {c G
CAn\hM{z) ̂ 1/2^}, et CT\, = 9CU, = ^^(^n)- En particulier,
C^o ={ce CAo\hM(z) ̂  1} (figure 5).

On remarque que C^în est simplement connexe, C^în C Int(CT^-i),
co e Int(Cf2^). De plus, pour tout n, Mn = M H GA^ = M H C^ est
connexe d'après le lemme 2.1. Ainsi, la suite Mn forme une suite décrois-
sante de voisinages connexes de CQ dans M. Reste à montrer diam(CTn) ->
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Figure 5 : Cûo

0, et par suite diam(Mn) —> 0, quand n —^ oo, pour que les Mn forment
une base de voisinages connexes de CQ dans Af. Pour cela, il nous faut étu-
dier de plus près la dynamique de fc pour c dans un voisinage de CQ plus
petit que C. Le voisinage Int(CTîo) suffira pour notre but. Remarquons que
Int(CTo) C C.

2.5. Dynamique de fc pour c € Int(CT2o).
Construction et propriétés de I\(c).

Les ensembles An, On, T^, 0^, On sont définis comme dans 2.1.IV.

LEMME 2.16. — Pour tout c e Int(Cno), tout n e N, rn(c) == ^pc(Pn)
est bien défini, et vérifie les propriétés suivantes :

1. rn(c) est une courbe de Jordan, avec i/(c) dans là composante bornée
deC-Fn(c).

2. Il existe un paramétrage (Tn,c '- S1 —> Tn{c) tel que (c,t) i—^ o"n,c(^)
soit continue dans Int((7Ûo) x S'1? holomorphe en c.

3. Pour a(c) = /^(^(c)), on a f^(a(c)) = a(c). Les applications c ̂  a(c)
et c »—>• p(c) == (f^y^Çc)) sont holomorphes dans Int(C'îîo), avec
|p(c)|>l.

4. Pour tout t ç 51, ^+nfep(o"n,c(^)) == fi^o^t)) (comparer avec la
formule (13)).

Démonstration. — Soit n € N. Rappelons que T>n == On U P^.
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En vertu du lemme 2.14, pour chaque z e P^, l'application c i—^ (^c(^)
est holomorphe dans C, en particulier dans Int(C^o)-

Reste à montrer l'existence de y?c(î^0 pour tout c 6 Int(CT^o); i-e.
l'existence de ^(e1/271^2^) avec rj ç 6n.

Une variation du théorème 2.13 montre que pour 1 C T un intervalle,
et s > 0, l'application (c, rf) i—> (pcÇe8^21^) est bien définie et continue dans

(c-UU U ̂ -M^^wxi,
(9eJç>lr>29-s

et est holomorphe en c.

Si c G M, (^c est bien défini sur C — Z), en particulier sur P^.

Dans le cas c e Int(CTîo) - M, on a c = ^^(e^2^), avec,
combinatoirement, 0 < TO < 1, ç~ < 0 < ^+. Supposons qu'il existe
77 G Qyi tel que ^c^1^271 p+2î7rî7) ne soit pas bien défini. Alors il existe
q > 1, r > 29/2n^ tels que c = ̂ (e^2^-2*^). Ainsi

(21) ^g^n^p ^ y. ̂  ̂  ̂  ^

(22) 2^=^e]^^+ [ .

La formule (21) nous donne q < nkp. Mais la formule (22) avec le lemme 2.6
vont nous donner q > nkp+l, et par conséquent une contradiction. En effet
77 ç On nous garantit Rco(rj) C A^(co) ((10)). En vertu du lemme 2.6, pour
Kq' ^ nkp +1, f^ (A^(co)) H A = 0. En particulier, R^ (29 /r]) H A = 0.
Combinatoirement, 2<3f/77^l j^",^"^ = 0. Ainsi ç > nkp-}-1 par (22).

On peut conclure que pour s = l^^^,

Int(CTo)n U U U {^Ml(er+2^'(2^))}=0•
^GQn g>lr>29.s

Ainsi (c, 77) t—» (^c^^2271^) est bien définie et continue dans Int((7f^o) x ©n;
holomorphe en c. L'application (c,^) i—^ ^c(^) est donc continue dans
Int((7^o) x ^5 holomorphe en c.

L'ensemble r\(c) == ^(^n) est donc bien défini, pour tout c G
Int((7^o)5 avec (c,^) i-̂  (^c(^) continue dans Int(CT^o) x î^n? holomorphe
en c.

r\(c) est une courbe de Jordan parce que T>n en est une, et que ^pc\Vn
est un homéomorphisme. Le point v(c) est dans la composante bornée de
C-F^(c) car u{c) i r^(c), Arg^(^(c)) D Arg^(co) et Arg^(co) C Int(9^).
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Le paramétrage : pour c = CQ, on possède déjà On = o-n^co : S1 ~^
^n = ̂ n(co) (2.1.IV). Pour c e Int(C^o), on définit a^c : -S'1 -> F^c) par

s1 ^ r,(c)
^n,co l î ^c

UCO) ^ ^n.

C'est bien un homéomorphisme. Fixant n et t, le point i^co o<7n,co W est dans
Pyi. L'application (c,/;) i—>- <7^c(^) est donc continue dans Int(C7Qo) x 5'1?
holomorphe en c pour tout n.

Soit c 6 Int(CT^o)' Le fait f^(a{c)) •==- a(c) est une conséquence
de la formule (16). Comme c i-> v{c) est holomorphe dans Int((7^o)? les
applications c ̂  a(c) et c ̂  ^o(c) sont aussi holomorphes.

Montrons |p(c)| > 1.

Rappelons que A^(c) est la composante connexe de C — i j RcW U
77€An

{7c(^)} qui contient v(c), avec 9A^(c) = \J Rc{r]) U {7c(^)} ((17)).
7?eAn

Posons Bn(c) la composante connexe de
fc-l

C - IJ ^(2^) U {7c(2S)} = C - J ̂  o ̂ (ô^(co))
y?€An J=0

qui contient f[(y{c)) = a(c). Alors J?c(^) C An(c) ^=^ 77 e 6n, ^c(^) C
B^(c) 4==^ 77 e T^(Qn). On prétend que /^ : An(c) —> Bn{c), n >, 0, et
j-^kp ^ ^(c) -^ Bo(c), n > 1 sont des homéomorphismes.

Examinons par exemple j\ : An(c) -^ Bn(c). Comme f^(9An(c)) =
9Bn{c)^ An(c) contient au moins une composante connexe A! de f^^BnÇc)).
Si f^(An{c)) -^ Bn(c), ou f^A' n'est pas injective, il existe 77,77' G On tels
que fWrî)) = f^RcW) = RcÇr1^)) = Rc^W)) C B^ i.e. il existe
77,77' ç ©n avec r^) = r1^). Ceci contredit Pinjectivité de r1 sur 6n
(lemme 2.8). On peut montrer de façon analogue que f^ : Bn(c) —^ Bo(c)
est un homéomorphisme, n > 1.

On peut donc définir Fc = /^Ao(c) : Ao(c) -^ Bo(c), et ^c ^ -So(c) —^
Bi(c) l'application inverse de f^p\Bl(c)• On a F^Çc)) ^ 0 car Fc est
un homéomorphisme holomorphe. Comme B\{c) C BoÇc), l'application
gc contracte la métrique de Poincaré de 5o(c), avec l'unique point fixe
a(c). On a donc |^(a(c))| < 1. Mais g^(a(c)) == l//?(c)/i;, on en déduit que
|p(c)| > 1 pour tout c G Int(C^o)-
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Montrons 4. Par la conjugaison entre fc et /, la définition de o-n,c(t)
et la formule (13), on obtient :

f^1 o a^(t) = f^1 o ̂  o ̂  o a^ (t) = ̂  o f^1 o ̂  o a^ (t)

=^c o ^co o f^1 ° ̂ (t) = ̂  o ̂  o f1^ o ao,coM

=^coflo^coo^o,co(t)=f^o^o^oao^(t)=f^oao^{t).

D'où 4. D

LEMME 2.17. — II existe un voisinage compact W de CQ tel que la
suite des fonctions :

p^Çan+^t) - ̂ (c))

converge uniformément sur W x S1, lorsque n tend vers oo (la fonction
limite sera explicitée dans la formule (24)). Par conséquent,

(23) lim K,^)-^(c)|=0
n—>oo

uniformément sur W x S1.

Démontration. — Un résultat classique de l'analyse complexe montre
que si a est un point périodique répulsif, de période p, de multiplicateur p,
d'un polynôme P, il existe une unique application holomorphe h telle que
h(0) = a, /i'(0) = 1, h{pz) = P^/i^)). De plus, h est entière et dépend
analytiquement des coefficients de P (tant que a reste répulsif).

Dans notre cas a(c) est répulsif pour tout c e Int(GQo)- II existe donc
une application holomorphe en deux variables :

H : Int(CQo) x C -. C

avec Jf(c,0) = a(c), H(c,p(c)z) = f^(H(c,z)). Et pour l'application
hc : C —^ C, hc(z) = H{c,z), on a /^(O) = 1. De plus, il existe une
application inverse i^c = h~^1 définie dans 2?o(c), holomorphe injective,
dépendant analytiquement de c.

Par la compacité des ^n(c), il existe un voisinage ouvert W C
Int(Gfîo) de CQ tel que pour tout c e TV, on ait |p(c)| > p > 1, et

^ o f^(c)) C ̂  o /^i(co)), et ̂  o /^(co)) C ^c o ^(^o(c)).

Pour c e IV, 2; e ^o ° /^(^(co)), on a hc(z) ç ^(^o(c)) C
Bo(c). Notons Gc : ^o(c) ^ Ao(c) l'application inverse de /^Ao(c)-
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L'applicationjc, z) ^ Gc(hc(z)) est donc bien définie et continue dans
wxlïcaof^(^(co)), holomorphe dans Wx^ 0/^(^1 (co)). L'application

. , Gc o hc(z) — u(c}
(c,z)^————^——v-^ si z^O, et (c,0)^(GcO/^)'(î/(c))

est donc aussi continue dans W x Kco o fc (^(co)).

Soit W un voisinage compact de CQ inclus dans IV. Par la continuité
uniforme, pour tout e positif, il existe T] positif, tel que pour tout c ç W,
et tout z vérifiant 0 < \z\ < 77, on ait

Gcohc(z)-î^(c)
' ' \ / f ̂ "f 7 \ / / / \ \—————————— - (Gc o hc) '(^(c)) < e .

Pour n > 2,_c ç TVi, t e 51, posons w^,c(^) = ^c o /,(a^(^)).
Comme ^^(^) e ^(c) (^ > 2), on a Wn,c(t) ç /îco o /^i^o)). De plus,
^(c)^^^^^^) = w^c(t}. Ainsi

|^n+2,c(^)| ^ diam(̂  o^JÏÏ^co)))/?^ .

Pour £,77 ci-dessus, il existe N positif, tel que pour tout n > 7V,
ce W, t ç S1, on ait

Gc 0 hc(Wn-^2,c(t)) - V(C)
- {Gc o hc) (^(c)) < e .

\ ^n+2,c(^)

Par conséquent

(24) ^P^^n^t) - ̂ C)) = ̂ y^«c 0 ̂ (^,cW)

uniformément sur Ty' x S'1. Q

2.6. Conclusion.

THÉORÈME 2.18. — On a diam(CT^) -^ 0 quand n -^ oo. Ainsi
Mn = (7^n H M est connexe et {Mn}nçN forme une base de voisinages
connexes de CQ dans M.

Démonstration. — II s'agit d'une simple application du théorème de
Rouché.
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On définit d'abord CT^M : S'1 -^ CTn par a^M^t) = ̂  o ̂  o
^n,co(t). C'est un paramétrage car ^^1 induit un homéomorphisme de
Vn à CTn. Soit c = a^M(^). Alors ^(c) = ^co ° ^n,co(^). Comme
^M(c) = ^c(c), on a également c = ̂  o ̂ o ° ̂ n,co(^) = (7n,c(t).

Pour c e Int(C^o), t ç 51, n ç N, posons S^(c^) = o-n,c(^ - c,
et S(c) = c - v{c). Ce sont des fonctions holomorphes en c. On a
S,(c^)-S(c)=an,c(t)-^(c).

On voit facilement que S a un zéro isolé en co, sinon f^(c) == f^Çc)
pour tout c, ce qui contredit le fait que fc est un polynôme non-linéaire.

Soit W le voisinage de CQ donné par le lemme 2.17. Fixons e > 0 petit,
tel que D(co, e) C W, et que £; ne s'annule pas dans D(co,e) - {co}. Alors

\= min |S(c)|
|c-Co|=£

est positif non nul. Par la convergence uniforme de On,c(^) - ̂ (c) sur W x S1

((23)), il existe 7V, tel que pour tout n > 7V, tout ^ e 5'1, et tout c e W (en
particulier pour tout c e <9D(co,£) ), |crn,c(^) - v(c)\ < A ^ |S(c)|. D'après
le théorème de Rouché, ^n(c,t) a au moins un zéro c(n,t) dans le disque
D(co,e). On a alors c(n,t) = a^c(n,t)(t) = <^(n,t) ° ^co °^n,co^)- Ainsi
^M{c(n,t)) = ̂ c{n,t)(c(n,t)) = ̂ co °^co(t). Par définition de an,M(t), on
a c(n,t) = an,M{t). Par conséquent, quand t parcourt 51, c(n,^) parcourt
CT^. Autrement dit, CFn C D(co,£), pour tout n > N .

On en déduit que lim diam(CT\) = 0.
n-^oo

Le fait que Mn = M H Gf^ est connexe pour tout n est garanti par
le lemme 2.1.

Comme corollaire, on retrouve le résultat de Douady et Hubbard :
l'application E a un zéro simple en CQ ([DH]). Il y a plusieures démons-
trations de ce résultat. Notre raisonnement est très proche de l'une
d'elles. Q

Ainsi se termine la démonstration de notre résultat principal. Comme
corollaire, on cite ici une propriété de continuité de 7^ ''

COROLLAIRE 2.19. — Soit 0 e T un rationnel de dénominateur pair.
Pour tout e > 0, il existe 6 > 0, tel que pour tout 0' e T rationnel, vérifiant
W - 0\ < 6, on a |7M(0') - 7M(0)| < e.

Démonstration. — Notons CQ = ̂ M(O)' C'est un point de Misiurewicz.
En utilisant notre notation, pour tout e > 0, il existe N > 0, tel que pour
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tout n > 7V, diam(CT^ n M) < e. On a de plus, 0 ^ Qn pour tout n.
Posons

6 == min |^ — 6\.
î?€An

Alors pour ^/ ç T rationnel avec \0' — 0\ < 6, le rayon RM^) aboutit
en 7M(<9'), et RM^) C GA^. Ainsi ^M{O') e C7^ H M. Et finalement,
\7M(Of)--ïM(0)\<e. D
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