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CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES
par Alain GUICHARDET (Paris) s

INTRODUCTION

La méthode des représentations induites, mise au point par
G. W. Mackey, permet de trouver toutes les représentations
unitaires irréductibles de certains produits semi-directs dits
«réguliers», de groupes abéliens ; nous étudions dans le chapitre 1t
de ce travail certains produits semi-directs non réguliers;
a vrai dire, nous ne décrivons pas toutes leurs représentations’
irréductibles, mais seulement certaines d’entre elles, que nous
appelons « normales »; nous étudions aussi les représentations
factorielles « normales » de ces groupes, et, & coté de résultats
positifs, nous obtenons des contre-exemples a plusieurs conjec
tures naturelles. ’

La notion de représentation factorielle « normale » a été
introduite par R. Godement (cf. [14]) pour les groupes locale-
ment compacts unimodulaires; en fait plusieurs auteurs ont
déja remarqué que, méme pour des groupes trés simples, cette
notion n’était pas tout a fait assez large; nous en exposons
systématiquement une extension au chapitre 1, en nous plagant
dans le cadre des algébres de Banach involutives (sur la défim-
tion des caractéres des C*-algeébres, cf. aussi [31]).

Donnons maintenant un résumé plus détaillé du chapitre 1;
les résultats du § 1 sont trés semblables a ceux de [14], mais
les méthodes de démonstration différent sensiblement; étant
donnée une algébre de Banach involutive A admettant une
unité approchée, une représentation factorielle = de A sera
dite « normale » si ®(A) contient au moins un élément non

1.
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nul admettant une trace dans le facteur engendré par w(A);
nous définissons les traces et les caractéres de A de facon a
obtenir une correspondance biunivoque entre d’une part, les
caractéres définis 4 une constante multiplicative prés, et
d’autre part les représentations factorielles normales définies
a une quasi-équivalence preés (théoréme 1).

Le théoréme 1 du § 2 concerne la nature borélienne de la
correspondance précédente; plus précisément supposons A
séparable et telle que toute forme linéaire positive centrale
sur A soit continue; si on munit ’ensemble C; ; des caractéres
de A de type fini et de norme 1 de la structure borélienne sous-
jacente a la topologie de la convergence simple et I’ensemble

A, des classes de quasi-équivalence de représentations facto-
rielles de type fim de la structure borélienne définie dans [8],
la correspondance en question induit un isomorphisme borélien

de C; , sur A,. Le théoréme 2 suppose que A est une C*-algébre
séparable; il affirme d’une part que sur le sous-ensemble A,,,

’

de A formé des classes d’équivalence de représentations irré-
ductibles normales la structure borélienne de Mackey et la
structure borélienne sous-jacente a la topologie de Jacobson
sont 1dentiques et analytiques; et d’autre part que si on munit
Iensemble C; des caractéres de type I de A de la structure
borélienne la moins fine rendant boréliennes les applications
A — A (x) ou z e At (les caractéres sont considérés comme des
applications de A+ dans [0, + oo]) et si A vérifie une hypothése
supplémentaire assez large, la correspondance canonique entre
le quotient de C; par la relation de proportionnalité et A, est
un i1somorphisme borélien.

Les résultats du § 3 (relatifs a la décomposition des traces
en sommes continues de caractéres) s’inspirent de travaux
non publiés de R. Godement; celui du n® 2 (unicité de la décom-
position), qui était énoncé sans démonstration par R. Godement,
précise certains résultats connus antérieurement (cf. par
exemple [35], p. 288 et [8], th. 3).

Les produits semi-directs G = Gy X G; étudiés dans le
chapitre 11 sont supposés vérifier les conditions suivantes :

— G est discret et dénombrable;

— G, est distingué, abélien et sa topologie est 4 base dénom-

brable;
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— la fonction 1 sur Gy est limite uniforme sur tout compact
de fonctions de type positif a supports compacts;
— une condition, dite « condition (*) », relative aux mesures

positives sur Gy, qui intervient dans [4] pour la contruction
des exemples de facteurs (ch. 1, § 9, n° 3).

Le § 1 est consacré essentiellement a la représentation des
éléments de la C*-algébre A de G par des applications z:
a — z, de G, dans la C*-algébre A, de G, (prop. 1), ainsi qu’a
leur approximation par des éléments pour lesquels z, est nul
sauf pour un nombre fini d’éléments a (prop. 2); on notera
A% la sous-algébre, isomorphe & A,;, formée des ze A pour
lesquels z, = 0 si a 5~ ¢, (élément neutre de Gy).

Le § 2 est consacré aux représentations factorielles normales
et aux idéaux primitifs de A ; le théoréme 1 donne une méthode
pour obtenir toutes les classes de quasi-équivalence de repré-
sentations factorielles de type II, & partir de mesures positives

sur Gl invariantes et ergodiques pour l'action de Gy; cette
méthode est celle utilisée dans [29] pour construire des exemples
de facteurs. Le théoréme 2 donne une méthode pour obtenir
toutes les classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles normales (telles que © (A%) soit de rang infini) a partir
des trajectoires infinies discrétes de Gy dans Gl; cette méthode
est basée sur la notion de « systéme cinématique » exposée dans
[36]. Le corollaire de la prop. 4 établit une relation entre le
genre (CCR, GCR, NGCR) de A et la nature des trajectoires

de Gy dans G,. Le théoréme 3 permet de décrire les idéaux
primitifs I de A tels que A%/I n A® soit de rang infini, & I'aide
de certaines parties fermées de Gl, exactement les adhérences
des trajectoires infinies de Goy; on a mis en remarque une des-
cription de la topologie de Jacobson sur I’ensemble de ces
1déaux.

Le § 3 est consacré a l'étude détaillée d’un exemple: le
groupe G des transformations  — ax + b ol a est une puis-
sance entiére de 2 et b un nombre rationnel dyadique; G est
un produit semi-direct vérifiant les conditions requises au
début du chapitre 11; A est NGCR.

Dans le n® 2, en utilisant des mesures invariantes ergo-

diques sur G; assez voisines de celles considérées dans [33],
nous donnons des exemples de représentations factorielles de
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type:1I; de A qui ont méme noyau sans pour autant étre quasi-
équivalentes, ce qui répond par la négative & une conjecture
de J. Dixmier. :

Dans le n® 3 on montre que les représentations irréductibles
m pour lesquelles (A*®) est de rang fini sont de dimensions
finies et que leurs classes d’équivalence correspondent biuni-
voquement aux couples (T, 0), ou T est une trajectoire finie

de G, dans G, et 6 un élément de Go; on en déduit que A admet
un systéme complet de représentations irréductibles de dimen-
sions finies; comme A n’est pas GCR, ceci répond par la néga-
tive & une conjecture de G. W. Mackey ([28], p. 154).

Dans le n® 4 on précise la nature des caractéres de type I de
A ;- tout d’abord 'intersection des idéaux de définition de ces
caractéres est nulle; de plus, les seuls d’entre eux qui soient des
caractéres au sens de [14] sont ceux de type fini; enfin les
idéaux de définition de certains de ces caractéres ne contiennent
aucune fonction a support fim sur G. -

Le n° 5 contient quelques indications concernant les idéaux
primitifs de A; en particulier 'idéal {0} est primitif et tout
1déal primitif non nul contient strictement un idéal primitif
non nul; il existe un idéal bilatére fermé maximal I tel que
A/I soit NGCR.

Dans le n® 6 on montre que I’espace des caractéres partout
définis de A, mum de la topologie de la convergence simple,
n’est pas localement compact.

Enfin le n® 7 concerne la structure borélienne de I’ensemble
des classes de représentations irréductibles normales de A;
on montre (prop. 8) que la structure borélienne de Mackey et
la structure borélienne sous-jacente a la topologie de Jacobson,
qui sont identiques et analytiques dans le cas général, sont 1ci
standard. ’

Signalons pour terminer que ce travail constitue la thése
de doctorat de I’auteur; je tiens & exprimer ici ma profonde
reconnaissance 3 M. Dixmier sans I’aide constante de qui cette
thése n’aurait jamais vu le jour, ainsi qu’a MM. Choquet et
Schwartz qui ont bien voulu se joindre a lui pour en constituer
le jury.



NOTATIONS ET RAPPELS

Soit G un groupe localement compact; on désignera par
G) (resp. L*G)) Tespace des fonctions sur G a valeurs
complexes et 1ntegrables (resp. de carré 1ntegrable) pour la
mesure de Haar a gauche sur G. Il ne sera question ici que de
représentations unitaires continues dans des espaces hilber-
tiens et de I'équivalence unitaire de telles représentations.
Nous "appellerons C*-algébre de G Dalgébre complétée de
L}G) pour la norme f— sup ll=(F)ll, = parcourant I’ensemble

des representatlons de G (sur cette notion of. [30], § 18, n® 3
et [9], p. 369).

Par algebre normée involutive mous entendrons « algébre
normée munie d’une involution isométrique ». Soit A une algébre
normée involutive; on notera A+ I’ensemble des éléments
positifs de A (i.e. de la forme 2z*); une représentation = de A
dans un espace hilbertien H est dite non dégénérée si on a
©(A)h £ {0 ; pour tout élément h non nul de H; elle est dite
factorielle si ’algébre de von Neumann engendree par (A)
est un facteur; deux représentations =, et w, sont dites quasi-
équivalentes s11 existe un isomorphisme de I'algébre de von
Neumann engendrée par m,(A) sur I'algébre de von Neumann
engendrée par T,(A) transformant m(x) en my(x) pour tout
z€A. Nous appellerons unité approchée de A toute famille
filtrante (2;);; telle que eA, llzf] <t et que ||Jzy—yl| et
Ty, — 9yl tendent vers O sulvant le ﬁltre des sectlons de I
pour tout y e A. '

Soit A une algebre normée involutive admettant une unité
approchée (z;) et soit ® une représentation non dégénérée
de A dans un espace hilbertien H; w(;) converge ultra-fortement
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vers 1; en effet, il suffit de vérifier la convergence forte puisque
Pon a

lIn(@)l] < lledl] <

et on peut supposer qu’il existe un élément he H tel que
Pensemble ©(A)h soit partout dense dans Hj il suffit alors de
vérifier que

lin(z)w(y)h — =(y)k| - 0

pour tout y € A, ce qui résulte immédiatement de la définition.

Soit A une algébre de Banach involutive admettant une unité
approchée (z;); pour toute forme linéaire positive continue f
sur Aona

lim f(z, ——hmf(x.)——hmfw:x; il

en vertu de [34], th. 4.5.14.

Suivant [12] une C*-algébre sera dite N GCR s1 elle n’admet
aucun idéal bilatére fermé GCR différent de {0}.

Soient A une C*-algébre abélienne et X 1’espace topologique
des caractéres de A; rappelons que I'tsomorphisme de Gelfand
est application de A sur I’espace des fonctions continues sur
X nulles a 'infini définie par z — z avec Z(y) = y ().

. Pour toute algébre hilbertienne A on notera U(A) (resp. V(A))
I’algébre de von Neumann a gauche (resp. & droite) associée
a A; et pour tout élément z borné relativement a A, U, (resp.
V.) l'opérateur de multiplication a gauche (resp. a droite)
par z.

Pour tout espace topologique localement compact Z on
note C(Z) (resp. R(Z), resp. L.(Z)) I’espace des fonctions sur
Z a valeurs complexes et continues (resp. continues et a support
compacts, resp. continues et nulles & l'infini). Pour tout
espace vectoriel topologique H on désigne par £(H) I’espace
des endomorphismes continus de H.

Si f est une application d’un ensemble E dans un autre
ensemble et F' un sous-ensemble de E, on note f|F la restric-
tion de f a F; on emploie la méme notation pour la restriction
d’une mesure a un sous-ensemble mesurable.



CHAPITRE PREMIER

CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES

§ 1. Traces et caractéres.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algébre de Banach
involutive admettant une unité approchée.

1. Généralités.

DeriniTions. — Soit 1 un idéal autoadjoint de A; nous
appellerons trace définie sur 1 toute fonction o définie sur
I X I a valeurs complexes et vérifiant : '

(1) o est une forme sesquilinéaire hermitienne positive;

(i) o(y, ) = o(z*, y*) pourze I,y e I;

(1) o(zz, y) = o(z, 3'y) pourze l,yel, ze A;

(iv) pour tout x €I la forme linéaire positive [ sur A définie
par f(z) = o(zz, x) est continue et de norme o(z, x);

(v) les éléments zy (x € 1, y e I) sont partout denses dans 1 pour
la structure préhilbertienne (non nécessairement séparée) déduite
du produit scalaire o(z, y).

Remarque 1. — Si A est une C*-algébre la premiére partie
de I'axiome (iv) est une conséquence des précédents; en effet
sur une C*-algébre, toute forme linéaire positive est continue

([34), th. 4.8.15).

Notations. — On notera N I'idéal autoadjoint de A formé
des z e I tels que o(z, ) = 0 et A 'application canonique de I
sur I/N; I/N, muni du produit scalaire

(Az|Ay) = o(z, y),

est un espace préhilbertien séparé; on notera H [P'espace
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hilbertien complété et J l'involution dans H prolongeant
l’application Az — Az*; pour tout ze A on désignera par

) (resp. p (z)) Vopérateur linéaire dans I/N transformant
Aa; en A(zz (resp A(zz)) pour tout z e L.

Prorosition 1. — L’algébre I/N est une algébre hilbertienne;
les opérateurs w(z) et p(z) sont continus pour tout ze A et
leurs  prolongements linéaires continus & H définissent des
représentations T et p de A et de Ualgébre ('on]uguee dans H; on a
Jn(z)J = p(z*) pour tout z € A.

Les axiomes (i), (ii) et (iv) des algebres hllbertlennes (cf [4],
ch. 1, § 5, déf. 1) sont trivialement vérifiés. Démontrons la

continuité de =(z): on a, en vertu des axiomes (iii) et (iv):
~ (n(2)Az|n(2) Az) = o(z"2, @) < |2"]|o(x, @) = [|2"7]|(Az|Az).

L’axiome (ii1) des algébres hilbertiennes se trouve démontré
du méme coup. Enfin pour zel et ze A on a

p(z)Az = Jn(z)JAz

par suite p(z) est continu et les prolongements de =(z) et

o(z) 2 H vérifient p(z) = Jn(z )J

DeEriNgTION. — La representatwn T (resp p) sera dite repre-
sentation gauche (resp drozte) canomquement associée a o

Remarque 2. — Les restrlctlons de = et p.a I sont non dege-
nérées en vertu de P’axiome (v).

Remarque 3. — Pour tout z<1 la forme linéaire positive
surA: fz)=¢ (zx Z) converge Vvers o (:c, ) su1vant toute
unité approchée de A, car ‘

| (22, z) = (-rt )Az|Az)
:et ‘m(z) tend fortement vers 1 (cf Notations et rappels)

Remarque 4. — Soit E une partie de I partout dense dans I
pour: la. topologie. initiale; les éléments 2y (z < E, y < E) sont
partout, denses dans I pour le produit.scalaire c(m, y); il suffit
en effet de montrer que.tout élément A (u¢) de I/N (wel,
¢ e I) est limite d’éléments A (zy) (z eE, ye E), ce qui résulte
de la continuité du prodult par rapport 4 chacune des variables.

.- IL.en résulte que si A est séparable il en-est de méme de H.:
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Remarque 5. — Supposons que I admette une unité appro-
chée; 'axiome (v) est alors équivalent au suivant :

(v') la forme linéaire positive f sur I: f(z) = o(zz, z) tend
vers o(x, ) suivant au moins une unité approchée de I. Ceci
est alors vral pour toute unité approchée de I.

(v')=(v) : 1l suffit de montrer que si ze I et si (z) est une
unité approchée de I, zz — x pour la structure préhilbertienne,
c’est-a-dire ,

c(zx —zx,  zw—2x)—>0;
or ‘

o(zx — a:,zx—~ x) = o (37, x) — o(zx, T) — cr(‘z-aé, x) + o-(x; z);

mais (z) est aussi unité approchée pour I’adhérence I de I;
si donc k est la norme de la restriction a I de la forme llnealre
positive z — (zz, ), on a (cf. Notations et rappels)

lim ¢ (zz, ) = lim o(zz, ) = lim c(z,za:, z) =k |

et k = o(xz, z); d’ou 'assertion. :
(v)=>(v'): méme démonstration que pour la remarque 3.

Exemple 1. — Soit’ g une forme linéaire positive définie sur
un idéal autoadjoint I de A et vérifiant : :

(1) g(zz) = g(az) pour reletzeA; :

(i1) pour tout zel la forme hnealre pos1t1ve f sur A
f(z) = g(zzz*) est continue et de norme g(zz");

(111) les éléments zy(z e I, y € I) sont partout denses dans I
pour le produit scalaire g(xy ) SRRRT : 5

On vérifie immédiatement que la forme o'(a:, y) = g(xyv )
est une trace définie sur I.

Exemple 2. — Pour toute forme hnealre positive centrale
continue ‘g sur A, ld ‘forme o(z, y) = g(:vy) est une trace
définie sur A; pour le montrer nous allons nous ramener a
lexemple 1: lax10me (i) et la’ premiére partie ‘de I’axiome
(i1) sont trivialement vérifiés; deuxiéme partie de I'axiome (ii) :
soit (z;) une unité approchée de A;onma

Ifll = lim g(zaz*) = glaz").

Axiome (iii) : i suffit de ‘démontrer que zz tend vers z
pour la structure prehllbertlenne méme demonstratlon qu a
la remarque 5. ;
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Ezemple 3. — Soient = une représentation non dégénérée
de A, & Ialgébre de von Neumann engendrée par =(A), Tr une
trace normale sur Jb, m son idéal de définition; on suppose que

les éléments ST (S et Temn(A) nm%) sont partout denses
dans w(A)nm® pour le produit scalaire Tr(ST*). Alors la

1
forme o(z, y) = Tr = (xy") est une trace définie sur =* (m?) .
Les axiomes (1), (i1), (ii1) et (v) des traces sont trivialement
vérifiés; ’axiome (iv) résulte de la continuité ultra-faible de
Tr = (zz2*) par rapport a = (z) et du fait que = (z) tend ultra-
fortement vers 1 suivant toute unité approchée de A.

Notations. — En plus des notations posées aprés la remarque
1, nous noterons U (resp. V) ’algébre de von Neumann gauche
(resp. droite) associée a I’algébre hilbertienne I/N, Tr la trace
naturelle sur U et m son idéal de définition.

Lemme 1. — La forme G(z, y) = Tr w(zy*) est une trace

- 1
définie sur 1 = ﬂ”‘(m’) et prolongeant .

On a évidemment I>1 et ¢ prolonge o; les hypothéses de
Iexemple 3 sont satisfaites parce que w(I) est isomorphe a

I/N et partout dense dans w(A) n m% pour le produit scalaire
Tr (ST*); donc & est une trace.

LemME 2. — Sotent o et ¢’ deux traces définies respectivement
sur I et I, o' prolongeant s, et sotent N, A, H, U, U, m, =, p,
(resp. N', ...) les éléments correspondants. On a

n'”‘(m’%) cn? (m%).

On a évidemment N = N’ n I; pour z e I on a ||Aa]| = ||A'2||;
il .existe donc un isomorphisme T de H sur un sous-espace
fermé H, de H' tel que TAz = A’z pour tout z e I; posons
P=TT*". Ona
7'(a)T = Tx(a) 1)

pour tout a € A, car, pour tout zeI:
n'(a) TAz = A’(az) = TA(az) = Tn(a) Az.

On a de méme p'(a)T = Tp(a) et on en déduit que
T*s’(a) = p(a) T* et aussi que P permute a ©'(A) et p’(A).
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1

Soit maintenant aeﬁ'”l(m'z); Iopérateur ='(a) est de la
forme U, ou h est borné dans H’; montrons que T*h est borné
dans H et que ®(a) = Uy, c’est-a-dire que 'on a, pour tout
zel:

p(z*) T*h = =(a) Az.
On a, pour tout ze |
e(z*) T*h = T*'(a") h = T*U;A’z = T*%'(a) A’z
= T*r'(a) TAz = =(a) Az

1

d’ou l'égalité annoncée; par suite w(a)em?®.

1
CoroLLAIRE. — On a I'c ﬂ‘?(m’).

Remarque 6. — S1 U’ et V' sont des facteurs et si ¢ 50,
A’(I) est partout dense dans H’ et = et =’ sont équivalentes.
En effet P n’est pas nul et permute a ©'(A) et p’(A); on a donc
P = 1; I’équivalence de = et =’ résulte alors de (1).

DeriniTiON. — Une trace ¢ définie sur un idéal 1 sera dite
maximale s’il n’existe aucune trace prolongeant o et définie sur
un idéal contenant strictement 1.

Prorosition 2. — (i) Une trace o est maximale si et seulement

si on a I = 1 avec les notations du lemme 1.
(11) La trace ¢ du lemme 1 est maximale.

(i) Si ¢ est maximale on a I = I puisque & prolonge o. Inver-

sement supposons 1= I; soit ¢’ un prolongement de s défini
sur I’ > I; on a (cor. du lemme 2)

I'Cﬁ"l(m%) =I=1

donc I’ = 1. - - 1
(i1) 11 suffit de montrer que I =1I; or I=1’:“(ﬁl') et
(lemme 2)

w10t cr(m?) = L.

DEriNiTION. — La trace ¢ du lemme 1 sera dite prolongement
maximal canonique de o.
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Remarque 7. — Toute trace maximale est le prolongement
maximal canonique d’une trace obtenue par la méthode de
I’exemple 1.

Soit en effet ¢ maximale définie sur I; soient =, U, Tr, m
les éléments associés; pour z € =~} (m )posons gz) = Tr'n( ); on
voit facilement que g vérifie les conditions (i), (1) et (111) de
Pexemple 1 et que ¢ est le prolongement maximal canonique
de la trace sur = (i) associée a g.

2. Caractéres. Représentations factorielles normales.

Derinirions. — Soient o et ¢’ deux traces maximales définies
respectivement sur 1 et 1'; on dira que ¢ majorec’ st Ic I’ et st
o'(z, x) <oz, x) pour tout zel. U ne’ trace maximale sera
appelée caractére si 67&0 et s toule trace ma:mmale majorée
par o est proportionnelle d o.

ProvositioN 3. — Soient ¢ une trace maximale non nulle,
U et U les algébres de von Neumann associées; les conditions
suwantes sont équivalentes :

(i) U et O sont des facteurs;

(11) o est un caractére. .

Définissons N, A, H, Tr, m, &, p comme au n° 1.

(i) =~ (i1) : soient ¢’ une trace majorée par ¢ et I’ son idéal
de définition; pour z et y e I, ¢’(z, y) ne dépend que de Az et
Ay; c’est une forme sesquilinéaire hermltlenne, posu;lve
continue, qui, se prolonge donc & H par continuité; il existe
un operateur hermltlen continu E dans H tel que 0 < E < 1 et

o'(z, y) = (EAz|Ay) . pour =z et yel;

on voit immédiatement que E e “lL n U, donc E est un scalaire

ketona

o (e §) = holo, )

pour x et y € I et par suite pour xz et y quelconques
(1) == (1) : supposons que ¢ soit un caractére; soit E un

élément hermitien de U 'n U tel-que 0°<C E < 1; soit ng I'idéal

autoad]omt des T = ClL tels que

E T«sn_m2
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soit Iy = 7 (ng) o I; pour z et y e Ig posons
ox(z, y) = Tr (En(zy")).

La fonction T — Tr (ET) est une trace normale sur U*,
dont I''déal de définition est ng; pour montrer que op est une
trace 1l suffit (exemple 3) de montrer que les éléments ST (S et
T en(A) nng) sont partout denses dans =w(A)nng pour le
produit scalaire (S, T) — Tr (EST*); montrons d’abord que
w(A) nn est partout dense dans w(A)nng pour ce produit
scalaire. . . _

Soit T e =(A) nfiz; ona E*T=U, avechborné, et E* T*=Uj;
donc -

1
adhérence 1mage U, c adhérence image E*;

posons X = E%(I/N); comme h e U,(H), he X et il existe une

1
suite z, € [ telle que E*Ax,—h; posons T, = Uy, e =(A)n1;
on a a

Tr (E(T" - T)(Tn —T)*) == Tr(UE'/el\xn_.hUgileAz"_h)
= (E?Ax,, — hE* Az, — h> -0 .

d’ou l'assertion.

D’autre part les éléments ST (S et T e =(A) n 1) sont partout
denses dans ®(A) n n pour le produit scalaire (S, T) — Tr(ST*),
et a fortiori pour le produit scalaire plus petit (S, T) —Tr(EST*).

On a donc prouvé que oy était une trace; elle est évidemment
majorée par o; son prolongement maximal canonique doit
donc é&tre proportionnel 3 o : pourzetyel

ox(z, y) = ko(z, y) avec k>0
(EAz|Ay) = k(Az|Ay)

donc E = k et U et U sont des facteurs.

Derinition. — Une représentation factorielle non dégénérée
w de A est dite normale su le facteur engendré par w(A) est semi-
fint et st =(A) en contient un élément a trace non nul.

Une représentation irréductible d’une C*-algébre est alors
normale s1 et seulement s1 ©(A) contient I’algébre K des opé-
rateurs compacts; cette condition étant évidemment suffi-
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sante, montrons qu’elle est nécessaire: si ® est normale,
©(A) n K est un idéal non nul de =(A), et par conséquent est
irréductible; mais ©(A)n K est une algébre CCR (cf. [22],
th. 7. 4) et par suite est égale a K.

En particulier toute représentation factorielle non dégénérée
d’une algébre GCR est de type I et normale.

Prorosition 4. — Sotent © une représentation factorielle
normale de A, & le facteur engendré par w(A), Tr la trace cano-
nique sur @, m son idéal de définition. Alors

(1) @ est Ualgébre de von Neumann engendrée par w(A) nm;

(11) la forme o(z, y) = Tr © (zy) est un caractére défini sur

1
=1 (m? ;

(m) sotent =, la représentation gauche canoniquement associée
a o et U le facteur engendré par =,(A); il existe un isomorphisme
et un seul de U sur & transformant w,(z) en =(x) pour tout
rzeA;

(1v) tout caractére sur A s’obtient de cette fagon.

(1v) résulte immédiatement des prop. 1 et 3.

Muni du produit scalaire (S, T)— Tr (ST*), m’; est une

algébre hilbertienne achevée; soit H’ I’espace hilbertien com-
plété; il existe un isomorphisme ® (resp. un antiisomorphisme V')

1 1 1
de @ sur "U(m’) (resp. %(m”)) tel que pour Rea et Sem?®
(®(R))(S) = RS et (F(R))(S) = SR.
Posons, pour tout ae A
mi(a) = P(w(a))
a) = ¥(r(a");
les opérateurs w,(a) (resp. w,(a )engendrent%(m-) (resp “D( ll’_))
puisque les w(a) sont iltrafortement denses dans a. N
Soit maintenant H;c H' P’adhérence de =(I) = w(A) nm?;
on a Hy =~ 0; de plus pour zeletaec A
(7a(a))(n(z)) = (P(m(a ))(1: z)) = w(a)n(z) = =(az) e (I),
(o) (o) — CE({a)) (23— o) — (o)« (1]
donc =(I), et par suite Hj, est stable par w;(A) et wm,(A); par’

1
suite Hy= H'’ et =(I) est partout dense dans m* pour le produit
scalaire Tr (ST™).
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Pour montrer que o est une trace, 1l suffit (exemple 3) de
prouver que tout élément T de =(I) est limite pour ce produit
scalaire d’éléments RS(R et S € n(I)); or T est limite d’éléments

1
R,,S,,(R,, et S,,em?); puis tout élément R, (resp. S,) est
limite, d’aprés ce qui précéde, d’éléments R, , (resp. S, ,) de
n(I); ¢ est donc une trace.
L’idéal N des z e I tels que o(x, ) =0 est identique au noyau
de m; I/N est isomorphe a =(I); 'algébre de von Neumann

1
gauche U associée 4 5 est donc 1som0rphe a U(=(I)) = ‘U<m7>,
donc a @ et I''somorphisme en question transforme =,(a) en

w(a) pour tout a e A.
On a ainsi démontré (1) et (111). Pour terminer la démonstra-
tion de (1) 1l reste & prouver que ¢ est maximale, 1.e. que si

1
7;(a) est de la forme U, (h borné dans H’) alors a e I; or, m*

étant achevée,ona h e m%
m(a) = U, = O(h)

m(a) = he m%
d’ou enfin a e I.

TatorkME 1. — La formule o(z, y) = Tr n(zy*) établit une
correspondance biunivoque entre

a) Uensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tvons factorielles normales de A.

b) Uensemble des caractéres sur A définis & un facteur constant
pres.

Résulte aussitét de la prop. 4.

DEFiNiTION. — On appellera type d’un caractére le type de la
représentation associée.

Prorosition 5. — Soient o et 5 deux caractéres de A définis
respectivement sur 1 et 1' et soit A’ une sous-+-algébre partout
dense dans A; supposons que InA"=1nA’ et que ¢ et o’
sotent égauz et non nuls sur I n A’. Alors ¢ et 5’ sont égauc.

Soient N, A, H, w, p, (resp. N, ...) les éléments associés a o
(resp. ') posons I, =1InA’; A(I,) est stable par w(A’) et
¢(A’), donc aussi son adhérence A(I,) dans H; A(I,) est donc
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stable par w(A) et p(A), et comme A(I)) =0 on a A(I)) = H.
On voit de méme que A’(Iy) = H'. v
Pour z et y e I, on a (Az|Ay) = (A'z|A’y); il existe donc un
isomorphisme T de H sur H' tel que TAz = A’z pour tout
z e lp; solent alorsze Iy et ye A’; on a

Tr(y) Az = TA(yz) = N'(yz) = ='(y)A'z = 'n'(y)TA:v

d’ou Tx(y) = «'(y)T pour tout yeA’ et, par continuité,
pour tout y € A; © et ©’ sont équivalentes et & et ¢’ sont propor-
tionnels, donc égaux.

DeériniTioN. — Soit G un groupe localement compact; nous
appellerons caractére de G tout caractére de la C*-algébre A de G.

Supposons maintenant G unimodulaire; il est facile de
construire une application injective de I’ensemble des carac-
teres de G au sens de [14] dans I’ensemble des caractéres au
sens actuel; 1l suffit pour cela de montrer que

a) toute représentation factorielle normale au sens de [14]
est normale au sens actuel relativement a L'(G) (elle sera
alors normale relativement & A et on pourra prendre le carac-
tére correspondant);

b) deux caractéres au sens de [14] qui coincident sur LY(G)
sont identiques.

Or tout caractére » au sens de [14] est défini sur un 1déal
bilatére partout dense K de l’algébre M(G); mais K n LY(G)
est partout dense dans K puisque ¢ est adhérent a LY(G);
soit = une représentation factorielle telle que, pour tout a € K

*(a, @) = Trr(aa®);

on a a) puisque =K nL}G)) est partout dense dans w(K);
et b) résulte de la prop. 5

On verra plus loin que cette application n’est pas surjective
en général (ch. 11, § 3, n° 4, rem. 1).

§ 2. Structures boréliennes.

1. Généralités.

Dans tout ce paragraphe, A désigne une algébre de Banach
involutive, séparable, admettant une unité approchée et telle que
toute forme linéaire positive centrale sur A soit continue; A peut
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étre en particulier une C*-algébre séparable ou une algébre de
Banach involutive séparable avec élément unité.

On considére les caractéres comme des formes linéaires
définies sur des idéaux autoadjoints de A; plus précisément
tout caractére s’obtient de la facon suivante: soient ©® une
représentation factorielle normale de A, Trla trace canonique
du facteur engendré par w(A), m son idéal de défimtion; on
pose, pour z € ©~}(m)

Az) = Tr n(z);

Pidéal 1 = =~'(m) sera dit idéal restreint de définition de A;
pour z > 0, x ¢ I nous poserons A(x) = + oo.

Nous noterons C I’ensemble des caractéres et le munirons
de la structure borélienne la moins fine rendant boréliennes
les fonctions A — A(z) (x € A*); nous noterons par ailleurs C,
Pensemble des caractéres de type fini (ce sont des formes liné-
aires continues sur A), C;; ’ensemble de ceux qui sont de
norme 1 et C; 'ensemble des caractéres de type I. Nous dési-
gnerons par C° I’espace quotient de C par la relation de propor-
tionnalité, muni de la structure borélienne quotient, et Ci
Iensemble des éléments de type I de C° muni de la structure
borélienne induite par celle de C°. Enfin pour tout idéal auto-
adjoint I de A nous noterons C(I) 'ensemble des caractéres
dont I'idéal restreint de définition contient I et qui ne sont pas
1dentiquement nuls sur L.

En ce qui concerne les représentations nous emploierons les
notations suivantes :

pour tout n=1, 2, ... oo, H, est un espace hilbertien fixé
de dimension n;

A, .: ensemble des représentations de A dans H,;

A,. .: ensemble des éléments irréductibles de A,,, ,;

Air nor,n . ensemble des éléments normaux de A, ,;

A, : ensemble somme des A, ,; '

A (resp. Ag,): ensemble des éléments irréductibles (resp.
factoriels) de A,,,; :

Ai.r o ¢ €nsemble des éléments normaux de Ay, ;

A: quotient de A,, par la relation d’équivalence;

A,..: ensemble des éléments normaux de A;

A : quotient de A,,, par la relation de quasi-équivalence;

A,: ensemble des éléments de type fini de A.
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. . A ’ .
Les structures boréliennes de A,,, ,, A,, et A sont définies

comme dans [28], et celle de A comme dans [8].

Nous noterons enfin ¥ (resp. ¥?) P’application canonlque
de C (resp. C°) dans A et ® (resp ®° Tapplication canonique
de C; (resp. C;) sur A,

Lemme 1. — St 1 est l'idéal autoadjoint engendré par une
famille dénombrable d’éléments positifs x;, C(I) est borélien
dans C.

Car soit A € C; on a A e C(I) si et seulement si

a) pour tout t: A(z;)) < + oo.

b) pour au moins un i: A(z;) > 0.

Lemme 2. — Soient I un idéal autoadjoint de A, X(I) Uen-
semble des traces (non nécessairement maximales), considérées
comme des formes sesquilinéaires, définies sur 1; on munit
X(I) de la structure borélienne B(I), la moins fine rendant
boréliennes les fonctions ¢ —>a(z, y) (z et yel). Il existe alors
une application borélienne Q de X(I) dans A,, telle que, pour
toute o e X(I), Q(c) soit équivalente a la représentation gauche
canoniquement associée a a.

Nous reprenons les notations du § 1 et notons N;, A,, H,, =,
les éléments associés & . Pour tout p = 1, 2, ... o soit (ey, €3, ...)
une base orthonormale de ’espace H,. Soit enfin (z,) (n=1, 2, ...)
une suite multiplicativement stable et partout dense dans I;
on sait (§ 1, rem. 4) que les éléments A,z, sont partout denses
dans H,; soient %, I’espace vectoriel engendré algébriquement
par les Ag(z,) et d; sa dimension algébrique.

Je dis que

(1) pour tout p =1, 2, ... o P'ensemble Z, des 5 € X(I) tels
que d; = p est borélien dans X(I);

(1) 1l existe une suite hy(c), hy(s), ... telle que

a) pour tout o e X(I), hy(s), hy(s), ... engendrent algébrique-
ment %,;

b) si d; = o, hy(s), hy(s), ... forment un systéme orthonor-
mal; si d; << %, hy(5), ... hy (o) forment un systéme orthonor-
mal et h,(c) = 0 pour n > d;;

¢) pour tout n il existe un recouvrement de X(I) par des
parties boréliennes disjointes Z, ;, Zp g, ... possédant la pro-
priété suivante :
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sur chaque Z,;, h,(c) se met sous la forme 3 fi(s)As(z;) o

les f; sont des fonctions boréliennes identiquement nulles pour ¢
assez grand.

La démonstration est celle de [4], ch. 11, § 1, lemme 1 ou
I'on remplace simplement Z par X(I), { par s, #(() par H,,
Zy, Zay ... PAT A(2y), A(23), ..., Yy, Y, ... par hy, hy, ... et « mesu-
rable » par « borélien ».

Le sous-espace %, étant partout dense dans Hg, hy(c), hy(o), ...
forment une base orthonormale de H;; pour ceZ, soit U;
I'isomorphisme de H; sur H, transformant h, en e, et soit 75 la
représentation de A dans H, définie par

Te(2) = Usme(2)Ug?;
le lemme sera démontré s1 on prouve que toutes les fonctions
g = (To(@)ki|kes) (ky et k,eH, xzel)

sont boréliennes sur Z,.
Supposons d’abord k, et k, combinaisons linéaires des e;:

ky = 2 Ay, i€
kz = ;)\2‘1'8!‘;

on a alors
("‘c k1|k2) = 2 27\1 .7\2 j(-ta Vlj( ))
et il suffit de montrer que toutes les fonctions

5 = (Ta(2)hi(2) | Ry(a))
sont boréliennes sur chaque ensemble Z,nZ;,.nZ; ; or sur
un tel ensemble on a

=
’q‘
SN

= Sf{o)dle)
hy(o) = 2 gn(v)Aa(zn)

(ms(2)hi(a) | hy(o)) = Z Z f(5) 8m(0)(Ao(@z)) | As(Tm))
= 21', %:f,( ( )o(xx), Tp)-

Si maintenant k, et k, sont quelconques dans H,, la fonction
g — (g(2)ky|kz) est limite d’une suite de fonctions boréliennes,
donc borélienne.
2



20 ALAIN GUICHARDET

Prorosition 1. — Supposons qu’il existe une suite d’idéaux
autoadjoints 1, de A, engendrés par des familles dénombrables
d’éléments posutifs, telle que Uon ait

c=|_Jc(L);
alors W est borélienne. i

Isuffit de démontrer que ¥ est borélienne, ou encore (lemme 1)
que Y|C(I) est borélienne pour tout idéal autoadjoint I. Or
soit Il I'application de C(I) dans X(I) définie par

II(A) =6 avec oz, y) = ANay*) pour z et yel;
I1 est borélienne pour la structure borélienne B(I) du lemme 2
en vertu de I'identité.

bM(zy") = N((= (fv+y ") — M@ —y)(z —y)
SRR +L1I( + w)(@ + w)*) — Mz — w)(z — iy)").
D’autre part on a pour tout Ae C(I)
Q(II(X)) e ¥ (A)

d’aprés la remarque 6 du § 1, n® 1; en notant O T'application
canonique de Ay, sur Aona donc

YIC(I) = O e Qoll

et la proposition résulte du lemme 2.

2. Représentations factorielles de type fini.

Soient o une trace maximale, I son idéal de définition, « la
représentation gauche canoniquement associée a o, U I'algébre
de von Neumann engendrée par w(A), Tr la trace naturelle
sur U, m son idéal de définition; on a évidemment

1
mim)c == (m?).

Supposons que I = A; on a alors ==} (m) = A, car m(A)cm
puisque tout élément de A est égal au produit de deux autres
éléments de A (cf. [3], th. 1); ceci permet de parler de traces
partout définies sans préciser si on les considére comme des
formes linéaires ou sesquilinéaires; d’autre part, en rappro-
chant ceci de ’exemple 2 du § 1, n° 1, on voit qu’il existe une
correspondance biunivoque entre les traces partout définies
et les formes linéaires positives centrales sur A :

o(z, y) = Azy")-
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On notera D I’espace des formes linéaires positives centrales
de norme < 1; avec la topologie de la convergence simple sur
A, D est compact, métrisable et a base dénombrable ([2]
ch. 11, § 3, prop. 6). :

’

Prorosition 2. — Pour qu’un caractére soit partout défini,
U faut et il suffit qu'il soit de type fint.

La condition énoncée étant évidemment suffisante, montrons
qu’elle est nécessaire; ce fait étant trivial si A admet une
unité, supposons A sans umte, et soit A’ ’algébre obtenue par
adjonction d’une unité; si A est un caractére partout défini
sur A, il est continu d’aprés ’hypothese faite sur A au’ ‘début

du § 2 et se prolonge en une forme linéaire positive centrale
A’ sur A’ définie par

Nz + 1) = A(z) + oAl

Soit « (resp. w') la représentation gauche canoniquement
associée & A (resp. A'); =’ est évidemment de type fini; un
raisonnement calqué sur celui du lemme 2 du §1 montre que
T est équivalente & la représentation que 7’|A induit dans un
sous-espace stable par ©'(A’); par conséquent T est de type
fini. o

(On peut d’ailleurs démontrer que = est équivalente a ='|A
elle-méme.) v

Cororrare 1. — Si A est U'idéal autoadjoint engendré par
une famille dénombrable E (et en particulier si A admet une
unité), C; est borélien dans C.

En effet soit ¢ un caractére considéré comme forme sesqui-
linéaire; on a cel(; st et seulement si ¢ est partout défini

(prop. 2), donc si et seulement si on a o(z, ) << + o pour
tout z e E.

CoroLLAIRE 2. — L’ensemble C, , est un G; dans D.
On vérifie immédiatement que C,; est ’ensemble des points

extrémaux non nuls de D et I’assertion résulte de [13], appen-
dice 1.

CoroLLAIRE 3. — L’espace borélien C,, est standard.

TrtorimE 1. — Le sous-ensemble A, de A, formé des éléments
de type fini, est borélien dans A et standard; Uapplication cano-
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nique de C dans A induit un isomorphisme borélien de C, , sur A,.

Considérons, comme dans la prop. 1, I’application borélienne
Il de C;, dans X(A) muni de la structure borélienne B(A) et
Papplication borélienne  de X(A) dans A,,; l'application
A = Qoll est borélienne et injective, et comme C;, est stan-
dard et A,,, dénombrablement engendré, A est un isomorphisme
borélien de C;, sur A (C;,) (cf. [28], th. 3.2); de plus A (C;,)
rencontre chaque classe de quasi-équivalence de A, en un
point au plus; si O est I'application canonique de A,,, sur A,
O|A(C;,) est un isomorphisme borélien de A(C,,) sur ©
(A(C4)) ([8], prop. 2), lequel est alors standard et borélien
dans A; enfin on a évidemment

‘FICJ',I == OOA
et, d’apres la prop. 2
‘F(Cf' 1) = Af.

3. Représentations irréductibles normales.

LemMe 3. — Pour tout n=1, 2, ... o, tout xe A et tout
T e 4(H,), ||n(x) — T|| est une fonction borélienne de = pour
Te A, .

Soient hy, hy, ... des éléments partout denses dans la boule
unité de H,; on a

In(z) — Til = sup [[(=(@) — T)

il suffit donc de montrer que pour tout he H, la fonction
© — ||(=(z) — T) hl| est borélienne; or on a

li(m() — T) hl[* = ((n(x) — T)" (n(z ——T)hlh)
= (‘n (") h|k) — (r(z) Th|h) — (r(z) h|Th) + (T*Thh).

TuatorEME 2. — On suppose que A est une C*-algébre séparable.

(1) A,.. est borélien dans A pour la structure borélienne de
Mackey.

(1) Sur Am la structure borélienne de Mackey et la structure
borélienne sous-jacente & la topologie de Jacobson sont identiques
et analytiques.

(ii1) St @° désigne Uapplication canonique de Ci sur Ao,
(9% est borélienne.
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(1v) Supposons qu’il existe une suite d’idéaux autoadjoints
I, de A, engendrés par des familles dénombrables déléments

positifs, telle que Uon ait C= UC ); alors ®° est un tsomor-
phisme borélien.

Démonstration.

(1) Montrons en premier lieu que A, .. . est borélien
dans A, ,, pour tout n; soient (z;) une suite partout dense
dans A et T un opérateur compact non nul dans H,; A étant
une C*-algébre, un élément © de A, , est normal si et seule-
ment si 1l existe un élément x € A tel que wn(z) = T; ou encore
s1 pour tout entier positif r 1l existe un entier ¢ tel que

1
lIn(2) — Tl < —

et I’assertion est une conséquence du lemme 3.

Il résulte de ce qui précéde, d’une part que A,., est borélien
dans A pour la structure borélienne de Mackey, etd’autre
part que A, ... , est standard.

(1) Montrons maintenant que A, est analytique pour la
structure borélienne de Mackey; il suffit ([28], p. 141) de
trouver des applications boréliennes f; (j = 1, 2, ...) de Ai,; wor.n
dans ’ensemble réel telles que deux elements T et p de A, aor,
solent équivalents si et seulement si fj(w) = fi(p) pour tout j;
mais les éléments de A,, étant définis par leurs noyaux
(cf. [12], dém. du th. 1, ab) = a6)) on peut prendre f;(r) = ||r(z;)|
et ’assertion résulte du lemme 3. ,

Démontrons enfin 'identité des deux structures boréliennes
sur A,,,; la premiére étant analytique et plus fine que la seconde
il suffit ([28], th. 4. 2) de prouver que la seconde est « dénom-
brablement engendrée », c’est-a-dire

a) séparée.

b) engendrée par une famille dénombrable d’ensembles
boréliens.

Or

a) A,,. est homéomorphe pour la topologie de Jacobson a
un ensemble d’1déaux primitifs de A, lequel est certainement un
To-espace, et la structure borehenne _sous-Jacente est séparée;

b) la topologie de Jacobson sur A est & base dénombrable
([10], cor. du th. 3.2.) et ceci reste évidemment vrai pour A...
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(1) II' suffit de trouver une application borélienne A de
A or dans C; qui, par passage aux quotients, donne (®°)—;
soit (h, ;) une base orthonormale de H,; pour me A, ..., On
définira A(w) par

A(r)(z) = 3 (v(2)hy, il R, ;) pour tout  ze A*;

Papplication A posséde trivialement les propriétés requises.
(1v) résulte de (ii1), de la prop. 1 et de [7].

§ 3. Décomposition des traces.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algébre de Banach
involutive, séparable et admettant une unité approchée.

1. Existence de la décomposition.

Soient I un idéal autoadjoint de A, E une partie partout
dense dans I et multiplicativement fermée; toute trace o
définie sur I est entiérement déterminée par les valeurs qu’elle
prend sur E (cf. § 1, n® 1, rem. 3); (si en particulier s est maxi-
male et si E est un idéal autoadjoint, s est le prolongement
maximal canonique de o|E en vertu du lemme 2, § 1, n° 1).

Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2 et E
comme ci-dessus; B(I) est identique a la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes les fonctions & — o(z, y)
ou z et ye E; en effet pour z et ye I la fonction ¢ —o(z, y)
est limite d’une suite de fonctions ¢ — o(z,, y,) ou z, et y, e E
(cf. § 1, n° 1, rem. 4). Choisissant E dénombrable, on voit
que B(I) est dénombrablement engendrée.

TatoriME 1. — Soient o une trace maximale et 1 son idéal
de définition.

(1) Il existe un idéal autoadjoint 1, partout dense dans I,
un ensemble X de caractéres deux d deux non proportionnels
et dont les idéaux de définition (comme formes sesquilinéaires)
contiennent Iy, une topologie compacte & base dénombrable et
une mesure positive u. sur X tels que, pour z et y e I, Uapplica-

tion y — y(x, y) soit w-mesurable et

s(z, y) = [ 1, y)du)-



CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES 25

(ii) Désignons par W Uapplication canonique de C dans A;
il existe une partie X' de X, borélienne, de complémentaire
u-négligeable et telle que '(X') soit borélien dans A et standard
et que la restriction de ' a X' soit un tsomorphisme borélien.

Démonstration. Nous noterons N, A, H, U, U, Tr, m, =
les éléments associés & ¢ (cf. § 1, n° 1), @ P’algébre hilbertienne
achevée associée a I/N, Z le centre de U et V; enfin {z;,z,, ...}
une =-algébre sur le corps des rationnels complexes, dénom-
brable et partout dense dans I pour la norme.

a) Décomposition de Jo.
. ® , .- .,
Soit H =/; H(z)dv(z) une décomposition de H associée
4 3, Z étant localement compact & base dénombrable, v positive
bornée et H(z) = 0 pour tout z. Il existe des décompositions

a= fea(z) dv (z)

(a(z) étant achevée et partout dense dans H(z) pour tout z) et

Aa) = M) (=) dv (3

les A(z,)(z) étant partout denses dans @(z) et formant une
+-algébre sur le corps des rationnels pour presque tout z, soit
pour ze Z'. '

Soient U(z), U(z), Tr,, m(z) les éléments associées a A(z);
AU(z) et V(z) sont des facteurs pour presque tout z, soit pour
zel’cl'.

b) Décomposition de .

Par une méthode classique on associe & chaque a € A une
décomposition

w(a) = [*n(a)(z) dv (2)

de fagon que presque partout, soit pourze Z" ¢ Z”, a — w(a)(z)
soit une représentation =, de A dans H(z) et que 'on ait pour
tout n

ﬂz(xn) = UA(J:;.)(Z)'
Pour zeZ"”, w,(A) contient les opérateurs Ujpg,y), donc

engendre I’algébre de von Neumann U(z), et =, est factorielle
et normale.
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¢) Caractéres 7y,. Pour ze Z", =, définit un idéal autoadjoint

1
L= n;‘<m(z) ’) et un caracteére y, défini sur I, :

1@, y) = Tr. (m.(zy"));

on a en particulier pour tout m et tout n:
Vo Tmy Tn) = (A(xm)(z)IA(mn)(z));

I. contient les z,, donc aussi I'idéal autoadjoint I, qu’ils
engendrent, pour tout z e Z".

D’autre part il existe (cf. [31], th. 1) une partie Z'V cZ"
de complémentaire v-négligeable telle que si z et z' e Z'Y et
z 5= 7', alors v, et . solent non proportionnels.

d) Mod:fication de la topologie de 7' .

L’espace Z' n’est pas nécessairement localement compact;
mais considérons sur Z la relation d’équivalence R dont les
classes sont les points de Z' et ’ensemble Z — Z'; elle est
v-mesurable et il existe un espace localement compact & base
dénombrable Y et une application v-propre g de Z sur Y telle
que

R(z, 2') <= q(z) = q(2))

(cf. [1], ch. 6, § 3, prop. 2); espace X = ¢(Z"") est localement
compact; soit i la restriction de ¢(v) & X; considérons X comme
un ensemble de caractéres et écrivons y au lieu de y. pour
ze Z'"; pour z et y e I, la fonction y — y(z, y) est w-mesurable
et on a

s(z, y) = [ 7, y) dw (3).

e) Démonstration de (11).
Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2; il
existe des compacts K,c X deux a deux disjoints, tels que

X—| 'Kp soit p-négligeable et que les applications y —y (2, Z,)
4
soient continues sur chaque K,; ces applications sont boré-

liennes sur X' = K, et X’ est standard pour la structure
P 1Y
P

borélienne sous-jacente a la topologie; I'application identique
de X' dans X(Iy) est borélienne; c’est donc un isomorphisme

et X' est borélien dans X(I,) (cf. [28], th. 3.2). Soit Q la
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restriction & X’ de 'application borélienne de X(I,) dans A,,,
définie au lemme 2 du § 2; Q est injective, c’est donc un
isomorphisme borélien de X’ sur Q(X') et Q(X’) est borélien
dans A, et standard; puis ¥ (X’) est borélien dans A et
standard et I est un isomorphisme borélien de X’ sur ¥ (X’)

(cf. [8], prop. 2).

CoroLLAIRE (contenu implicitement dans [3b]). — L’algébre
LYG) d’un groupe localement compact séparable unimodulaire
admet un systéme complet de représentations factorielles normales.

Soit ¢ la trace définie sur L}G) n L% G) par le produit sca-
laire de L*G); on sait que o(z, ) = 0 entraine z = 0, et le
corollaire résulte de la décomposition de ¢ en caractéres.

2. Unicité de la décomposition.

Lemume 1. — Soient A un facteur, B une *-algébre fortement
dense dans A, 1 un idéal autoadjoint non nul de B; 1 est fortement
dense dans A.

Soient J adhérence forte de I et A;, By, I;, J; les boules
unité respectives de A, B, I, J; 'application f: (S, T) — ST de

A, X A, dans A, est fortement continue et on a
f(By X L) e Ly;

comme B; (resp. I;) est fortement dense dans A; (resp. J;)
on a

f(Ay X J))eJy

autrement dit J est un idéal & gauche de A; on démontre de
méme que J est un idéal a droite, et comme 1l est fortement
fermé et non nul, il est identique & A.

LemMme 2. — Sotent Z un espace localement compact, v une
mesure positive sur Z, I, un idéal autoadjoint de A, J, une
x-algébre sur le corps des rationnels dénombrable et partout
dense dans 1y, (a,) une suite partout dense dans A; pour tout
z € 7 soit 5, un caractére dont Uidéal de définition (comme forme
sesquilinéaire) 1, contient I, et qui n’est pas identiquement nul
sur l,. On suppose les fonctions z — ¢, (a,z, y) et z — o,(z, y)
v-mesurables pour tout n et tout couple (z, y) (xz et y e J,); sotent
N, A, H, U, V., =, . les éléments associés a o, (cf. § 1, n° 1).
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Dans ces conditions les champs de vecteurs z — A, (z) (z e J,)
définissent (au sens de [4], ch. 11, § 1, prop. 4) sur le champ
z—> H, une structure de champ v-mesurable pour laquelle
les champs z — w,(a), p.(a) pour aeA, U, V., A,(I,) sont
v-mesurables.

Tout d’abord la fonction z — ¢,(az, y) pour x et ye J, et
a € A est v-mesurable; de plus pour z et y € J, la fonction

(A.’L‘:|A,y) = o,(z, y)

est v-mesurable; puis les A,(z) avec z e J, sont partout denses
dans A,(Iy) (cf. § 1, n® 1, rem. 4), lui-méme partout dense
dans H, (cf. § 1, n° 1, rem. 6).

Alors pour ae A le champ z — =,(a) est v-mesurable car,
pour z ety e J,

(7:(a) Ax|Azy) = o(ax, y);

méme chose pour le champ z — p.(a). Le champ z — U, est

v-mesurable puisque U, est engendrée par les w,(a,); méme

chose pour V.. Enfin le champ d’algébres hilbertiennes

z — A,(1L,) est o-mesurable en vertu de [4], ch. 11, § 4, prop. 1.
Dans les lemmes 3 et 4 on posera :

H = [®H. dv(s)
w(a) = fenz(a) dv(z) pour aeA
Uy = (v(A));
on supposera Z a base dénombrable et s,(z, y) v-intégrable

pour z et y e J,.

LemuMEe 3. — St U, est un facteur les caractéres o, sont presque
tous deux a deux proportionnels.
Soient Tr, la trace naturelle sur U,, & I’algébre hilbertienne

f A , U Talgébre de von Neumannf U, dv(z), Tr

la trace sur °1L égale a f Tr,dv(z); U est associée a @ et on a
Uy < U.
La trace Tr est normale et fidéle sur Uy; montrons qu’elle
y est semi-finie: soit Te Uy, T 55 0; pour ye J, on a
Trn(y'y) = [*Tr.= y*y) dv(z)
f oy, y)dv(z) < +
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donc

o

Tr (T¥ay) TF) < + w;

or
i 1
2

Tinyy) T el ct <[>T

1
de plus =(y) T* n’est pas nul pour tout y e Jy, car w(l,), étant
un idéal autoadjoint non nul de w(A), est fortement dense dans
Uy (lemme 1); =(Jo) 'est aussi et en faisant tendre w(y) vers
1 on obtiendrait T = 0; il existe donc y € J, tel que

Tiny*y) T 0 ot  <T

et Tr est semi-finie sur U,.

Soit % l’algébre des opérateurs diagonalisables; pour toute
partie mesurable non négligeable Y de Z soit Py le projecteur
de Z correspondant & Y; comme UycU 2’ on a Py e U,

La fonction sur U: T — Tr (PyT) induit sur U, une trace
normale; elle est semi-finie (méme raisonnement que pour
Tr) et fideéle puisque l'application T — Tp  est un isomor-
phisme de U, sur (Ug)p,; elle est donc proportionnelle a Tr:

Tr(PyT) = A(Y)Tx(T).

En particulier pour z et y € J,
Tr(Pyn(ay”)) = [;ou(z, y)dv(z) = h(Y) |,5:(x, y)dv(z).
- Soit zo € Jo tel que

720, T)d(z) £ 0;

on a
(YY) = ( f, 5u(wo, 30)dv(2) )™ [ 3ul(z0, 20)d(3),
Sy, ) 4
= ( [, 5a(0, w)do(2) )1 [ 50(x0, 70)d¥(2) ) ( [, 5ul, y)do(z))

pour z et y e J,.
Etant donné ’arbitraire de Y il existe un ensemble Z,c 7
de complémentaire négligeable tel que pour z e Z,; on ait

72lz, y) = ( f,52(@0, @0)d(z) ) ou(an, 20))( [, 52, )do(z))
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quels que soient z et y € Jo; comme 6, n’est pas identiquement
nul sur J,, les caractéres o,(z e Z,) sont deux a deux propor-
tionnels sur J,, donc sur I, donc enfin deux & deux propor-
tionnels.

Lemme 4. — St les o, sont deux a deux non proportionnels
ona

Uy = [*Udy(a).

L’algébre de von Neumann U = f ®aL, dv (z) est engendrée
par U, et par l'algébre Z des opérateurs diagonalisables
(cf. [4], ch. 11, § 3, th. 1), autrement dit

U = UynZ;
pour démontrer le lemme il suffit de prouver que Uy>Z ou
encore, en posant Y = Uy n 3, que 1 = 2.
Je dis que Y est le centre de Uy; en effet, d’une part

Y < Uy et  YcZcl,
et d’autre part
Ugn U cZ n Uy = U
cUycU
d’ou cUnW =23
<.
Solent H= /'ZeH(y) dX (y) une décomposition de H associée

a Y et g Papplication de Z sur Y correspondant a I'injection
canonique de 9 dans % (cf. [15], § 1, prop. 1); on peut supposer
A= g(v); soit v = fv,dl (y) une désintégration de v associée
a g. Pour presque tout ye Y les fonctions z— ¢,(a,x, ') ou

z et 2’ eJ, sont v,-mesurables; appliquant le lemme 2 on
peut donc considérer

K(y) = [*H.dv, (2)
et m(a) = [*n.(a) dv, (3);

on sait ([15], § ) qu’on peut identifier K(y) & H(y) pour
presque tout y et qu’apres cette 1dentification on a

w(a) = [n,(a) dX (y).
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Soit Uy = f Uy(y) dA (y) une décomposition de Uy; Uy(y)

est presque partout un facteur engendré par «,(A); d’apres le
lemme 3, v, est ponctuelle pour presque tout y et ona Y = Z.

Prorosition 1. — Soient s une trace maximale, 1 son idéal
de définition, J une =-algébre sur le corps des rationnels complexes,
dénombrable et partout dense dans 1, 1, U'idéal autoadjoint de A
engendré par J, X un ensemble de caractéres deux a deux non
proportionnels muni d’une topologie localement compacte a base
dénombrable et d’une mesure positive 1, I,, N,, A,, H,, U,, V,,
T, py les éléments associés d tout y € X; on suppose que pour tout
1€ Xon a I, 51, que y nest pas identiquement nul sur Iy, que
pour z et y € 1y la fonction y — v (x, y) est y-intégrable et que

(@ y) = [ 2(@: ydu(z).
Alors
(i) les champs de vecteurs y — A, (x) ot x € J définissent sur
le champ y — H, une structure de champ p.-mesurable pour
laquelle les champs y — =,(a), p,(a) pour ac A, U, V,, sont
u-mesurables;

(1) Il existe un Lsomorphz.sme de H sur J H, dw (y) transfor-
mant A(z en/ A, (z)dw.(y) pour tout x € I, 7(a) enf (@) di(y)
et p(a) en fe px(a) dp. (1) pour tout ae A, U en fe“u./\dy.v(x),
Ven f ® V, di (y) et enfin > en Ualgébre des opérateurs diagona-
lusables.

Démonstration.

(1) résulte immédiatement du lemme 2.

(11) : pour z e [, posons & = fe A, () d (y); alors pour z et
yelyona

(A(@)|A(y)) = o(a, fx% ) dp ()
f Ay (y)) du ()

Il existe donc un isomorphlsme Q de H sur un sous-espace
H, de f eHX di(y) transformant A(z) en & pour tout ze Iy;

H; est stable par f €BTt),_(a) dw(y) pour tout ae A, donc par
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Palgeébre de von Neumann engendrée et en particulier (lemme 4)
par Dlalgébre Z, des opérateurs diagonalisables; mais ([4],
ch. 11, § 1, prop. 7) les transformés des & (z e I;) par les élé-

ments de Z; engendrent I’espace f$ H, du(y); on a donc
H, = feHX du(y)- .

Puis Q transforme w(a) en ‘/‘ny.(a) di(y) pour tout a € A car
pour ze I, on a ‘

Qx(a)A(z) = QA(az) = (az) = /‘QA-,.(ax) di(y)
= [*5,(a)A, () dp ()
= (/" m(a) dp. (1) ) QA(2).
(

Méme raisonnement pour p(a).
Par suite Q transforme U (resp. U) en l'algébre de

von Neumann engendrée par les opérateurs f le(a) dy. (%)

(x"esp‘. fe py(a) dp. (x)) c’est-a-dire (lemme 4)-en f“ﬁux dp (1)
(resp. f‘*’%x dp (x)); Q transforme enfin Z en le centre de
f%ux dp(3), c’est-a-dire 2;. ’

‘TuktorEME 2. — Sotent ¢ une trace maximale, 1 son idéal de
définition, I, U'idéal autoadjoint de A engendré par une suite
(#,) partout dense dans I, X un ensemble de caractéres deux a
deux non proportionnels, muni d’'une topologie localement
compacte @ base dénombrable et d’une mesure positive (; on
suppose que

a) pour tout y eX, vy n'est pas identiquement nul sur I,.

b) pour z et ye Io la fonction y — y(z, y) est définie et

w-tntégrable et o(z, y f 1(z, y) d ().

Définissons de méme X' et u' avec les mémes propriétés. Il
existe alors des sous-ensembles X, de X et X, de X' de complé-
mentaires respectivement (.- et p'-négligeables et une applica-
tion bijective p-propre f de Xy sur X, telle que f(x) soit propor-
tionnel a . pour tout y € Xq; st on pose f(y) = k(y)y, on a

f(p) = (ko f=)p

Démonstration. — Soit J P’algébre involutive sur le corps des
rationnels complexes engendrée par les (z,); d’aprés la
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prop. 1 et [4], ch. 11, § 6, th. 4 il existe des sous-ensembles X,
de X et X; de X’ de complémentaires négligeables, une bijec-
tion de X, sur X, telle que f(u) soit équivalente & " et pour tout
7.€ X, un isomorphisme V., de H, sur Hp,, tel que

-A-( ) = Afoo( z)

pour x e J et par suite pour z € [,. Alors V, transforme =,(a)
en Tj)(a) pour tout ae A et tout y e X, car pour ze J on a

Vx""/( )A ( ) = V A ( x) = Af(y_)(ax)/ .
= Ty (a) Ajep (@) = Ty (@) Vi A, (2).

Donc f(y) est proportionnel a v pour tout /EXO soit
f(x) = k(x )7 avec k(y) > 0. Posons f(i) = hp’ avec h(y’) >0:

pourzetye lyona -
S v, y) du(z) = sz y) = [/ x' z,y) dw’ (x’) |
=f (% ))‘1 (@, y) d(f(w))(=
=/ (R(f(x. ))“(f (=, y) dix (x)
(1) = [ (k)R (1)) (@ ) dix (x)-

On va d’abord montrer que k(y) (h(f( <1 presque
partout; supposons en effet que ’on alt k(y, (h )‘1 >a>1
sur un ensemble E p-intégrable non neglxgeable 501t £E=(§(7))

un élément de f ® H, dp.(y) vérifiant
1 siyeE
ool = bg 5%

sinon.

Choisissons ¢ de fagon que

1\2 1
a((wEn?— )" > (wEnts &)
Comme les champs y — A, (z) ol z e I, sont partout denses
dans f e’Hx di () (prop. 1) il existe z € I, tel que

S 1Ay (2) — Bl dis (1) < e

JALE

<
< (e-»(E))

1
2

on a alors

SIA @)l — 1] e (x) GOl des (x,

L
2
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d’ou
Sarla @) d (7) = (w(E)( [ 1A, @) e (0))°

> (w(E (ﬁ L — (A @) —11) d ()
) >((P~(E — %)

[ (0) (RGN 5 ) di () > o (((B)) F — <)

D’autre part

[z 2y du ) = [N @ da () < (B + <)’
3) =(u E)* + a>-

Les inégalités (2) et (3) sont, a cause du choix de ¢, en
contradiction avec (1), d’ou 'assertion.
Posons alors

) = (k(2)) (R(F () —
sotent X, I’ensemble des y € X, tels que I(y) =0 et X, (zeJ)
I’ensemble des y e X, tels que A,(2) % 0; on a X, =UX3
puisque pour tout y les A, (x) (z € J) sont partout denses dans

H,, lequel est non nul; Xl n X, est p-négligeable pour tout
xeJ done X, est u.-neghgeable et on a

(R(f(x)) = K(x.
presque partout, soit

f(x) = hp' = (kofu



CHAPITRE II

REPRESENTATIONS UNITAIRES
DE CERTAINS PRODUITS SEMI-DIRECTS

Dans tout ce chapitre G désigne un groupe localement
compact, produit semi-direct d’un sous-groupe G, discret par
un sous-groupe distingué G, unimodulaire; on notera (a, b)
un élément quelconque de G avec ae Gy, be Gy, le produit
étant défim par

(a, b) (a’, b') = (aa’, b.ab")

ot @ — (b — ab) est un homomorphisme de G, dans le groupe
des automorphismes de G;; on a alors

(@, b)™ = (a7, a7'b7)
et en notant ¢, et ¢; les éléments neutres de Gy et Gy,

(d, b) = (eOa b) (a” el)
(aa 61) (eo, b) (a_l’ 61) = (eo, ab)

On notera d(ab) = 3;*db Paction de G, sur la mesure de
Haar de G;; on a alors la mesure de Haar a gauche sur G

S fla, b)d(a, b) = 33, [ f(a, b)db.

Désignons par A, Ay, A; les C*-algébres respectives de G,
Go, G;. Nous supposerons que la fonction 1 sur G, (resp. G,)
est limite uniforme sur tout compact de fonctions de
type positif a4 supports compacts; il en est alors de méme
pour G d’aprés [37], et la représentation réguliére gauche
7y (resp. T;, resp. ®) de G, (resp. Gy, resp. G) définit un
isomorphisme de A, (resp. A,, resp. A) sur son image.

3
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§ 1. Préliminaires sur la C*-algébre de G.

1. Représentation des éléments de A par des applications de G,
dans A.

Pour fe LY(G) et a € G, nous noterons f, ’élément de LYG,)

défini par
fo(b) = Cuf(a, b);
pour g e LY(G;) nous noterons g I’élément de L'(G) défini par
g'(a’, b') = (e;1g(b’) s1 ad =a
0 sinon;

enfin nous noterons L'(G,)* 'ensemble des g* pour ge LY(G,).

L’application f— f, induit sur L!(G;)* un isomorphisme
d’espaces de Banach de L}(G;)* sur L}G,), et méme un iso-
morphisme d’algébres de Banach involutives pour a = e;
on désignera par A“ ’adhérence de L}(G,;)* dans A.

L’espace L*(G) est somme hilbertienne d’espaces H,(a € Gy),
images de L*G,) par des isomorphismes J, tels que

Joh) (@) = Y8 7h(b) s d =a

0 sinon;

tout opérateur continu T dans L% G) est donc représenté par
une matrice (T, ,) ou

To o = JETJT, € YLA(Gy)).
‘Soit fe LYG); pour ¢ e L¥G) on a
((9)(a, b) = 33, [ f(a, ¥)g(a'"~a, a'=*(b"~"b))db’
d’ou, pour ¢ € L¥(G,);
(e b)) = Sl [ [(aaz?, b'V(aaa™ (b B))db';

(7(f))a,. o, ne dépend que de aja3* et est donc de la forme
(%(f))agaz+ 01

b) = & [ f(a, b')Y(a= (b)) db".
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Pour a € G, soit U, 'opérateur unitaire dans L*G,) défini
par

(Ud)(B) = 32 (ab);
on a alors

(1) (=()a = m(fo) U

Par continuité, pour z € A, (n(z)),,, 4, est de la forme (7(x))g,qz
et on a

(7(2)) Ut & m(Aq);
soit x, I’élément de A; défini par
Ttl(xa) = T:(x)aU;l;

Papplication z — z, de A dans A, est linéaire, diminue les
normes et prolonge I'application f— f, déja considérée.

Pour fe LYG,)* la formule (1) montre que ||f||s = ||fdlla,;
la restriction de I'application z — z, 4 A® est donc un isomor-
phisme d’espaces de Banach de A® sur A; et méme un isomor-
phisme d’algébres de Banach involutives pour a = ¢, Pour
tout z e A; on notera z° I’élément correspondant de A’ qui
est donc défini par

N Y- si a =a
(@) =10 sinon.

Enfin size A on a
(vaz") = 3 (=(o))e (x@):

la série convergeant fortement; donc (az*), >0 et (z2%),
est nul si et seulement s1 z = 0. '
Nous avons ainsi démontré la

ProrosiTioNn 1. — A tout élément xz de A est associée de
fagon biunivoque une application a — x, de G, dans A, telle
que pour z € LYG) on ait

z, € L{G,) et Z4(b) = 8,.2(a, b);

pour tout ae G, Uapplication x — z, est linéaire et conlinue;
elle est positive et fidéle pour a = ey; elle induit sur A® un iso-
morphisme d’espaces de Banach de A® sur A,, et méme un iso-
morphisme d’algébres de Banach involutives pour a = e,.
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2. Action de G, dans A,. Quelques formules.
Pour fe LYG,) et ae G, posons (a.f)(b) = &,f(a='b); on a

my(a.f) = Ugmy(f) U

donc ||a.f||a, = ||flla, et V'automorphisme f— a.f de LY(G,) se
prolonge en un automosphisme z — a.z de A,; on a encore

my(a.2) = Um(x) Ug?

d’out on déduit facilement que pour ze A et y e L}(G)

(2) (@)a = a.((z)")
(3) (xy)e = § xa(a, -Ya'~1a)

la derniére série convergeant au sens de A,;.

Soit maintenant (u;);e; une unité approchée de LYG,);
on sait que (u;) est aussi unité approchée pour A,; on a, pour
ze A et ae G,

(4) - -z = lim z°(w,;)"
) (a-2) = lim (u)z"(w)"";

b

en effet les deux membres de (4) sont dans A® et il suffit de
vérifier que
(2%, = lim (2%(u;)"),;

or (2%, = z et (z(u;)*), = zu;; de méme les deux membres de
(5) sont dans A* et il suffit de vérifier que

((@.2)%),, = Hm ((w;)2%(w:)" ey

((@.2)%), = a.z

or on a

et .
((w)2%(w))*™),, = wia. (zuy).

Soit enfin ¢ une représentation unitaire de G; pour ae G,
ona ° '
o(a, e) = lim o((w)?)

et par suite, pour z€ A, :

() P(&) = o(=)p(a, @)
(5") e((a.2)*) = p(a, e1)p(z%)p(a, €)™
ReMARQUE. — Supposons G, discret; soit o la forme linéaire

positive sur A, prolongeant la forme f — f(e;) sur LYG,):
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alors A est isomorphe au « produit croisé » de A; par le groupe
d’automorphismes G, pour la forme & (cf. [38], th. 1).

3. Approximation des éléments de A.

(Le résultat de ce numéro a été démontré avec 'aide de
P. Eymard, & qui est due, essentiellement, I'idée d’employer
les éléments Pz.)

En vertu de ’hypothése faite au debut de ce chapitre sur
Gy, 1l existe une famille filtrante (f;);er de fonctions de type
positif sur G, a supports finis telles que fileo) = 1 et que
f(a) > 1 pour tout a e Go. - »

Soit z € A; pour tout ¢ € I posons

Pa =3fa) (a)';

comme ||(z,)] < ||#||, P; est un opérateur linéaire continu
dans A; de plus si  est hermitien, P,z ’est aussi; en effet

(Pa)" = 2 fi( “‘(fva)—Zf ()))

et on voit facilement que

(@)Y = ()"

LemMmE 1. — On a |[P|| << 2 pour tout t € I (la norme || || est
prise au sens de A).
Il suffit de montrer que ||Pij| <|lz|| pour tout élément
hermitien  de L}(G), ou encore que pour un tel z on a
| 18P < [l

pour toute forme linéaire positive continue g sur A telle que
||lgll < 1; une telle forme est définie par une fonction de type
positif ¢ sur G telle que (e;, ) << 1 et comme Pz e LYG),

on a
g(P) =32, [ Ua, b) (P) (a, b)db
—23 /u[a (a, b)fi(a)x(a, b)db;

posons

i Y(a, b) = f@)la, b);
on obtient

(6) g(Pa) =38, [ ¥/(a, b)x(a, b)db.
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La fonction sur G: {"(a, b) = fi(a) est de type positif; il
en est alors de méme de ¢’ = {"Y et en outre {’(e,, ;) < 1;
on a done, d’apres (6)

|8(Pe)| < |lall.

ProrositioN 2. — On a z = lim Pz pour tout z € A.
11 suffit, en vertu du lemme 1, de le démontrer pour z € L}(G)
et dans ce cas cela résulte du fait que pour toute partie finie

E de G :
e — Pall = Sl — (Pl
= 31t — f(a) Iz
<ZM—f@llkdh+2, 3l

CoroLLAIRE. — Soit p une représentation de G et soit = un
élément de A; st on a p((z,)*) =0 pour tout aeG,, alors
p(z) = 0.

Car d’aprés la formule (4)

P((a’a)h) = P((xa)"’)p(a, e)=0 pour tout a
e(Px) =0 pour tout ¢ et enfin p(z) = 0.

4. Idéaux autoadjoints fermés de A et de A,.

Lemme 2. — (1) Sout I un idéal autoadjoint fermé de A;
Uimage 1I(I) de In A% par Papplication z — z, est un idéal
autoadjoint fermé de A, invariant par G,.

(1) Soit J un idéal autoadjoint fermé invariant de A;; Uen-
semble 11'(J) des z de A tels que x,e J pour tout a est un idéal
autoadjoint fermé de A et on a
Iy =J.

(1) On a IW'II(I) ¢ I pour tout idéal autoadjoint fermé I de A.

Démonstration. — (1) lI(I) est évidemment un idéal auto-
adjoint fermé; il est invariant par G, en vertu de la formule (5).

(1) II'(J) est évidemment un sous-espace vectoriel fermé;
il est autoadjoint d’apres la formule (2); pour montrer que c’est
un idéal il suffit de prouver que si z € [I'(J) et y € L}(G), alors
xy e II'(J), ce qui résulte de la formule (3); la derniére asser-
tion est évidente.
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(11) Soit p une représentation de A de noyau I; on a, pour
tout z e A, z e [I'lI(I) si et seulement si , e [I(I) pour tout a,
donc si et seulement si p((x,)*) = 0 pour tout a et ceci entraine

o(z) = 0 (cor. de la prop. 2).

5. Homomorphisme de A sur A,.
On désigne ici par A le prolongement a A, de la forme liné-
aire positive sur LY(G,) définie par A(g f g(b) db.

Prorosition 3. — Pour toute fe LYG) soit f I'élément de

LY(Gy) défini par
a) =&, [ f(a, b)db

Papplication f — f se prolonge en un homomorphisme de A sur
Ay, dont le noyau est Uensemble des x e A tels que A(z,) = 0
pour tout a.

L’application f—f est évidemment linéaire et surjective;
c’est un homomorphisme car pour f et ge L}(G) on a

f*(a)—sff(a , a5 db = [f(a, b)db = (f)'(a
(fo)@) = 8. (28 S (@, ¥)g(a'a, a'(b"b )db’)db
. ffa,b’ av’ [ g(a'a, b)db)

a’

3f(@) = (f§)(a)

Elle se prolonge donc en un homomorphisme de A dans A,,
dont I'image est une C*-algébre contenant LY(G,) et par suite
identique a A,.

D’autre part, appliquant les résultats du n° 1 au cas o G,
se réduit a e;, on voit que tout élément u de A, est représenté
par une fonction u(a) et que pour tout ae Gy, u(a) dépend
continiiment de u; comme pour z € L}(G) on a

Z(a) = Nz,)

cette égalité reste vraie pour ze A et on a

H

l
o2

Il

Z=0<=> Z(a) =0 pourtouta
<= Az,) = 0 pour tout a.
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§ 2. Représentations factorielles de G.

Dans tout ce paragraphe on suppose G, discret et dénombrable
et G, abélien d base dénombrable; on suppose de plus que la
fonction 1 sur G, est limite uniforme sur tout ensemble fini
de fonctions de type positif a supports finis; les hypothéses
du début du chapitre sont donc satisfaites. Enﬁn il sera ques-
tion uniquement de représentations unitaires de G dans des
espaces hilbertiens & bases dénombrables. '

On sait que pour fe Ll(Gl) on a [[flla, = Hf”m et que la
transformation de Fourier f —>f se prolonge en un isomor-
phisme 3 de A, sur L (G,).

On notera y — ay I'action de G, dans G, avec
(ay, b) =1, a7'b);

on notera d’autre part ¢ — a¢ l'action de G, dans L.(Gy)
avec

(a?)( ) = ¢(a™%);

pour tout z < A; on a alors J(a. a:) = a.(%z). Enfin si dy, est
la mesure de Haar sur G, on a d(ay) = S,dy.

1. Propriétés générales des représentations de G.

Soient © une représentation de G dans un espace hilbertien
H et I le noyau de la représentation correspondante de A;
F(11(I)) est I'ensemble des éléments de L (Gl) nuls sur une
partie fermée de G, invariante par Go; et F s’'identifie au
'spectre de w(A%). Soit C la classe de mesures sur G, associée
A 7|G, grice au théoréme de Ambrose- Godement-Naimark.
Tout élément de Gy, transformant ©|G; en une représentation
équivalente, conserve C; autrement dit les éléments de C sont
des mesures quasi-invariantes par Gy; leur support est F;
enfin si © est factorielle, C est ergodique (cf. par exemple

[25], p. 542).

Lemme 1. — Supposons que pour tout a < Go différent de e,
et tout ensemble E e G, mesurable et non négligeable pour C
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il existe un ensemble E' ¢ E mesurable et non négligeable pour
C tel que aE'nE’' = g. Alors st ze A et st wn(z) =0, on a
7((@,)*) = 0 pour tout a. On a en outre I = II'II(I).

En vertu des hypothéses de dénombrabilité il existe une
mesure p.e(C telle que |ju]]=1 et une décomposition
H = f H(y dp.(y) telle que, en notant ¢ — T, le prolon-

gement a L (Gy, 9) de Yisomorphisme de Gelfand, T, soit
Popérateur de multiplication par ¢.
Soit a e Gy; 1l existe une fonction localement p-intégrable

ro(y) telle que

du.(ay) = ra(y) (1)
d’autre part, comme 'rt(a el) conserve l'algebre des opérateurs
dlagonahsables, on sait (cf. [15], § 4) qu’il existe pour tout

1 € G, un isomorphisme U, , de H( ly) sur H(y) tel que pour
tout o = (h(y)) € H on ait presque partout

(ﬂ(a’ 61)h> (X) = ra—‘(X)an,"/_h<a_1X)'

Soient z € A tel que n(z) = 0, age G, et € > 0; 1l existe un
élément y de A tel que y, = 0 sauf pour un nombre fim
d’éléments distincts ay, ..., a, et éventuellernent a, et quel’on ait
lly -— || <¢. Comme '

n(y) = 3 Tg,,(a, &)

on a, pour tout A = (h(y)) e H et pour presque tout 1

(=()R) (1) = Srer) Fyo) Uahla).

D’apres ’hypotheése et le lemme de Zorn 1l existe une suite

(E;) de parties mesurables de G,, deux & deux disjointes,
telles que u E, soit de complementalre neghgeable et que I’on
ait, pour tout l =1, 2, ... n et pour tout j:

) aao Ej n EJ = ¢;
choisissons j arbitrairement et he H tel que

1 i o 'E
ool =3g oo

sinon;

lIm()Al* < [R]]* = e*u(as”E)

on a alors
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et d’autre part
It = ]S re0* 3.0Vt s )
>, Hz 0 9 U™
= [ ress) 1By ()2 s (1)
= Jass; Iﬁya.(aox) |* dix ()

et comme cecl est vrai pour tout j:

S 19yafagp) P dp () < &

D’autre part on a ||z, — y/|a, << ¢ pour tout a, et en parti-
culier

|F2a(a0)) — Fya(any)] < e
pour tout y; donc

([ 19zefaalt di (1)) " < 2

et, vu P’arbitraire de ¢

[192.(ag))* d (x) = 0;

f‘g‘”ao()t)lz dp.(y) =0

((205,)*) = 0.

Enfin Pégalité I = II'lI(I) résulte de ce qui précéde et du
lemme 2 du § 1.

ol

par suite

et enfin

2. Représentations factorielles normales relativement a A’.

On désigne par A’ la sous-algébre de A formée des éléments
x tels que z, soit nul sauf pour un nombre fini d’éléments a;
une représentation factorielle = de G sera dite normale relati-
vement @ A’ si, m étant 1'idéal de définition de la trace cano-
nique du facteur engendré par w(A), on a n(A’) nm == {0}.

On n’est malheureusement pas parvenu a déterminer si
toute représentation factorielle normale relativement & A
Pest aussi relativement a A’.
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Lemme 2. — Sotent © une représentation de G, & Ualgébre
de von Neumann engendrée par =(A), Tr une trace normale
sur @; on suppose que la classe de mesures sur G, associée @

n|G, vérifie la condition du lemme 1. Alors pour xe A'* on a
Trw(z) = Trn((z.,)*).

Soit z € A'* tel que z, = 0 sauf pour a = a;, ... a,; on a

n
n(z) = igl-r:((xa‘.)“’) w(ai, ey).

D’autre part il existe en vertu du théoréme de Zorn une
suite (E;) de projecteurs de I’algébre de von Neumann engen-
drée par w(A%), deux 4 deux orthogonaux, de somme 1 et
tels que E; soit orthogonal & =(a;, e,) E/n(a;, €,)~ pour tout j et
tout ¢ vérifiant 1 <1 < n et a; 5% ¢,. On a alors

En(2)E; = 3 () Eym(a;, e1) E,
= Efﬂ( x‘o )Ef
Tr=(z) = ; Tr (Ejn(z) E))
= S Tr(B((@)) E)
= Tr n((2.)*).

« définie sur une partie

\
ouverte invariante Q de G, sera dite vérifier la condition (%)
s1 pour tout élément a de G, différent de ¢, et toute partie
w-mesurable non négligeable E de (Q il existe une partie
uw-mesurable non négligeable E’ de E telle que aE' n E' = ¢.

Défirition. — Une mesure positive

Prorosition 1. — (1) Soit . une mesure positive, invariante,
ergodique et vérifiant la condition (), définie sur un ouvert

invariant Q de Gy; la formule

-1/ )

(n(a, b)3)(a’, y) = (1, b)e(aTa’, a7y,
définit une représentation = de G dans L*G,) ® L¥(Q, w); cette

)
LY ’

représentation est factorielle et normale relativement a A';
caractére X dans A est donné par

Mz) = w(Fz,|Q) pour re At

elle est de type 1 (resp. 1) si et seulement si w est atomique

)
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(resp. diffuse), et de type fint si et seulement si 1x est bornée (et
par conséquent prolongeable a Gl)

(1) St Uon définit de la méme fagon Q'; u', =o', =’ est quasi-
équivalente a = si et seulement si w et 1’ induisent sur Qn Q'
des mesures proportionnelles et non nulles.

(m) Toute classe de quasi-équivalence de représentations
factorielles normales relativement & A’; telle que la classe de

mesures correspondante sur G, vérifie la condition (x), s’obtient
de cette fagon.

Démonstration. — (1) Soit p. une mesure positive invariante
(non nécessairement ergodique) définie sur un ouvert invariant
Q; Pespace H = L*Gy)®L*Q, ) est somme hilbertienne
d’espaces H,(a € Go), images de L((2, 1) par des isomorphismes
évidents; pour ae G, soient U, lopérateur unitaire dans

L*Q, w) défini par o
(Uag) (1) = 9(a™0)

et U, opérateur unitaire dans H représenté par la matrice

U U, si aa;l=a
(U)o, = 0 sinon.

Pour fe L*(Q, wu) soient T, I'opérateur de multiplication
par f dans L3, 1) et T, Popérateur analogue dans H. I’opéra-
teur ©(a, b) de ’énoncé n’est autre que’ T{X’b)lj,, et on vérifie
immédiatement que w est une représentation de G dans H.
L’ensemble ©(G) engendre la méme algébre de von Neumann,
soit @, que les U, (a € G,) et les T, (fe L (Q, w)). D’aprés [4],
ch. 1, § 9, prop. 1 (ou encore [29], lemme 12-4-3) il existe une
trace Tr, normale, fidéle et semi-finie sur & telle que, si T e a*
est représenté par une matrice T, , = T,.~ et si T, est
Popérateur de multiplication par fe L*(Q, @) (f>0), on ait

TrT = u(f);
pour ze A, w(x) est représenté par la matrice

(“(x) )ah as = Tﬁf’”a‘a;i U"A“’i‘

et cette propriété s’étend par continuité a tout ze A; on a
donc, pour ze A*:

Trn(z) = p(Fz,|Q).
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Supposons maintenant que p soit ergodique et vérifie la
condition (x); d’aprés [4], p. 134, @ est un facteur, et © est
factorielle et normale relativement 4 A’ (et méme relativement
a A%). L’assertion relative au type de = résulte de [4], ch. 1,
§ 9, prop. 3 (ou encore de [29], lemme 13-1-2) dans le cas ou
w est diffuse, et de [29], lemme 13-1-1 dans le cas ou w est
atomique.

(1) Définissons de méme Q', p/, ©’; si i et w' induisent sur
Q n Q' des mesures proportionnelles et non nulles, Qn Q' est
de complémentaire négligeable pour ® et .’ et ©’ est équiva-
lente a =.

Réciproquement supposons = et = quasi-équivalentent
Qn Q' est de complémentaire négligeable pour u et u’, car si
par exemple Qn ()’ était u-négligeable () ne rencontrerais
pas le support de p; de plus les mesures induites sur Q n Q;
sont proportionnelles puisque Tr'=’(x) est proportionnel a
Tr=(x) pour tout z e A. v

(111) Soient =’ une représentation possédant les propriétés
de I’énoncé, H' son espace @’ I'algébre de von Neumann en-
gendrée par w'(A), Tr' la trace canonique sur @', m’ son idéal
de définition, C’ la classe de mesures sur G, associée & |Gy, F’
son support.

D’aprés le lemme 2, si my = m' nz'(A%), on a m,=~0;
soit E’ le sous-ensemble fermé de F’, invariant par G, corres-
pondant & m,; E’ est C’-négligeable puisque C’ est ergodique;
d’apres [24], 25 D, m, contient les T, tels que fe R (F' —E’)
et il existe une mesure positive invariante non nulle 1, sur

F' — E’ telle que
Tr' T, = wo(f) pour toute fe RH(F — E').

Montrons que pye C'|F’ — E’ (classe des mesures induites
sur F' — E’); C’|F’ étant la classe des mesures basiques pour
n'(A%) (cf. [4], ch. 1, § 7), cela revient & démontrer que, g
étant un élément fixé de K+(F' — E’), pour he Z+(F' — E’)
et h< g

on a
TrT, > 0 <3 (TkE) =0 pour tout &£e H'.

om

Implication = : considérons m’* comme une algébre hilber-
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1
tienne partout dense dans un espace hilbertien L; T} est de
la forme U, avec ne L et on a Tr'T, = (n|n); donc 5 — 0 et,
1
pour tout 5" em?*, on a
Uy =n7" - 0;

comme ||U,|| est bornée, U, tend fortement vers 0 et T, tend
faiblement vers 0.

Implication <=: il existe une suite (%) d’éléments de H’
telle que pour tout T e @'+ on ait

Tr'T = E (TE|%)

et assertion résulte du fait que I'on a

(Thkl&) < (TGE%)

X(TElG) = Tr'Ty < + .

et

Par conséquent u, est ergodique et vérifie la condition (x)
et en la prolongeant par 0 dans G; — F’ on obtient une mesure
uw sur Q = G; — E’ satisfaisant 4 toutes les conditions de

I’énoncé (1).
Remarquons que I'on a
Tr'w'(y) = w(Fy.|Q)
pour tout élément y positif de A®; en effet soit M I’ensemble
des g e R(F' — E’) tels que 0 << ¢ < Jy,,; on a
Tr'w'(y) = Tr'Tg, = sup Tr'T,
° PeM *
(Fyo,|Q2) = sup wo(9)
PeM
et
Tr'Ty = (%)
d’apres la définition de .
On a alors, en vertu du lemme 2 :
Tr' ©'(z) = p(Jz,|Q)

pour tout z e A'F,
Soit maintenant = la représentation obtenue a partir de
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w et Tr la trace canonique sur le facteur engendré par w(A);
on a, pour tout ze A'+:

Trn(z) = w(9z,|Q) = Tr' ©'(z)
et ' est quasi-équivalente a = d’aprés la prop. 5 (ch. 1, § 1).

Remarque 1. — Soit p la représentation de G; dans L*(Q, @)

définie par
(p(8) ) (1) = Qs &) ()5

la représentation = de la prop. 1 est équivalente a la représen-
tation ¢ induite par p. En effet § agit dans I'espace des appli-
cations F de G dans Lz(Q p.) vérifiant
F(a, b'b) (y) = {x, b')F(a, b)(y)
et
>;||F<a, B < + o

(ce nombre est indépendant de b); § est définie par
(g(a, b)F)(a’, b') = F(a’a, b'.a’d)

et on obtient un opérateur d’entrelacement en associant a
toute F I’élément ¢ de L% Go) ® L*(Q, @) défini par

?(a7 X) = F(a_l’ el) (a_IX)-

Remarque 2. — La représentation « de la prop. 1 est normale
relativement a L‘(G) Soient en effet y un point du support de
et U un voisinage ouvert relativement compact de 3 dans Q;

il existe ([24], 36 D) un élément = de LY(G,) tel que soit
égale 2 1 en y et en 0 en dehors de U; alors (zz*)* e LY(G) et
on a

0 < Tra((zz*)*) = w(|Fz|®) < + .

TrtorEME 1. — Supposons que toute mesure positive, quast-

invariante, ergodique et d support infini sur G, vérifie la condi-
tion (x); alors la formule

1.7 —1
(v(a, b)¢)(a’, 1) = (1, b g(a~"a’, a™y)
établit une correspondance biunivoque entre
a) U'ensemble des mesures positives, inyvariantes, ergodiques,
. », A
diffuses et normées sur Gy ;
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b) Uensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tions factorielles de type 11, de G.
Résulte immédiatement de la prop. 1.

3. Représentations irréductibles telles que w(A*) soit de rang fini.

Prorosition 2. — (i) Soient G une trajectoire finie dans G,,
Yo un élément de ©, S le stabilisateur de y, dans Gy, p une repré-
sentation irréductible de S, § la représentation de S. G, définie par

8(a, b) = C(xos b) p(a);

la représentation © de G indutte par § est irréductible et m(A*)
est de rang fini.

(11) Supposons ©', y,, S, o', &' définis de la méme fagon;
pour que = soit équivalente & il faut et il suffit que =90
et que, ao étant un élément de G, transformant Yo €n Yo, les repré-
sentations a — p'(a) et a — p(ag'aa,) de S’ soient équivalentes.

(1) Toute classe de représentations irréductibles de G telle
que T(A®) soit de rang fini s’obtient de cette fagon.

Démonstration. — (1) et (11) résultent facilement de [27],
p. 131-132.

(m) : soit = une représentation irréductible de G telle que
w(A%) soit de rang fini; I’ensemble F (cf. début du n° 1) est

une partie finie de G,, invariante par G, qui est le support
d’une mesure ergodique et par suite se réduit & une trajectoire
finie; I’assertion résulte alors de [27], p. 131-132.

CoroLLAIRE. — Si G, est abélien, toute représentation
irréductible = telle que w(A%) soit de rang fini est de dimension
finie.

Remarque 1. — Calcul du caractére de =, G, étant supposé
abélien.

La représentation p est alors un caractére 6 de S; = agit
dans L?*(®) et s1 a ¢S, n(a, b) permute effectivement les élé-
ments de la base canonique de L*%), donc est de trace nulle;
reste a calculer Tr=(a, b) pour a e S; en vertu de [27] th. 7.1,
la restriction de = & S.G; est somme directe des représentations

la, b) = (8, a) {agye, b)
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ou a, parcourt I’ensemble des classes & gauche modulo S;
on a donc, en notant p le nombre d’éléments de ©:

, 1 .
TI‘ Tt(a, b) ] ?(6, a>X_§E <x, b) slae S
0 sinon.

Remarque 2. — Supposons toujours G, abélien; soit G une

trajectoire finie fixée dans Gy; pour tout 0 e S soit my la repré-
sentation de G obtenue a partir de G et de 0, et soit Iy son
noyau dans A; II(I) — ensemble des z de A; tels que Fz
soit nulle sur © — est indépendant de 0, notons-le J; on a

'J)ely

pour tout O (mais pas I’égalité, puisque, les 7y étant deux a deux
non équivalentes, les Iy sont deux a deux distincts).

On va montrer que 11'(J) =‘ ‘Ie.
pel
Soit g le caractére de w) dans G; on a

1 .
— 0, , b S
’ 0, a) Xéi;(x Y si ae

0 sinon;

o(a, b)
soit Ag la forme linéaire positive correspondante sur A; posons
1
o(b) = — b our beGy;
3(b) P )(g‘if;(x ) p 1
soit « la forme linéaire positive correspondante sur A, :
1
aly) =— Y F : our eA;;
W) =— 2% P yeh
posons

' _le(b) si a=e,
V(a, b) = 0 sinon;

soit A la forme linéaire positive correspondante sur A; on a
Aa) = a(z,)
pour z € LY(G), puisqu’alors

Na) = 3, 4(a, b)ala, b) = 3 o(b)alen, B

et, par continuité, pour tout z de A.
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D’autre part pour (a, b) e G

b) = [ dy(a, b)do
d’ou, pour z e LYG):

M) = 3 b(a, b)a(a, b) = faz,, o(a, b)a(a, b) db = [y(z) db;

soit maintenant ze A et soit z, -z ou z,€ LYG); on a
ho(z,) = Ag(y) pour tout fe S et [Ao(2)| < |||, done

A=) = lim Az,) = lim [ Xy(,)d0 = | Aq()db.

Soit alors z e mle, on a le(xx) 0 pour tout 6, d’ou

o Geg
l(xx ) =0 et a((z2"),) = 0; mais on a pour tout a(§1,
n°1):

Ty < (22)e,;
par conséquent pour tout a

a(z,zg) = 0
3 |Fz(y)1* =0
K€D

autrement dit z e [I'(J).

4. Représentations irréductibles normales de A.

Soient 1 une mesure positive quasi-invariante sur G, et
r, (pour tout aeG,) une fonction localement intégrable
telle que

di (ay) = ra(y) ()

la formule

(v(a, b)9) (1) = ra(y )* (o by play)

définit une représentation = de G dans L*G,, w); le spectre
de 1:(A‘°) s’identifie au support de o qui appartlent a la classe
C associée & w; « est irréductible si et seulement si @ est ergo-
dique (cf. [36], th. 4.1).

Dans tout ce numéro on supposera | concentrée sur une
trajectoire G} © étant dénombrable, chacun de ses points a
une masse > 0; = est irréductible et sa classe d’équivalence,
qui ne dépend que de T, sera désignée par =
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Si le stabilisateur dans G, de tout élément de G se réduit a
{eo}, Tg est induite par la représentation b — (y, b) de G, ol
7. est un élément quelconque de G.

LemmEe 3. — Si © est discréte (en tant que sous-espace topo-

logique de G,), g est normale; la réciproque est vraie si les
stabilisateurs des éléments de © dans G, sont des sous-groupes
distingués (et par conséquent identiques).

Supposons d’abord © discréte; w(A*®) contient I'opérateur

(de rang 1) de multiplication par une fonction <peLm(G'1)
différente de 0 en un seul point de ©, et par suite ™ est normale.
Supposons maintenant © normale soit yo un pomt de ©;

pour tout pomt y. de T notons ¢, l’element de L2 (Gy, ) egal
alenvy eta0 alleurs; lalgebre w(A) contient tous les opéra-

teurs compacts dans Lz(Gl, ) (cf. ch. 1, § 1, n° 2) et en particu-
lier Popérateur P de projection sur la dr01te contenant ¢y ;.
pour tout ¢ > 01l existe donc un élément z de A tel que z, = 0.
. sauf pour un nombre fini de valeurs de a et que l'on ait

lin(z) — Pl <e
pour tout ¢ e LG, 1) on a

1
2

( @) (1) = Zrast) * Faalx)b(a7y)

’ 24 X, g a ’ 19
(wa) — Pgy) ) = )=l Fol) s xFE e
Srea(y) * Fa(y) —1  siy=1

(la somme est prise pour ay, = y) et, pour Yy 7 Yo :

((7(®) — P)gy) (1) = Eres(y) *Fa(y)

(la somme étant prise pour ay; = 7). . :
On obtient donc, en tenant compte du fait que
re-(1) = pa™)/(n) :

(1) (o) > [I(m(@) — Py [ > (o) 2T (y0) — 1*
(la somme étant prise pour ay, = Xo) et
@) ) >(w@) —Pel > w2921

(la somme étant prise pour ay; = ¥,).
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Si on suppose identiques les stabilisateurs dans G, des
éléments de © on a
2 Jz, = E gxa;
afo="%o ala="%
cette fonction étant continue, les inégalités (1) et (2) entrainent
que Y, est un point isolé de G, donc que T est discréte.

LemME 4. — Supposons © discréte; alors wg(A) est identique
a Ualgébre des opérateurs compacts si et seulement st G est fermée.

S1 © n’est pas fermée, 1l existe une suite y;, %3, ... de points
distincts de G convergeant vers un point y’ de G, et un élément
z de A, tel que z(y) = 1 pour y = ¥, %a, ... et %'; alors w(a%)
n’est pas compact.

Supposons maintenant & fermée; pour montrer que =(z)
est compact pour tout x de A il suffit de le vérifier pour les
éléments w(y°) ou ye A; et, en vertu de la formule (4") du
§ 1, n°2, pourles éléments =(y*) ol y e A, ; mais alors ©(y*)=TF,
et Jy est limite uniforme de fonctions ¢ de %(G); et pour ’
une telle ¢, T, est compact puisque le support de ¢ ne contient
qu’un nombre fini de points de ©.

Prorosition 3. — On suppose que le stabilisateur dans G,

de tout élément de G, dont la trajectoire est infinie se réduit &
{eo}.‘ Alors la construction du début du numéro met en corres-
pondance biunivoque. .

a) les trajectoires infinies discrétes © dans G;.

b) les classes d’équivalence de représentations irréductibles
normales = telles que w(A*) soit de rang infini et dont le noyau 1
vérifie 1I'lI(I) = I; Ualgébre w(A) est identique a Ualgébre
des opérateurs compacts su et seulement st G est fermée.

La derniére assertion a déja été démontrée (lemme 4).

‘Si © est une trajectoire infinie discréte, w est irréductible
(cf. début du numéro) et ©(A*) a pour spectre 'adhérence de ©,
donc est de rang infini; si I est le noyau de = dans A on a
II'II(I) = I en vertu du lemme 1 et de ’'hypothése faite sur
les stabilisateurs; enfin la classe d’équivalence de = ne dépend
que de © et la détermine entiérement.

Soit maintenant p une représentation irréductible normale
telle que p(A*) soit de rang infini et dont le noyau J vérifie
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H'II(J) = J; le sous-ensemble fermé invariant F de Gy qui
s’identifie au spectre de p(A*) est infini et est le support
d’une mesure ergodique; F est donc (cf. [21], p. 29) I’adhé-
rence d’une trajectoire G; si I est le noyau de ngona I = II'[1(I)
et de plus II(I) = lI(J) (= ensemble des ze A, tels que Fx
soit nulle sur F); par conséquent I = J et comme p est nor-
male, p est équivalente & ng (cf. [12], dém. du th. 1, 48 5—>4a6);
enfin C est discréte en vertu du lemme 3. :

Remarque. — Si G, est discret, G, est compact et mg(A)
contient toujours strictement ’algébre des opérateurs compacts.

_ TaéorimE 2. — Supposons que toute mesure positive sur
Gy, quasi-invariante, ergodique et a support infini vérifie la
condition (x); alors Uapplication T — mg est une bijection de
Uensemble des trajectoires infinies discrétes de Gy dans G, sur
Uensemble des classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles normales w telles que ©(A*) soit de rang infini; le caractére

A de g dans A est donné par

Nz) = X Fz,(y) pour tout xeAt;
1EG

enfin Ualgébre mg(A) est identique a Ualgébre des opérateurs
compacts st et seulement su G est fermée.

L’hypotheése de la prop. 3 est vérifiée puisque toute trajec-
toire infinie porte une mesure positive, quasi-invariante,
ergodique et a support infini; mise & part ’assertion relative
au caractére, le théoréme résulte donc de la prop. 3 et du
lemme 1. Calculons maintenant le caractére de wg. Celle-ci
est factorielle et normale relativement a A% (cf. dém. du
lemme 3) et a fortiori relativement a A’; elle est donc quasi-
équivalente a une représentation = construire par la méthode
de la prop. 1 a partir d’une mesure . sur un ouvert Q; =
étant de type I, . est concentrée sur une trajectoire infinie
©,; ™ et Tz ayant méme noyau, G et 5, ont méme adhérence;
supposons © == ©,; soit y un point de T; il existe une suite
Y. de points de %, convergeant vers y; comme chaque v,
est limite d’une suite de points de © différents de v, il en est
de méme de y, ce qui contredit le fait que © est discréte;
on a donc & = G,. La formule résulte alors de la prop. 1.
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Prorosition 4. — Supposons, en plus de l’hypothése du
th. 2, que Go soit abélien; soit V Uadhérence de la réunion des
trajectotres non discrétes dans G, et soit N I'idéal bilatére fermé
des x e A pour lesquels Fx, est nulle sur V pour tout a; N est
‘le plus grand idéal GCR de A.

I1 s’agit de démontrer que

a) N est GCR, ou encore que si ® est une représentation
irréductible de A non nulle sur N, =(N) contient un opérateur
compact non nul; ce fait étant trivial si = est de dimension
finie, nous supposerons = de dimension infinie; soient I le
noyau de = et E le sous-ensemble fermé invariant de G, qui
s’identifie au spectre de w(A®); on a E« V car dans le cas
contraire an aurait [I(N) < [I(I) et

N = ['II(N) e 'II(T) < T

D’apres le corollaire de la proposition 2, E est infini; E est
I’'adhérence d’une trajectoire G infinie contenue dans G, — V,
donc discréte; d’aprés le lemme 1 on a I =II'[I(I); = et =g
ont méme noyau et, ©g étant normale, sont équivalentes; il
reste a voir que wg(N) contient un opérateur compact non
nul; soit y un point de T; il existe z € A, tel que Fz soit égale
a1 eny etnulle sur ©— {y} et sur V; on a alors z*e N et
7g(2*) est un projecteur de rang 1.

) A/N est NGCR, ou encore ([12], th. 1) : pour toutz € A—N
il existe une représentation irréductible non normale de A
telle que

=(N) = {0}, m(x) # 0;

or 1l existe un a € G, tel que JFz, soit non identiquement nulle
sur V, donc sur une trajectoire non discréte T; g est non
normale (lemme 3), nulle sur N et non nulle en z.

CoroLLAIRE. — Les hypothéses étant celles de la prop. 4.

(1) A est GCR st et seulement su toutes les trajectoires de Gy
sont discrétes;

(1) A est CCR su et seulement su toutes les trajectoires sont
discrétes et fermées;

(iii) A est NGCR st et seulement su la réunion des trajectoires

non discréles est partout dense dans G;.
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5. Idéaux primitifs de A. :
La prop. 2 raméne I’étude des idéaux primitifs I pour lesquels
II(I) est de codimension finie & I’étude des trajectoires finies

A . . I3 . .
dans G et des représentations irréductibles de certains sous-
groupes de Go. Nous étudions ici les autres idéaux primutifs

de A.

TutorkME 3. — Supposons que toute mesure positive, quast-
invariante, ergodique et & support infint sur G, vérifie la condi-
tion (x); soit F Uadhérence d’une trajectoire infinie © dans Gy;
le noyau de g ne dépend que de F et est 'ensemble des xe A
tels que Fx, soit nulle sur F pour tout a; nous le noterons Ir;
Vapplication F — I est une bijection de Uensemble des adhé-

rences des trajecioires infinies dans G, sur I'ensemble des idéaux
primitifs 1 de A tels que 1I(I) soit de codimenston infinie. Elle
est décroissante; Ir est un idéal bilatére fermé maximal su et
seulement su toute trajectoire contenue dans F est partout dense
dans F.

S1 F est 'adhérence d’une trajectoire infinie %, le noyau de
ng est (lemme 1) ensemble des z e A tels que Jx, soit nulle
sur G, ou, ce qui est équivalent, sur F, pour tout a; et lI(Is)
est de codimension infinie.

Réciproquement soit I un idéal primitif de A tel que LI(I)
soit de codimension infinie; I est de la forme Ir d’aprés la
démonstration de la prop. 3. L’application F — Iy est évidem-
ment décroissante; elle est injective, car s1 Iy, = Ip, on a en
particulier [I(Ir) = II(Iy,), c’est-a-dire que pour ye A,

Jy=0 sur F;<=>Fy=0 sur F,

Supposons que Iy soit un idéal bilatére fermé maximal et
montrons que toute trajectoire %’ contenue dans F est partout
dense dans F; supposons ©’ non partout dense; T’ est néces-

sairement ﬁnle d’ apreés ce qu1 precede soit I’ le noyau d’une
représentation construite a partir de & (prop. 2); on a

11(1) 2 (1)
Us M) SIV(T) = L

d’out contradiction.
Supposons maintenant que toute trajectoire contenue dans
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F soit partout dense dans I et montrons que Ir est maximal
dans I’ensemble des 1déaux bilatéres fermés de A; supposons
le contraire : Iy est strictement contenu dans un idéal primitif
I’ et II(I') est nécessairement de codimension finie d’aprés ce
qu précéde; I’ est le noyau d’une représentation irréductible
construite 4 partir d’une trajectoire finie &’ et on a II(I) o II(I§)
d’ou @ c F ce qui est contradictoire.

- Remarque 1. — On peut donner a propos de A/Ir des rensei-
gnements analogues a ceux, relatifs & A, qui sont énoncés
dans la prop. 4 et son corollaire.

Remarque 2. — Considérons sur G, la relation d’équivalence
R suivante: R (y, %) si et seulement si les trajectoires T, et
©,- de y et 3’ ont méme adhérence; soit Q la réunion des trajec-
t01res infinies; Papplication y — Ii; définit une bijection A
de Q/R sur I’ ensemble W des idéaux primitifs I tels que II(I)
soit de codimension infinie.

L’application A est un homéomorphisme si on munit Q/R
de la topologie quotient de la topologie sur Q induite par celle
de G et W de la topologie de Jacobson.

Démonstration. — Pour tout ye Q/R on notera F, I’adhé-
rence de la trajectoire d’un élément quelconque de y; on a
alors A(y) = Ir,; on a aussi ¥ = F, car d’une part v, et par
suite ¥, est contenu dans F; mais par ailleurs tout point de F,
est limite de transformés de points de v, donc limite de points
de v; en définitive on a

Ay) =TI =15
Soit maintenant [' une partie quelconque de Q/R; posons
6=UJv
Yel’
& = A(I') = ensemble des I3 pour ye I’

J = intersection des elements de .

Ona § UY et J est ensemble des xe A tels que Fz,
Yel’
soit nulle sur § pour tout a.
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Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

[' est fermé dans Q/R
(G est fermé dans Q

G = Qng

pour tout y € Q: ye((,f=>xe(3
 _  JeQR: yeG—syel
_ — '«{cg=>ye[‘
- -— IyoJ=yel

— — A(Y)eg=}>A("{)58

& est fermé dans W.

Remarque 3. — Toute mesure positive ergodique définie
sur un ouvert invariant de Gl est concentrée sur une classe
d’équivalence selon R.

Tout d’abord, pour toute partie fermée F de G,, 'ensemble

Ar des y tels que O, c F est fermé car

yeAr <> ayelF pour tout a@»y‘eﬂa—l

par suite pour tout ouvert U I’ensemble By des y tels que
©, rencontre U est ouvert; soit (U,) une base d’ouverts de Gy;
posons B, = By,; les B, sont ouverts et saturés pour R; ils
séparent les. c]z.asses d’équivalence selon R, car si G, 9&1’5[,
il existe un indice n, tel que

©,,cU, #9 et oy, nU, =9
done
71 € B, et Y2 € B,

Soit maintenant w ergodique définie sur (); pour tout n,

v

B,n Q est négligeable ou de complémentaire négligeable;
posons

D — Q—B,nQ dans le premier cas;
"B, nQ dans le second;

D :mDn est de complémentaire négligeable et ne peut

n
rencontrer plus d’une classe d’équivalence selon R, puisque
les B, séparent ces classes.
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§ 3. Etude d'un exemple.

Prenons pour G, le groupe Z (discret) des entiers, pour G,
le groupe discret des nombres rationnels dyadiques et comme
opération a.b le produit ordinaire de 2* par b; les hypothéses
générales du § 2 sont satisfaites.

Toutes les classes d’éléments conjugués distinctes de fe}
étant infinies, la représentation réguliére gauche de G est
factorielle et de type II, (cf. [30], § 8, n® 5) et A est NGCR
cor. du lemme 12 de [11]).

1. Etude de G,.
Le groupe G; étant limite inductive de sous-groupes iso-

morphes a Z, G, est limite projective de groupes isomorphes
au tore T; plus précisément, pour tout neZ soit Z, le sous-
groupe de G; formé des éléments de la forme [/2" (leZ) et

soit A, 'homomorphisme de G, sur Z = T défini par

<A,,(X_), l> = <7J <l/2">;

A, a pour noyau le sous-groupe orthogonal de Z, et on a

1
Aaly) = A, <-7 x> — 20,(x).

Représentant les éléments de T par leurs développements
binaires normalisés on peut écrire, pour tout y € G,

"\O(X) == O, 1Ay .
An(Z) =0, Ant10—pt2 - - -5

tout élément y de G, est ainsi représenté par un développe-
ment (a,),ez avec ¢, =0 ou 1 et a, =0 pour une infinité
d’indices positifs; chaque a, est fonction borélienne de 1.

On obtient un systéme fondamental de voisinages d’un
élément 7 = (a,) de la fagon suivante :

a) st a, =1 pour une infinité d’indices positifs, on prend
geZl, pel*t et I'ensemble des y' = (a,) vérifiant a;= q,
pour t =g¢q, g+ 1, ... ¢+ p;
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b) st a,—; =1 et a;=0 pour j > m, on prend ¢ < m — 2
p > m—q et 'ensemble des ' = (a,) vérifiant
ou bien a;j=w4a; pour i=gq,q¢+ 1, ...q+0p
ou bien a;=4a pour i1=gq, ¢q+1,..m—2,a,,=0
et aij=1 pour j=m,m+1,..q+ p.

Pour toute suite finie de 0 et de 1, soit S = (b, ... b,), on
notera Ks I’ensemble des y = (a,) vérifiant

)

ay = by, ... a, = by;

tout ensemble ouvert dans Gl est réunion d’ensembles Ks ou
de transformés de tels ensembles par des éléments de G,.

Siy = (a,), on a 2y = (b,) avec b, = a_.y,; le stabilisateur
de y dans G, est non nul si et seulement si la suite (a,) est
périodique; si p est sa période, ce stabilisateur est p.Z et la
trajectoire de y contient p éléments; si la suite (a,) est non
périodique, la trajectoire de y est infinie.

LemumE 1. — Toute mesure positive . sur Gy n’ayant de masse
en aucun point & développement périodique vérifie la condi-
tion () du § 2, n® 2.

Soient r un entier non nul et E une partie w-mesurable non
négligeable de G;; pour tout entier { notons B, (resp. Bi)
Pensemble y-mesurable des y = (a,) vérifiant

a,=20 et ai_, =1 (resp.¢; =1 et a,_. = 0);

s1 y appartient au complémentaire de la réunion des B; et
des B, son développement admet la période r; ce complé-
mentaire est donc w-négligeable et il existe un indice ¢ tel que
E n B; ou E n B’ soit non négligeable; or

2rBi n Bi == 2"B’l n B: = 0’.

2. Représentations factorielles de type II normales relative-

ment a A’ :
Prorosition 1. — Soit . une mesure positive, invariante,

ergodique et diffuse définie sur une partie ouverte invariante ()

de G,; la formule
(n(a, b)3) (a', 1) = <X’ b>?‘(a—la’l’ a™'y)
définit une représentation de G dans L3*G,) ® L%Q, w), facto-
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rielle, de type 11 et normale relativement a A'; elle est de type 11,

si et seulement si . est bornée, i.e. prolongeable & Gy; son noyau
est Uensemble des x e A tels que Fx, soit nulle sur le support de
u pour tout a; son caractére est donné par

Az) = P-(%%JQ) pour tout zeAt;

si on définit de la méme fagon ', y', ©', © et = sont quasi-équi-
valentes st et seulement st p. et i indutsent sur Q n Q' des mesures
proportionnelles et non nulles; enfin toute classe de quasi-équi-
valence de représentations factorielles de type 11 normale relati-
vement a A’ s’obtient par ce procédé.

Résulte de la prop. 1 du § 2 et du lemme 1.

Notations. — Pour toute partie finie de Z: ¢ = {1y, i,, ..., ly}
avec i, < 1y.. <1, et toute suite S = (by, ... b,) d’éléments
égaux 4 0 ou a 1, on désignera par Kj s ’ensemble des y = (a,)
vérifiant

a, = by, ..., a,, = b,

u

Lemme 2. — Soit E la réunion d’une suite finie d’ensembles
de la forme Ks s; alors E est la réunion d’'une suite finie d’en-
sembles de cette forme deux & deux disjoints.

n
Soit E = | ’Kai,si; posons ¢ = ug;; soit p le nombre
i=1
d’éléments de ¢; quand S parcourt I’ensemble des suites de
p ¢éléments égaux a 0 ou a 1, les ensembles K; s forment une

partition de G,; chaque ensemble Kj, s, étant réunion de
certains ensembles Kj s, il en est de méme de E; d’ou le lemme.

LemME 3. — Soient p. une mesure positive sur Gy, U un ouvert

dans G, et ¢ > 0; il existe des ensembles Ks, s, 0 =1, ... n) deux
a deuz disjoints, contenus dans U et tels que leur réunion E
vérifie (U —E) .

D’aprés le n® 1, U est réunion d’ensembles de la forme
a.Ks, donc d’une suite Ky, 5, (j =1, 2, ...) et il existe une
sous-suite finie dont la réumon B vérifie p(U —B) ¢; le
lemme résulte alors du précédent.

Prorosition 2. — L’algébre A admet une famille non dénom-
brable de représentations factorielles de type 11,, fidéles et deux
d deux non quasi-équivalentes.
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Il suffit (prop. 1) de construire des mesures invariantes
ergodiques sur G,, de support G, ct deux a deux non propor-
tionnelles.

Pour tout entier n soient X, I'ensemble {0, 1} et v, la
mesure sur X, définie par les masses @ en 0 et 1-—a en 1
(0 <« < 1); posons

X=][X. et v =& ;3

nReZ nez

le sous-ensemble X’ de X formé des suites (z,) telles que =z,
soit nul pour une infinité d’indices positifs est de complémen-
taire v-négligeable; d’autre part on a une bijection continue

évidente ® de X’ sur Gl; prolongée arbitrairement sur X — X',
® devient une application v-mesurable de X sur G, et on peut
considérer la mesure w sur G;, image de v par ¢ ([1], ch. 5,

§6,n01).

Pour tout ensemble K; s ot S contient s fois 0 et ¢ fois 1 on a
(Ks,s) = (1 — o) >0

et par suite i a pour support G,; d’autre part i est évidemment
invariante par Go; reste 4 voir que i est ergodique; cela
résulte d’un théoréme de Théorie des Probabilités ([23],
30.4), mais nous allons en donner une démonstration directe,
d’ailleurs inspirée de celle de [20], p. 29.

Soit E une partie p-mesurable presque invariante par tout
a € G, et soit ¢ > 0; il existe un ouvert U tel que

EcU et w(U—E) ¢

puis il existe (lemme 3) des ensembles Kj, 5, (t =1, 2, ... n)
deux a deux disjoints, contenus dans U et dont la réunion B

vérifie (U — B) <{e. On a alors
(1) w(|E —BJ) <2
(|E — B| désigne la différence symétrique), d’ou

w(E —a.B|) <2
et

(2) w(|E —B n aBl) < 4¢

pour tout a € G,. Mais a.B est réunion d’ensembles de la forme
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K;, s, ol 5, se déduit de ¢; par une certaine translation, et on a

(BnaB) = ;}; (Ksis, 0 Ko 5).

~ Mais si a est suffisamment grand on a

sU'(K?;;.-“i n K’J'j. Sj) = y‘(Kai,Ss) y‘(KGJ,Sj)
= P‘(KBi'Si) P’(Kﬁj.sj)

pour tout ¢ et tout j égaux a 1, 2, ... n et par suite
4B 0 a.B) = % TKs,0)n(Keys) = (1(B)):
Etant donné ’arbitraire de ¢ et de a, et en vertu de (1) et

(2), on en déduit que w(E) = (&(E))? d’ou w(E) = 0 ou 1.

Remarque. — On voit sur cet exemple que la propriété
« toute représentation irréductible normale est déterminée
a une équivalence prés par la donnée de son noyau » ne se
généralise pas aux représentations factorielles, méme en
remplacant I’équivalence par la quasi-équivalence.

3. Représentations irréductibles de dimensions finies.

Prorosition 3. — Soient T une trajectoire finie dans G,, P
le nombre de ses éléments, y, un de ses éléments, O un élément
du tore T, p la représentation de pZ.G, définie par

. p(kp, b) = exp (2mikb) (yo, b);
la représentation © de G induite par p est irréductible et de
dimension p; son caractére sur G est donné par
. 1 .a o
—ex 2m—0> > {y, b) st pdivisea,
Yo 0y = 5 (2 0) T 000 i
sinon ;

la classe d’équivalence de = ne dépend que du couple (G, 0). et
le détermine entiérement; enfin toute classe de représentations
wrréductibles de dimension finie s’obtient de cette facon.

Résulte du § 2, n® 3 (prop. 2, cor. de la prop. 2 et rem. 1).

CoroLLAIRE. — L’algébre A admet un systéme complet de
représentations irréductibles de dimensions finies.



CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES 65

En vertu de la rem. 2 du § 2, n° 3, il suffit de remarquer que
la réunion des trajectoires finies, i.e. '’ensembles des éléments

a développements périodiques, est partout dense dans G,.

Remarque. — Ceci résoud par la négative une conjecture de
G. W. Mackey ([28], p. 154); en effet A admet un systéme
complet de représentations irréductibles normales au sens

de [14], mais A n’est pas « lisse » puisque A n’est pas GCR
(cf. [6], th. 1).

4. Représentations irréductibles normales de dimension infinie.

Prorosition 4. — Soit © une trajectoire infinie discréte
dans Gy; la formule

(v(a, b)%) (1) = {z, b)g(a™y)

définit une représentation irréductible normale de G dans L3();
son caractére dans A est donné par

Az) = X Fz. (1) pour tout xeAt;
XeG

le noyau de = dans A est U'ensemble des x tels que Fz, soit nulle
sur © pour tout a; la classe d’équivalence de w est déterminée
de fagon biunivoque par la donnée de T; toute classe d’équivalence
de représentations irréductibles normales de dimension infinte
s’obtient ainsi; enfin w(A) coniient toujours siriclement I’algébre
des opérateurs compacts dans L*0).

Résulte du th. 2 du § 2 et du lemme 1.

Cororraire 1. — L’intersection des idéaux de définition
des caractéres de type I de A est nulle.

Il suffit pour le voir de prouver que, pour tout ouvert
UcG,, il existe une trajectoire infinie discréte © telle que
U n © soit infini; or U contient un y ayant un développement
périodique de la forme

.0ceg oo 0cieannncye..

et un tel y est adhérent a la trajectoire infinie discréte définie
par le développement

.00001...10c¢;...¢,0¢;...¢,...

N——
u+1
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CorovrLaIRE. 2. — L’algébre A admet un systéme complet de
représentations irréductibles normales de dimension infinie.

Remarque 1. — Un raisonnement analogue a celui du lemme
4 du § 2 montre que w(z) n’est pas compact pour tous les
xz e L}(G); il en résulte, en vertu de [14], p. 77 que = n’est pas
normale au sens de [14]; les seules représentations irréductibles
de G normales au sens de [14] sont celles dont la dimension est
fine.

Remarque 2. — 1l est facile de donner des exemples de repré-
sentations irréductibles non normales de A : toute représenta-
tion construite, comme 1l est indiqué au début du n° 4 du § 2,

a partir d’une trajectoire non discréte dans Gy; or on a vu
que la représentation réguliére gauche p de G est factorielle;
comme la classe de mesures qui lui correspond sur G, est
celle de la mesure de Haar, celle-ci est ergodique; il résulte

alors de [21], p. 29 que pour presque tout y e G, (pour la

mesure de Haar) la trajectoire de y est partout dense dans Gy,
et par suite non discréte; on montre en outre que p est 'inté-
grale sur G, de représentations irréductibles qui sont presque
toutes fidéles et non normales sur A.

Il existe encore des représentations irréductibles non nor

males d’un type tout a fait différent (voir par exemple [26],
th. 11).

Remarque 3. — Exemple de représentation irréductible
normale relativement & A, mais non relativement ¢ X(G).

Soit © la trajectoire infinie discréte définie par le développe-
ment '

..0000101001000100001 ...;
les points de & — T sont I’élément neutre et tous les points
de la trajectoire G’ définie par le développement

.000010000...;
nous noterons ... Y—j, Yo Y1 ... les points de %', y, étant

représenté par un développement (a,) ou a, =0 sauf pour
n=r.
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Soit y un élément de R(G) tel que, en posant z = yy’,
on ait

2 fIi"'ve»(x.) < + w;
L€G

solent [;/2™ (1 =1, 2, ... p) les points du support de z,, et «;
les valeurs correspondantes de z,; on a alors

Fzo (1) =2 (s U27) >
pour tout 0 € T posons
$(0) = Yo exp (2mlh);
J

on a

F2o(1) = 2 afAa(i)s b) = $(An()-

Mais Jz,, doit &tre nulle en tout point de 6 — &, donc
0 = Sz = WAa(z)) = $(2-)

pour tout entier r; étant donnée la forme de ¢ il en résulte
=0, Fr, =0 z, =0 et enfin 2 =0 d’aprés le lemme 1
du § 1.

On voit donc que la représentation irréductible, normale
relativement & A, associée a ©, n’est pas normale relativement
a JK(G); son caractére ne peut pas &tre défini par une fonction
sur G, ce qui redémontre en particulier que la notion de carac-
tére utilisée ici est plus générale que celle de [14].

5. Idéaux primitifs de A.

DEriniTioN. — Etant donnés un développement (a,),cz et
une suite finie de 0 et de 1: S = (b, ... b,), on dira que S est
contenue dans (a,) s’tl existe un entier  tel que

bl = Qi ... bu = Qjyy—1-

LemME 4. — Soit © une trajectoire dans G, non partout dense;
il exuste une trajectoire ' telle que

‘(EC: G_I et @ # Cl’
Soit y = (a,) un élément de T; on peut évidemment supposer

y, différent de 1’élément neutre; comme T n’est pas partout
5
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dense dans G, il existe une suite finie S = (by, ... by) non conte-
nue dans (a,); définissons y' = (a,) de la fagon suivante :

\a, = a, pourtout n <0
(A1) =0, by ... bylslupy « .. GOyl - . . Ausy - -

On va montrer que la trajectoire ¢’ de y’ répond a la ques-
tion; d’abord toute suite finie contenue dans (a,) étant aussi

contenue dans (a,), 7. est adhérent 4 T’ et on a © < ©’; ensuite
7' n’est pas adhérent & T puisqu’on a a, = 1 pour une infinité
de n > 0 et que (b, ... b,) n’est pas contenue dans (a,); on a
donc © ;&%

Montrons enfin que ¢’ n’est pas partout dense; posons

S" = (by, .. by by, o buy by, o ba);

S’ n’est pas contenue dans (a,) car dans le cas contraire I'une

des trois suites (b, ... b,) qui constituent S’ serait contenue
soit dans (...a_,a_,a,), soit dans (a_, @—yyy, ... @), soit dans
(@—y—yy Gy, ... Guyq), €tc., ce qui contredirait le choix de S.

Définissons y” = (a,) de la facon suivante:

ya, =0 pour tout n <0
(Ao(y") =10, by ... bgby ... 00y ... 5,1 01010...;

v” n’est pas adhérent & ©’ puisqu’on a a, = 1 pour une infinité
den > 0etque (b, ... bby ... bb, ... b,) n’est pas contenue
dans (a,).

Lemme 5. — Soit S = (by, ... b,) une suite finie contenant 0;
soit Ls Uensemble des y, = (a,) pour lesquels il existe un entier
1 (0 <7 < u) tel que pour tout entier k et tout entier | = 1,2, ... u
on ait

Airutyt = bi.

L’ensemble Lg est invariant et fermé.

Il est évidemment invariant; démontrons qu’il est fermé;
soit ¥’ = (a,) un point adhérent & Ls; comme, pour tout
y. = (a,) de Ls, (a,) ne contient pas plus de u chiffres 1 consé-
cutifs, pour tout entier m > 0 il existe un élément y™ = (aJ)
de Ls tel que

/ m I am,
a_, = a’,, ... @, = an;
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par suite pour tout m il existe un entier j” =0, ... u tel que
Pon ait

!
A wutytt = by

pour tout entier k et tout I = 1, 2, ... u vérifiant
—m <"+ ku+1)+1I<<m;

quand m parcourt Z*, j” prend pour une infinité d’indices m,
une certaine valeur j, (0 <{jo, << u); on a donc

a}.+k(u+1)+t =b
pour tout entier k et tout I = 1, 2, ... u vérifiant
—mi<Jot klut+1)+Im

donc finalement pour tout entier k et tout I =1, 2, ... u;
autrement dit on a ¥’ e Ls.

Lemme 6. — Soient S = (by, ... b,) une suite finie de O et
de 1 et (c,) un développement périodique de période p < u;
il existe d égal a 0 ou a 1 tel que la suite (by, ... b,, d) ne soit pas
contenue dans (c,).

Si S n’est pas contenue dans (c,) on peut choisir d arbitrai-
rement; supposons maintenant S contenue dans (c,) et numé-
rotons les ¢, de fagon que

b1=cl,... bu=c,,;

posons d =1 —c,4q; (by, ... b, d) n’est pas contenue dans
(c,) : en effet supposons qu’au contraire il existe un entier @
tel que
bl =Ci - b, = Citu—1y d= Citus
on aurait en particulier
€T = Cy ... Cp = cp+i—1
d’ou
1—1=0 modulo p
et

d=cpy=con=1—cup

ce qui est absurde.

LemMe 7. — Il existe une partie fermée invariante non vide
A . . . . .
de Gy qui ne contient aucune trajectoire finie.
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Numérotons les trajectoires finies de telle fagon que leurs
nombres d’éléments aillent en croissant: ©,, ©,, ...; on va
construire par récurrence des suites S, (r = 1, 2, ...) contenant
0, telles que Ls, ne contienne pas ©, et que 'on ait Ls_, < Ls ;
alors les Ls_seront des ensembles fermés invariants (lemme 5)
décroissants et non vides; leur intersection sera un ensemble
fermé, invariant, non vide (puisque G, est compact) et ne
contenant aucune trajectoire finie.

Posons S; = (1, 0); supposons S, construite: S, = (by, ... b,);
soient p le nombre des éléments de G, et 7 = (c,) un de ces
éléments; soit ¢ un entier positif tel que g(w + 1) > p; choisis-
sons arbitrairement des nombres a,, ... a, et posons

;-+1 - (bla . e bu, ay, bla . e bu7 Qy, bl, .o bua Ay, b17 N b")

il existe (lemme 6) un d tel que la suite (S;;;, d) ne soit pas
contenue dans (c,); posons

S"‘H- = (S;‘-I-l’ d, bl) « e bu);

alors Ls , < Ls et Ls_, ne contient pas ©,.4,.

Prorosition 5. — (1) Les idéaux primitifs de codimension
finie de A sont les noyaux Ig o des représentations wg 4 de la
prop. 3; ce sont des idéaux bilatéres fermés maximauz; leur
intersection est nulle. . A

(1) Pour toute partie F de Gy, adhérence d’une trajectoire
infinte, soit I Uensemble des x e A tels que Fz, soit nulle sur
F pour tout a; Uapplication F — Ir est une bijection de Uen-

semble des adhérences des trajectoires infinies dans G, sur
Uensemble des idéaux primitifs de codimension infinie de A;
le quotient A[Ix n’est jamais CCR.

(1) Il existe un idéal bilatére fermé mazimal de A & quotient
NGCR.

(1iv) L’idéal nul est primitif; tout idéal primitif non nul
contient strictement un idéal primitif non nul.

Démonstration. — (1) est une conséquence immeédiate de la
prop. 3 et de son corollaire.

(i1) résulte du th. 3 du § 2 et du lemme 1. .

(1) : soit F un ensemble fermé invariant non vide dans G,
ne contenant aucune trajectoire finie (lemme 7); I'1déal I des
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x € A pour lesquels Jz, est nulle sur F pour tout a est contenu
(puisque A admet une unité) dans un idéal bilatéere formé
maximal J; J ne peut étre de codimension finie car il serait
alors de la forme Ig 4, T étant une trajectoire finie et on aurait

(1) < L(1g,0) et GcF

ce qui est contradictoire; J est donc de codimension infinie
et A/J est simple et non CCR, donc NGCR.

(1v): I'idéal nul est primitif puisque la représentation
réguliére gauche de G est factorielle et fidéle sur A. La derniére
assertion résulte du lemme 4.

Remarque. — 11 résulte des précédentes assertions (i) et
(1v) et du lemme 4 de [5] que I’espace des idéaux primitifs
de A (pour la topologie de Jacobson) ne contient aucune
partie ouverte séparée non vide.

6. Topologie de I'espace des caractéres partout définis sur A.

Pour toute suite finie de 0 et de 1: S = (b,, ... b,), tout
entier p > 0 et tout y = (a,) € G; on désigne par ¢s ,(y) le
quotient par p du nombre d’indices ¢ tels que

1<1<P et a’lzbl""ai-i-u—l:bn;

Lemme 8. — Soit u une mesure positive sur Gy, invariante,
ergodique et normée; pour presque tout y (pour \) on a pour
toute S

w(Ks) =limgs ,(x) ~ pour  p—+ co.

L’ensemble des S étant dénombrable, il suffit de démontrer
cette égalité pour une S fixée; soit f la fonction caractéristique
de Ks; on a, pour tout y et tout p

¢Mm=%0m+ﬂwn+~¢wwm

et ceci tend vers p(f) = i(Is) pour presque tout y d’aprés un
théoréme ergodique (cf. par exemple [20], p. 31).

Lemme 9. — Soient u, et py deux mesures positives sur Gy,
invariantes, ergodiques et normées et s; et sy deux entiers > 0;
la mesure

S1M + Salke

= s1 + 83
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est limite vague de mesures positives, invariantes, ergodiques
et normées.

Pour i = 1, 2 soit y; = (a;,,) tel que pour toute S, @s ,(v:)
tende vers 1 (Ks) quand p — 4+ o (lemme 8). Pour tout entier
r > 0 soit G, la trajectoire finie représentée par un développe-
ment périodique ayant pour période

(1) Ay« 01 p .01 ...01 Q21 ...0 ¢ ... Q371 ... Qg
| | | l |
| i | T

s, fois s, fois

soit v, la mesure positive invariante ergodique normée portée
par ©,; on va montrer que pour toute S: v,(Ks) = u(Ks) quand
r— -+ oo.

S1S=(by, ... b, avec u<r, v(Ks) est égal au quotient
par r(s; + s;) du nombre de fois que S est contenue dans la
suite (1) augmentée a droite de ay,4, ... @5,,1; On a donc

v(Ks) = ("(31 + $2) )—1(("_ U+ 1) (8195, r—uta(Ya)
+ sﬁ?s.r—u-i-l(xz)) + k)

ou k est un entier positif au plus égal a (u—1)(s; + sg);
et quand r — 4 oo

Vo(Ks) = (81 + 83) 7 (s1142(Ks) + 8222(Ks)) = 12(Ks).

Montrons enfin que v, tend vaguement vers u quand
r — -+ oo; pour toute suite S = (¢;, ... cy) de O et de 1,
2-"Ks est ’ensemble des y = (a,) tels que

Ay = Cl’ e Ay = Coy.

Pour tout entier u > 0 notons S;, ... S, les suites de 2u
éléments; les ensembles 27°Ks, (1 =1, ... 2**) forment une
partition de G,; soit y; un élément quelconque de 27K,

Soit f une fonction continue positive sur G, et soit f, la
fonction égale a f(y;) dans 2—°Kjg, pour tout ¢; on a v,(f) = i(f)
parce que f est limite uniforme de f, pour u — 4 o, que
¥(fa) = (fu) pour tout uw quand r—> -+ o et que v, est
bornée en norme (1).

(1) Le lemme s’étend de fagon évidente au cas d’'un nombre quelconque (fini) de
mesures.
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Lemme 10. — Toute mesure u. sur G,, positive, invariante,
ergodique et normée est limite vague de mesures positives, inva-
riantes, ergodiques, normées et diffuses.

Soit ¢ = (b,) e G, tel que pour toute S, s ,({) tende vers
w(Ks) quand p — + o (lemme 8). Soit n un entier >0;
pour tout y = (a,) soit @, o(y) I'élément représenté par le
développement

. a_1b1 e b,,aobl [ b,,albl o bnagbl P b,,a;, .
ou I’élément a, est mis a la place d’indice 1; posons

D,1(%) = 20, 6(x) - - -
(I)n.n(X) = 2n(Dﬂ.°(X)'
Soit A une des mesures sur G, construites a la prop. 2. ‘
Les applications @, ; (i =0, 1, ... n) sont continues en
tout point y = (a,) tel que a,, = 1 pour une infinité de m > 0;
ces points formant un ensemble de complémentaire A-négli-
geable, @, ; est A-mesurable et on peut considérer les mesures

Voo = Poi(A)
et = (n4+ 1) o+ -+ + Vo)

La mesure v, est diffuse; montrons qu’elle est invariante :
pour toute fonction continue f sur G; on a

Sren i) = (n+ 073 [122,.00) d (7)
= 0+ 07 3 [F@uit0) () + [ o) 1 (1)
= [ 100 d ().

Montrons maintenant que v, est ergodique: soit [ une
fonction v,-mesurable, bornée et telle que f(2y) = f(y); comme
les mesures v, ; sont deux a deux étrangeéres, f est ¢, ;-mesu-
rable pour tout z; alors fo @, ; est A-mesurable et on a

(fo (I)n )(2y) = (2”+1(I)n WX ) = (fe D,.) ) (1)

donc fo®, ; est égale A-presque partout & une constante k;;
mais on a, pourz—O .. n—1.

(f (I)n i (Z(I)n i X.)) - f((I)n |+1 )

par suite les k; sont égaux et f est égale ¢,-presque partout
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a une constante. Il reste & montrer que v, tend vaguement
vers . quand n — -+ oo, etil suffit, en vertu d’un raisonnement
fait au lemme 9, de montrer que v,(Ks) — @(Ks) pour toute

suite S = (¢, ... ¢,); soit g la fonction caractéristique de Kg;
ona:
n(Ks) = (n+ 1) f (&(Puo() + -+ &(Punl0))d(7)-
Siu<n0nadonc
(KS> —1f( n’— u + )?S n—-u+l(c + h )d)\

ou h(y) est un entier positif au plus égale & u; d’ou I'assertion.

ProrositioNn 6. — L’espace des caractéres partout définis
sur A et de norme 1 n’est pas localement compact pour la topologie
de la 'convergence simple.

Soient Cj; cet espace et D I’espace des formes linéaires
pos1t1ves centrales de norme <C 1; il suffit de construire une
suite d’éléments de D —C;, 4, adhérents & Cy, et convergeant
vers un élément de Cy ;.

Soient v; et v, des mesures positives, invariantes, ergodiques,
normées, diffuses et différentes sur G, et un nombre rationnel
vérifiant 0 << « << 1; d’aprés les lemmes 9 et 10, la mesure
av; + (1 — a)v, est limite vague de mesures ., invariantes,
ergodiques, normées et diffuses; considérons les caractéres sur

A (cf. prop. 1):
A(x) = vy(Fz,,) ‘ou 1,
0.(z) = pn(Fz,,) ou 1,

La forme linéaire ad; + (1 — &), appartient a Dj; elle est
limite de 0, donc adhérente a C;,; elle n’est pas dans C, 1;
enfin elle converge vers A; quand a — 1.

Il H

3 re At

7. Structures boréliennes.
Soit p. une mesure positive, invariante et ergodique définie

. . A .
sur une partie ouverte invariante Q de Gy pour toute fonction
o e A
continue positive f sur G, nous poserons

) = »(f1Q);

nous noterons M P'ensemble des applications de €+(G;) dans
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[0, + o] ainsi obtenues et le munirons de la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes toutes les fonctions

p—>@(f) pour fecH(Gy).

Nous noterons enfin M, ’ensemble des & pour lesquelles w
n’a pas de masse en aucun point y & développement périodique.

Lemme 11. — Soit Z un espace localement compact d base
dénombrable; Vespace by (Z) des mesures positives sur 7 est
standard pour la structure borélienne sous-jacente a la topologie
vague. '

Dans le cas ou Z est compact, I'assertion résulte du fait
que pour tout entier n la boule de rayon n est borélienne dans
Moy (Z) et standard (cf. [2], ch. 11, § 3, prop. 6).

Supposons maintenant Z non compact; Z est réunion d’une
suite croissante de compacts K, (n =1, 2, ...); pour n < m
soit ¢, , 'application de JAb (K,) sur Ab (K,) qui associe a
toute mesure sur K, la mesure qu’elle induit sur K,; montrons
que ¢n , est borélienne; il suffit de prouver que pour toute
fonction continue p051tlve g sur K, o, .(u)(g)  est fonction
borélienne de wu; or soit g’ la fonction sur K, prolongée de g

\

par O sur K, — K,; on a
Im,a(1)(8) = (&)

et I'application @ — p(g’) est semi-continue supérieurement
et par conséquent borélienne.
Considérons l’espace borélien standard Y = [[.b,(K,) et

son sous-ensemble borélien Y’ formé des suites (p.n,,) telles que
Pn = ?M.vn(y'm) pour n<m;

soit A P'application de Y’ dans Jby(Z) définie de la fagon
sulvante :

soit @ = (@) € Y’ et soit fe K(Z); le support de f est contenu
dans un K, et on pose

A(@)(f) = palf1Ks)

ce qui ne dépend pas de I'entier n choisi; alors i, est la mesure
induite par A(a) sur K,, ce qui prouve que A est injective;
d’autre part on vérifie immédiatement que A est surjective
et bicontinue pour la topologie produit sur Y et la topologie
vague sur b, (Z).
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Lemme 12. — Soit Q une partie ouverte invariante de Gy;
Uensemble des mesures positives, invariantes, ergodiques sur
Q, n’ayant de masse en aucun point y développement périodique
est borélien dans Mo ().

Tout d’abord I’ensemble N des mesures invariantes est
fermé et ’ensemble N’ des mesures invariantes n’ayant de
masse en aucun point a développement périodique est boré-
lien, puisque ces points forment un ensemble dénombrable;
il reste 4 montrer que le sous-ensemble N” de N formé des
mesures ergodiques est borélien dans N'.

Soit 1. un élément de N’; la construction de la prop. 1 du
§ 2 fournit une représentation w, de A dans L*G,) ® L*(Q, w);
pour z € A, 7,(z) est représenté par la matrice

(1’»9(3}) )a.. a — ng, ‘,.;AUam,-‘ 5

soient @ l’algébre de von Neumann engendrée par m,(A),
Tr la trace normale fidéle semi-finie sur @ construite dans

1
[4], ch. 1, § 9, prop. 1 et m son idéal de définition; n;l(m?) est
I'ensemble des ze A tels que %(zz*), soit wu-intégrable et
par suite contient I'idéal autoadjoint I de A engendré par les
x tels que F(zz*),, ait son support contenu dans ().

Montrons que la forme o,(z, y) = Trm,(zy*) est une trace
sur I; les axiomes (1) ... (iv) des traces sont trivialement
vérifiés; démontrons (v’) : la restriction de =, a I est non dégé-
nérée puisque ,(I) contient tous les opérateurs de multiplica-
tion par des éléments de K(Q); si (u,) est une unité approchée
deIona

ou(ur, x) = Trr,(u,2a")
et m,(u,) tend fortement vers 1, donc
ou(Ua, T) = op(w, ).

Définissant X(I) et B(I) comme au lemme 2, ch. 1, § 2,
nous avons donc une application borélienne @ — o, de N’
dans X(I); il en résulte, en vertu du lemme cité, une applica-
tion borélienne Il de N’ dans A,,,.

Si @ est ergodique, w, est factorielle (§ 2, prop. 1), o, est la
restriction d’un caractére et lI(w)e A,,; réciproquement si
[I(1) € Av.., o, est la restriction d’un caractére, =, est facto-
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rielle et g est ergodique; le lemme résulte donc du fait que

A, est borélien dans A, ([8], th. 1).

LemMme 13. — Soit w. une mesure invariante définie sur une
partie ouverte invariante de Gy; Uensemble ouvert invariant

O = v f(RY) (Feet(Ga), B(f) < + =)
(R%) = ensemble des nombres réels strictement positifs) est le

plus grand ouvert U possédant la propriété suivante: st une
o . A
fonction continue positive g sur Gy a son support contenu dans

U, alors (.(g) < + .
Soit d’abord ge(‘3+(G1) avec K = support gcQy; K est

contenu dans une réunion finie Uf (R%) avee g(f) <+ o0;

posons

[=3f et a=inff0);

Y€K

on a « > 0; posons 8 = sup g(y); on a gg—gf et par suite
(g) <+ . .

Soit maintenant U possédant la propriété de I’énoncé et
soit y e U; il existe une fonction continue positive g telle que

support gc U et gly) =1;
alors (i(g) << + oo et y ey

Remarque. — Dans la suite @ sera considérée comme une
mesure sur Q.

Lemme 14. — Soit U une partie ouverte invariante de Gi;

Pensemble My des (. € M tels que
Qz>U et w(U)=£0

est borélien dans M; application P : i — p|U est un isomorphisme
borélien de My sur lensemble des mesures invariantes ergodiques
non nulles sur U. .

Soit (f,) une suite croissante d’éléments de C+(G,) telle que

support f,< U pour tout n
fn(X) -1 pour tout y e U;

alors, pour € M, on a Q5 > U si et seulement si &(f,) < + =
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pour tout n et y.( ) # 0 si et seulement si &(f,) 7= 0 pour au
moins un n; d’ou la premiére assertion.
Soit e MU, w|U est évidemment invariante, ergodique et

non nulle; Qz — U est p-négligeable, donc pour f< €+(G,) on a

&) = w(f1Q) = P(#) (f|U)

ce qui prouve que P est injective; P est surjective car si v
est invariante, ergodique et non nulle sur U, on a P(3) = v;
P est borélienne car si ge A+ (U) et si g’ est la prolongée de g

par O dans Gl — U, on a
P(3) (8) = (g

ui est fonction borélienne de .; P! est borélienne car si
q H

fee+(G,) on a
&(f) = P(@) (f1U)

qui est fonction borélienne de P(i2).

Lemme 15. — L’espace M, est standard et admet une section
borélienne pour la relation de proportionnalité. :

Soit (0,) une base d’ouverts de Gl ; pour tout nsoit U, = G,.0, :
c¢’est un ouvert invariant et tout ouvert invariant est la réunion
des U, qu’il contient; si donc . e M il existe n tel que

Q- U, et w(U,) £ 0, |
1.e. . € My,; on a donc M =UMUn; puis My n My, est borélien

dans M, et isomorphe (lemme 14) a ’espace des mesures inva-
riantes ergodiques non nulles sur U, n’ayant de masse en
aucun point a développement perlodlque M, n My, est donc
standard (lemme 12) et il en est de méme de M,.

Soit maintenant (f,) une suite d’éléments de (‘3+(G1) conte-
nant pour chaque m une suite partout dense dans R+(U,);
pour tout n soit B, 'ensemble borélien des . € M, tels que

af) = 30 ou + o pour j<n

pour ] = n;
s _ ’ye . ’1r. .
Pensemble B= B, est borélien; deux éléments proportion-

nels de B sont egaux enfin tout élément de My, (et par consé-
qent de M,) est proportionnel & un élément de B.
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Notations. — L’espace borélien C, ses sous-espaces C, C;4,
C: et son quotient C° sont définis comme au ch. 1, § 2; on
désignera en outre par C’ I’ensemble des caractéres correspon-
dant a des représentations factorielles normales relativement

aA'.

Prorosition 7. — (1) L’espace C' est standard.

(ii) Le sous-ensemble ¥ de A formé des éléments normaux
relativement a A’ est borélien dans A et standard.

(iii) L’application canonique W° de C° dans A induit un
isomorphisme borélien du quotient de C' sur 2.

Démontrons (i). On sait (ch. 1, § 2, th. 1) que G, est boré-
liennement isomorphe a A; il résulte alors de [6] que C;;n C;
est borélien dans C;, et par suite standard. Puis C;n C; est
I'image de I’espace standard R% X (C;; n C;) par 'application
injective borélienne (et méme continue) (a, A) = aA; par
conséquent C,n C; est borélien dans C, et standard ([28],
th. 3.2). Puis, C, étant borélien dans C (ch. 1, § 2, cor. 1 de la
prop. 2) et contenu dans C’; C;n C; est borélien dans C’' et
standard; on va montrer que I’ensemble C; = C"— C;n (;
est aussi standard, d’ou il résultera que C’ est standard;
d’apres la prop. 1 du § 2 C; est mis en correspondance biuni-
voque avec M, par la formule

Az) = j(Fz,,), ou reCy (eM, xeAt;

cette correspondance est visiblement un isomorphisme borélien
et 'assertion résulte du lemme 15; (1) est ainsi démontré.

Puis 1l existe une section borélienne S dans C’ pour la rela-
tion de proportionnalité: la réunion d’une section évidente
dans C;nC; et d’une section dans C; dont I'existence est
assurée par le lemme 15. Il résulte alors de [28], th. 3.2 que
Papplication canonique de C’ sur son quotient induit un iso-
morphisme borélien de S sur ce quotient.

Reprenons d’autre part les f, du lemme 15 et posons

Yo = FUf2) € Ay,
T, = (yn)°° € A’
I, = 1déal autoadjoint engendré par z,;

soit E, le sous-ensemble de Cy formé des A dont l'idéal de
définition contient I, et qui ne sont pas identiquement nuls
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sur I,; on voit immédiatement que E, est borélien dans C;
et que C; est la réunion des E,; un raisonnement calqué sur
celui du th. 1, ch. 1, § 2 montre que 'application canonique

" de C dans A induit un isomorphisme borélien de S n E, pour
tout n sur son image et de C;,;n C; sur son image, et par
conséquent de S sur son image 2; enfin ¥ induit un isomor-
phisme borélien du quotient de C’ sur X, et ¥ est borélien

dans A, ce qui démontre (ii) et (iii).

Prorosition 8. — Sur A,,, les deux structures boréliennes
identiques du th. 2, ch. 1, § 2, sont standard.

En vertu de [6], A est boréliennement isomorphe a A,
lequel est borélien dans A; par cet isomorphisme A,.. corres-

pond & A;nY qui est donc borélien dans E, et standard
d’apres la prop. 7.
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