
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ROBERT MOUSSU

CLAUDE ROCHE
Théorèmes de finitude pour les variétés pfaffiennes
Annales de l’institut Fourier, tome 42, no 1-2 (1992), p. 393-420
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1992__42_1-2_393_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1992, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1992__42_1-2_393_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
42, 1-2 (1992), 393-420

THEOREMES DE FINITUDE
POUR LES VARIETES PFAFFIENNES

par R. MOUSSU ET C. ROCHE

Claude GODBILLON et Jean MARTINET se sont souvent intéressés
aux feuilletages et aux singularités. Ce qu^ils ont pu nous apprendre dans
ce domaine nous a été évidemment précieux pour écrire ce papier qui porte
sur les singularités de feuilletages.

Ce travail poursuit et précise l'étude, commencée dans [MoRo], des
variétés intégrales d'équations de Pfaff analytiques qui ne "spiralent" pas.
Il s'agit essentiellement de montrer que de telles variétés possèdent la
plupart des propriétés des ensembles semi-analytiques. Nous prouverons
un théorème de finitude uniforme, de type Gabrielov-Hardt-Teissier [Ga]
[Ha] [Te] pour de telles variétés et nous l'appliquerons à l'étude de leurs
bouts.

I. DEFINITIONS ET RESULTATS

Dans ce travail on utilise sans rappels les définitions et résultats
classiques de Lojasiewicz [Lo] [Ha] [Ma] sur les sous-ensembles semi-
analytiques de R".

Une hypersurface pfa&enne de IV1 est un triplet {V,a;,M} où M
est un ouvert semi-analytique de R71, u} une 1-forme analytique sur un

Mots-ciés : Equations de Pfaff - Semi-analytique - Khovanskii - Finitude.
Classification A.M.S. : 32B20 - 14P99 - 57R30 - 34C05.
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voisinage de l'adhérence M de M et V une variété intégrale maximale de
uj = 0 dans M qui est lisse de codimension 1; c'est-à-dire :

T^V=ker^(x) , uj[x) ̂  0 si a: e V

et V est maximale parmi les sous-variétés immergées connexes de M qui
possèdent cette propriété.

Soit X un sous-ensemble de R^. Nous dirons que {V,Ct;,M} est de
Rolle dans X si tout chemin analytique dans X H M qui joint deux points
de V est tangent en un point au moins au champ de (n — l)-plans défini
par uj = 0. Plus précisément, quel que soit l'application analytique :

7 :[o,i]-^xnM , t^^(t),
il existe t e [0,1] tel que le vecteur Y(t) appartienne au noyau de o/(7(^)).
Lorsque X = M nous dirons seulement que {V,o;,M} est de Rolle. Cette
propriété est intimement liée à la topologie de M. Nous montrerons dans
le chapitre II que si M \ 5'(o;) est simplement connexe, toute hypersurface
pfaffienne {V,ù;,M} est de Rolle, où S(uj) = {x/^(x) = 0} est le lieu
singulier. Lorsque uj est intégrable, c'est-à-dire uj A duj = 0 et {V,C(;,M}
est une hypersurface pfaffienne, V est une feuille du feuilletage défini par
UJ.

En général V est une sous-variété analytique immergée de R71 qui
n'est pas un sous-ensemble semi-analytique de R^; voir par exemple les
V\ ci-dessous.

Dans [MoRo] nous avons étudié les hypersurfaces séparantes; ce
sont des hypersurfaces pfaffiennes {V,o/,M} telles que M \ V\ a deux
composantes connexes dont V. est le bord dans M. D'après le théorème
de Khovanskii-Rolle [Hol] [Ho2] une hypersurface séparante est toujours
une hypersurface de Rolle. Mais la réciproque n'est pas vraie comme le
montre l'exemple suivant. Soit :

A^R^M}, uj^x^y-ydx.

Toute courbe intégrale V de uj = 0 est une hypersurface pfaffienne de
Rolle, en particulier les graphes V\ des fonctions f\ : x i-> Ae"1/^ avec
x > 0, À € R. Par contre M \ V\ est connexe et les V\ ne sont pas des
hypersurfaces séparantes.

Nous avons prouvé ([MoRo]) que : si, pour i = 1,... ,ç, {Vi,^, M}
sont des hypersurfaces séparantes et si X est un semi-analytique de R11

relativement compact alors

bo(x uYi n V2 n • • • n Vq) < oo
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où bo(A) signifie le nombre de composantes connexes de A. Il est facile de
voir que ce résultat reste vrai pour des hypersurfaces de Rolle. Le théorème
suivant montre que boÇXnVinVzn' ' •HVç) peut être majoré uniformément.

THÉORÈME 1. — SoitX un sous-ensemble semi-analytique de îU^,
relativement compact et soient u}i pour i = l,2,...,ç, des 1-formes
analytiques sur un voisinage de l'adhérence d'un ouvert semi-analytique
M de TU1. Il existe un entier b dépendant uniquement de M, X et des u^z
tel que

bo(xr\v^r\V2r\-'nVq)<b
si, pour i = 1,2,..., g, {l^,a^, M} est une hypersurface pfaffienne de
Rolle dans X.

Le théorème suivant de Gabrielov-Hardt-Teissier est une conséquence
immédiate du Théorème 1.

THÉORÈME [ G H T ]. — Si X est un sous-ensemble semi-analytique
relativement compact de R/1 et TT la projection

TT : R71 = W x R9 -̂  R9, x = (y, z) ̂  z = (^i,..., Zq)

il existe b, dépendant uniquement de X tel que :

bo(XmT-l((;))<b si CeR9 .

Preuve. — En effet, pour i == 1,2,..., q chaque hypersurface

^{MeR71/^^}
est une hypersurface séparante {l^cb^R/1} et

xn7^- l(C)=xn^nVc,n.••nyc,.
D'après le théorème il existe b dépendant uniquement de X tel que

bo(X^}7^-l((:))<b.

Ce théorème est en fait un cas particulier du corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. — Soient X, M et des 0:1 comme dans l'énoncé du
théorème 1 et soit

TT : R71 = W x R71 -^ R^ x = ( y , z ) ̂  z.

Il existe un entier b dépendant uniquement de M, X et des ̂  tel que pour
tout z e W

bo(X n Vi n V2 n • • • n Vq n 7r-1^)) < b



396 R. MOUSSU ET C. ROCHE

si, pour i = 1,2,..., ç, {^, a;,, M} sont des hypersur faces pfâ&ennes de
Rolle dans X.

En fait nous prouverons un résultat plus général, une version à
paramètres du théorème 1. Supposons que dans le théorème les 1-formes
dépendent analytiquement d'un paramètre À e A. Soit, pour chaque valeur
de À e A, {Vi^u}i^M} une hypersurface pfaffienne de Rolle dans X
et soit b\ le plus petit des majorants fourni par le théorème 1. Alors si
A est un sous-ensemble semi-analytique relativement compact de R5,
b = sup{b\/\ e A} est fini. C'est-à-dire que pour A € A

bo(XnVi,An...nl^)<fr.
Il est assez surprenant d'obtenir une telle majoration sans imposer

des conditions sur le choix des Y\,r Pour chaque À, V^,i est prise au hasard
parmi les hypersurfaces de Rolle dans X de 0/^,1. En particulier il n'est
pas exigé que les uj\^ soient intégrables sur M x A. Ceci est illustré par
l'exemple suivant.

Exemple. — Le premier compensateur d'Ecalle-Roussarie [Ro] est la
fonction sur ]0, oo[xR définie par

/(^A)=A(o:)={^- s i À ^ 0

La:loga;, s i À = = 0 .
Pour À fixé, f\ est solution de l'équation différentielle

r r^=(À+lh/+:r .

Son graphe V\ est une courbe intégrale de

u}\ = ((À + l)y + x)dx — xdy = 0.
Cette forme n'est pas intégrable en (x, y , À). Cependant si g est une fonction
analytique sur R2, le nombre de racines isolées inférieures à 1, de

p(rc,A(.r))=0 pour |À|< 1/2
est borné par un nombre 6. En effet, ces racines sont les abcisses des
points d'intersection de V\ et de la courbe X = {g = 0} et pour
0 < x < 1 et |À| < 1/2, \f\(x)\ est borné par un nombre a. Tous ces
points d'intersection appartiennent à l'ouvert M =]1, l[x] - a,a[. Puisque
{Y\,a^\, M} est une hypersurface de Rolle, il existe b tel que

bo(X n Vx) < b.

Dans un travail ultérieur nous nous proposons de calculer b dans
certains cas en termes de complexité géométrique [Hol] [Ho2], [Ri], [BeRi]
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de M, X et des a/,. Il est aussi possible de faire une théorie des images par
des applications propres des hypersurfaces pfaffiennes de Rolle dans l'esprit
de [VdD], et poursuivre la tâche commencée dans [La]. D'autre part, le
théorème (ou son corollaire) permet de montrer que certaines propriétés
des ensembles semi-analytiques s'étendent aux hypersurfaces pfaffiennes
de Rolle. Le théorème suivant en est une illustration.

THÉORÈME 2. — Si {V,ijj,M} est une hypersurface pfa&enne de
Rolle où M est un ouvert semi-analytique de R3, relativement compact, le
bord 9V = V \ V de V dans R3 est une union Gnie de points et de courbes
analytiques.

II. PROPRIETES GENERALES
DES HYPERSURFACES PFAFFIENNES

Ce chapitre a pour but d'étudier quelques propriétés élémentaires des
sous-variétés de Rn de codimension 1 solutions d'une équation de Pfaff
analytique.

1. Analyticité et intégrabilité.

Dans toute la suite, M désigne un ouvert semi-analytique de R" et
{jû une 1-forme analytique sur un voisinage U de son adhérence M. Dans
des coordonnées (a?i, Xî,..., Xn) = x, elle s'écrit

uj = a\{x)dx\ 4- a^(x)dxï + • • • + (in(x)dxn'

Elle est intégrable si uj A duj = 0 et son lieu singulier est l'ensemble S(u})
d'équations ak = 0, k = 1,2,..., n.

Une sous-variété immergée connexe V de codimension 1 de M est une
hypersurface pfafSenne de uj = 0 dans M, ce que nous écrirons {V,o;, M},
si pour tout x appartenant à V

uj(x) -^ 0 et TyV = keTujÇx)
et si V est maximale parmi les variétés qui possèdent ces propriétés.

PROPOSITION 1. — Soit {V,o;,M} une hypersurface pfafEenne.
Alors V est contenu dans le sous-ensemble semi-analytique

Z = {x € M/uj(x) A dw(x) = 0}.
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Si uj n'est pas intégrable, V est un sous-ensemble semi-analytique de R/1.

Démonstration. — Soit / == 0 une équation locale de V en a qui
est une submersion analytique cTun voisinage Ua de a sur un voisinage de
0 € R; c'est-à-dire

df(x) A uj{x) =0 si x ç. Ua n/'^O).

Il existe une 2-forme rj analytique sur Ua et une fonction 0 sur /"^O) telles
que

uj A df = fr] et uj{x) = (f){x)df(x) si x ç /"^(O).

En prenant la dérivée extérieure de la première égalité on obtient :

duj A df = df A r] + /Ay = fdrf.

Ainsi en tout point x de f~l(0) on a

cL/Or) A uj[x) = cL;(a:) A (j)(x)df(x) = ̂ (:r)/(rr)A7(:r) = 0.

Supposons que la 3-forme uj A duj ne soit pas identiquement nulle.
Alors

Z = {x ç M/UJ A cL;(:r) = 0}

est un sous-ensemble semi-analytique de Rn de codimension ^ 1. Si
{V,UJ,M} est une hypersurface pfaffienne, V est une sous-variété analy-
tique de codimension 1 contenue dans Z. Compte tenu de son caractère
maximal, V est une réunion de strates de la stratification canonique de
Z \ S'(o/),( [Ma]), c'est donc un sous-ensemble semi-analytique de R71.

Remarque 1.— Si uj n'est pas intégrable et {V,o;,M} est une
hypersurface pfaffienne, alors V est un sous-ensemble semi-analytique
lisse de codimension n — 1 de R". En général {V,ù;,M} n'est pas une
hypersurface pfaffienne de Rolle. Par exemple, si uj = xdy — ydx + ydz,
analytique dans R3, et V = {y == 0,x > 0} alors {V, a;, M} est une
hypersurface pfaffienne qui n'est pas de Rolle.

Cependant le semi-analytique V peut être stratifié en feuillets nor-
maux ( voir le Chapitre III). Il est ainsi une réunion d'intersections d'hy-
persurfaces pfaffiennes associées à des formes globalement exactes, et donc
de Rolle.
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2. Transcendance.

Si {Y, a/, M} est une hypersurface pfaffienne telle que V ne soit
pas un sous-ensemble semi-analytique de R/1 nous dirons qu'elle est
transcendante. D'après la proposition 1, a; est alors intégrable et V est une
feuille du feuilletage défini pas a; = 0 sur M\S((jj). Nous dirons encore que
V est une feuille transcendante de ce feuilletage. La proposition suivante
montre qu'une telle feuille détermine complètement le feuilletage ou encore
l'équation de Pfaff qui le définit.

PROPOSITION 2. — Soient a;, uj' deux 1-formes analytiques sur un
voisinage de M. S'il existe une sous-variété V de M telle que {V,a;,M},
{V,a/, M} soient transcendantes,alors uj et uj' sont colinéaires.

Démonstration. — La sous-variété V est contenue dans le sous-
ensemble semi-analytique

Y = {x ç M/^(x) A o/(:r) = 0}.
Si o/,a/ ne sont pas colinéaires sur M, Y est un sous-ensemble semi-
analytique de codimension 1 de M et V est réunion de strates de la
stratification singulière de Y. C'est un sous-ensemble semi-analytique de
R71.

Remarque 2. — L'argument de cette preuve, V est un sous-ensemble
de codimension 0 du lieu de colinéarité de a/,û/ peut-être utilisé dans
d'autres cadres que le cadre analytique global. Il peut clairement être
germifié ou encore rendu formel pour prouver :

deux germes a;, a/ en 0 ç. IC^ avec K = R ou C, de 1-formes ana-
lytiques qui possèdent une solution formelle (non convergente) commune
sont colinéaires.

Plus précisément, soit K{x} (resp. K[[.r]] ) l'anneau des séries conver-
gentes (resp. formelles ) à n indéterminées sur K et soient a;, a/ deux germes
en 0 de 1-formes :

uj = V^ didxi, a/ = V^ a^dxi,

où les a^a\ appartiennent à K{a:}. Supposons qu'il existe un élément non
nul / de K[[.r]] tel que

fK[[x}}nK{x}={0} ^/\df=fr], o/Ad/=/r/,

où 77, r]1 sont deux formes à coefficients dans K[[.r]]. Alors l'argument de la
preuve de la proposition précédente permet de prouver que u; A a/ = 0.
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Cette remarque permet de retrouver un résultat de J. Ecalle [Ec],
[MaRa] sur la classification des germes en 0 e C2 de champs de vecteurs X
ayant une valeur propre nulle et une non nulle : supposons que la direction
propre correspondant à cette dernière soit l'axe x^ = 0, alors il existe
g € C[[x]] unique tel que

X(x2-9(xz))=0, p(0)=</(0)=0.

Si g appartient à C[[.ri]]\C{a;i}, / = x^-gÇx^) est une solution formelle de
l'équation de Pfaff correspondante à X. D'après ce qui précède, g caractérise
le type analytique de cette équation.

Avec le langage de J. Ecalle, ceci s'énonce : si les dérivées étrangères de
g ne sont pas toutes nulles, elles fournissent un système complet d'invariants
analytiques de X.

Le même type d'argument peut aussi être employé dans le cadre
algébrique. Deux équations de Pfaff algébriques sur R2 qui ont une courbe
intégrale non algébrique en commun sont colinéaîres. C'est par exemple le
cas si cette courbe est un cycle limite non algébrique. Compte tenu d'un
théorème de Darboux [Jo], [Da] cette remarque ramène l'étude du XVIème
Problème de Hilbert à celle des cycles limites non algébriques. Cette
réduction est certainement stérile. Mais elle pose la question suivante :

A quelle condition une ovale analytique de R2 est-elle solution d'une
équation différentielle algébrique?

3. Courbes pfaffiennes spiralantes et propriété de Rolle.

Dans tout ce paragraphe M désigne un ouvert semi-analytique,
relativement compact de R2 et

uj = a(x)dx\ + b(x}dxï

une 1-forme analytique sur un voisinage de M. Les courbes intégrales
maximales V de uj dans M sont des hypersurfaces pfaffiennes {V,Ct;,M}.
Elles sont orientées par le champ de vecteurs

xu=b{x)1^~a(x)^•
Rappelons qu'un polycycle P de X^ est une union finie connexe de courbes
intégrales et de points singuliers de X^ qui possède une application retour
unilatérale / sur une demi-transversale à X^ en un point de P. Si / n'est
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pas l'application identique on dit que P est un polycycle limite. Lorsque P
ne contient pas de point singulier, c'est un cycle limite. C'est un foyer s'il
est réduit à un point singulier.

Nous dirons qu'une courbe pfafHenne spirale si son bord 9V = V \ V
contient un polycycle limite.

PROPOSITION 3. — Soie V une courbe intégrale maximale de
(jj == 0 dans M relativement compact.

i) Si V ne spirale pas, {V,uj, M} est de Rolle dans M \ Z où Z est
une union finie de courbes semi-analytiques qui joignent des points de
9MUS(^).

ii) Si V spirale, quel que soit le sous-ensemble semi-analytique de
dimension 1 de R2, {V,o;, M} n'est pas de Rolle dans M\Z.

Démonstration. — Supposons que V spirale et soit P un polycycle
contenu dans 9V. Il existe une infinité de demies-transversales semi-
analytiques qui sont coupées une infinité de fois par V. Ainsi {V;o;,M}
ne peut pas être de Rolle dans M \ Z si Z est un semi-analytique de
dimension 1.

Supposons que V ne spirale pas et que ce ne soit pas un cycle.
D'après le théorème de Poincaré-Bendixon, 9V contient deux points a et
6, éventuellement confondus : les ensembles a—limite et a;—limite de V
qui est orientée par X^. Lorsque ces points n'appartiennent pas à QM, ce
sont des points singuliers de X^. D'après le théorème de désingularisation
de Seidenberg [Se] et la classification des singularités réduites des champs
de vecteurs de dimension 2 [MaMo], [Du], le germe de V en un tel point
possède une tangente puisqu'il a une équation qui a un "développement
asymptotique". On en déduit que V est un arc de courbe compact qui
possède des tangentes en ces extrémités a et b. C'est toujours le cas si a et
b ne sont pas des points singuliers de X^.

Si M est simplement connexe et si a et b appartiennent à 9M, M \ V
a deux composantes connexes et {V,o/, M} est séparante donc de Rolle.

Supposons que a ou b n'appartienne pas à 9M ou que M ne soit pas
simplement connexe. Puisque V possède des tangentes en a et 6, il est facile
de construire des courbes semi-analytiques Z^, k = 1,2,..., r joignant des
points de 9 M U {a, b} qui ne rencontrent pas V et telles que

r

M'=M\ \JZk\J{a,b}
k=l
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soit simplement connexe. La courbe V joint deux points a, b du bord de M/

qui est simplement connexe. Ainsi M' \ V a deux composantes connexes et
V est de Rolle dans M'.

4. Hypersurfaces spiralantes et propriété de Rolle.

Dans ce paragraphe M désigne un ouvert semi-analytique de R/1, c^
une 1-forme analytique sur un voisinage de M et {V, a/, M} une hypersur-
face pfaffienne transcendante.

Nous dirons que {V,o;,M} spirale si le spiralement peut être lu en
dimension 2; plus précisément, s'il existe une application analytique / d'un
ouvert semi-analytique de R2 dans un voisinage de M telle que /^(V)
contienne une courbe intégrale maximale v de f*(<^) qui spirale. C'est-à-
dire que {v,f*(uJ),f^l(M)} est une courbe pfaffienne spiralante;

On peut encore montrer que si {Y, a/, M} est une hypersurface pfaf-
fienne qui spirale, alors il n'existe pas de semi-analytique Z de codimension
> 1 tel que {y,a/,M} soit de Rolle dans M \ Z. Cette affirmation n'a pas
beaucoup d'intérêt, sa démonstration est un exercice de géométrie analyti-
que.

La preuve du ii) de la Proposition 3 reposait sur la propriété topologi-
que : tout ouvert semi-analytique relativement compact du plan peut-être
"rendu simplement connexe par des coupures semi-analytiques". En di-
mension plus grande on ne dispose pas d'un moyen aussi constructif pour
"rendre simplement connexe". On a seulement le résultat suivant.

PROPOSITION 4. — Soient M un ouvert semi-analytique de Rn et
uj une 1-forme analytique intégrable sur un voisinage de M. Si M\S(uj) est
simplement connexe toute hypersurface pfa&enne {Y, a;, M} est de Rolle.

Soit a; une 1-forme analytique sur un voisinage de M, où M est un
ouvert semi-analytique. Il existe un sous-ensemble semi-analytique Z de
codimension 1 tel que les composantes connexes MA;, k == l ,2, . . . , r de
M \ S(m) U Z soient simplement connexes. Ainsi toute variété pfaffienne
{V, a/, M} se décompose en briques élémentaires, les composantes connexes
de V \ Z. Elles forment une famille finie ou infinie Vi,i ç. I . Ce sont des
variétés pfaffiennes de Rolle {Vi, a;, M'} avec M' = M \ S(uj} U Z.

La démonstration de la proposition 4 repose essentiellement sur le
même argument que la preuve par A. Haefliger [Hae] de la non existence
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de feuilletages analytiques de S3. Nous n'en donnerons que les grandes
lignes.

Tout récemment nous avons démontré en collaboration avec Ch.
Bonatti et A. Khovanskii que dans ce cas V est une sous-variété séparante.
Les détails ainsi que la description complète de la relation entre variété
séparante et hypersurface pfamenne de Rolle paraîtront ultérieurement.

Démonstration. — Supposons que {V,o;,M} ne soit pas une hyper-
surface pfaffienne de Rolle. Soit T une courbe analytique transverse à uj == 0
qui joint deux points a et & de V et soit C une courbe dans V sans point
double qui joint a et b. En lissant la courbe simple fermée T U C ([Hae] et
[M] Lemme 1.4.ii) page 26) on obtient une courbe F fermée transverse à
uj = 0 qui coupe V en un point au moins.

Puisque M \ S(uj) est simplement connexe il existe une application
C00,/, du disque D de centre 0 et de rayon 1 dans M \ S(uj) telle que
la restriction de / au bord 9D de D soit un paramétrage de F. L'image
réciproque de V par / contient une courbe intégrale v de f*(^) qui coupe
9D. Un argument de position générale permet de choisir / telle que :

i) les points singuliers de f*(uj) possèdent des intégrales premières qui
soient des fonctions de Morse. Ce sont des centres ou des points de selle.

ii) le feuilletage défini par /*(o;) n'a pas de connexion de selles.

iii) la courbe v n'aboutit pas à un point de selle.

Le théorème d'approximation de Weierstrass permet de supposer r
et / analytiques.

D'après le théorème de Poincaré-Bendixon, v contient un cycle limite
Ci qui borde un disque D\ dans D. Puisque l'application retour de C\
est analytique, C\ est encore un cycle limite de la restriction de f*(uj)
à Di. On en déduit par le même raisonnement que /*(o/) possède un
cycle limite Ça C D\, etc. L'ensemble des cycles limites de /*(o;) ordonnés
par l'inclusion des disques qu'ils bordent possède un élément maximal CQ.
L'application retour de CQ est un germé de difféomorphisme analytique
de (R, 0) qui est l'identité d'un côté de 0 et qui n'a pas de point fixe de
l'autre côté. Ceci est impossible puisque c'est un germe de difféomorphisme
analytique.
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III. DEMONSTRATION DES RESULTATS DE FINITUDE

Le théorème 1 et sa version à paramètres se prouvent comme le
théorème de finitude de notre travail précédent [MoRo], par une double
récurrence sur le nombre de 1-formes a/, et sur la dimension du semi-
analytique X. Ce raisonnement repose sur deux propositions. La pre-
mière n'est qu'une version améliorée d'un résultat de stratification de
[MoRo], indispensable pour obtenir le contrôle dans le cas à paramètres.
La seconde proposition est à mettre en rapport avec le "fiber cutting
lemma" de la géométrie semi-analytique [BiMi]. Ces résultats sont l'objet
du deuxième paragraphe. La preuve du théorème 1 se trouve dans le
troisième paragraphe. Dans le dernier paragraphe on précise le cadre du
théorème de finitude à paramètres et on en donne la preuve.

1. Remarques préliminaires.

Dans ce chapitre et dans le chapitre IV un semi-analytique est un
sous-ensemble semi-analytique de R", la dimension n étant fixée. De même
V adhérence À de A C R" est toujours l'adhérence dans R" et le bord OA
est A \ A.

On note Ba(p) la boule de centre a et de rayon p :

Ba(p) = {x ç R71/ ][>, - a,)2 < p2}.

Un semi-analytique N est appelé feuillet si c'est une sous-variété
analytique connexe de R71. On dira que N est un feuillet normal dans une
boule B s'il existe des fonctions hi, l = 1,..., s, analytiques au voisinage
de B telles que

NnB={xçB/hi(x)=0,l<Kn-pethi(x) >0,l>n-p}

a(x) = dhi A ... A dhn-p(x) -^ 0 si x ç N H B.

On dira que h\ = 0,..., hn-p = 0, sont les équations dans B du feuillet
normal N.

Un feuillet normal dans une boule B de R71 est aussi un feuillet normal
dans toute boule incluse dans B.

Soient X un sous-ensemble de R71 et / une fonction réelle sur un sous-
ensemble D de R71. Une stratification M = {M'a} de A est dite adaptée à X
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et à / si X n A est réunion de strates de Af et le signe de / est constant sur
chaque strate. Lorsque Na n D n'est pas vide, / est strictement positive,
ou strictement négative ou partout nulle sur Na n D.

On définit de même les stratifications adaptées à une famille quelcon-
que de Xi et de fonctions fj.

Rappelons que deux strates Na et N^ d'une stratification Af sont
dites non incidentes si Na n N(3 = 0 et N^ n Na = 0.

Toutes les stratifications considérées dans ce travail sont des strati-
fications d'un sous-ensemble semi-analytique de R71, localement finies,
analytiques et semi-analytiques (i.e. strongly analytic [Ma]).

On dira qu'une stratification est normale dans la boule B si chaque
strate est un feuillet normal de la boule B. Une stratification est normale
au voisinage d'un point s'il existe une boule B centrée en ce point pour
laquelle c'est une stratification normale dans B.

Les résultats de Lojasiewicz [Lo] permettent de trouver locale-
ment une stratification normale adaptée à chaque famille finie de semi-
analytiques et des fonctions analytiques. L'utilisation de familles sépa-
rantes [BiMi] permet aussi de donner une preuve directe de ce résultat.
Plus précisément on utilisera le résultat suivant de [Lo].

THÉORÈME [Lo]. — Soit X une famille Gnie de semi-analytiques
et G une famille finie de fonctions analytiques au voisinage de a € R/1. Il
existe une stratification normale au voisinage de a adaptée aux familles X
et G.

Dans toute la suite on note Iç l'intervalle ordonné naturel {1,2, . . . . q}.
Soient o/fe, k ç. Iç des 1-formes différentielles sur un voisinage de a ç. R/1. Si
J est une partie de Iç nous notons îîj l'ensemble des ujj pour j ç. J et fîj(x)
le sous-espace vectoriel du cotangent T^R71 engendré par les ujj(x),j ç. J.

Si Ea; est un sous-ensemble de T^R", on note S^ son orthogonal,
c'est-à-dire l'intersection des sous-espaces keruj{x) de .̂rRn pour uj{x) ç.
Sa.. On définit de manière analogue A^ C T^R71 pour chaque partie A^ de
r^R".

Si N est une sous-variété de R71, nous dirons que Qj est transverse à
N (et nous écrirons fîj /^ N) si pour tout point x de N

dim(^(rr) H T^N) = dïmN - p

où (JJ désigne le nombre d'éléments de J.
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Si pour tout x 6 N, fîî,(x) + T^N = flj(x) + T^N, nous dirons que
îîj est une base de Sî^ le long de N. On dira que tîj est une base minimale
si pour chaque ( e Iq \ J on a :

"}nî  (x) H T^ = îî}^ (a;) H T^
pour x ç. N.

Cette condition revient à dire que dans Iç on a choisi les indices les
plus petits permettant de former une base Qj de ïïig le long de N.

Le lemme suivant exprime l'absence de récurrence pour les intersec-
tions transverses de variétés pfaffiennes de Rolle. Il sera utilisé dans la
preuve du Théorème de finitude.

LEMME 1. — Soient M un ouvert semi-analytique de R/1 et N C
M un semi-analytique qui est une sous-variété de R/1. Soit îî im ensemble
{ci;i,. ..,ujq} de 1-formes analytiques intégrables au voisinage d'un point
a ç N tel que îî /- N et p = dimN > q > 1. Si les {V^^M}^ ç ïq sont
des bypersur faces pfaffiennes de Rolle dans N, le bord de toute composante
connexe de

NnVin'-'nVq,
est inclus dans le bord de N.

Démonstration. — Une telle composante connexe, (7, est une feuille.
du feuilletage sans singularité de N déterminé par le système différentiel
induit o/i|7v = 0,... ,0^ = 0. De plus si m € 9C et m € N, d'après
le théorème de Frobenius il existe une carte de N centrée en m, <f> =
(a:i,...,a;p) : U C N —^ R^ telle que <t>~^(^j\N) soit colinéaire à
dxjj elg.

Soit (ai)i une suite dans C n U qui converge vers m. Puisque m ^ C,
l'une au moins des suites (Xj(ai))i, j e Iq est infinie. Soient jo un
tel indice et <o^i tels que ^joC^o) < ^jo^h)' La courbe analytique
(^([^(Q^),^^)]), est transverse à uJjo\N' Cette courbe contenue dans
N rencontre VJQ dans les points a^ et a^. Ceci contredit l'hypothèse de
Rolle pour {V^, uj^, M} dans N, ainsi 9C H N = 0.

2. Stratification adaptée.

La preuve du théorème de finitude repose sur une stratification
de l'espace ambiant par le rang du système de Pfaff considéré. Dans la
proposition suivante nous construisons une tellp stratification.
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PROPOSITION 1. — Soient {Xi} une famille finie de semi-analy-
tiques et Q, == {o/i , . . . ,o/g} un ensemble ordonné de 1-formes analytiques
sur un voisinage d'un point a € R71. li existe p > 0, une stratification
normale Af de Ba(p) adaptée à chaque Xi et une application J d e A T dans
Pensemble de parties de Iq telle que : pour toute strate N de ,A/\ S Î J ( N ) s01^
une base minimale de f2 Je long de N.

Une telle stratification sera dite adaptée à îi. Le caractère minimal de
la base obtenue permet d'obtenir l'application J à partir de la stratification.

Démonstration. — On considère tout d'abord une stratification nor-
male d'une boule Ba(pi) adaptée à la famille de semi-analytiques {Xi}.
On construit la stratification Af et l'application J par une récurrence des-
cendante sur la dimension des strates. Toutes les stratifications considérées
seront adaptées à la famille {Xi}.

Il suffit de prouver que si A4 est une stratification normale de la boule
Ba{?) et N est une strate de dimension p de M il existe une stratification
normale .A/7 d'une boule Ba(p') adaptée à N ( et à la stratification jM)
telle que l'on puisse choisir une base minimale de 0 sur toute strate de
dimension p incluse dans N.

On remplace ensuite les strates de M. contenues dans N par les
composantes connexes de leur intersection avec celles de J ^ T ' .

Pour ce faire, considérons les équations h\,..., h s de N. On a

a(x) = dhi A ... A dhn-p(x) + 0 si x C N.

Choisissons des coordonnées et pour chaque K C Iç notons /K la somme
des carrés des coefficients de la (n—p-}-^K)-îoîme O-ATI-K où TTK = Ajçx ^3'
Les fonctions /K sont analytiques sur Ba(p) et il est clair que !ÎK /N N au
point x si et seulement si /K(x) 7^ 0.

Soit M' une stratification normale d'une boule Ba(p') adaptée à N
et aux fonctions J K - Et soit N ' C N une strate de A/^'de dimension p. On
détermine l'application J par récurrence comme suit : posons JoÇN1) = 0
et pour j > 0,

r ̂  - J ̂ -l(^) u ̂ -} si ^-i^Qub-}^) ̂  0,
J^f-\J^(Nf) sinon.

Il est clair que si l'on pose enfin J ( N ' ) = JqÇ^), la construction
assure que ^ Î J ( N ' ) est une base minimale de fl, le long de N\ Ceci achève
la preuve de la Proposition 1.
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Un deuxième argument central de la preuve du Théorème 1, qui n'est
pas sans rappeler le "fiber cutting lemma", est contenu dans la proposition
qui suit. Avant de l'énoncer précisons une définition.

Soit tî = {^ l î . - . î^ç} des 1-formes différentielles définies sur une
variété N. Une sous-variété (immergée) C de N est dite solution du système
de Pfaff :

(*) 0:1 = 0, • • • , ujq == 0

dans N, si C est maximale parmi les sous-variétés immergées de N telles
9

que : C est connexe et en chaque point x de C on a T^C == H kera;i(.r).
i=l

PROPOSITION 2. — Soient M un semi-analytique ouvert de R/1,
a € R^ et N C M un feuillet normal dans la boule Ba(po)- Soit Cl un
ensemble {0:1,... ,o;ç} de 1-formes analytiques sur Ba(po) ̂  Que ^î /^ N
et p = dimN > q > 1. Il existe p > 0 et un semi-analytique Y C N de
dimension strictement plus petite que p tel que, si C est une solution du
système (*), chaque composante connexe non vide de C H Ba(p) rencontre
YsiQCcQN.

Il est très important de remarquer que cet ensemble Y ne dépend pas
de la solution C choisie.

Preuve de la Proposition 2. — On suppose a € N. Quitte à stratifier
à nouveau, on peut aussi supposer que le bord de N est la réunion d'un
nombre fini de feuillets normaux dans une boule Ba(pi). On les notera
Ni,i = l , . . . , f . On supposera aussi que YQ = N H QBa(p) est un semi-
analytique de codimension 1 dans N.

Notons g\ = 0,...,^n-p = 0 les équations dans Ba(p) de N (les
inéquations ne joueront pas de rôle puisqu'elles sont remplacées par les
équations des Ni) et posons T] = dg\ A ... A dpn-p. Par hypothèse de
transversalité 77 A uj\ A • • • A Uq ne s'annule jamais sur N.

Soient h\,i = 0,... , hs^i = 0 les équations de Ni dans Ba(p) et soit
la fonction

^=/^4--4-^,,

On peut choisir une unité Ui positive et analytique dans Ba(p) telle que
l'ensemble, Ei, des points x de N pour lesquels

(f) d(ui6i) A rf A u}\... A uJq(x) = 0

soit de dimension inférieure à p. En effet, si dëi A ^ A c ^ i - ' - A o / g = 0
sur N il suffit de prendre Ui de sorte que dui A rf A <jj\ A • • • A o/ç ne
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s'annule pas identiquement dans un voisinage de Ni sur N. Notons Y\ la
réunion des Ei,i = !,...,/. En utilisant le même argument que dans la
preuve du Lemme 2 de [MoRo] on construit un semi-analytique Y^ C N de
codimension 1 tel que tout sous-ensemble connexe par arcs dont l'adhérence
rencontre deux strates du bord de N non incidentes, rencontre Y^. Ce semi-
analytique sépare les strates du bord de N.

Le semi-analytique Y = YQ U Yi U Y^ est de codimension 1 dans N.

Considérons une solution C du système (*) et soit Cp une composante
connexe de C H Ba(p}- Chaque fonction ZA,-^, par compacité, atteint ses
extrema dans (?. Par exemple : si Cp est un fermé de R71, Cp = C est un
compact et Uiôi admet un extremum. En ce point l'égalité (f) est vérifiée
il est donc dans Cp H E, C C H Y.

Si C \ C est inclus dans le bord de AT,

QCp c 9(N n Ba(p)) = YQ u M u • • • u M.
Donc Cp est une solution du système (*) sur Nr\Ba(p) vérifiant l'hypothèse
de la proposition.

Supposons que Cp rencontre la strate Ni du bord de N et que Cp ne
rencontre pas la sphère Yo- Puisque (u.i6i)(N.i) = {0} le maximun de Uiôi
sur Cp est atteint en un point XQ qui n'est pas dans 7V,. Distinguons deux
cas :

si XQ ç Cp.XQ vérifie l'égalité (f). On en déduit que Cp rencontre
ricr;

si ;TO € QCp \ Ni, XQ se trouve donc dans 9N \ Ni, Cp rencontre deux
strates non incidentes de 9N et par suite Y^.

Ce qui achève la preuve de la proposition 2.

Remarque. — Si l'on suppose que les formes différentielles o^, i ç. lq
forment un système intégrable (en restriction à N) au sens de Frobenius on
peut affaiblir l'hypothèse QC C 9N et supposer seulement QCnQN ^ 0. En
effet, en reprenant les notations de la preuve, si l'extremun XQ e Cp \ Cp se
trouve dans N, on a XQ € Ei. Dans ce cas il suffit de choisir Y^ plus grand,
par exemple, Y^ séparant les strates non incidentes d'une stratification
convenable de la réunion du bord de N et de Y\.
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3. Preuve du théorème de finitude.

Les méthodes utilisées dans [MoRo] pour obtenir le résultat de fini-
tude pour les variétés séparantes nous permettront de prouver les résultats
de finitude uniforme pour les ensembles définis à Paide d'hypersurfaces
pfaffiennes de Rolle.

Si 6 est une famille ordonnée finie de 1-formes analytiques au
voisinage de M, M semi-analytique ouvert de R71 et si Z est un semi-
analytique relativement compact de R71, on note &(Z,6) e N U {00} la
plus petite des bornes cherchées pour le Théorème 1 : si {V^o/,,M} sont
des hypersurfaces pfaffiennes de Rolle dans Z avec ̂  € ©, on a :

bo(ZH F| Vi)<b(Z,Q).
wiç.e

Cette borne dépend de Z,Q et M. On pose b(Z,Q) = &(Z,0) = bo(Z) si
l'une des 1-formes de 6 ne possède pas d'hypersurface pfaffienne de Rolle
dans X.

Pour souligner le rôle de la Proposition 1 dans la preuve, énonçons
deux lemmes faciles.

LEMME 2. — Si Vi et V^ sont deux germes de sous-variété différen-
tiabîes en 0 € R/1 de dimension n — 1, solutions de F équation ijj = 0, où
a; est une 1-forme différentielle au voisinage de 0, o/(0) ̂  0 et 0 € V\ H V^
alors V\ = Vz.

Preuve. — II suffit d'utiliser Fintégrabilité de la restriction de a; à
tout germe de 2-plan transverse à V\.

q
LEMME 3. — Soit N un feuillet contenu dans X \ (J 5'(o^) et soit

i=l
Q une base de îî = {0:1,... ,ujq} le long de N. Alors on a Pinégalité :

b(N,fî)^b(N,e}.

Preuve. — Soient {V^,^,M},î 6 Iç des hypersurfaces pfamennes
de Rolle dans X. Par une récurrence immédiate et en utilisant le lemmeq
précédent on prouve que le nombre de composantes connexes de N n Ç\ Vi

1=1
est majoré par celui de N H Ç\ Vi.

wi^e
Les composantes connexes du premier sont les composantes connexes

du deuxième qui rencontrent en au moins un point chaque Vi pour uji ç.
o\e.
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Supposons que Q, = {0:1,... ,u/g} et X soient comme dans l'énoncé
du Théorème 1. On prouve que 6(X,ÎÎ) est fini par une récurrence sur la
dimension de X, notée p, et sur q.

Si q = 0 on a par définition b(X,Sî} = bo(X). Le semi-analytique
X étant relativement compact, il a donc un nombre fini de composantes
connexes [Lo].

Si p = 0, X est un ensemble fini de points et b(X,Q.) < bo(X) quel
que soit îî.

Supposons maintenant que 6(Z, 6) soit fini pour chaque semi-analy-
tique Z C X de dimension strictement plus petite que p et chaque 9 C îî
ayant moins de q éléments. Puisque X est relativement compact, il suffit
de prouver :

(*) Pour chaque a ç. X il existe p > 0 tel que

b(XC\Ba(p)^) < oo.

En effet, s'il existe des Ba,(pi}, i = 1,..., l recouvrant X et vérifiant (*),
on a

l
b(X^)<^b(XnBa,(pi)^)

i=l

puisque toute hypersurface pfaffienne de Rolle dans X est de Rolle dans
X n L quel que soit l'ensemble L.

Prouvons (*), pour a ç X fixé. En utilisant la proposition 1
considérons p\ > 0 tel que la boule Ba(pï) admette une stratification Af
adaptée à X, à chaque lieu singulier des formes o^, (S(uji) i = 1,..., q,) et
àîî.

Considérons pour N e J\f,Af C X la base minimale J ( N ) le long de
N. Si la dimension de N est p et 1 <, Î J ( N ) < p la Proposition 2 pour le
système de formes J ( N ) nous fournit p^N) > 0 et un semi-analytique Y
de codimension au moins 1 dans N.

Prenons 0 < p < pi, p < p2(N) quel que soit N comme ci-dessus.
Vérifions (*) pour ce p. On a clairement

b{X H Ba(p), îî) < ̂ {b(N, iï), N eXX C X}.

Par hypothèse de récurrence on sait que, pour N e A/\ b(N, Î2) est fini dès
que dimN <p et que b(N,Çl) = 0 si pour un indice i,N C •S'(a^). D'après
le Lemme 3 ci-dessus, on a b(N, fl) < b(N, îîj(jv)) qui est fini si Ï J ( N ) < q.
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Pour finir la démonstration on peut donc supposer que : (f) X est
lisse connexe et îî /^ X.

Si q < p le choix de p et le Lemme 1 nous permettent d'appliquer
la Proposition 2. Pour Y C X de dimension strictement inférieure à p :
b(X,Sî) < b(Y,îî). On conclut par récurrence.

Reste le cas crucial, q = p > 1. Notons îî' = {0:1,.. .ù;ç_i}. On
va démontrer que fc(X,îî) <, fr(X,n'). Pour cela soient {l^,o^,M},z e Iç
des hypersurfaces pfaffiennes de Rolle dans X et soit C une composante
connexe de X H V\ n • • - n Vç-i. L'intersection de C avec Vç a au plus un
point.

En effet, puisque îî /^ X,(7 est une courbe analytique contenue
dans X (cette courbe n'est pas en général un semi-analytique de R71

sauf si q = 1). Si C rencontre Vq en deux points, par l'hypothèse de
Rolle, elle est tangente à ujq en un point et ce dans X. En ce point les
formes de {0:1,.. .ujq} deviennent linéairement dépendantes. Ceci contredit
la transversalité. La preuve est complète

4. Théorème de finitude avec paramètres.

Dans ce paragraphe on énonce et démontre la généralisation du
Théorème 1 au cas à paramètres.

Soient m, s des entiers naturels tels que m + s = n. Soit M un
ouvert semi-analytique de R/1, et soit TT : R/1 —> R5 la projection naturelle
(x, X) t-^ À. Pour chaque sous-ensemble A de R71 notons Ax = An 7^~1(X).

Soit uj est une 1-forme analytique sur un voisinage ouvert U de M et
soit uj\ la restriction de a; à U^. Pour chaque A e R5 on pose

ix : W x {À} -^ R71, (x, A) ̂  (.r, À), ^ = i^.

On dira que uj est intégrable pour le paramètre À si cL^ Ao^\ = 0 dans Mx.

Si 1 C 7r(M), une famille à paramètres d'hypersurfaces pfaffiennes sur
J est une collection W = {V^uj^M^^çj où chaque W^ = {V\^\,MX}
est une hypersurface pfaffienne. La famille W est de Rolle dans un semi-
analytique X de R" si chaque V\ Pest dans Xx.

Prendre des 1-formes analytiques dans R"1 dépendant analytique-
ment d'un paramètre A e R5 et choisir sans aucune hypothèse de régu-
larité en X des hypersurfaces pfaffiennes pour chaque paramètre consiste
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à se donner des familles à paramètres d' hypersurfaces pfaffiennes comme
ci-dessus.

THÉORÈME 1\. — Soient M et X des semi-analytiques de R/1, M
ouvert, X relativement compact, TT la projection naturelle R/1 —» R5 et
îî = {^ir- . î^} un ensemble de 1-formes analytiques au voisinage de
M. Il existe une constante b = 6(X,îî) telle que si pour i == 1 , . . . ,Z ,
V^i = V^,Àî^ ;^,ÀîA^À}A Gst une famille cThypersurfaces pfafGennes de Rolle
dans X sur {A/À e 7r(X H M) C R8}

bo(xx n VI,A n • •. n v^) < fr(x, n).

Le Théorème 1 est évidemment le cas particulier du résultat précédent
avec s = 0. Le corollaire 1 du chapitre I admet une généralisation évidente
au cas à paramètres. Il se déduit du Théorème 1\ en considérant les
"variables projetées" comme des paramètres.

Soient Af, X, Sî comme dans l'énoncé du Théorème et Z C X, 9 C îî.
Convenons de noter Z n 6(A) un ensemble

znQW=zxn H v^
unçe

pour un choix quelconque de familles d'hypersurfaces pfaffiennes de Rolle
dansXn4, î= l , . . . , f .

Comme dans le paragraphe précédent on note fr(Z, 6) € N U {00} la
plus petite des bornes cherchées, c^est-à-dire que l'on a toujours bo(Z n
Q(À)) <: fr(Z, 6) pour Z semi-analytique.

Démonstration du Théorème 1\. — La démonstration est similaire
à la démonstration du Théorème 1. On démontre par récurrence sur la
dimension p d e X e t q = l - ^ - s que b(X, Sî) est fini. Notons (ï l'ensemble
ordonné des formes dAi,. . . ,dÀa,a/i , . . . ,o^.

Si q ou p est zéro, la finitude du nombre de composantes connexes
d'un semi-analytique relativement compact permet de conclure.

Supposons par récurrence que fr(Z, Q) est fini pour chaque semi-ana-
lytique Z C X de dimension strictement inférieure à p et chaque 6 C f2
avec (t < q.

Comme pour le Théorème 1, à l'aide de la compacité de X, on se
ramène à la situation locale avec une stratification Af adaptée au système
ordonné de formes fï :

a e X, b(X H Ba(p), îî) < ̂ {b(N, fî) : N e Af^f C X}.
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Si N e J\r,J\T C X et dimJV < p on a la finitude par récurrence. Il
est facile de réécrire la démonstration du Lemme 3 de sorte que l'on ait
b{N,fl.) <, 6(JV,Qj(^)). Par récurrence, cette dernière borne est finie si
Ï J ( N ) < q. De plus si tous les indices de J ( N ) sont < s le théorème de
Gabrielov-Hardt-Teissier prouve la finitude de b(N,(îjç^).

On peut donc supposer que X est lisse connexe, Q /- X et s > 1.
Deux cas se présentent : q < p et q = p.

Si q < p on vérifie à l'aide du Lemme 1, en fixant le paramètre,
que pour chaque collection W» de familles à paramètres d'hypersurfaces
pfaffiennes, l'hypothèse de la Proposition 2 est vraie. En effet, si Ào €
Tr(MnX) est fixé, chaque {^Ào^Ao^ Mxo} est de Rolle. Par transversalité
des d\i avec X, X^ est un semi-analytique lisse. Donc chaque composante
connexe de X^ n Vi^i H • • • n Vi^ coupe le bord de X^ et a fortiori celui
de X.

Ces composantes connexes sont les solutions du système

d\i = = 0 , . . . , d À 5 =0,a;i =0,...,^ =0.

La Proposition 2 permet de construire un semi-analytique Y de dimension
< p tel que b(X, Q) < b(Y, fl.) qui est fini par récurrence.

Si q = p, on enlève la dernière forme du système Cl pour former
le système Q' = {cL\i , . . . ,^-i}. En reprenant l'argument du Théorème
1, on utilise la propriété de Rolle de Vi^\ et X /^ Û pour prouver que
fr(X,û) < 6(X,{o;i,.. .,^_i}). Ce dernier est fini par récurrence. La
preuve est finie.

IV. BORD D'UNE HYPERSURFACE PFAFFIENNE DE ROLLE

Le but de ce chapitre est la preuve du Théorème 2. Dans les deux
premiers paragraphes, on établit quelques propriétés géométriques des
hypersurfaces pfaffiennes de Rolle. Dans le dernier paragraphe, on prouve le
Théorème 2 et on construit une stratification analytique des hypersurfaces
pfaffiennes de Rolle de dimension 2.

Dans toute la suite {V,UJ,M} est une hypersurface pfaffienne de
Rolle de R^ Puisque, par définition V n S(u}) = 0 on supposera que
S{uj) H M = 0. Le cas intéressant est celui des variétés transcendentes
c'est-à-dire uj A duj = 0 d'après la Proposition 1 du Chapitre II.
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L'étude étant locale, on se placera au voisinage d'un point fixé a de
9M. Quitte à diviser la 1-forme a/ par le p.g.c.d. des coefficients de uj dans
un système de coordonnées centré en a on peut supposer aussi que S(uj)
est de codimension au moins 2.

1. Topologie du bord, hors du lieu singulier.

Le premier résultat règle le cas sans singularités.

PROPOSITION 1. — L'ensemble V \ S(uj) est un semi-analytique
de R^ \ S(m) de codimension au moins 1 dans 9M.

Soulignons que cette proposition n'affirme pas que l'adhérence d'une
hypersurface pfaffienne de Rolle soit un semi-analytique de R71. Le plus
simple des exemples, VQ = {(rc.e"1/3'),^ > 0} de Rolle pour la 1-forme
x^dy—ydx dans R2, nous montre que VQ n'est pas nécessairement un semi-
analytique de R2. En considérant la même 1-forme sur M = R2 x R^_,
VQ x R_(_ est une hypersurface pfaffienne de Rolle dans M. Son bord est
réunion d'une demi-droite verticale et de {(a;,e~l/a;,0),a: > 0}. Ce n'est
pas un sous-analytique de R3.

Preuve de la proposition 1. — Soit a € V \ S{uj) et soit x =
(a-i,... ̂ Xn) '• U —^] — 1, l^ une carte analytique telle que a/ A dxn = 0 où
U est un ouvert semi-analytique. D'après le Théorème 1, U C\ V n'a qu'un
nombre fini de composantes connexes qui sont contenues dans un nombre
fini de plaques, Xn = const. Quitte à restreindre U, on peut supposer que
UnS{uj) = 0 et que UC\V est contenu dans la plaque Pa d'équation x-n = 0.
Soit C une composante connexe de M H Pa qui rencontre V. Puisque V est
une variété intégrale (maximale) de uj = 0 dans M, C est contenue dans V.
Ainsi V H U est une réunion de composantes connexes du semi-analytique
M n Pa et 9V n U est un semi-analytique de R" contenu dans 9M de
dimension au plus n — 2.

2. Topologie du bord sur une courbe analytique.

Le but de ce paragraphe est de prouver avec la proposition suivante
que l'adhérence d'une hypersurface pfaffienne de Rolle n'a pas de patholo-
gies analytiquement détectables en dimension 1.
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PROPOSITION 2. — Si X est un semi-analytique de R71 de dimen-
sion 1, l'ensemble X .H V est un semi-analytique de R/1.

Preuve. — Compte tenu de la description des semi-analytiques de
dimension 1, il suffit de prouver que si X est un arc paramétré analytique,
X H V est localement connexe.

Soit 7 : [0,1] —> X une paramétrisation analytique injective de X
telle que 7(0) = a ç S(u;).

Supposons, pour une réduction à l'absurde, que X D V n'est pas
localement connexe en a € V. Il existe deux suites strictement décroissantes
{tn} et {un} tendant vers 0 telles que

tn-^.1 < Un < tn, 7^n) 1 X H V et -f(Un) € X H V.

Fixons pour chaque n un €n > 0 tel que

B^)(eJnXnV = 0, 2€n < d(-Y(tn)^(Un)) et 2Cn < d(^(tn)^(Un-l))

où d est la distance euclidienne.

La courbe X est un feuillet normal d'une boule Ba(p). Soient
AI, ..., hn-\ ses équations analytiques sur cette boule et 6 = /^+- • •+/i^_i.
Il existe une composante connexe T\ du "tube" {x ç. M D Ba(p), 6(x) = 0}
qui est lisse et qui borde un ouvert T<^\ contenant X. La variété T\ est une
variété séparante pour la forme d6 dans Ba(p) n M.

Pour chaque n, on peut choisir An > 0 tel que si À < An, alors 7(un) et
7(nn4-i) soient dans l'adhérence de deux composantes connexes distinctes
de Y n T<\ ( Voir Fig. 1.) Pour s'en convaincre il suffit de réduire 6 à une
somme de carrés de coordonnées au voisinage du compact 7(^711 ̂ n+2]) par
un lemme de Morse à paramètre t.

Globalement &o(ÎAn+i n^) est supérieur à n, puisque T^An rencontre
V au voisinage de chaque ̂ {uj),j < n.

Ceci est absurde car le Théorème 1 appliqué à uj et d6 dans MnBaÇp)
prouve que ce nombre doit être majoré indépendamment de À. Ceci achève
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la preuve.

BY(tn+l)(£n+l)

- Y(tn)

- Y (Un)

- Y(tn^l)

- Y(Un+l)

- Y(tn+2)

Fig. 1

3. Topologie du bord en dimension 3.

Le but de ce dernier paragraphe est de prouver le Théorème 2 énoncé
dans le chapitre I. Ici M est un ouvert semi-analytique relativement
compact de R3.

L'ensemble analytique S(u)) est de dimension au plus 1. De la Propo-
sition 2 on dçduit que Vr\S(uj) est un semi-analytique de R3, c'est-à-dire
une réunion d'un nombre fini de courbes analytiques lisses et d'un nombre
fini de points.

D'après la Proposition 1, 9V\S(uj) est une réunion ( localement finie
hors de 5'(o/) ) de coubes analytiques lisses et de points. L'essentiel de la
preuve du Théorème 2 est la preuve de la finitude de ce dernier ensemble
de courbes et de points.
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Fin de là preuve du Théorème 2. — II reste à prouver la finitude du
nombre de composantes connexes de V \ S(uj) \ V au voisinage des points
de S(uj).

Soit a ç. S(uj). Dans une boule B de centre a, considérons une
stratification normale adaptée à M, 9M, S((jj) et {a;}. Soit D une strate de
cette stratification contenue dans 9M. Si D n'est pas transverse à a; et D
rencontre V, on a D C S(uj) ainsi D est de dimension au plus 1. On sait
dans ce cas que D ne rencontre V qu'en un nombre fini de composantes
connexes.

On peut supposer que D est de dimension 2 et transverse à uj. On
a D C R3 \ S(uj). Les composantes connexes {Ta}açA àe 9V H D sont
les feuilles du feuilletage de D induit par a/. Le bord d'une telle feuille est
dans le bord de D car au voisinage de chaque point de D le Théorème de
Frobenius permet de supposer que D est un plan de coordonnées et que uj
est colinéaire à une coordonnée transverse à ce plan. D'après l'hypothèse
de Rolle sur V, chaque Ta es^ fermé dans D.

On déduit de la Proposition 2 du Chapitre III, apliquée à a; et D
qu'il existe, au voisinage de a, un semi-analytique Y de dimension au plus
1 inclus dans D qui rencontre chaque Fa- D'après la Proposition 2, D
rencontre V \ S(uj) selon un nombre fini de composantes connexes, c'est-
à-dire que l'ensemble d'indices A est fini.

Ceci achève la preuve du Théorème 2.

On obtient la stratification suivante de V : en dimension 2 on a une
seule strate : V\ en dimension 1 les strates sont les courbes mentionnées
ci-dessus et en dimension 0 ces points.

La construction assure l'analyticité et la connexité des strates, ainsi
que la propriété des frontières. Cette stratification n'est pas semi-analyti-
que en général.

On a démontré avec J.-M. Lion que l'on peut raffiner cette stratifica-
tion pour obtenir les conditions (a) et (6) de Whitney. La preuve paraîtra
ultérieurement.

En dimension plus grande que 3 on ne sait pas si le bord d'une
hypersurface pfaffienne de Rolle est réunion localement finie de variétés
difiérentiables. Ce bord est en général de dimension plus grande que 1 et
la locale connexité ne suffit plus pour étudier sa structure.
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