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A PROPOS DU SENS
DES TEXTES MATHEMATIQUES
UN EXEMPLE : LA THEORIE
DES “BIFURCATIONS DYNAMIQUES”

par Claude LOBRY

a Jean et Michéle Martinet

Nous avions trés souvent, Jean Martinet et moi, de longues et vives
discussions sur le sens et ’'utilité de I’activité mathématique. J’étais vo-
lontier provocateur et lui, sans prendre ma provocation trop au sérieux,
acceptait toujours le débat que je proposais. Les mathématiciens de renom
qui acceptent ce genre de discussions sont si rares de nos jours que je ne
pouvais laisser échapper une telle aubaine. Aussi je dois avouer que j’ai trop
souvent abusé de notre amitié en attaquant une communauté mathémati-
que dont il était convenu, tacitement entre nous, qu’il s’en ferait ’avocat.
J’ai abusé mais qui, sauf un saint, aurait résisté tant le spectacle de son
enthousiasme était un plaisir pour 'interlocuteur.

Trés peu de temps avant de tomber malade il s’était intéressé a la
«Théorie des Bifurcations Dynamiques» et avait rédigé une courte note sur
ce théme. Cette théorie fournit un matériel intéressant pour une discussion
sur 'utilisation pratique des résultats mathématiques. C’est a une telle
discussion que je convie le lecteur.

Mots-Clés : Texte formel — Sens — Bifurcations — Infinitésimaux.
Classification A.M.S. : 03A-34.
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1. La langue naturelle et le formalisme.

Nous savons tous que la langue naturelle véhicule des ambiguités qui
rendent difficile la pratique mathématique. Les ambiguités sont abordées
dans des discussions entre mathématiciens et considérées comme (provisoi-
rement) levées lorsque ces derniers sont tous d’accord pour dire : «Nous
nous sommes parfaitement compris». Ce désir de perfection dans la com-
munication est certainement partagé par tous les scientifiques (et bien d’au-
tres) mais ce qui caractérise les mathématiciens c’est la possession d’une
arme redoutablement efficace : la méthode formaliste. Efficace, mais dan-
gereuse!

Par méthode formaliste j’entends ’aller retour incessant entre des
énoncés «informels», «intuitifs», c’est-a-dire porteurs de sens, et des
énoncés «précis», «rigoureux», c’est-a-dire écrits selon les indications d’une
théorie formelle (généralement la théorie des ensembles). Il est bien évident
qu’il ne peut y avoir équivalence entre des énoncés informels, éventuelle-
ment ambigus, et des énoncés formels. Tout énoncé informel peut avoir
plusieurs traductions formelles, dont il convient de discuter. Mais récipro-
quement, il ne faut pas non plus oublier que lé méme énoncé formel peut
avoir plusieurs interprétations «intuitives», plus ou moins adéquates.

Le probléme posé du «bon accord» entre 1’énoncé informel et porteur
de sens, et I’énoncé rigoureux mais insignifiant n’a bien siir pas d’autre
réponse qu’une vigilance critique constante. C’est enfoncer une porte ou-
verte que le dire! Toutefois, si la parole est aisée, ’art, lui, est difficile. C’est
ce que je voudrais montrer sur ’exemple de la Théorie des Bifurcations.

2. La bifurcation de Poincaré-Andronov-Hopf.

Voici pour commencer un énoncé relativement formel du célébre
théoréme de Poincaré-Andronov-Hopf (PAH en abrégé) en dimension deux.

Soit la famille de systémes différentiels :
z'(t) = f(z(t), y(t), )
y'(t) = g(z(t), y(t), 1)
Si les données f et g satisfont les hypotheses suivantes :

1) Les fonctions f et g sont C*°.
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2) £(0,0,u) = g(0,0,p) = 0.

3) Si, désignant par a(u) £ i8(u) les valeurs propres (donc supposées
complexes conjuguées) de la partie linéaire du systéme & ’origine, on a :

u<0=a(p) <0
u>0=a(u)>0
a'(0)#0
B(0) # 0.

4) Pour p = 0 Dorigine est un attacheur du systéme différentiel.
alors la famille de systémes différentiels possede les propriétés suivantes :
— Pour p < 0 Porigine est un état stationnaire stable.

— Pour p > 0 (assez petit) 'origine est un état stationnaire instable
entourée par un cycle limite stable.

— Le diameétre du cycle limite est de 'ordre de /.
Ce résultat est également valable en dimension quelconque (Hopf 1942).

En raison de ses implications évidentes dans les sciences physiques,
moins évidentes mais également certaines en chimie et dans les sciences de
la vie, le théoréme de PAH posséde une trés large audience. Il est énoncé
dans de nombreux ouvrages didactiques sous une forme trés proche de celle
que j’ai proposée et suivi de «commentaires» qui sont toujours a peu pres
les mémes. En voici deux exemples :

V.I. Arnold dans «Chapitres supplémentaires de la théorie des équations
différentielles ordinaires», Springer Verlag, 1978, p. 256.

«Lorsque u passe par 0, le foyer de l'origine des coordonnées perd
sa stabilité. Pour p = 0, lorigine des coordonnées est également un
foyer stable, mais non structurellement stable : les trajectoires ne se
rapprochent pas exponentiellement de 0.

Pour p > 0 les trajectoires s’éloignent du foyer & une distance
proportionnelle & // et s’enroulent autour d’un cycle limite stable. Donc,
lorsque p passe par 0, la perte de stabilité s’accompagne de la naissance
d’un cycle limite stable dont le rayon croit comme /.

En d’autres termes, 1’état stationnaire perd sa stabilité et il apparait
un régime périodique stable dont l’amplitude est proportionnelle & la

13
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racine carrée de ’écart du parametre par rapport a la valeur critique. Les
physiciens parlent dans ce cas d’excitation douce d’auto-oscillations. »

c0b

J.E. Marsden-M. McCracken, in «The Hopf bifurcation and its appli-
cations», Springer Verlag, 1976, p. 9.

The Hopf bifurcations refers to the development of periodic orbits
(“self-oscillations”) from a stable fixed point, as a parameter crosses the
critical value.

parameter further
increases blfumanons
(-]

stable point appearance the closed orbit
of a closed orbit grows in amplitude

Ces textes sont ambigus. J’ai mis en caractéres gras toutes les
expressions qui laissent supposer que y est un parameétre dynamique
qui varie avec le temps. Mais de quel temps s’agit-il ?

Celui du systéme dynamique, le «temps» t de :

'(t) = f(z(t), y(t), p)

y'(t) = g(z(t), y(t), p).
Si p varie effectivement en fonction du temps, cette variation est-elle
supposée lente? Il n’est pas possible de décider quelle est exactement
Pinterprétation que les auteurs ont derriére la téte. Cependant il arrive
que l’interprétation soit beaucoup plus nette. Voici encore un texte de V.
Arnold (Catastrophe Theory, traduction anglaise Springer Verlag, 1986,
pp 20-21) dont je reproduis intégralement la partie qui nous concerne.
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Chapter 6. Loss of Stability of Equilibrium
and the Generation of Auto-Oscillations

Loss of stability of an equilibrium state on change of param-
eter is not ily iated with the bift ion of this
state. An equilibrium state can lose stability without even in-
teracting with another state.

The corresponding metamorphosis of the phase picture
on the plane is indicated in Fig. 16. Two versions are possi-
ble:

\elicilicl
jaa

Fig. 16

A. On change of the parameter the equilibrium state gives
birth to a limit cycle (radius of order /¢ where the parameter
differs from the bifurcation value by &). The stability of the
equilibrium is transferred to the cycle, the equilibrium point
itself become unstable.

B. An unstable limit cycle collapses to an equilibrium state:
the attraction domain of the state collapses as the cycle dis-

appears and the instability is transferred to the equilibrium
state.

It was know by Poincaré and proved by Andronov and
his pupils (the detailed proof was published before the war,
in 1939*), that apart from the loss of stability resulting from
a stable equilibrium state combining with an unstable one (as
described in Chapter 5) and the A and B cases just described,
for generic one p families of systems with two di-
mensional phase space no other forms of loss of stability are
encountered. Later it was proved that also in systems having
phase spaces of higher dimension loss of stability of equili-
brium states on change of parameter must take one of the
above forms (in the directions of all the additional co-ordi-
nate axes the equilibrium states continue to be attractors).

If an equilibrium state represents a steady state in a real sys-
tem the metamorphoses A and B represent the following situ-
ations.

A. On loss of stability of equilibrium the steady state be-
comes a periodic oscillatory state (Fig. 17), the amplitude of
the oscillation being proportional to the square root of the
criticality, the difference of the parameter from the critical
value at which stability of equilibrium is lost.

This form of loss of stability is called ‘soft’ loss of stability
since the oscillating state for small criticality differs little
from the equilibrium state.

Fig.17

* Andronov, A. A, Leontovitch, E. A.: Some cases of the depend-
ence of limit cycles on parameters, Uchenye Zapiski Gor'kovs-
kovo Universiteta, 6 (1939), 3-24.

The results were also included in the first edition of the fa-
mous book of Andronov and Haikin, Oscillation Theory, Mos-
cow 1937 (English trans: Princeton University Press, 1949).

La figure 17 montre que le systéme est supposé a ’état stationnaire
pour une valeur de p négative, que u croit au cours du temps et
devient positif (le signal représenté sur la figure est continu); le fait
que les oscillations sont (relativement) serrées laisse entendre que p croit
lentement. Cette figure 17 est & rapprocher de la figure 16A dans laquelle
le systéme est étudié pour des «tranches» u constant. C’est ici que le
formalisme mathématique va nous permettre d’exprimer avec une grande
efficacité ce que nous voulons exprimer :

La figure 16A représente le portrait de phase du systéme de R3 :

z'(t) = f(z(t), y(t), n)
Y'(t) = g(z(t), y(t), n)

p'(t) =0.

pour diverses valeurs de pg.
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La figure 17 nous montre une trajectoire du systéme de R3 :

='(t) = f(z(t), y(t), w)
¥ (t) = g(=(t), y(t), ).
pt)=¢e

ol € est un petit parameétre positif.

Et nous voyons que, a priori, il est tout & fait abusif de déduire la
figure 17 du théoréme de PAH. A partir de maintenant je désigne par :

«Théorie des bifurcations statiques», la théorie qui traite des systémes :
X'(t) = F(X(t), u(t))
K(t)=0

«Théorie des bifurcations dynamiques», la théorie qui traite des systémes :
X'(t) = F(X(t), p(t))
H(t) =e.

3. L’émergence de la théorie des bifurcations dynamiques.

Il est bien clair, et cela n’enléve rien & l'intérét de la théorie des
bifurcations statiques, que dans d’innombrables situations concrétes c’est
une Théorie des bifurcations dynamiques qui est pertinente. Il était donc
naturel que beaucoup de scientifiques, non mathématiciens, interpretent les
énoncés ambigus du type 1) et 2) selon leurs besoins, c’est-a-dire comme des
énoncés de la théorie dynamique. On peut imaginer que certains s’étaient
rendus compte de la difficulté et avaient cru pouvoir la lever (et nous allons
voir que c’est dans une grande mesure correct) en invoquant le fait que,
tout systeéme réel étant soumis & des petites perturbations, nécessairement
on doit quitter 1’équilibre instable, dés que p est positif. Il est toutefois
intéressant de noter que ce n’est que trés récemment que I’on a reconnu la
nécessité d’une théorie sérieuse.

En 1984 P. Mandel et T. Erneux publiaient [8] un article dont je
reproduit les premieres lignes d’introduction :

In many experimental studies of instabilities in laser with a saturable
absorber, the control parameter is slowly varied in time. In a recent
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study we have shown that this time dependence may include dramatic
changes in the bifurcation diagram derived on the assumption of a
stationary control parameter.

En 1985 [11] Neishtadt publiait un résultat mettant en évidence
Iexistence d’un retard a la bifurcation dans le cas de la bifurcation de
PAH dynamique.

En 1986, de fagon indépendante, sur la base d’expérimentations
numériques [6] et de résultats de sa théorie des «canards» en dimension
3 [14], Wallet et moi mettions le doigt sur la question des bifurcations
dynamiques et la «nécessité» du théoréeme de Neishtadt, sans étre capable
de le prouver. Une problématique était née qui a conduit, au moment ou
sont écrites ces lignes, & une bonne quarantaine d’articles(!).

4. De la récupération des résultats anciens.

Il est courant en mathématiques que la réponse & une question
se trouve, un peu déguisée, dans le cadre d’une autre théorie. C’est
partiellement le cas ici. En effet, un simple changement d’échelle de temps
montre que toute question relative au systéme :

' = f(z,p)
p=e

peut étre reformulée en une question relative au systéme :

ex’' = f(x, )
=t

ou encore si on décide d’appeler le «parameétre» p d’un autre nom :

ez’ = f(z,y)
y=1

(1) On peut consulter [1] pour se faire une idée de 1'état de I'art en 1990, état qui vient
d’étre pas mal bousculé en janvier 1991 par une courte note non publiée de J.L. Callot
— Pour étre tout a fait juste je dois signaler que je connais des articles plus anciens que
ceux cités dans ce paragraphe 3 : Haberman d’une part et Rubenfeld d’autre part en
1979 [5] [12], mettent en évidence de manitre non équivoque des phénomenes de retard
a la bifurcation. Il existe peut-étre des publications encore plus anciennes. Quand je dis
qu’une problématique était née je veux dire que, pour diverses raisons, plusieurs groupes
de mathématiciens se sont intéressés indépendamment et & peu prés simultanément au
méme type de problémes.
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systémes qui sont des cas particuliers des «systémes & deux échelles de
temps» ou encore «singulierement perturbés», sur lesquels existe une
littérature extrémement abondante. Comme on peut s’y attendre certains
auteurs ont redécouvert des résultats existants, d’autres, qui les connais-
saient, les ont réinterprétés.

Il est important de noter ici le fait suivant :

faire un changement de temps qui transforme le systéme

ex’ = f(z,p)
’ = 1
en le systéme
g’ = f(z,p)
H=e

peut difficilement étre considéré comme un acte mathématique d’une haute
technicité! Pourtant ce simple geste a pour conséquence de faire tomber
gratuitement des résultats établis dans de nouveaux champs d’utilisation.
Il est porteur de sens.

Cela dit, le résultat de la théorie des systémes a deux échelles de
temps qui aurait permis d’élucider le fonctionnement d’une «Bifurcation
de PAH dynamique» n’existait pas avant 1985, et c’est & Neishtadt que nous
devons de I’avoir prouvé dans une perspective «bifurcations dynamiques».
Le résultat a été connu en Occident quelques années plus tard.

5. Le théoréme de Neishtadt.

Je laisse & nouveau la parole & Arnold. Il s’agit d’un extrait de sa
conférence au congrés de Mécanique de Grenoble en 1988.

“Before leaving the loss of stability theory, I shall mention one
important phenomenon, discovered recently in the one parameter
dynamical bifurcation theory — the delay in the loss of stability
manifested by the systems depending on a slowly changing parameter.

Everybody knows the typical scenario of the mild loss of stability
in one parameter families of evolutionary systems. The amplitude of
the self oscillations generated by such a bifurcation grows like the
square root of the distance of the parameter value from the critical
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one (this bifurcation has been studied by Andronov in 1931 and by
E. Hopf in 1942 and hence is usually called the Hopf bifurcation).

It happens that when the parameter really (while slowly) changes
with time, a typical system’s behaviour is very different from that des-
cribed by the quasistationary theory, which assumes that everything
goes as in the case where the parameter and the time are independent
variables.

Namely, for a long period of time after the moment when the
parameter passes the critical value, the system does not leave the
neighbourhood of the equilibrium point, which has become unstable;
in fact, so long that the slowly varying parameter increment becomes
finite. Only then the system leaves the neighbourhood of the equili-
brium point. It leaves it with a jump, going to the periodic attractor
born at the critical moment (fig. 5). This attractor has grown up to
a finite amplitude selfoscillation regime. Thus the transition from the
stationary attractor to the periodic one looks like a sudden jump at
a parameter value very different from the theoretical value of the loss
of stability.

It is interesting that this happens only in analytic systems. In
finitely smooth, even in infinitely smooth nonanalytic systems the
delay in the stability loss measured by the difference between the
critical value of the parameter and its value at the jump moment,
tends to zero with the velocity of the variation of the parameter.

The delay phenomenon has been first described by Shishkova [13]
in a model example (1973). The general theory due to A.I. Neishtadt
[11], appeared only in 1985.”

Cette derniére et longue citation d’Arnold appelle les commentaires
suivants.

1) On sait qu’Arnold accorde une grande importance a l'utilisation
pratique des mathématiques. Ses livres, ou sa polémique avec R. Thom sur
I’utilisation de la «théorie des catastrophes» en témoignent. Qu’il éprouve
le besoin d’écrire une aussi longue interprétation dans la langue naturelle
du théoréme de Neishtadt, montre qu’il attache une trés grande importance
a la question des bifurcations dynamiques.

2) Arnold a, dans ses livres, 'immense mérite, de vouloir systémati-
quement donner du sens aux résultats mathématiques en leur donnant des
interprétations dans la langue naturelle. Cette interprétation du théoréme
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de Neishtadt met catégoriquement en cause I'interprétation qu’il faisait en-
core peu de temps auparavant du théoréeme de PAH (celle citée plus haut)
extraite, ironie du sort, d’un livre qui se voulait une approche critique de
la théorie des catastrophes! Ceci montre que la traduction dans la langue
naturelle des théorémes fournis par un formalisme mathématique est un
art difficile ou méme les plus grands peuvent faire des faux pas et ou les
résultats ne sont jamais définitivement acquis.

3) Arnold dit, que le phénomeéne ne se produit que dans le cas
analytique (“It is interesting that this happens only in analytic systems”)
car sinon «le retard tend vers 0 avec le paramétre €» (“In finitely smooth,
even in infinitely smooth nonanalytic systems the delay in the stability loss
measured by the difference between the critical of the parameter and its
value at the jump moment, tends to zero with the velocity of the variation
of the parameter”). Il s’agit d’une traduction du théoréme 2 de I’article [11]
de Neishtadt, dont je ne conteste pas la validité, mais qui ne me semble pas
toujours donner une bonne interprétation de la réalité comme le montre
par exemple l’expérimentation numérique suivante (fig 1) faite avec des
données non analytiques. La raison en est, selon moi, que le formalisme
mathématique utilisé par Neishtadt, celui de ’analyse classique, n’est pas
le mieux adapté a I’étude des systémes & plusieurs échelles de temps. C’est
ce que je vais essayer de montrer aprés un petit détour sur 1’Analyse Non
Standard.

6. L’Analyse Non Standard.

La théorie de Robinson nous enseigne qu’une analyse dans laquelle
l'usage d’expressions «& est un réel strictement positif infiniment petit
fixé» ne conduit pas nécessairement & des contradictions, pourvu que ’on
respecte certaines régles. L’analyse non standard fournit des formalismes
mathématiques dans lesquels des expressions comme :

€ est infiniment petit

w est infiniment grand

peuvent ne pas étre prises comme des expressions de la langue naturelle,
mais comme des expressions techniques. Précisons un peu.

Je me place dans le systéme formel I.S.T. proposé par Nelson [10].
Je choisis ce systéme car il est largement répandu et choque moins les
habitudes «classiques», mais un systéme plus simple comme Z.F.L. proposé
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' =y + px - g(u)

y' =—(z—g(p)+py

u = 0.05

9(p) = plul
En trait plein on a tracé 1’état «quasi stationnaire» : x = g(u); y =0.
En pointillé une trajectoire issuede : z =0; y=1; p = —1.

Fig. 1. — Persistance du retard avec des données non analytiques.

par Lutz [7] conviendrait aussi, ou encore le célébre slogan de G. Reeb «Les
entiers naifs ne remplissent pas N»). Dans I.S.T. le symbole st précédant
un ensemble z :

stz (lire «z est standard»)
est un prédicat unaire dont ’emploi est régi par trois axiomes. De ces
axiomes il découle que :
0 est standard, 1 est standard...
si ¢ est standard alors n + 1 est standard

il existe un entier w tel que :

sth=>n<w
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{!! Ne pas dire qu’il y a une contradiction en considérant «l’ensemble
des entiers standards» et en lui appliquant un célébre théoréme... Rien
ne permet d’affirmer que les entiers standard constituent un ensemble!!}.
Pour des raisons évidentes nous décidons que la proposition :

west unentieretstn =>n<w

doit se lire : «w est un entier infiniment grand», de méme que la
proposition :

€ est un réel strictement positif et st n = n < 1/e

doit se lire : € est un réel strictement positif «infiniment petit».

Ce qui veut dire que les expressions € est infiniment petit, w est
infiniment grand peuvent étre lues soit avec toute la charge émotionnelle
de la langue naturelle, c’est-a-dire comme porteuses de sens, soit comme
de simples équivalents graphiques d’expressions formelles. Ce genre de
pratique, qui est également banale en analyse classique ol on est bien obligé
de dire que :

«U, tend vers 0 quand n tend vers I'infini» est un équivalent graphi-

que (on dit une «définition»!) de ’expression :

Ve>03N telquen >N = |U,| <¢€

ne doit donc pas choquer.

Enfin, si £ est un point d’un espa.cekmétrique pour dire que y est
infiniment proche de z on dira que :

y est dans le halo de z,

en ayant présent a l’esprit que le halo de = n’est pas un ensemble.

{C’est peut‘étre cette pratique qui est la plus délicate tant est forte
I’éducation ensembliste naive qui nous fait assimiler & un ensemble tout ce
qui peut étre nommé.}

11 existe encore des referees qui ignorent ces choses élémentaires et qui
écrivent par exemple :

«De plus la présentation n’est pas vraiment mathématique; les exem-
ples les plus flagrants de I’argumentation non mathématique étant les
cas ou auteur écrit (i.e.p 17) : «Soit a € R tel que f(a) = 1 et
f'(a) < 0» sans se rendre compte que cela n’a pas de sens pour une
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constante.» (Rapport d’un referee de Siam J. on Applied Math en
1990).

On pourrait envisager d’habituer ces referees retardataires a cette
nouvelle fagon de faire en écrivant systématiquement les expressions infini-
ment petit, infiniment grand, équivalent etc... en italiques lorsqu’elles sont
prises au sens de la théorie formelle mais ce serait probablement du temps
perdu. Cependant je le ferai ici pour bien distinguer les énoncés mathéma-
tiques de leur éventuelle traduction dans la langue naturelle puisque c’est
I’objet méme de la discussion.

7. La Bifurcation Dynamique : Le cas trivial.

Considérons maintenant ’équation différentielle trés simple :

y'(t) = (1/e)ty(?).

...0On peut considérer qu’il s’agit, aprés changement de temps, du probléme
de bifurcation dynamique le plus simple :

'(t) = p(t)x(t)
pt)y=e
pour lequel 0 est stable pour p négatif, instable pour p positif.

Tragons, pour € = 1/10; 1/20; 1/100 des solutions telles que y(—1)
soit compris entre 0 et 1.

A X

!

Fig. 2. — Le retard dans le cas trivial.

La fagon classique de rendre compte de ce dessin est de démontrer le
«théoréme» suivant :

-






