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DEFORMATIONS DE FLOTS D’ANOSOV
ET DE GROUPES FUCHSIENS

par Etienne GHYS

Introduction.

Soit X un champ de vecteurs non singulier, de classe C°, sur une
variété V fermée, orientée, de dimension 3. Soit ¢* le flot engendré par X.
Rappelons que ’on dit que ¢! est un flot d’Anosov s'il existe des sous-
fibrés de.rang 1 du fibré tangent TV, notés E*° et E**, et appelés stable
et instable forts, tels que :

i) E**, E** et R.X sont en somme directe,
ii) la différentielle de ¢! préserve E*° et E**,

iii) si || || désigne une métrique riemannienne quelconque sur V/, il existe
des constantes C' > 0, A\;; > 0 et Ay, > O telles que pour tous vs, € E®,
Vuu € E¥% et t € R, on ait :

“d‘ﬁt(vssm < Cexp(—Asst)||vss|
||d¢t(vuu)|| > Cexp(Auul)|[Vuul|-

Les exemples classiques de flots d’Anosov ont motivé cette définition
(voir [An]). Il s’agit d’une part des suspensions d’automorphismes hyperbo-
liques du tore et, d’autre part, des flots géodésiques des surfaces a courbure
—1. Si ’on élargit cette collection d’exemples par revétements finis, on est

Mots-clés : Systémes dynamiques — Flots d’Anosov — Groupes fuchsiens.
Classification A.M.S. : 58F15 — 58F17 — 58F'18.
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amené a la classe des flots d’Anosov algébriques dont voici la description.
Soit G 'un des deux groupes de Lie suivants :

i) le revétement universel de SL(2,R). Dans ce cas, soit ¢ le sous-
groupe a un parametre relevant le sous-groupe des matrices diagonales

exp(t) 0
( 0 exp(—t)) de SL(2,R).

ii) Le groupe des transformations affines de R? du type :
(z,y) € R? — (exp(t)z + a,exp(—t)y + b) € R%.

Dans ce cas, soit ¢! le sous-groupe a4 un parameétre correspondant & a = 0
et b=0.

Soit T' un sous-groupe discret co-compact de G. Le sous-groupe ¢!
opere alors par translations & gauche sur l’espace homogéne compact
V = G/T. 1l est facile de s’assurer que les flots ainsi obtenus sont bien
de type Anosov [To]. On trouvera dans [RVa] une description des sous-
groupes discrets co-compacts de G. Le cas (ii) correspond aux suspensions
et le cas i) aux flots géodésiques des surfaces & courbure —1 (a revétements
finis prés). Insistons sur le fait que tous les flots algébriques préservent le
volume.

Bien siir, les flots algébriques peuvent étre perturbés dans la topologie
C! et produisent de nouveaux exemples. Le théoréeme de stabilité structu-
relle d’Anosov montre que ces perturbations sont topologiquement équi-
valentes aux flots initiaux. Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme
envoyant les orbites de I'un sur celles de I’autre sans en respecter néces-
sairement les paramétrages. Cependant, d’'un point de vue différentiable,
ces nouveaux flots sont bien différents. Par exemple, les flots géodésiques
de deux métriques a courbure négative sur une méme surface sont toujours
topologiquement équivalents mais ne sont différentiablement conjugués que
si les métriques sont isométriques ([Gr|, [O]). Dans le présent article, nous
nous concentrons sur certaines propriétés différentiables des flots d’Anosov
qui ne sont pas invariantes par équivalence topologique.

Notons par ailleurs qu’il existe d’autres flots d’Anosov qui ne sont pas
topologiquement équivalents a des flots algébriques, sur d’autres variétés
de dimension 3 ([HanTh], [Go], [Fri], [FraWi]).

Une grande atterition s’est portée récemment sur le degré de régularité
des sous-fibrés E°° et E“* qui ne sont supposés que continus dans la
définition mais qui sont évidemment de classe C* dans les cas algébriques.
Le flot géodésique d’une métrique riemanienne quelconque sur une surface
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préserve une forme de contact canonique et (par conséquent) une forme de
volume. Il est montré par S. Hurder et A. Katok que si un flot d’Anosov
@' (sur une variété de dimension 3 comme dans tout cet article) est tel que
E?% @ E“* est une structure de contact de classe C1, alors E*® @ E'% est
en fait de classe C™ et E*° et E** sont de classe C?~¢ pour tout £ > 0.
(Le résultat est en fait beaucoup plus précis, voir [HuKat]). Ces auteurs
montrent que, sous ces mémes hypothéses, si £*¢ et E** sont de classe C2,
alors ils sont en fait de classe C*°. Nous avons par ailleurs montré que si E**
et E¥* sont de classe C*®, alors ¢! est C*°-conjugué & un flot algébrique
dont on modifie le paramétrage de maniére extrémement particuliére [Gh3].

Pour d’intéressants développements en dimension supérieure, on consultera
|[Kan], [Fe], [FeKat], [BeFoL)].

Changer le paramétrage d’un flot d’Anosov ¢! revient & multiplier le
champ X par une fonction (de classe C*°) strictement positive. Le nouveau
flot ¥* qui en résulte a bien siir les mémes orbites et il n’est pas difficile de
s’assurer que c’est encore un flot d’Anosov (voir 3.3). En d’autres termes, la
propriété d’Anosov est en fait associée au feuilletage orienté de dimension 1
dont les feuilles sont les orbites du flot. Il faut cependant prendre garde au
fait que les flots ¢* et 1* n’ont pas les mémes fibrés stable et instable forts.
Par ailleurs, E®® et E** peuvent étre de classe C™® pour ¢! et seulement de
classe C° pour t; c’est par exemple le cas si I'on modifie le paramétrage
d’un flot algébrique de facon “générique”. Cependant, les fibrés de rang 2
E* = E** ®RX et E* = E** ®RX, appelés stable et instable faibles sont
communs aux deux flots. Ils sont intégrables et définissent deux feuilletages
de codimension 1, stable et instable faibles, notés F*° et F*. Ils sont de classe
C! et sont naturellement associés au “feuilletage orienté de dimension 1
d’Anosov” engendré par les orbites.

Dans cet article, nous nous intéressons aux flots d’Anosov pour
lesquels F* et F* sont tres réguliers, de classe C™ pour fixer les idées.
Comme nous venons de l'indiquer, cette hypothése est bien plus naturelle
que celle dans laquelle E*® et E** sont de classe C*° car elle est invariante
par changement de paramétrage (de classe C).

Notre premier résultat est une réponse positive a la derniere question
laissée en suspens dans le travail déja mentionné de S. Hurder et A. Katok
([HuKat], problem 10.4).

THEOREME A. — Soit ¢' un flot d’Anosov de classe C® qui
préserve le volume sur une variété fermée orientée de dimension 3. On
suppose que les feuilletages stable et instable faibles sont de classe C? (et
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orientables). Alors, aprés un changement de paramétrage de classe C®, le
flot ¢* est C™-conjugué & un flot algébrique.

11 est naturel de se demander si I’hypothése selon laquelle ¢! préserve
le volume est essentielle. Voici cependant une méthode pour construire des
contre-exemples sans cette hypothése. Si S est une surface fermée orientée,
nous notons 77 S le fibré des demi-droites tangentes a S. Bien siir, le choix
d’une métrique riemannienne sur S identifie naturellement 775 au fibré
unitaire tangent. Ceci permet de “faire coexister” sur la méme variété T} S
les flots géodésiques de plusieurs métriques. Si g est une métrique de classe
C®, & courbure —1, sur S, nous notons F; et Fj les feuilletages stable
et instable faibles du flot géodésique de g sur 71S. Ce sont évidemment
des feuilletages de classe C*° (qui sont d’ailleurs tous topologiquement
conjugués). Si g; et go sont deux métriques de classe C*°, de courbure
—1 et suffisamment C3-proches, les feuilletages Fg, et Fg, sont transverses
et l'intersection de F; et Fg. est C'-proche du flot géodésique de g, (ou
de g2). Si I'on fait un choix de paramétrage sur F;, NFg., on obtient ainsi
un flot d’Anosov dont il n’est pas difficile de s’assurer que les feuilletages
stable et instable faibles sont précisément F; et .. C’est donc un contre-
exemple potentiel au théoréme précédent sans I’hypothése concernant le
volume.

En fait, la construction précédente ne dépend que des points de
I’espace de Teichmiiller déterminés par g; et go. Rappelons que dans cet
espace on identifie deux métriques & courbure —1 si elles sont isométriques
par une isométrie isotope a l'identité. Le résultat général est le suivant :

THEOREME B. —  Soient g, et go deux métriques de classe C™, &
courbure —1, sur une surface fermée orientée S et soient (g1, [g2] les points
de 'espace de Teichmiiller de S ainsi déterminés. Il est possible de définir
un feuilletage orienté de dimension 1, de classe C*°, sur T1S, noté @jq,],(g,]
tel que :

i) ®(g1),l92) €St bien défini & conjugaison de classe C* prés et ne dépend
que de [g1] et [ga].

ii) Un flot paramétrant @(y,] (g, €st de type Anosov.

ili) Les feuilletages stable et instable faibles de q,) (g,) SONt C*-
conjugués a F; et Fg, respectivement; ils sont donc de classe C*°.

iv) Un flot paramétrant ¢y, s,) Préserve une forme de volume si et
seulement si [g1] = [ga)-
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Ainsi, deux points distincts de I’espace de Teichmiiller de S permet-
tent de définir un flot d’Anosov a feuilletages stable et instable faibles
-de classe C'™° mais qui ne peut pas étre algébrique, méme aprés change-
ment de paramétrage, car il ne préserve pas le volume. Observons que le
fait de préserver une forme de volume est invariant par changement de
paramétrage. Ces exemples obtenus par accouplement de deux points de
I’espace de Teichmiiller sont analogues aux groupes kleiniens de type quasi-
fuchsiens qui sont obtenus & partir de deux groupes fuchsiens. Pour cette
raison, les flots d’ Anosov ainsi obtenus seront appelés quasi-fuchsiens.

CONJECTURE. —  Soit ¢* un flot d’Anosov de classe C™ sur une
variété fermée de dimension 3 tel que F* et F* soient de classe C*°. Alors,
deux cas sont possibles :

i) ou bien ¢* est C*®-conjugué a la suspension (a temps de retour
variable) d’un difféomorphisme linéaire du tore.

i) ou bien, & des revétements finis preés, le feuilletage de dimension 1
engendré par ¢* est C*°-conjugué a un “feuilletage quasi-fuchsien” ¢jq, (2]
décrit plus haut.

Pour motiver cette conjecture, nous allons en prouver une version
locale.

Fixons toujours une métrique riemannienne || || sur la variété V
supportant le flot d’Anosov ¢¢. Soit x € V et t € R. La différentielle de ¢*
en z envoie E¥* (resp E2%) sur Egts (resp E;?(I)). Le logarithme (resp.
Popposé du logarithme) de la norme de cette application linéaire est noté
Auu(z, t) (resp Ags(z,t)). Si a est un réel supérieur ou égal a 1, nous dirons
que le flot @' est a-pincé s’il existe une métrique || || telle que, pour tout ¢
et tout z, ont ait :

(%) i-)‘ss(l', t) < Auu(z,t) < adss(z, ).

Il n’est pas difficile de s’assurer que cette condition est invariante par
changement de paramétrage (voir 3.3). D’autre part, un flot est 1-pincé si
et seulement s’il préserve un volume. Par ailleurs, les relations :

Ass(T,t1 +t2) = Ass(T, 1) + )‘38(¢tl (z),t2)
/\uu(xytl + t2) = /\uu(xatl) + /\uu(qbt‘ (-T),t2)

montrent qu’il suffit que (*) soit satisfaite lorsque ¢ € [0, 1] pour qu’elle soit
satisfaite pour tout ¢. Par conséquent, si un flot ¢! est a-pincé et si o’ > a,
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tout flot suffisamment C'l-proche de ¢t est a’-pincé. En particulier, si o > 1,
tout flot C-proche d’un flot algébrique (donc préservant le volume) est a-
pincé.

THEOREME C. — La conjecture précédente est vraie si l’on
suppose de plus que le flot ¢* est a-pincé avec a < 2. En particulier,
cette conjecture est vraie dans un C'-voisinage d’un flot algébrique.

Signalons le résultat de B. Hasselblatt qui affirme que si le flot est
a-pincé avec a < 2 et si les feuilletages stable et instable faibles sont de
classe C? alors ils sont de classe C*° [Has].

Le probleme traité dans le théoréme précédent est trés relié & un
résultat de rigidité des groupes fuchsiens que nous avons prouvé dans
[Gh2]. 11 se trouve que la méthode développée dans le présent article permet
d’obtenir une démonstration complétement différente et plus simple de ce
résultat de rigidité. Le résultat obtenu étant par ailleurs plus précis, il nous
semble utile de le détailler dans cette introduction.

Soit S une surface fermée orientée de genre supérieur ou égal a 2.
Pour chaque choix d’une métrique riemannienne g a courbure —1 sur S, le
revétement universel de S s’identifie au disque de Poincaré D? et son bord
au cercle S'. Le groupe fondamental m;(S) opere alors sur S ~ R U {oo}
par transformations projectives. On a ainsi une représentation : )

pg : m1(S) — PSL(2,R) C Diff?°(S")

ou Diff (S 1) désigne le groupe des C*°-difféomorphismes du cercle respec-
tant I'orientation. Les propriétés suivantes sont bien connues (voir 4.2) :

i) Toute représentation p : m1(S) — Diff(S") suffisamment C'-
proche de p, est topologiquement conjuguée a pgy.

ii) Si g1 et g2 sont deux métriques & courbure —1 sur S qui ne sont
pas isométriques par une isométrie isotope a I'identité, les représentations
Pg: €t pg, sont topologiquement conjuguées mais pas C-conjugudes.

THEOREME D. —  Soit p: m1(S) — Diff¥ (S*) une représentation
proche de py dans la C1-topologie. Alors, il existe un difféomorphisme f du
cercle, de classe C™, tel que fpf~" soit égale & pg oll g’ est une métrique
a courbure —1 sur S.

Dans [Gh2], nous avions obtenu le méme résultat, mais sous ’hy-
potheése plus forte que p est proche de p, dans la C3-topologie.
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Les représentations p, sont donc topologiquement structurellement
stables, mais ont un module de déformation C* de dimension finie, &
savoir I’espace de Teichmiiller. Voici une illustration du théoréme. Si v est
un élément de 7;(S), la transformation hyperbolique py(7y) a deux points
fixes sur le cercle, I'un répulsif et ’autre attractif. Les dérivées en ces points
fixes sont inverses I’'une de l’autre, ce qui est une propriété instable dans
Difff(Sl). Il résulte cependant du théoréme que lors d’une perturbation
de pg, cette propriété doit subsister pour des raisons globales.

Cet article comprend quatre parties. Dans la partie 1, on démontre
le théoréme A et dans la partie 2, on construit les flots quasi-fuchsiens
(théoréme B). La partie 3 est le cceur de ’article : on montre comment une
hypothése de pincement permet de construire des structures projectives
transverses pour F* et F°. La démonstration des théorémes C et D est
achevée dans la partie 4.

Je remercie A. Katok : la “rigidity conference” qu’il a organisée a
Pennstate en mars 1991 a réveillé mon intérét pour ce type de probléme.

1. Les flots d’Anosov qui préservent le volume.

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme A. Pour simplifier,
nous supposerons dans tout 1’article que tous les objets rencontrés (fibrés et
variétés) sont orientés. On se place donc dans les hypothéses suivantes : ¢*
est un flot d’Anosov de classe C* sur la 3-variété fermée V', qui préserve
une forme de volume Q et F* et F* sont de classe C2. La forme Q est
alors de classe C*® (voir par exemple [Bo]). De méme, le “corollary 3.5” de
[HuKat| entraine que les feuilletages F° et F* sont en fait de classe C'°.
Nous désignerons par ¢ le feuilletage de dimension 1 engendré par le flot

¢

1.1. La métrique pseudoriemannienne transverse.

La démonstration s’inspire d’une méthode utilisée par A. Avez dans
[Av] pour étudier les difféomorphismes d’Anosov du tore T2. Nous allons
exploiter ’hypothése pour introduire une métrique pseudoriemannienne sur
le fibré normal & ¢, invariante par I’holonomie de ¢.

Soit D un disque plongé dans V', de classe C'°, transverse a ¢. On
peut alors construire sur D :
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i) une 2-forme d’aire w qui est la forme induite sur D par ix€.
(Rappelons que le champ X est associé & ¢'). Si on multiplie X par la

fonction u, le volume invariant devient lQ et ixQ =1iyux (lﬂ) La 2-forme
w est donc associée & ¢ et non pas a un cﬁoix de paramétrage. Il est clair par
ailleurs que la collection de ces 2-formes ainsi obtenues sur les transversales
a ¢ est invariante par le pseudogroupe d’holonomie de ¢.

ii) Une paire de feuilletages transverses f° et f* de classe C™ qui ne
sont autres que les traces de F* et F* sur D.

On peut alors introduire une métrique pseudoriemannienne g sur D
par :
q(v) = w(wsv, Ty V)

ou v est un vecteur tangent a D quelconque et w5, m, désignent les
projections de ’espace tangent & D sur les espaces tangents a f° et f*,
parallelement & f* et f°® respectivement. Cette formule montre que f° et
f sont des feuilletages g-isotropes de D.

On a ainsi construit une métrique pseudoriemannienne de classe C*®
sur chaque transversale D a ¢. Il est clair que cette construction est
invariante par le pseudogroupe d’holonomie de ¢. La courbure de cette
métrique est donc une fonction continue sur V' constante sur les orbites de
¢. Puisque ¢* préserve le volume, il a une orbite dense et cette courbure est
constante. En multipliant {2 par une constante adéquate, on peut supposer
que la courbure de g est identiquement nulle ou identiquement égale a +1.
(Pour une métrique de signature (+, —), le signe de la courbure n’a pas de
signification : si I’on change la métrique en son opposée, la courbure change
de signe mais la signature reste (—, +)...)

Tout disque transverse a ¢ est donc localement isométrique au plan
lorentzien plat ou de courbure constante +1. Rappelons la description de
ces espaces [Wo] :

i) le plan lorentzien plat est le plan R? de coordonnées (z,y) équipé
de la métrique pseudoriemannienne :
ds? = dz dy.
Les directions isotropes sont les droites x = Cst, y = Cst. Le groupe
d’isométries directes est formé des applications affines du type :

(z,y) € R? > (exp(t)z + a,exp(—t)y + b) € R2.

Notons en passant que chaque droite isotrope est munie d’une structure
affine canonique, invariante par le groupe d’isométries.
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ii) Le plan lorentzien de courbure constante non nulle peut étre
considéré comme le revétement universel de ’extérieur du disque de Poin-
caré D? placé dans un plan projectif réel (modéle de Klein). Les feuille-
tages isotropes sont donnés par les tangentes au cercle dD?. Notons que
ces droites isotropes sont des droites projectives privées d’un point; ce sont
naturellement des droites affines.

Soit M un point extérieur au disque et M’ = M + dM un point
infiniment voisin. Soient T; et T> (resp T} et T3) les points de contact des
tangentes & D? issues de M (resp M'). Le “ds® entre M et M'” est égal
au birapport des quatre points T, T4, T, T) du cercle dD? équipé de sa
structure projective naturelle (conique dans un plan projectif).

P

Le groupe des isométries directes est le revétement universel du
groupe des applications projectives du plan projectif qui respectent la
conique dD?. Ce groupe est bien sirr isomorphe au revétement universel
de PSL(2,R).

M

Les groupes d’isométries directes de ces deux espaces sont donc exac-
tement les groupes de Lie qui nous ont servi a définir les flots algébriques.

1.2. Complétude de la structure transverse.

Désignons par T ’espace lorentzien plat ou de courbure 1 et par G le
groupe d’isométries directes de T'. Nous avons ainsi établi I'existence d’une
(G, T)-structure transverse pour ¢ : toute transversale suffisamment petite
a ¢ est identifiée & un ouvert de T et cette identification est unique & un
élément de G pres.
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Nous pouvons donc étudier ¢ avec les méthodes adaptées a cette
situation (voir par exemple [Th2]). Dans le revétement universel V de V, le
relevé ¢ de ¢ est défini par une submersion globale, appelée développement :

D:V T
Les relevés F* et F¥ de F° et F* dans V sont les images réciproques par

D de deux feuilletages L° et L* de T', formés de feuilles isotropes et appelés
bien sir stable et instable.

Le groupe fondamental (V') opére sur V de maniére équivariante
par rapport a une représentation d’holonomie :

R:m (V) -G,
c’est-a-dire que, pour tout v de 71 (V') et tout = de 17, ona:

D(v-z) = R(7) - D(z).

Nous nous proposons ici de démontrer que la structure considérée est
compléte, c’est-a-dire que D est une fibration localement triviale.

Notons F*¢ et .7-‘“" les feuilletages stable et instable forts (de dimen-
sion 1) relevés dans V. Si & est un point de V et si .7-' 2% désigne la feuille
passant par &, il est clair que D(}'js) est un ouvert dans la feuille isotrope
stable L;,( ) de T passant par D(z). Par conséquent, fgs est naturellement
munie d’une structure affine.

Pour montrer que D est une fibration localement triviale, il suffit de
montrer que D(F2®) et D(FE) co'l'ncidiznt en fait avec L}, ;) et Ly, ;). En
effet, il est alors facile de relever dans V' un chemin polygonal de T formé
d’arcs alternativement tangents aux feuilletages isotropes stable et instable
de T. C’est donc ce point que nous allons montrer.

L’idée est analogue & la démonstration de complétude dans [Gh3].
Soit h* un flot continu paramétrant le feuilletage stable fort F*° de V et
soit Rt le flot relevé dans V. Si z € V, les points z, h!(z), h2(z) sont trois
points de la variété affine de dimension 1 f—gS. Soit p(x) le réel strictement
supérieur a 1 tel que h?(z) —z = p(z)(h!(z) — ) ou le signe — est compris
dans une carte affine quelconque. Il est bien évident que u(x) est continu
en z et il est donc minoré sur V' par une constante y > 1.

Considérons maintenant un point z quelconque de V et un point y du
type ht(z) avec t > 0. Soit 7 un réel tel que ¢” (y) = h'¢"(x). L’application
T L F — fs ) est affine. Soit z le point ¢~"h?¢"(x). Les trois points
z,y, z de F3* sont donc tels que :

z—z>p(y—z)
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dans n’importe quelle carte affine. En itérant le procédé, on construit ainsi
une suite de points z, dans F2° dont les coordonnées affines tendent vers
+00. En procédant de méme avec t < 0, on obtient que F3° est une droite
affine compléte, c’est-a-dire affinement isomorphe & R. Il en résulte que D
envoie surjectivement une feuille de F33 sur une feuille de L*. C’est ce qu’il
fallait démontrer.

Nous avons donc établi la complétude de la (G, T)-structure associée

a¢.
1.3. Fin de la preuve du théoréme A.

Pour décrire complétement le feuilletage ¢, nous étudions maintenant
le groupe d’holonomie R(m;(V)) C G.

AFFIRMATION 1.3.1. — Le morphisme d’holonomie R : (V) —
G est injectif.

Preuve. — Comme la structure est complete, un point fixe dans
T d’un élément du type H(v) correspond & une orbite fermée de ¢. Par
conséquent, si un élément v non trivial était dans le noyau de R, toutes les
orbites de ¢ seraient fermées.

AFFIRMATION 1.3.2. — L’image I' = H(m;(V)) est un sous-
groupe discret de G.

Preuve. — Je remercie Thierry Barbot qui m’a permis de simplifier
la preuve de cette affirmation.

L’image réciproque dans V d’une orbite périodique de ¢! est une
réunion discréte de feuilles de (}5, permutées par action de m(V). En
projetant sur T et en utilisant la complétude de la structure, on obtient
ainsi une orbite discréte pour I’action de I' sur T. Puisque ¢! préserve le
volume, la réunion des orbites périodiques est dense dans V. Il existe donc
une partie dense P de T formée de points dont l'orbite par I' est discrete
dans T'. Supposons maintenant que I' ne soit pas discret dans G et soit g* un
sous-groupe a un parameétre de G contenu dans I’adhérence de I'. Il résulte
des remarques précédentes que g* doit fixer chaque point de P et donc T
tout entier. Ceci est bien sir une contradiction car G opére fidelement sur
T.
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AFFIRMATION 1.3.3. — Le quotient de G par I = R(m(V)) est
compact.
Preuve. — 1l résulte de la complétude de la structure que V est un

fibré de fibre R et de base difféomorphe & R2. (Un fibré de base simplement
connexe et d’espace total connexe est & fibres connexes.) Ainsi V est
difféomorphe a R® et V est un espace d’Eilenberg-McLane. Puisque G est
contractile, G/T" est aussi un espace d’Einlenberg-McLane. Les variétés V/
et G/T ont donc méme type d’homotopie. La compacité de G/T" en découle
pour des raisons homologiques.

Nous pouvons maintenant achever la preuve du théoreme A. Nous
disposons de deux feuilletages de dimension 1 orientés sur deux variétés
fermées de dimension 3 :

i) le feuilletage ¢ sur la variété V'

ii) le feuilletage ® de dimension 1 engendré par le flot algébrique sur
G/T.

Il s’agit de démontrer qu’il existe un difffomorphisme envoyant I’'un sur
Pautre. Nous savons que ces deux feuilletages admettent une (G,T)-
structure transverse compléte de méme holonomie. En d’autres termes,
ces deux feuilletages ont des pseudogroupes d’holonomie équivalents (voir
[Hae]). Par ailleurs, les feuilles fermées de ¢ et ® ont une holonomie non
triviale de sorte que les revétements d’holonomie de toutes les feuilles sont
contractiles. Ceci est précisément la condition qui garantit que (V,¢) et
(G/T, @) sont des classifiants de leurs pseudogroupes d’holonomie [Hae].
Par unicité du classifiant, on conclut a ’existence d’une application F' :
V — G/T telle que :

i) F est une équivalence d’homotopie, de classe C*°
ii) F envoie une feuille de ¢ sur une feuille de &

iii) transversalement & ¢, application F est un difféomorphisme qui
conjugue les (G, T')-structures transverses de ¢ et ®.

Par contre, la restriction de F' a une feuille de ¢ n’est pas nécessai-
rement une bijection. Pour remédier & cette situation, on procede comme
dans [Gr] et [Ghl]. Utilisons des paramétrages ¢' et ®° pour ¢ et ® et
définissons une fonction continue u : V x R — R par :

F o ¢t(x) = &4 o F(z).
Si T > 0, on pose alors :
F.(z) = ®u,(z) o F(x)
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avec -
un(z) = & / w(w, t)dt.
T Jo

Il n’est pas difficile de s’assurer que, pour 7 assez grand, F,. est un
difféomorphisme de classe C*° envoyant ¢ sur ® (voir [Ghl] pour plus
de détails).

Ceci achéve la preuve du théoréme A.

2. Les flots d’Anosov quasi-fuchsiens.

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoréeme B.

Commencons par une proposition élémentaire qui est en fait inutile
pour notre propos, mais qui explique pourquoi les intersections F; N Fg.
restent C'°°-conjuguées entre elles lorsque I’on modifie g; et g2 par de petites
isotopies. Ceci rend plausible la propriété mentionnée dans I'introduction
suivant laquelle les feuilletages que nous construisons ne dépendent que des
éléments [g1] et [g2] de 'espace de Teichmiiller de S définis par g; et go.

PROPOSITION. —  Soient F et G deux feuilletages transverses de
classe C*® sur une variété fermée V. Soient F; et G; deux isotopies de
classe C™ telles que Fy = G = id. On suppose que pour tout t € [0, 1], les
feuilletages F}'F et G;F sont transverses. Alors les intersections F NG et
F{F N G;iG sont conjuguées par un difffomorphisme de classe C* isotope
a lidentité.

Preuve. — C’est une simple application du résultat bien connu
suivant. Si £ est un feuilletage de V' x [0, 1] transverse aux sections V x {t},
alors les traces de £ sur les V x {t} sont toutes conjuguées par des
difffomorphismes isotopes & l'identité. Les isotopies F; et G; permettent
alors de définir des feuilletages F et G sur V x [0,1] de dimensions 1 de
plus que celles de F et G et induisant sur V' x {t} les feuilletages F;*F et
G?G. On applique alors le résultat précédent & £=F NG.

2.1. Construction des flots quasi-fuchsiens.

Soit g une métrique riemannienne de classe C*° a courbure —1 sur
S et ¢q le feuilletage orienté de dimension 1 de TS engendré par son flot
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géodésique. La donnée de g permet de construire une représentation fidéle
et discrete pg : 71(S) — PSL(2, R), bien définie & conjugaison prés et qui ne
dépend que de la classe de g dans ’espace de Teichmiiller de S. Nous avons
déja étudié la structure transverse de ¢4 au paragraphe 1. Pour des raisons
qui apparaitront clairement un peu plus loin, il est commode d’envisager
cette structure de la fagon suivante. Soit T = P; x P; le produit de deux
droites projectives réelles et G = PSL(2,R) x PSL(2,R) considéré comme
groupe de difféomorphismes de T. Alors, ¢, possede une (G, T')-structure
transverse ayant les particularités suivantes :

i) L’image de l’application développante D du revétement universel
T,S de T\ S vers P; x P est le complémentaire de la diagonale.

ii) Le morphisme d’holonomie R, : 71(71S) — PSL(2,R) x PSL(2,R)
est le composé de la projection pr : 71 (T1.5) — m1(S) et du morphisme
diagonal (pg, pg)-

Soit g1 une autre métrique a courbure —1 sur S. Il est bien connu (voir
[Gr]) que pg, et p, sont topologiquement conjuguées. En d’autres termes,
il existe un (unique) homéomorphisme hy, , de P; tel que, pour tout -y de
m1(S), on ait :
Pg1 (7) = hgy,g 0 pg(7) © h‘_(;ll,g
ou cette égalité a un sens dans le groupe des homéomorphismes de P;.

Si maintenant g; et go sont deux métriques a courbure —1 sur S, on
considere :

Ry, .9 = (Pg1> Pg,) 0 pr : m1(T1S) — PSL(2,R) x PSL(2,R).

Il est clair que ’homéomorphisme H = (hgy, g, hg,4) de P; x P, conjugue
les actions Ry, 4, €t Ry g de 71(T1S) sur Py x P;. Nous allons exploiter ce
fait pour changer la structure différentiable transverse & ¢4 et construire
ainsi les flots cherchés.

PROPOSITION 2.1.1. — Soient g et g2 deux métriques a courbure
—1 sur S. Il existe un feuilletage ¢4, 4, de dimension 1, orienté et de classe
C®, sur T\ S, unique & isotopie de classe C*° preés tel que :

i) @g,,9, Posséde une (PSL(2,R) x PSL(2,R), P, x Py)-structure trans-
verse telle que I'application développante est une fibration localement tri-
viale au-dessus du complémentaire dans P; X P; du graphe d’un homéo-
morphisme de P;.

ii) Le morphisme d’holonomie est Ry, 4, : m1(T1S) — PSL(2,R) x
PSL(2,R). En particulier, ¢q, 4, ne dépend (& isotopie de classe C* preés)
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que des points [g1] et [go] de I'espace de Teichmiiller de S définis par g; et
g2-

Preuve. — Commengons par prouver l’existence de ¢, g,.

La construction est facilitée par le fait qu’il existe sur 775 un
feuilletage £ de codimension 1 et de classe C*® qui est transverse a
¢4- Une fagon de choisir un tel £ consiste a utiliser le flot horocyclique
stable h™ sur T1.S = PSL(2,R)/I" (qui correspond & l’action & gauche des
matrices strictement triangulaires supérieures). On vérifie simplement que
L = h7(F') est bien transverse & ¢4 dés que 7 est non nul.

On peut utiliser £, ¢q et la (G, T')-structure transverse pour recouvrir’
V = TS par un nombre fini d’ouverts V; difféomorphes & T;x]0, 1] tels que :
i) T; est un ouvert de T = P, x P, qui évite la diagonale,
ii) {*}x]0,1[ est dans une feuille de ¢,,
iii) T; x {t} est dans une feuille de L.
Les changements de cartes sont “a variables séparées”, c’est-a-dire du type :
(z,t) € T;x]0,1[— (s, 0:5(t)) € T;x]0,1]

ou 7v;; € PSL(2,R) x PSL(2,R) et ou 6;; est un difféomorphisme local. Il
est possible de changer de coordonnée sur T; en utilisant un élément -y;
de PSL(2,R) x PSL(2,R) envoyant T; sur ;(T;). Les ~;; deviennent alors
'y{j = 7j’y,~j'yj_l. On s’assure facilement qu’on peut toujours faire un tel
changement de coordonnées de fagon & pouvoir supposer que tous les 7;;
sont en fait dans le groupe d’holonomie Ry(m(T15)).

Conjuguons la partie transverse des cartes par I’homéomorphisme
H = (hg, g,hg,g) de P, x P;. Plus précisément, introduisons dans chaque
V; les nouvelles cooordonnées :

(H(z),t) € H(T;)x]0,1]
qui ne dépendent que continiiment des anciennes. Il est immédiat que les
nouveaux changements de cartes sont du type :
(y,t) € H(T:)x]0, 1]~ (Hvi; H'(y),0:5(t)) € H(T;)x]0, 1.

Nous savons que H conjugue Ry, et Ry, o et que tous les ;; sont dans
le groupe d’holonomie Ry 4(m1(T15)). En particulier Hv;; H~! est encore
un élément de PSL(2,R) x PSL(2,R). Ainsi, nous avons introduit sur
V = T1S un autre atlas le munissant d’une autre structure différentiable
(mais bien sir définissant la méme variété topologique). Dans cette nouvelle
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structure, ¢4 est encore un feuilletage de classe C*°, muni d’une (G, T)-
structure dont I’holonomie est, par construction, Ry, ,,. Puisque deux
variétés fermées différentiables de dimension 3 qui sont homéomorphes
sont difféomorphes, il existe un difféomorphisme entre ces deux structures
différentiables (qui n’est qu’'un homéomorphisme homotope a l'identité de
T1S). En considérant 'image réciproque de ¢4 par ce difféomorphisme,
on obtient un feuilletage ¢4, 4, sur la variété différentiable T1.S (avec sa
structure standard). Nous affirmons que ¢g, g, satisfait aux propriétés
requises par la proposition. En effet, la structure transverse de ¢, 4, est par
construction d’holonomie Ry, 4, et I'image de I’application développante est
le complémentaire de 'image par H de la diagonale de P; x P;.

L’unicité de @y, 4, s’obtient exactement de la méme fagon que dans
la partie 1. Deux feuilletages de dimension 1 ayant les propriétés de la
proposition ont méme pseudogroupe d’holonomie et ce sont des classifiants
de leurs pseudogroupes. Il existe alors une équivalence d’homotopie entre les
deux feuilletages que ’on transforme en conjugaison de classes C*° comme
en 1.3.

Insistons sur le fait que I'unicité de ¢4, 4, montre en particulier que
celui-ci ne dépend pas du choix de la métrique g qui a servi de point de
départ a la construction. On pourrait d’ailleurs s’en assurer directement.

2.2. Fin de la preuve du théoréme B.

Nous séparons ce qui reste 4 montrer du théoréeme B en deux propo-
sitions.

PROPOSITION 2.2.1. —  Tout flot ¢}, , paramétrant ¢,, g, est
un flot d’Anosov dont les feuilletages stable et instable faibles sont C*°-

isotopes a Fg, et Fg. respectivement.

Preuve. — Nous savons qu’il existe un homéomorphisme k£ =
k(g;91,92) de T1.S envoyant les orbites de ¢4 sur celles de ¢g, q,. Il est
clair que k envoie les feuilletages stable et instable faibles de ¢, sur deux
feuilletages F; . et Fg . contenant ¢g, g, et qui sont de classe C*° (et
méme transversalement projectifs).

Si l’on choisit g = g3, la construction de ®g,,¢ Que nous avons donnée
montre que k = k(g1; g1, g2) est alors de classe C*° le long des feuilles de F,
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et que toutes les dérivées de k le long des feuilles de F varient continiiment
transversalement & F;.

Fixons donc un choix de paramétrage ¢}, ,, de classe C* pour @g, g,
Le conjugué de ¢;1,92 par k = k(g1;91,92) est un paramétrage de ¢4, de
classe C le long des feuilles de F; et dont les dérivées dans les feuilles
varient continiiment transversalement a 7. Puisque nous savons que le flot
géodésique de g est de type Anosov, tout paramétrage de classe C™ de ¢,
est encore de type Anosov. On a en fait mieux (voir 3.3, remarque 3.3.1).
Si ¢_,‘) est un paramétrage du type précédent, i.e. de classe C° le long
de F,, alors il existe un sous-fibré E®° de rang 1, contenu dans Fas
invariant par qu; (qui est défini et de classe C™ dans les feuilles de F3)
et contracté exponentiellement par d¢_f]. Utilisant encore la différentiabilité
partielle de k(g1; 91, g2), on obtient par image directe un sous-fibré de rang 1
(encore noté E°°) contenu dans F, . , invariant par d¢.f;1 g €t contracté
exponentiellement. On procéde de méme avec k(g2; g1, g2) pour construire
un fibré fort E** pour ¢}, ... Ainsi ¢} /. est bien un flot d’Anosov.

Il reste a vérifier que les feuilletages stable et instable faibles de ¢g, 4,
sont bien C*°-conjugués aux feuilletages F;, et F,. respectivement. Ceci
résulte presque immédiatement de la construction. Le feuilletage stable
faible F; ., de dg, g, est un feuilletage transversalement projectif qui n’a
bien entendu aucune feuille compacte. Ainsi, aprés une isotopie de classe
C®, on peut supposer qu’il est transverse a la fibration en cercles de T} S
et donc qu’il est défini par une représentation de m;(S) dans le groupe des
difféomorphismes du cercle [Thl]. Il est immédiat que cette représentation
n’est autre que py, . Mais la suspension de pg, est le feuilletage stable faible

Fgq,- Alnsi FJ o et Fj sont bien isotopes. On procede de méme pour

‘7:;1 9g2°

PROPOSITION 2.2.2. — Un flot tangent a ¢4, 4, ne peut préserver
une forme de volume que si g1 et go sont isométriques par une isométrie
isotope a l’identité.

Preuve. — Lorsqu’un flot préserve une forme de volume, le Jacobien

de Papplication de Poincaré de toute orbite périodique est égal a 1.

Dans notre cas, ¢g4, 4,, de méme que ¢4, possede une orbite périodique
pour chaque classe d’homotopie libre « de courbes fermées de S.

Pour ¢y, la différentielle de I'application de Poincaré en un point
périodique est facile & calculer. Dans une base adaptée a E®®, E%*, cette
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différentielle est diagonale

( exp(—14(7)) 0 )

0 exp(+14(7))
ol 14(7) désigne la période de 'orbite ou, de maniére équivalente, la g-
longueur de la géodésique fermée de g homotope a +.

Pour ¢g, 4., le calcul de la transformation de Poincaré résulte du
précédent car nous savons que les feuilletages stable et instable faibles de
®g,,9, SONt respectivement F et Fy, & isotopie de classe C* pres. On
obtient donc encore une matrice diagonale :

(eXP(—lgl ™) 0 )

0 exp(+1g,(7)) /
Par conséquent, si ¢4, 4, préserve une forme de volume, on a 1, (y) =
14, (7) pour toute classe d’homotopie libre de courbe fermée 7. Il est bien
connu que ceci entraine que g; et go sont isométriques par une isométrie
isotope a l'identité, i.e. qu’un point de ’espace de Teichmiiller est déterminé
par la longueur des géodésiques fermées (voir par exemple [Th2]).

Remarque 2.2.3. — Considérons un paramétrage (j)éhg2 de ¢g, .9,
et soit F3° une feuille du feuilletage stable fort correspondant et .7-'£3
un relevé dans le revétement universel 11:9 L’application développante
D =T,S — P, x P, a une image qui évite l'image par H de la diagonale
qui est aussi le graphe de I’homéomorphisme hgy, 4,. L'image par D de
f;s est donc contenue dans un ensemble du type (P; — {hg, ¢,(7)} x {z}.
Ainsi, toute feuille de F°° est équipée d’une structure affine naturelle,
invariante par le flot. Cette structure affine dépend continiment de z
mais pas différentiablement dés que g; et g2 ne définissent pas le méme
point de l'espace de Teichmiiller. En effet, si la structure affine variait
différentiablement, I’homéomorphisme hg, 4, serait différentiable. Il est
cependant connu que hg, 4, ne peut étre différentiable (et méme absolument
continu) que si g; et go définissent le méme point de I’espace de Teichmiiller
[Su].

En revanche, la structure projective sous-jacente a la structure affine
de F32* varie de maniére C* car D est de classe C*°. Nous verrons plus
loin que c’est ce qui caractérise les flots quasi-fuchsiens : I’existence de
structures projectives sur les variétés stable et instable fortes qui varient
de maniere C'™°.

Remarque 2.2.4. — Soit I" un groupe qui-posseéde deux plongements
i1 et iz dans PSL(2,R) comme sous-groupes discrets co-compacts. Les



DEFORMATIONS DE FLOTS D’ANOSOV ET DE GROUPES FUCHSIENS 227

variétés 13—51(2, R)/ix(T) (k = 1,2) sont difféomorphes et supportent cha-
cun un flot algébrique ¢r. En procédant exactement de la méme maniére
que ci-dessus, on peut accoupler ces deux flots pour en construire un
troisieme dont les feuilletages stable et instable faibles sont respectivement
C™>-conjugués au feuilletage stable faible de ¢; et au feuilletage instable
faible de ¢2. Il suffit pour cela d’utlhser le fait qu’il existe un homéomor-
plusme h1 2 du revétement universel de P, de P, qui conjugue les actions de
T sur P, données par ¢ et i2. En fait, la projection de ix(I') dans PSL(2, R)
est un sous-groupe discret co-compact qui contient un sous-groupe d’indice
fini sans torsion, c’est-a-dire de type pg, (71(S)) ot gx (kK = 1,2) est une
métrique & courbure —1 sur une surface fermée S [RVa]. Par conséquent, les
flots obtenus par accouplement de deux représentations i; et is sont com-
mensurables avec les flots quasi-fuchsiens ¢g, 4, : ils sont C*°-conjugués
apres revétements finis. Pour cette raison, nous conviendrons d’élargir la
notion de flot quasi-fuchsien & ces nouveaux exemples.

3. Structures affines et projectives
sur les variétés stables et instables.

3.1. La dérivée schwarzienne et les structures projectives.

Nous commengons ce paragraphe par un rappel élémentaire. Soit f un
difféomorphisme de classe C3, respectant ’orientation, entre deux ouverts
de P = RU{oo} et soit z un point du domaine de définition de f. Il existe

at+b) de P,

un unique difféomorphisme projectif h (i.e. du type h(t) = e

tel que :

f@)=h(z), fl@)=h@E), [f'@)=r"().

La dérivée troisitme (h~! o f)"/(x) est appelée dérivée schwarzienne de f
en z et se note S(f)(z). En formule, on a :

" 3 f/l 2
Pour des raisons qui apparaitront bientét, il est commode d’introduire la
différentielle quadratique s(f) définie par :

s(f) = S(f)dz?.
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Il résulte tres simplement de la définition précédente que si f; et fo sont
deux difféomorphismes locaux de R respectant l’orientation, on a :

s(f10 f2) = f35(f1) + s(f2)

ou fys(fi) désigne bien entendu l'image réciproque de la différentielle
quadratique s(f1) par fo. Autrement dit :

f38(f1) = S(f1) o fa - (f3)°da?.
Les difféomorphismes projectifs sont caractérisés par ’équation différen-
tielle s(f1) = 0. Par conséquent, si f; est projectif, on a :

s(f1 0 f2) = s(f2).

Il y a donc identification entre la donnée d’une différentielle quadratique
sur un intervalle de R et la donnée d’une structure projective sur cet
intervalle. En effet, si une différentielle quadratique a(x)dr? est donnée
sur l'intervalle I, I’équation différentielle S(f) = a a des solutions locales
qui sont des difféomorphismes locaux entre I et un ouvert de P;. Deux de
ces difféomorphismes différent par composition au but par une application
projective. On a donc bien une structure projective sur I. La construction
inverse est aussi claire.

On peut procéder de méme avec les structures affines. Si f est un
difféomorphisme respectant 1’orientation entre deux ouverts de R et si  est
un point du domaine de f, il existe une unique application affine h telle que
h(z) = f(z) et h'(z) = f'(z). On pose alors N(f)(x) = (b~ o f)"(z) et on
introduit la forme différentielle n(f) = N(f)dz. La formule de composition
est encore :

n(fio f2) = fan(f1) +n(f2).

De méme que précédemment, la donnée d’une structure affine sur un
intervalle I de R est équivalente & celle d’une forme différentielle sur I.

3.2. Synchronisation du flot.

Plagons-nous dans les hypothéses suivantes. Le flot d’Anosov ¢! sur
la variété fermée V' de dimension 3 est tel que le feuilletage stable faible
F* est de classe C™ (et orienté). Le champ de vecteurs associé & ¢* est
toujours noté X.

LEMME 3.2.1. — Il existe une 1-forme différentielle w non sin-
guliére, de classe C*°, qui définit le feuilletage F* et telle que :

Lxw=u -w
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ou u est une fonction strictement négative.

Preuve. — Cette affirmation est a rapprocher du fait connu que 1’'on
peut toujours supposer que la constante C' intervenant dans la définition
d’un flot d’Anosov est égale a 1.

Soit wp une 1-forme non singuliére, de classe C*°, définissant F*. Bien
str, pour tout t € R, la forme (¢*)*wp définit aussi F*. On pose alors, pour
TER:

wT:/O (¢t)*w0dt-

En calculant la dérivée de Lie £Lxw;, on trouve :
Lxwr = (") wo — wo.

La définition méme des flots d’ Anosov montre que si 7 > 0 est assez grand,
la forme w, satisfait la condition requise par le lemme.

COROLLAIRE 3.2.2. — Il existe un changement de paramétrage
Yt de ¢! tel que, pour le flot d’Anosov v, le fibré stable fort E*® soit de
classe C°.

Preuve. — Soit w une forme comme dans le lemme précédent et Y le

1
champ de vecteurs paralleles & X tel que Lyw =w ie. Y = _EX . Comme
w est une forme intégrable, il existe une 1-forme w; telle que dw = w A w;.
Puisque :

Lyw=iydw=tiywAw = - (Y)w=—w,

on a:
wl(Y) =1.

Par conséquent, l'intersection des noyaux de w et de w; est un sous-fibré
de rang 1 et de classe C*, invariant par le flot ¢ engendré par Y. La
définition des flots d’Anosov permet de montrer simplement que les seuls
sous-fibrés de rang 1 invariants sont les fibrés stable et instable forts ainsi
que R.Y. Il en résulte, dans notre cas, que le fibré stable fort de * n’est
autre que l'intersection des noyaux de w et de w; ; il est donc de classe C*°.

Nous dirons que le flot 3* obtenu par ce corollaire est synchronisé
par rapport au feuilletage stable faible. On comparera cette notion & [Pa],
[PaPo).
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Remarque 3.2.3. — Supposons que le flot d’Anosov initial ¢*
préserve une forme de volume 2. Si w, est une l-forme non singuliere
définissant F?, il existe une unique forme w,, définissant F* pour laquelle :

Ws Aw, = ixN.

Si Y est le champ de vecteurs paralleles & X tel que Lyws = —ws, on
a nécessairement Lyw, = w,. La démonstration du corollaire précédent
montre que le flot d’Anosov 1! engendré par Y a des fibrés stable et instable
forts de classe C'°. En utilisant notre théoréme principal de [Gh3], on en
déduit que ! est C*™-conjugué a un flot algébrique dont on a modifié
le paramétrage. Nous obtenons ainsi une autre preuve du théoréme A.
Cependant, cette preuve nous parait moins intéressante que celle proposée
au paragraphe 1, car elle utilise [Gh3].

3.3. Pincement et changement de paramétrage.

Commencgons par nous convaincre d’une propriété déja utilisée de
nombreuses fois dans cet article; si I’on change de paramétrage un flot
d’Anosov, le nouveau flot obtenu est encore un flot d’Anosov. Fixons
toujours ¢* un flot d’Anosov sur V et soient E*° et E** les sous-fibrés
correspondants. Un flot 1!, reparamétrage de ¢, est du type :

¥ (z) = ¢**9(2)

ol u:V xR — R est une fonction de classe C*® vérifiant une relation de
type cocycle exprimant que v est un flot. La différentielle de ¥* est donnée
par :

dipt(v) = do* @Y (v) + dyu(—,t)(v) - X.

On cherche le fibré stable fort F'** de 1! comme 1’ensemble des vecteurs du
type Vss + &(vss) - X ol vss € E** et £ désigne une forme linéaire inconnue
sur le fibré E®*. La condition d’invariance de F'** par dy" s’écrit :

((¢u(z't))*€z - ﬁr)(vss) = d:cu(—’ t)(v”)'
Pour chaque t fixé,
& (6

définit un opérateur sur ’espace de Banach des formes linéaires continues
sur E*%. La définition des flots d’Anosov montre qu’une puissance assez
grande de cet opérateur est une contraction. Par ailleurs, les opérateurs
associés a deux valeurs de ¢t commutent évidemment comme il ressort de la
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relation de cocycle satisfaite par u(z,t). L’équation fonctionnelle considérée
a donc une solution continue unique et indépendante de t. Nous avons donc
trouvé un sous-fibré F'** invariant par 4 et en bijection canonique avec E**
par :

Ugs € E%° — vy + &(vss) X € F2.

Il est maintenant facile de vérifier que di* contracte exponentiellement les
vecteurs de F'*¢ car d¢! contracte les vecteurs de E*¢. On procéde bien siir
de la méme fagon avec E“".

Remarque 3.3.1. — Pour construire F'**, nous n’avons pas utilisé
le fait que u(zx,t) est de classe C°. Il suffit que, pour tout ¢, la fonction
u(—, t) soit différentiable le long des feuilles de F* et que ces différentielles
varient continiiment transversalement & F°. Nous avons utilisé ce fait lors

de la démonstration du théoréeme B pour montrer que ¢;l g2 st un flot
d’Anosov.

Dans lintroduction, nous avons défini des coefficients Ay, (z,t) et
Ass(x,t) associés a un flot d’Anosov @* et & des choix de normes sur E*® et
E¥% 1] résulte de la discussion précédente que si I'on calcule les coefficients
A (z,t) et A, (z,t) relatifs & 1 et aux normes correspondantes sur F*° et
Fu* (via les isomorphismes indiqués plus haut entre E*® et F'*° ainsi que
E"* et FU%), on a simplement :

’\;u('r7 t) = /\uu(:l', U(.’L‘, t))
’\;s(:l:? t) = )‘ss(w, 'U:(fli, t))
Ainsi ¢* est a-pincé si et seulement si ' est a-pincé.

Remarquons que pour le calcul du pincement d’un flot d’Anosov, on
utilise des normes sur E*° et E“*. On pourrait tout aussi bien utiliser
une métrique riemannienne sur V de classe C°. Par approximation, on
peut toujour supposer cette métrique de classe C°, quitte a augmenter
arbitrairement peu la valeur de .

3.4. Une structure projective le long de 7°® invariante par le flot.

Nous abordons maintenant la preuve du théoréeme C. Nous considé-
rons donc un flot d’Anosov ¢ de classe C™ sur la variété V pour lequel
F* et F* sont de classe C*°. Apres reparamétrage, nous pouvons supposer
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que ¢' est synchronisé par rapport au feuilletage stable et donc que E**
est de classe C*°.

Nous commengons par montrer ’existence de structures projectives
sur les feuilles du feuilletage stable fort F*, invariantes par ¢*.

Fixons une métrique riemannienne sur V et soit h™ le flot unitaire
positif de classe C° paramétrant F°°. Toute feuille de F*°° est alors
identifiée & une droite R par ce paramétrage 7. Bien siir, le flot ¢* ne
préserve pas ce paramétrage de F*°. D’aprés ce que nous avons vu, faire
choix d’une structure projective sur les feuilles de F*° revient & choisir
une différentielle quadratique sur chaque orbite de h”. Cette différentielle
quadratique est donnée par une fonction a : V — R; sur chaque orbite de
h™, c’est a(7)dr2. Nous dirons que la structure projective est de classe C*

si la fonction a est de classe C*.

PROPOSITION 3.4.1. — Il existe une unique structure projective
sur les feuilles de F*¢, dépendant continiiment du point et invariante par
¢t. Cette structure est de classe C! si ¢* est a-pincé avec a < 2.

Preuve. — Le difféomorphisme ¢' envoie F3° sur otz qui sont
deux droites paramétrées par 7. On peut donc introduire deux fonctions
numeériques sur V :

i) La dérivée p(x) de ¢* en z, considérée comme application de F2°
vers Fgi, . On a bien siir :
pe(x) < Cexp(—Asst)
(avec les notations précédentes, on a p;(x) = exp(—Ass(z,t))).
ii) La dérivée schwarzienne v;(x) de ¢* en x, encore considérée comme
application de F;° vers Pt

Comme nous I’avons vu, nous cherchons une fonction a : V — R telle
que la structure projective qu’elle définit sur F*° soit invariante par ¢*. La
condition & écrire est :

a(z) - pe(z)%a 0 ¢4(z) = vy(2).

On interprete, pour t fixé, cette équation comme celle d’un point fixe pour
Popérateur A, défini sur ’espace des fonctions continues sur V par :

Ay(a)(z) = ve(z) + pe(z)’a 0 ¢'(2).

On note que tous ces opérateurs A; commutent car v(x) et () vérifient
des relations de cocycle évidentes. L’existence d’une unique solution de
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classe C? est claire car A; est une contraction pour t assez grand :

[ 4:(a1) — Ae(az)llo = sup |4¢(a1)(z) — Ae(az)(z)]

< sup(pe(x))?[|lar — azllo.
€V

L’existence d’une solution de classe C! résultera de ’hypotheése de
pincement. Introduisons une métrique riemannienne de classe C* sur V
de fagon & pouvoir définir la semi-norme suivante sur I’espace des fonctions
de classe C* :

llally = sup ||da(z)]-
eV

On a alors :
Ai(a1) — Aiaz) = pi(ar 0 ¢* —az 0 ¢")

d(Ai(a1) — Ae(az)) = d(pf)(a1 0 ¢* — ag 0 ¢*) + pf (day — day) o de'.

Faisons maintenant ’hypothése que ¢! est a-pincé avec a < 2. 1l
en résulte qu’il est possible de choisir une métrique riemannienne et une
constante k; < 1 pour ¢ assez grand tels que :

pe(@)?|ldg! ()| < ke < 1.
On a donc, quitte & modifier k; < 1 et avec une constante K; > 0 :
l4e(a1) — Ai(az)llo < kellar — azllo
|A¢(a1) — Ae(az)|l1 < killar — az|l1 + Killar — az]lo-

11 suffit alors de remarquer que si ’'on définit une norme C* par :

lalll =l + ~lallo.,

alors pour ¢ fixé, il existe € > 0 tel que A; soit une contraction de la norme
I ||- 11 en résulte que I’équation fonctionnelle étudiée a une unique solution
de classe C1.

Remarque importante 3.4.2. — Supposons que l'on cherche une
structure affine sur les feuilles de F*° invariante par ¢!. Nous sommes
amenés & chercher une 1-forme différentielle le long des feuilles de F** (et
non plus une différentielle quadratique). Il est facile de s’assurer que la
technique indiquée plus haut fonctionne sans aucune hypothese. Pour tout
flot d’Anosov de classe C™, il existe une unique structure affine sur les
feuilles de F°°, continue et invariante par ¢'. Ce fait est bien connu des

10
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experts. L’argument de complétude décrit au paragraphe 1.3 s’applique et
les feuilles de F** sont ainsi des droites affines complétes.

Cependant, et méme sous des conditions de pincement, cette structure
affine peut ne dépendre que continiiment du point. Nous avons déja noté ce
phénomeéne pour les flots quasi-fuchsiens : la structure affine ne varie que
continiment mais la structure projective sous-jacente varie de maniére C*.
Dans la preuve précédente, c’est le caractére quadratique de la différentielle
a(7)d7? qui introduisait un facteur u;(x)? qui contracte suffisamment pour
permettre une contraction des normes C'! (sous hypotheése de pincement).

3.5. Une structure projective transverse pour F*.

Dans le paragraphe précédent, nous avons équipé chaque feuille de
F*% d’une structure projective sous ’hypothése que @' est a-pincé avec
a < 2. Nous nous placons ici dans les hypothéses du théoréme C, c’est-a-
dire que nous supposons que @' est a-pincé avec a < 2 et que F*, F* sont
de classe C*°.

Nous allons construire une structure transverse projective pour le
feuilletage F* de codimension 1.

Considérons un disque D transverse au feuilletage ¢ de dimension 1.
Les feuilletages F* et F* tracent sur D des feuilletages de classe C*°
notés f* et f*. Puisque nous venons d’équiper chaque feuille de 7** d’une
structure projective et ceci de maniére invariante par ¢, les feuilles de f?
sont elles aussi naturellement projectives.
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Par ailleurs, sur D, ’holonomie de f* définit des difféomorphismes
locaux entre feuilles de f*.

D

£

Nous nous proposons de montrer que tous ces difféomorphismes
locaux sont projectifs. Toutes les structures projectives sur les transversales
a F* que sont les F2° sont donc compatibles et on aura ainsi établi
Pexistence d’une structure projective transverse pour F* invariante par
holonomie.

Fixons un point x de D et v un vecteur tangent & la feuille f2
de f* passant par x. Paramétrons un voisinage de z dans f par t €
| — &, +e[— ~(t) € f¥ de telle sorte que v(0) = x et %7(t)/t=0 = v. Soit
hy : f':(o) - o P’application localement définie par ’holonomie de f“.
Puisqu’il s’agit d’'un difféomorphisme local entre variétés projectives, la
dérivée schwarzienne s(h¢) est une différentielle quadratique sur f3 . Les

structures que nous avons construites étant de classe C! (par I’hypotheése
de pincement), nous pouvons considérer :

(555(h0)e=0) 2)-

C’est une forme quadratique sur I’espace tangent & f2 en z. Si ’on change
le vecteur v en Av, il est clair que cette forme quadratique est multipliée
par A. En résumé, nous avons construit, pour tout  de D, une application :

Qa: = Ta:f: X T:cf:;:‘ - R

qui est quadratique en la premiére variable, linéaire en la seconde, et qui
dépend continiment de z. Bien siir, cette construction est invariante par le
pseudogroupe d’holonomie de ¢. Nous allons voir que ceci force Q, a étre
identiquement nul. Fixons une métrique riemannienne sur V et soient X%,
X"* les champs unitaires tangents & E**, E%* et positivement orientés.
L’application @ peut alors étre évaluée sur X*° et X“* (projetés sur un
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disque transverse & D). On obtient alors une fonction continue ¢ : V — R
qui vérifie évidemment :

Q((»bt(m)) = exp(—2Xqs(x, t)) exp(Auu (T, t))q(.’l))

Par I’hypotheése de pincement, on a :

la(¢"(x))| < la(=)|

pour t > 0 et g(z) # 0. Il résulte de ceci que la valeur maximale de |g(z)|
ne peut qu’étre nulle, c’est-a-dire que ¢ est identiquement nulle.

Ainsi, toutes les dérivées schwarziennes s(h;) sont nulles et nous avons
bien établi 1’existence d’une structure projective transverse invariante, de
classe C!, pour le feuilletage F* de codimension 1.

On procéderait bien entendu de maniére complétement analogue pour
Fs.

Avec nos hypotheses, la structure projective transverse pour F¥ est
en fait de classe C*™°. Ceci résulte de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.5.1. —  Soit ¢* un flot d’Anosov de classe C™ tel
que F* est de classe C™®. Si F* admet une structure transverse projective
de classe CY, alors cette structure est en fait de classe C*®.

Remarque. — Rappelons que nous disons qu’une structure projec-
tive est de classe C* si la différentielle quadratique correspondante a(7)dr?
est de classe C*. Sur une transversale donnée &4 FU, la carte projective
est alors de classe C**3 car elle est solution de 1’équation différentielle

5(f) =a.

Preuve. — C’est un cas particulier d’un théoréme établi dans
[GhTs]. Nous en donnons ici une preuve simplifiée car nous avons affaire
a un feuilletage d’Anosov. Soit 7 la réunion disjointe d’un nombre fini de
transversales & F* qui coupent toutes les feuilles de F* et soit P le pseu-
dogroupe d’holonomie de F* agissant sur 7. La structure transverse munit
T de cartes locales & valeurs dans Py, de classe C! (en fait de classe C*
d’apres la remarque précédente), telles que dans ces coordonnées le pseu-
dogroupe P opere de maniére projective. Soit U C T 'ouvert formé des
points au voisinage desquels les cartes locales dans P; sont de classe C™°.
On montre successivement que :

i) U est invariant par P, c’est-a-dire qu'’il correspond & un ouvert
saturé pour F*.
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ii) U contient tous les points fixes de P. En effet, si v € P fixe le
point x de 7T, on sait que v'(z) # 1 (car F* est un feuilletage d’Anosov). Il
en résulte que < est localement C°-conjugué a une application linéaire
t — At en 0 (avec A # 1) (théoréme de Sternberg [St]). La structure
projective au voisinage de 0 est alors donnée par un C'-difféomorphisme
local 6(t) qui est tel que 7 — @(A@~1(7)) est projectif au voisinage de 6(0).
En composant au but 8 avec une autre application projective, on peut
supposer que 6(0) = 0 et §(\0~1(7)) = A7, ou encore §(A7) = A8(7). Il en
résulte que '(\7) = 8'(7) et 6'(\"7) = 6'(7) pour tout n € Z. En faisant
tendre n vers 00, on trouve que 0 est linéaire et donc de classe C*. Ainsi,
au voisinage du point z, la structure projective est de classe C*°.

iii) On a U =T, i.e. la structure projective est de classe C™ partout.
Le fermé complémentaire 7 — U correspondrait, s’il était non vide, & un
fermé F non vide de V saturé par F* qui ne contiendrait aucune orbite
périodique de ¢* par ii). Dans le cas ou F* a toutes ses feuilles denses (cas
transitif) un tel fermé F ne peut évidemment exister. Sinon, le fait que
F* n’a pas de feuilles compactes, associé au théoréeme de Sacksteder [Sal,
montre que tout fermé saturé non vide de V' contient une feuille d’holonomie
linéaire non triviale et un fermé F' ayant les propriétés ci-dessus ne peut
donc pas exister.

4. Démonstration des théorémes C et D.

L’essentiel du théoréme C est déja démontré. Nous savons que si ¢
est a-pincé avec a < 2 et si F° et F* sont de classe C*, alors F*° et F*
sont transversalement projectifs. Par conséquent ¢, qui est I'intersection de
F¢ et F*, admet une (PSL(2, R) x PSL(2, R), Py x P;)-structure transverse.
La fin de la preuve est plus technique et de moindre intérét : nous allons
analyser le groupe d’holonomie de cette structure pour pouvoir montrer
que ¢ est en fait un flot quasi-fuchsien, a revétement fini pres.

Nous avons rédigé les preuves des théorémes C et D de manieres
indépendantes bien que le théoreme C permette d’obtenir une preuve
simplifiée du théoréme D.
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4.1. Le théoréme C : flots d’Anosov pincés
dont les feuilletages stable et instable faibles sont de classe C*.

Nous supposons donc que ¢! est un flot a-pincé sur V avec a <
2 et que F° et F* sont de classe C°. La structure transverse de ¢
est alors modelée sur le produit P, x P;. Il est en fait commode de
passer au revétement universel et de considérer le produit P; x P; de
(!Ellx copies 91_1\1/ revétement universel de P;, muni de 'action produit de
PSL(2,R) x PSL(2,R). On a donc une application développante :

D ‘7 — 131 X ﬁl

on V désigne toujours le revétement universel de V. De méme, on a un
morphisme d’holonomie :

R:m (V) — PSL(2,R) x PSL(2,R).

Si 'on compose D avec la premiére (resp. seconde) projection, on
obtient ’application développante correspondant & la structure projective
transverse de F* (resp F*).

Notons 7 € 131 —T74+1€ 131 un générateur du groupe du revétement
P] and Pl.

PROPOSITION 4.1.1. — Deux cas sont possibles :

a) ou bien D est une fibration (triviale) au-dessus d’un “carré” du

type : 5 _
]T,T+ ].[X]T',T' + 1[C P, x P;.

_ b) ou bien D est une fibration (triviale) au-dessus d’une “bande” de
P, x Py du type :

{(r,7') € P, x Py|h(1) < 7' < h(7) + 1}
oit h: P, — Py est un homéomorphisme tel que h(r + 1) = h(7) + 1.

Nous utiliserons deux lemmes.

LEMME 4.1.2. Notons F** (resp F**) le relevé de F** (resp
Fu4) dansV et F2° (resp F¥v) la feuille passant par le point . L’image par
D de F£* (resp F2*) est un ensemble du type]r, 7+1[x{r'} (resp x]7’, 7'+
1]).

Preuve. — Nous avons déja vu qu’il existe une unique structure
affine continue le long de F°° invariante par ¢! et que chaque feuille est
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une droite affine compléte. Nous avons vu aussi qu’il existe une unique
structure projective continue invariante par ¢*: c’est celle donnée par D. Il
en résulte que D(F2®) est un ouvert de P; x {7’} projectivement isomorphe
a une droite affine compléte, c’est-a-dire un intervalle |7, 7 + 1].

LEMME 4.1.3. —  L'espace des feuilles du relevé F* (resp F*) de
F*° (respF*) a V est une variété séparée (difféomorphe a4 R).

Preuve. — Soit Z un point de V et .7:'5 la feuille de F* passant par
&. On note U(&) la réunion des feuilles de F** passant par les points de .7.-';.
Cet ouvert U(Z) est une réunion de feuilles de F* et, d’aprés le lemme 0.1,
I'image D(U(Z)) est du type

{(r,7YePyx P In<T<m+1, h(r) <7 < h(r)+1}

o h ;7,7 4 1[— P; est une fonction continue car D(U (%)) est ouvert. Par
ailleurs, la restriction de D & U(Z) est une fibration (triviale) au-dessus de
son image.

Nous affirmons d’abord que h est monotone. Il en résultera que 1’es-
pace des feuilles de la restriction de F* & U(&) est intervalle Jh(ry), h(m1 +
1)+1[ et qu'’il est donc séparé. Si h n’était pas monotone, on pourrait trou-
ver 7| € P, tel que I'une des composantes connexes I =|79, 73] de 'ouvert
{r € By|(,7]) € D(U(&))} ait ses deux bornes dans |71, + 1[.
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Soit § un point de U(Z) tel que D(y) € I x {r1}. Nous savons que la
projection D(f'g’) est du type |74, 74 + 1[x{7{} et 'une au moins des deux
bornes de I , par exemple 73, n’est pas une borne de |74, 74 + 1[. Il existe
donc un point Z de .7:'5’ tel que D(2) = (12, 71). Ce point Z est bien entendu
dans I’adhérence de U(%). Puisque U(Z) est une réunion de feuilles de F*,
il en est de méme pour I’adhérence U(Z) de U(%).

Par conséquent, la feuille F¥* est toute entiére contenue dans U(Z).
L’adhérence de D(U(Z)) contient donc D(F¥*) qui est du type {2} x J
ou J est un intervalle ouvert contenant 7{. Mais ceci est impossible car
ladhérence de D(U(Z)) n’est autre que {(7,7')jmn <7 <7 +1, h(r) <
7' < h(T)+1} et 7{ = h(72) ou h(72)+1 . Ceci établit I’affirmation suivant
laquelle h est monotone.

Supposons maintenant que deux feuilles LietL, de F* ne soient pas
séparées dans ’espace des feuilles de F* et montrons que Ly =L, Si &
et &5 sont des points de L; et Ly respectivement, les feuilles de F* passant
par f'%‘l“ et ~.7.-}‘;‘ définissent des voisinages de L; et L, dans I’espace des
feuilles de F* et ne peuvent donc étre disjoints. Il existe donc un point &
de V tel que Z; et &, appartiennent tous les deux & U(Z). Puisque nous
avons montré que V'espace des feuilles de la restriction de F* & U(Z) est
séparé, les points #; et Zo sont dans la méme feuille de F*, c’est-a-dire que
L, = L,. Ceci établit le lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 4.1.1.

Considérons d’abord la composition prioD : V — Py, oupry désigne
la premiére projection. Bien siir, pry o D transite a travers ’espace des
feuilles de F* qui est R d’apres le lemme 0.2. Ainsi pry oD est une fibration
(triviale) de V sur un intervalle ouvert I de P,. L’ensemble D(V) est alors
de la forme :

{(n)e P x P |re Ih(t) <7 < h(1) + 1}

ou h est continue et monotone d’aprés ce qui préceéde. En renversant les
roles de F*¢ et F“*, on voit que D(V') est aussi du type :

{(r,m)ePLx P, T € JW (') < T <h(7')+1}.

Le lecteur vérifiera que les seuls ouverts de P, x P, ayant cette pro-
priété sont ceux indiqués dans la proposition 4.1.1, quitte & changer 1’orien-
tation des P;, ce qui revient a changer de générateur pour le revétement
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P, — P, (On notera que les homéomorphismes h et h’ sont inverses I'un
de I’autre).

Enfin, le fait que D soit une fibration sur son image est clair car il est
possible de relever {7} x]h(T), h(7) + 1[ et |A'(7'),h'(7') + 1[x{7'} dans
JFUu et F*° respectivement et il est donc possible de relever n’importe quel
chemin polygonal de 'D(V) alternativement vertical et horizontal.

Pour terminer la démonstration du théoreme C, nous traitons sépa-
rément les cas a) et b) de la proposition.

PROPOSITION 4.1.4. — Dans le cas a) de la proposition 4.1.1, le
flot ¢ est la suspension, & temps de retour variable, d’un difféfomorphisme
linéaire du tore T2.

Preuve. — La structure transverse de ¢ est alors modelée sur
le produit de deux droites affines R x R sur lequel opere le produit
Aff(R) x Aff(R) de deux copies du groupe affine. De ce point de vue, la
structure est compléte. Pour les mémes raisons qu’en 1.3.1, le morphisme
d’holonomie est injectif de sorte que m; (V') est un groupe résoluble. Dans
[Ar] et [P]] les flots d’Anosov sur les variétés fermées de dimension 3
a groupe fondamental résoluble sont classés : ce sont les suspensions de
difféomorphismes d’Anosov du tore 72. Dans notre cas, le tore T2 hérite
d’une structure affine compléte, i.e. affinement isomorphe & R%/Z2. Par
ailleurs, l"application de premier retour sur ce tore T2 est bien entendu
affine de sorte que ¢! est bien C™°-conjugué 4 la suspension & temps variable
d’un difféomorphisme linéaire du tore T2.

PROPOSITION 4.1.5. — Dans le cas b) de la proposition, le flot
¢t est C*®-conjugué & un revétement fini d’un flot quasi-fuchsien.

Preuve. — Considérons les morphismes :
pr;oR:m (V) —» PSL(2,R)  (i=1,2).

Ce sont les morphismes d’holonomie des structures transversalement pro-
jectives pour F° et F* qui sont complétes (i.e. pr; oD est une fibration
(triviale) de V sur Py).

On établit successivement les faits suivants :

i) pr; oR est injectif. En effet, dans le cas contraire aucune feuille de
F* (ou de F*) ne serait simplement connexe ce qui contredit le fait bien
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connu que les feuilles de F* (ou F*) ne contenant pas d’orbite périodique
sont des plans.

i) pr;oR(m(V)) est discret dans PSL(2,R). Un sous-groupe de
PSL(2,R) est discret, dense ou résoluble. Puisque nous savons que 7 (V)
n’est pas résoluble, il s’agit de montrer que pr; oR(m;(V)) n’est pas dense.
Sinon, on trouverait pour tout € > 0 un élément vy de pr; oR(m;(V)) fixant
un point z de P; avec 1 < /() < 1+ £. Mais ceci est impossible car nous
savons que I’ensemble des holonomies linéaires d’un feuilletage tel que F*
est discret (car il n’y a qu’un nombre fini d’orbites périodiques de ¢! de
périodes inférieures & un nombre donné).

iii) pr; oR(m1(V)) est un sous-groupe co-compact dans IS\S_L(Z R). En
effet, nous savons que V est difféomorphe & R3 de sorte que m1(V) est de
dimension cohomologique 3. Un sous-groupe discret du groupe contractile
l;§]".4(2, R) ne peut étre de dimension cohomologique 3 que s'’il est co-
compact.

En d’autres termes, ¢ a méme structure transverse qu’un flot quasi-
fuchsien (éventuellement au sens élargi donné dans la remarque 2.2.4).
On conclut avec la méme méthode que nous avons employée plusieurs
fois : les flots sont des classifiants de leurs pseudogroupes d’holonomie et
I’équivalence d’homotopie feuilletée se déforme en conjugaison de classe
C>.

Ceci acheve la preuve du théoreme C.

4.2. Démonstration du théoréme D :
déformation de groupes fuchsiens.

Soit ¢ une métrique riemannienne de courbure —1 sur la surface
fermée S. Le feuilletage instable 7' de T1S est transverse aux fibres de
la fibration en cercles de TS : c’est la suspension de la représentation :

pg : m1(S) — PSL(2,R).

Soit p : m1(S) — Diff5°(S!) une représentation C!-proche de py.
Le feuilletage F, obtenu par suspension de p est C'-proche de Fg. En
particulier, F, est transverse & FJ et il existe un paramétrage ¢t de
I'intersection g N F, qui est Cl-proche du flot géodésique de g. Ce flot
est alors un flot d’Anosov a-pincé avec a < 2 dont les feuilletages stable et
instable faibles sont nécessairement F; et F,; il sont de classe C*°.
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Bien siir, la stabilité structurelle du flot géodésique de g montre que
¢! est topologiquement équivalent au flot géodésique de g. Par conséquent,
les feuilletages stables faibles Fg et F, sont topologiquement conjugués. En
d’autres termes, p et p, sont topologiquement conjugués : c’est la stabilité
structurelle topologique de p,.

Sil’on veut étudier F, d’un point de vue différentiable, on peut utiliser
le paragraphe 3.5 qui permet de conclure & l’existence d’une structure
projective de classe C™ sur le cercle S! telle que 'image de p soit formée
de difféomorphismes projectifs.

Il nous reste & vérifier deux faits.

LEMME 4.2.1. — La structure projective obtenue sur S est
isomorphe a celle de la droite projective P;.

Preuve. — Décrivons d’abord la nature du groupe des automor-
phismes projectifs d’une structure quelconque o sur le cercle Sl. Soit
D l'application développante du revétement universel St vers I~’1. Soit
Autt(S',0) le groupe des automorphismes de o respectant l’orientation
et Avut+(S 1. 5) le groupe des relevés des éléments de Aut*(S?,0) a S'. On
a bien slr une suite exacte :

07 % m+(51,0) — Aut*(S',0) — 1
et un morphisme injectif :
H:Aut (S',0) — PSL(2,R)

dont I'image est formée d’éléments préservant D(gl). On vérifie alors la
propriété suivante. Le centralisateur d’un élément non central de PSL(2, R)
est abélien. On en déduit P’alternative :

i) ou bien m+(S 1 o) est abélien,

ii) ou bien H(i(1)) est dans le centre de f%i(?,R), c’est-a-dire qu’il
est un élément du groupe d’automorphismes du revétement P, — P,. Dans
ce cas D(S!) est nécessairement Py tout entier et (S!,0) est isomorphe &
un revétement fini a n feuillets de P;. Le groupe Aut* (S, o) contient alors
un sous-groupe central Z/nZ qui opére librement sur S!.

Revenons & la structure projective (S, o) que nous avons construite
grace a p. Bien sir, Aut™(S!,0) ne peut pas étre abélien, car il contient
71(.S). On est donc dans le deuxiéme cas et nous affirmons alors que n = +1,
c’est-a-dire que (S!, o) est isomorphe & P;. En effet, nous savons déja, grace
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a 'information topologique sur p, que pour tout v # 1 de m;(S), 'élément
p(7y) a exactement deux points fixes, I’'un attractif et 'autre répulsif. Si n
était différent de +1, les points fixes répulsifs seraient des réunions d’orbites
de Z/nZ et on aurait donc strictement plus d’un point fixe répulsif.

Ainsi, a conjugaison de classe C* pres, I'image de p est contenue dans
PSL(2,R). La preuve du théoréme D sera achevée par le lemme suivant :

LEMME 4.2.2. — La représentation p est C*-conjuguée & une
injection de 7 (S) dans PSL(2,R) comme sous-groupe discret co-compact,
c’est-a-dire 4 une représentation du type py, ol g' est une métrique a
courbure —1 sur S.

Preuve. — Nous savons que pg(m1(S)) est discret et donc que
pg(m1(S)) opere librement et proprement sur I’espace des triplets de points
distincts du cercle et que le quotient est compact (homéomorphe & T} S,
voir [Gr]). Puisque p et py sont topologiquement conjuguées, cette méme
propriété est satisfaite par p. Il en résulte que p(m(S)) est aussi discret
et co-compact dans PSL(2,R) (aprés une conjugaison de classe C™° bien
entendu).

4.3. Quelques remarques.

Soit A € SL(2,Z) une matrice hyperbolique. La suspension de A
donne un flot d’Anosov ¢! sur une variété Tﬁ, fibrée en tores au-dessus du
cercle. Les feuilletages stable et instable faibles F* et F* sont bien sir de
classe C*.

Si F est un feuilletage de classe C*° de T3 qui est suffisamment C*-
proche de F*, l'intersection F N F* donne un flot d’Anosov dont F et F*
sont les feuilletages stable et instable faibles et qui vérifie les hypotheses
du théoréme C. Il en résulte que F N F* est C*°-conjugué a ¢ et donc que
F est C*°-conjugué a F*°.

Nous avons ainsi retrouvé le résultat principal de [GhSe] : les feuil-
letages F* et F* de T3 sont C*®-structurellement stables. L’avantage de
cette démonstration est que nous n’utilisons pas ici le difficile théoréeme de
M. Herman concernant la conjugaison différentiable des difféomorphismes
du cercle & des rotations.

Si par contre on utilise ce théoréme d’Herman, on obtient un autre cas
particulier de la conjecture mentionnée dans l'introduction, sans hypothése
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de conservation de volume ni de pincement. Nous ne faisons qu’en esquisser
la preuve, probablement bien connue des experts.

PROPOSITION. —  Soit ¢* un flot d’Anosov de classe C*® sur T3.
On suppose que F* et F* sont de classe C*®. Alors ¢! est C*™-conjugué a
la suspension (de temps de retour variable) du difféomorphisme linéaire A
de T?. En particulier, ¢* préserve une forme de volume.

Preuve. — On sait que ¢® est la suspension d’un C*®°-difféomorphis-
me ® du tore T2, topologiquement conjugué a A. Les traces f° et f* de F*
et F* sur T? sont des feuilletages de classe C™ topologiquement conjugués
a des feuilletages linéaires dont les directions sont les directions propres
de A. Les pentes étant des nombres algébriques quadratiques, le théoreme
de M. Herman s’applique : f* et f* sont C°-conjugués a des feuilletages
linéaires, c’est-a-dire que f*° et f* sont définis par des formes fermées non
singulieres w® et w* de classe C*° et uniques a constantes multiplicatives
prés. On a donc ®*w?® = Azw?® et ®*w* = A\, w" et bien sir A;\y, = 1 car
sinon la forme d’aire ws A w, sur T2 serait dilatée ou contractée. Si 1’on
utilise des primitives locales de w; et w, comme coordonnées locales sur
T2, on trouve une structure affine sur T2 pour laquelle le diffélomorphisme
® est affine (et préserve l'aire). Il est facile de conclure.

A. Katok m’a fait remarquer qu’en utilisant les résultats de Katznel-
son et Ornstein & la place de ceux de Herman, on peut affaiblir I’hypothese
de la proposition et ne supposer qu’une différentiabilité de classe C? pour
les feuilletages stable et instable faibles.

Terminons cet article par une question naturellement soulevée par
le théoréeme D. Soit V une variété fermée de dimension 3 admettant une
métrique & courbure —1. Le groupe fondamental 7 (V') se plonge alors dans
PSL(2, C), groupe des isométries directes de ’espace hyperbolique; il opére
donc sur la sphére de Riemann S? ~ CP!. On a donc un morphisme :

p:m (V) — PSL(2,C) C Diffﬁf’(Sz).

Le théoréme de Mostow affirme en particulier que p : m (V) — PSL(2,C)
est rigide. De méme que pour les surfaces, le théoréme de stabilité structu-
relle d’Anosov montre que si p’ : m (V) — Diff(S?) est C'-proche de p,
alors p’ est topologiquement conjuguée & p. Peut-on affirmer que p’ est en
fait C*°-conjuguée a p?
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