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NOYAUX DE CONVOLUTION DE HUNT
ET NOYAUX ASSOCIES A UNE FAMILLE FONDAMENTALE

par Jacques DENY (Paris)

Un noyau continu sur un espace localement compact X
est une application linéaire positive de ’ensemble des mesures
de Radon a support compact sur X dans I’ensemble des
mesures de Radon a support quelconque, qui- est continue
pour les topologies vagues (diffusion continue dans la termino-
logie de G. Choquet). Par exemple, si X est un groupe abélien
localement compact, et si N est une mesure positive sur X,
Papplication g — Nxp est un noyau continu; un tel noyau
est dit de convolution.

On dira qu’un noyau continu V est un noyau de Hunt s’il
est I'intégrale d’un semi-groupe continu (en un sens évident
qui sera d’ailleurs précisé au n° 3) de noyaux continus P,;

symboliquement: V = Jow P,dt. Dans son mémoire fonda-

mental [6], G. Hunt ne se limite pas aux noyaux continus,
mais 1l suppose que les opérateurs P, sont sous-markoviens,
autrement dit que la masse totale de la mesure pP, trans-
formée par P, de la mesure . > 0, est inférieure ou égale a la
masse totale de , et ceci pour toute mesure . >0 a support
compact et tout nombre réel ¢t > 0. Nous ne ferons jamais
cette hypotheése restrictive, qui permet d’utiliser des méthodes
probabilistes en considérant divers processus de Markov
associés au semi-groupe P, Nous ne supposerons pas que
Pespace X est séparable.
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J’ai étudié autrefois [2] une classe de noyaux de convolution,
appelés noyaux associés (}): ce sont, en gros, les noyaux de
convolution V pour lesquels il existe une balayée stricte o,
de la mesure de Dirac sur le complémentaire de n’importe
quel voisinage compact v de ’origine du groupe X, le « V-poten-
tiel » (5,)"V engendré par l'itérée d’ordre n de la mesure o,
tendant vers O lorsque n tend vers I'infini (voir n° 7); ces
noyaux sont ceux d’une bonne théorie du potentiel, dans le
cadre de la convolution.

Le but essentiel de ce travail est de prouver que les noyaux
«associés » ne sont autres que les noyaux de convolution de
Hunt (2) D’autre part il existe des noyaux continus de Hunt

V= J “P,dt (non de convolution) tels que certaines mesures

excessives (mesures § > 0 telles que &P, <& quel que soit
t > 0) n’admettent pas de décomposition de Riesz; on verra
incidemment (n® 6) que, dans le cas de la convolution, il
existe toujours une telle décomposition, méme dans le cas
« surmarkovien ».

1. Noyaux-diffusions; noyaux élémentaires.

Soit X un espace localement compact, donné une fois
pour toutes; on désigne par M = M(X) I’ensemble des mesures
de Radon réelles sur X, par M, I’ensemble des mesures a sup-
port compact, par M+ et M les sous-ensembles de M et de M,
constitués par des mesures > 0.

Dirinition 1. 1. — Un noyau-diffusion sur X est une appli-
cation V: u. — uV de My dans M qui est linéaire, positive, et

telle que les relations p.e M}, w,e M¥(n=1,2, ...), p = i ey
n=1

entrainent :

(1.1) V=3V

n=1

(1) Sous-entendu « & une famille fondamentale »; cette terminologie n’était pas
heureuse, mais il est inutile d’en changer puisque les noyaux en-question ne sont
autres que les noyaux de convolution de Hunt; ce sont aussi les noyaux de convo-
lution satisfaisant au prineipe d’unicité des masses et au principe du balayage sur
tout ouvert (voir [1]). Dans la définition, il suffit que v décrive un systéme fonda-
mental de voisinages de I'origine.

(3) Résultat énoncé sans démonstration dans la note [1], mais seulement dans le
cas des noyaux « bornés ».
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Le domaine D(V) d’un tel opérateur V peut étre étendu
a certaines mesures a4 support non compact: les mesures
>0 de D(V) sont les mesures g telles que la mesure

wV =suppxV
KCX
existe, pg désignant la restriction de g au compact K; I'en-
semble de ces mesures est noté D*(V); le domaine D(V) est
constitué par les différences de mesures de DH(V).

Evidemment si e DH(V) et si 0 <v <, on a ve DHV)
et vV < 1V d’autre part la relation (1. 1) s’étend au cas ou w
et les k, sont dans D*(V).

La somme d’un nombre fini de noyaux-diffusion se définit
d’une maniére évidente, de méme que la notion de série
convergente de tels noyaux. Le produit (en général non com-
mutatif) de la diffusion V par la diffusion W sera défin si
I'image de M, par V est contenue dans le domaine de W, et

on posera (VW) = (V) W (e M,).

DérinitioN 1. 2. — On dit que le noyau-diffusion V satisfait
au principe du balayage si, quel que soit p.e M} et quel que
soit U'ouvert relativement compact v, il existe une mesure .’ e M}
telle que:

(1) ' est portée par U'adhérence de w.

(i) WV < V.

(111) Les restrictions de p.V et 'V d w sont identiques.

En remplagant dans la définition précédente M} par D+(V)

et «relativement compact» par « quelconque », on obtient la
définition du principe du balayage sur tout ouvert.

DériniTioN 1. 3. — Le noyau V est dit élémentaire s’il est
de la forme
V=3YT"
n=0

ou T est un noyau-diffusion dont les itérés T" existent tous, et
sont tels que la série conyverge.
Dans cette définition T° représente le noyau «identité » I.

DEriniTioN 1. 4. — Soit T un noyau-diffusion; les mesures §
de D*(T) satisfaisant a ET < & (resp. £T = &) sont dites T-sur-
harmoniques (resp. T-harmoniques).
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51V =ET" est un noyau élémentaire, et si we DH(V),
n=0
la mesure pV (appelée le V-potentiel engendré par ) est
évidemment T-surharmonique.
Voici maintenant quelques propositions trés simples qul
seront utiles : :

Prorostrion 1.1. — Tout noyau élémentaire satlsfazt au
principe d’unicité des masses.

Autrement dit, si V est un noyau élémentaire, les relations
we D(V) et £V =0 entrainent g = 0; c’est immédiat.

Prorosition 1. 2. — Soit V =2T" un noyau élémentaire,
n=0
et soit £ une mesure T-surharmonique; il existe un V-potentiel p.V
(avec p.e DH(V)) et une mesure T-harmonique v tels que
E=wV 4 n; une telle décomposition de « Riesz» est unique.
(C’est également immeédiat; la «racine» i de & n’est autre
que la mesure £ —ET et la « partie harmonique » v de E est
la mesure lim £T"

n>w
Un corollaire important est le suivant : toute mesure T-sur-

harmonique & majorée par un V-potentiel est le V-potentiel
d’une mesure positive (autrement dit & = gV, avec

w=2E8—ET).

Prorosition 1.3. — Tout noyau élémentaire satisfait au
principe du balayage (et méme au principe du balayage sur
tout ouvert) ().

On va montrer beaucoup plus: soit pe D*(V) et soit ¢ un
ensemble universellement mesurable (pas nécessairement
ouvert); 'enveloppe inférieure des mesures T-surharmoniques
majorant ®V sur e est Tsurharmonique, donc (corollaire
précédent) de la forme p'V, avec ' € D¥(V); cette mesure p’
satisfait évidemment aux condltlons (ii) et (iii) de la définition
1.2; il reste & prouver (i); or ' est portée par e, car si on

(8) Voir [3] pour plus de détails, en particulier pour une détermination explicite
de la mesure « balayée » u’; voir également [2] pour le cas des noyaux de convolu-
tion, et [5] pour des hypothéses un peu dlfferentes et des 1nterprétat10ns probabl—
listes, :
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appelle &, et ., les restrictions de u’ & e et au complémentaire
de e on a (p., + . T)V=p'V— u}, ce qui exige (par définition
de w'V) ., =0.

2. Noyaux continus.

. On désigne par C = C(X) I’ensemble des fonctions numé-
riques continues sur l'espace localement compact X, par C,
Pensemble des fonctions de C qui sont a support compact,
par Ct et C; les sous-ensembles de C et C, constitués par des
fonctions positives.

DeriNiTioN 2.1. — Le noyau V sur X est dit continu st
Papplication p. — p.V de My dans M est continue lorsqu’on munait
M, et M des topologies a(M,, C) et o(M, C,).

On rappelle que s(M,, C), par exemple, est la topologie la
moins fine qui rende continues les formes linéaires (définies

sur M) :
> fy=[fdp (VfeO)

On notera aussi (&, f) lintégrale f f dw lorsque feC, et
=€ M; on emploiera la méme notation lorsque feC et pe M,
I'intégrale f f dp. étant absolument convergenté.

Le transi)osé d’un noyau continu est une application linéaire
positive de Co, dans C; on utilisera la méme notation pour
désigner un noyau V et son transposé, mais on écrira Vf pour
désigner la transformée de f e C, par ce transposé. On aura ainsi :

(2.1) u, V)=V, f), VfeCy  VpeD(V).

DeriniTion 2. 2. — On dira que le noyau V est strictement
positif si e,V 5= 0 Vx e X, ¢, désignant la masse + 1 au point z.

Il revient au méme de dire, d’aprés (2. 1), que, pour tout
ze X, il existe fe Cy avec Vf(z) >0.

Le lemme suivant est une application immédiate du théoréme

de Borel-Lebesgue :

Lemme 2. 1. — Pour que le noyau V soit strictement posutif,
il faut et suffit que, a tout compact K de X, on puisse associer
une fonction fe C+ telle que

Vf(z) >1 VzeK.
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Lemme 2.2. — Soit {u}ier une famille de mesures > 0;
s’tl existe un noyau continu strictement positif A et une mesure
v >0 tels que '

w; € DH(A) et rA <Ly Viel

Pensemble des mesures p,A est vaguement borné.
En effet soit fe Ci; d’aprés le lemme 2.1 il existe ge Cf
avec Ag(z) > f(z) Vze X; donc, d’apres (2.1):

<f"’i7 f) < <f“'i’ Ag> = <p‘iA7 g) < <V7 g>

sup (s, f) <+ VfeCy

d’ou

ce qui est la définition du fait que ’ensemble des mesures p,
est vaguement borné.

En vue des applications de ce lemme, rappelons que les
ensembles vaguement bornés de mesures positives sont les
ensembles relativement compacts (pour la topologie vague).

3. Noyaux de Hunt continus.

DeriniTioN 3. 1. — Une famille {P,},;o d un paramétre réel
de noyaux continus sur Uespace localement compact X est
appelée semi-groupe continu si

(@) PP, =Py, Vs >0, Vi > 0;

(1) Py = 1 (opérateur identité); ‘

(iii) pour toute fonction feC, Vapplication (z, t) — Pf(z)
de X X R* dans R est continue.

Dérinition 3. 2. — Un noyau continu V est dit noyau de
Hunt s’il existe un semi-groupe continu de noyaux continus
P, tel que

Vi(z) = ["Pfla)dt, V¥feCy VzeX

Un tel noyau sera écrit symboliquement V = fo " P, dt.

La transformée d’une mesure g e M, par V est la mesure &V
définie par

3.1) WV, fy=["(uP, fydt, = VfeCy;
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cela résulte immédiatement du théoréme de Fubini; cette
formule (3. 1) s’étend a toute mesure . € D(V) (considérer d’abord
le cas des mesures > 0); la mesure ®V, notée symboliquement

‘/;m P, dt, est le V-potentiel engendré par .

LemMme 3. 1. — Tout noyau de Hunt continu est strictement
positif.
Cela résulte immédiatement des définitions et du lemme 2. 1.

LemMme 3. 2. — Soit V= fow P,dt un noyau de Hunt continu;
soit f e C, et soit A € Rt; la fonction numérique définie sur X par

’ Rif () = [" e Pf(a) dt
est continue.

Il suffit de le montrer pour fe C}; alors la fonction Ryf
est semi-continue inférieurement sur X, et il en est de méme
de la fonction: x—>/;w (1 — e M)Pf(x)dt; la somme de ces
deux fonctions semi-continues inférieurement étant égale a
la fonction continue Vf, chacune d’elles est continue.

L’application f— R,f de C, dans C étant positive, elle
définit un noyau continu R, sur X, qu’on appellera résol-
pante du semi-groupe P, Ce noyau R; est lui-méme un
noyau de Hunt, car c’est I'intégrale du semi-groupe continu

fe P} 0.

LemMme 3. 3. — Les résolvantes R, associées & un noyau de
Hunt V vérifient I'équation résolyante :

(3.2) (A —A)RyRy = Ry — Ry (A >0, A>0).
En particulier, pour A’ =0, on a:

(3.3) AVR,=AR,V=V—R, (A>0)

C’est une conséquence facile du théoréme de Fubini.

LemMme 3. 4. — Soit V un noyau continu de Hunt; pour tout
nombre réel X >0 le noyau V + I/ est proportionnel a un
noyau élémentaire, et on a:

(3. 4) Vo= 3 0Ry)

Y-
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C’est une conséquence facile de la relation

(3:5) Ryflw) = U T Rif(a)

Y tn—l
| o (n—1)!
qui se déduit elle -méme de lequatlon resolvante (3. 2)

De ce lemme d’approximation on peut déduire simplement
dlverses propriétés des noyaux de Hunt:

PROPOSITION 3. 1. — Le semi-groupe associé d un noyau de
Hunt continu est unique.

Soit en effet V=f0w P,‘dt-—:l/(;a° Q,dt un noyau de Hunt

continu; appelons R; et S les résolvantes des semi-groupes P,
et Q;; d’aprés (3. 4) on a

3 (ARy))" = 3 (ASy)"

n—o n=o0 .
ce qui entraine R, = Sy pour tout A > 0 (d’aprés 'unicité
des masses pour les noyaux élémentaires); les semi-groupes
continus P, et Q, ayant mémes résolvantes sont identiques.

Prorosition 3. 2. — Tout noyau de Hunt continu satisfait
au principe du balayage.

Soit en effet V un tel noyau; soit w.e DH(V) et soit ® un
ouvert relativement compact de X. Pour tout A > 0 le noyau
V + I/A est proportionnel & un noyau élémentaire (lemme
3. 4), donc satisfait au principe du balayage (proposition 1. 3);
il existe donc une mesure @) > 0 portée par o telle que

(3. 6) wV + *"1 <pV +

(3.7) les restrictions & w de mV—l— T et de p.V—i— Sl

sont identiques.

Pour A >1 on a, d’apres (3. 6): wV <V 4 w; d’apres
le lemme 2. 2 la famille {yy{,., est Vaguement bornée (car le
noyau V est strictement positif), donc relativement compacte;
soit u' une valeur d’adhérence des w; lorsque A tend vers
+ oo; évidemment p’ est portée par ’adhérence de ® et
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satisfait aux propriétés (ii) et (iii) de la définition 1.2, car
les relations (3.6) et (3.7) passent a la limite vague, les
mesures (), étant portées par un compact fixe (*).

ProrosiTion 3. 3. — Tout noyau de Hunt continu satzsfazt
au principe d’unicité des masses.

On va d’abord établir le lemme suivant: pour toute mesure
weD(V) P applwatwn t— y.P est continue.

C’est vrai par définition si | est a support compact; sinon
on peut supposer t > 0 et se borner & prouver la continuité
a lorigine: lim pP, = p.

t>0
Comme on a

pPV = [ pPds < [,” pP,ds = pV

la famille §{P,},., est vaguement bornée (lemme 2. 2) donc
relativement compacte; soit v une valeur d’adhérence de uP,
lorsque ¢ tend vers 0 et soit fe C5'; comme P,f(z) tend vers f(z)
lorsque ¢ tend vers 0 on a, d’apreés le lemme de Fatou:

(s £) < lim inf (s, Pify = lim inf (4P, ) < O, f)
dou <y

D’autre part, comme Vf est continue, donc semi-continue
inférieurement, on a:

OV, =0, VK lirrtl_)soup (uP,, V) _
= lim sup (i, PiVF) <<y V) = (Y, f)
d’ou vV L V.

Comme V est strictement positif, les relations g < v et
vV < 1V entrainent . = v; la famille relativement compacte
P, admettant la seule valeur d’adhérence w lorsque ¢ tend
vers 0, converge bien vers .

Le lemme est donc établi; on en déduit facilement la propo-
sition 3. 3, & savoir: si e D(V) et si uV =0, alors . = 0;
en effet, d’aprés le lemme prouvé, la mesure

1I—P, 1
pV = f(p.P)ds

eonverge vers (. lorsque ¢t tend vers 0.

(%) Voir une autre démonstration, utilisant le « principe de domination », dans [4].
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4. Mesures excessives (°).

Dans ce paragraphe, V= ‘ﬁ " P,dt désigne un no yau continu
de Hunt, dont les résolvantes sont notées R,.

DeEriniTiOoN 4.1. — La mesure £ >0 est dite excessive
(resp. invariante) st on a £e D(P,) et (P, <& (resp. P, = &)
quel que soit t > 0.

ProrositioN 4. 1. — Si £ est excessive, on a lxm tP, = &.

C’est une conséquence immédiate de la decrmssance de
Papplication ¢t — EP, et du lemme de Fatou.

ReMaRrRQUE. — Pour que la mesure excessive § soit invariante,
il faut et il suffit qu’on ait EP; = & pour un nombre réel s > 0.

ProrosiTion 4. 2. — Pour que la mesure § > 0 soit excessive,
il faut et il suffit que E(AR;) <& quel que soit X > 0; lorsqu’il
en est ainsi, Uapplication X\ — §(AR,) est croissante et converge
vers & lorsque \ tend vers + co.

En effet si § est excessive, on a

EARy) = A [ e M(EP) dt < &

donc & est excessive. Si inversement & >0 est telle que
§(AR;) << & pour tout A > 0, on a, d’aprés une formule clas-
sique d’inversion de la transformation de Laplace:

EP, = lim s(iR ,,> <t

k> o t T
donc £ est excessive. La croissance de application A — §(AR))
résulte aisément de I’équation résolvante (3. 2), et on achéve
en utilisant le lemme de Fatou.

ReEMARQUE. — Pour que la mesure £ > 0 soit invariante,
il faut et il suffit que £ € D(R;) pour tout A > 0, et que, pour
une valeur particuliére A,, on ait £(AR;) = &.

(8) Cette notion, introduite par G. Hunt [6] dans le cas des semi-groupes sous-
markoviens, est une généralisation de la notion de fonction surharmonique ordinaire;
pour l'utilisation systématique des résolvantes dans 1’étude analogue (mais plus
délicate) des « fonctions excessives», voir aussi P. A. MevEer [7].
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- ProprosiTioN 4. 3. — Si £ est une mesure excessive, on a:
(4.1) lim §(AR,)" = limE(AR,) = lim P, | ‘
n> o to>

En effet appelons v la mesure invariante lim§P,.

t> o
1° On a v = lim §(AR))* VA > 0, car, d’aprés (3.5), on a

(4.2) E(ARX)"=(71%"m f T 1 M (D)) d

)\n ©
>(‘n_—1)!£ £t ey di = n;

et d’autre part, pour n > k > tA on a, d’aprés la proposition
4.2:

R < EOR) <E(ER, )

t

d’ou lim E(AR;)" < &P, V¢ > O et finalement (proposition 4. 1) :

R>» ®©

hm EAR)) <&
20 On a hm E(AR)) =, car on a déa vu §AR)) >y

[faire n = 1 dans la formule (4. 2)]; d’autre part, si fe C},

sie >0,etsity >0 est tel que P, [Y)<<(n, )+ ¢ pour
t>1ty,ona:

ER), fy =k [, eM(EP, £ dt
<A UM fy e [T M Gy + )

d’ott immédiatement :

lin;f;lp EARy), ) < (s f)-

DeErFINITION 4. 3. — St § est une mesure excessive, on appelle
partie invariante de § la mesure invariante définie par (4.1).

DEriNiTION 4. 4. — On appelle mesure excessive pure toule
mesure excessive dont la partie invariante est nulle.

Toute mesure excessive peut évidemment s’écrire d’une
facon et d’une seule sous forme de somme d’une mesure
invariante (sa partie invariante) et d’une mesure excessive
pure.
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Prorosrrion 4.4. — Tout V- potentwl engendré  par -une
mesure positive est une mesure excessive pure.
C’est évident, car si £ = 1V, avec we D+(V), on a:

§P, = uVP,= ["(uP,) ds

donc la mesure P, est < & et tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
-+ oo.

Un exemple trés simple, di & G. Hunt, montre que la
réciproque de la proposition 4. 4 est inexacte: X est I'intervalle
ouvert ]0, + oo[ de la droite réelle, et P, est 'opérateur de
translation par le nombre réel ¢>0; il est immédiat
de constater que la mesure de Lebesgue sur X est excessive
pure, mais ce n’est pas un potentiel (ce serait le potentiel
engendré par la masse + 1 a l'origine si X était I'intervalle
fermé [0, 4 oo[.)

On trouvera dans [6] des conditions suffisantes, portant
sur le semi-groupe P, pour qu’une mesure excessive pure
soit un potentiel; on verra au n® 6 qu’il en est toujours ainsi
dans le cas des noyaux de convolution; la demonstratlon
utilisera le résultat suivant:

. LemmE 4. 1. — Sott § une mesure excessive : pour tout A >0
la mesure u, = AN5(I — AR)) appartient & DH(V); Papplication
A —> u,V est croissante et converge vers la partie excessive pure de
g lorsque A tend vers + oo ; de plus on a:

(4.3) w(V—Ry) =p(V—Ry), VA0 et A >0.

En effet d’aprés la proposition 4. 2 la mesure & est
(ARy)-surharmonique (voir définition 1. 4) pour tout A > 0;
d’aprés la décomposition de Riesz pour les noyaux élémentaires
(proposition 1.2) on a:

E= - 5 R+

ot n=1lim(AR,)" est la partie invariante de & (proposition 4. 3).

Appliquant Popérateur AR, aux deux membres de cette
relation 1l vient:

(E—mWRs = . 5 (ARy)"

n=1
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d’ou, d’apreés le lemme fondamental 3. 4: -
(4. 4) iV = (E— mAR;.

Comme £ — 1 est excessive (c’est la partie excessive pure
de &) il résulte bien de la proposition 4.2 que pyV croit vers
£ —mn lorsque A croit indéfiniment.

La relation (4. 3) se déduit de (3. 3) en appliquant aux deux
membres de (4. 4) I'opérateur A'Ry.

RemarQue. — D’aprés (4.4) on a wV<CE—m, donc
Pensemble w) est relativement compact (lemme 2.2). Si
on pouvait montrer que la famille §u,} admet une seule
valeur d’adhérence @ lorsque A tend vers + oo (et on verra
qu’il en est ainsi dans le cas des noyaux de convolution; cette
limite @ serait appelée «racine» de la mesure excessive §)
on en déduirait cette généralisation du théoréme de décompo-
sition de Riesz: toute mesure excessive & se met d’une fagon
et d’une seule sous forme de somme de trois mesures excessives :
une mesure invariante, une mesure excessive pure de racine
nulle, et un V-potentiel de mesure positive (la racine de §).

5. Noyaux de composition; lemmes de convergence.

On supposera désormais que X est un groupe abélien loca-
lement compact.

On appellera noyau de convolution sur X toute apphcatlon
. —> x* (. de M, dans M, x étant une mesure >0 donnée sur X;
une telle application est un noyau continu au sens du n° 2.
Le domaine d’un tel noyau est constitué par I'ensemble des
mesures . telles que x+w ait un sens; le transposé d’un tel
noyau est I'application f— x«f de C, dans C, x désignant le
symétrique de » par rapport a P'origine du groupe X.

On utilisera fréquemment deux lemmes simples concernant
les limites de produits de convolution:

Lemme 5. 1. — Soient p;, v, ®; trois familles de mesures
positives sur X, indexées par le méme ensemble d’indices 1, et
soit ® un filire sur 1; on suppose que w;, v;, et ®; convergent
suivant © vers les limites respectives @, v et ®; st on a
wixv < ®; Viel, alors pxv<®. '
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C’est une conséquence facile et d’ailleurs bien connue de la
semi-continuité. Le fait qu’en général on n’a pas

mxy = lim v,
i)

lorsque cette derniére limite existe (4 moins que, par exemple,
w; ne soit portée par un compact fixe) est la source de bien
des difficultés. D’ou I'intérét du lemme suivant:

Lemume 5. 2. — Soit {;}ie1 une famille de mesures positives,
convergeant vers p. sutvant un filtre ® sur 1; on suppose qu’il
existe une mesure o >0 non nulle et une mesure v > 0 telles
que axp v Viel; st @ est une mesure >0 telle que v ait
un sens, on a:

liql)n O = O* .

Soit en effet fe Cy; comme B *f est continue, donc semi-
continue inférieurement, on a:

(5.1) (Bew, f)={(w, é*f><lim®inf<5"i’ Bxf)
= lim inf (@ *,;, f).

P
Soit d’autre part ge Cy telle que f<Caxg (lemme 2.1);
soit ¢ > 0; appelons @x et &x les restrictions de ® & un com-
pact Kc X et 4 son complémentaire. Comme vx®x décroit

vers 0 lorsque K « croit » vers X, il existe un compact K tel
que (v*Bx, g) << ¢&; on a donc:

Iim sup (& =, f) < li(;n (g * sy, [) + lim sup (Bg &, )3
Ly (1]
or on a:
lm (st £ = (Bxeis ) < (@1, f)
car B est & support compact; d’autre part:
(@ * pay [) (Br* g, & g) = (o * 1+ B, g) S(V+Bx, §) &
d’ou: )
lim sup (@45, ) < (@1t 1
En rapprochant de (5.1) il vient:
lim (@, ) = (@, f)
d’ou le lemme.
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6. Décomposition de Riesz pour un noyau
de convolution de Hunt.

Conformément aux définitions précédentes (voirles n% 3 et 5),
un noyau de convolution de Hunt est I'opérateur de convo-
lution par une mesure x de la forme

x————_/;wa,dt

ou les mesures a, > 0 constituent un semi-groupe vaguement
continu, c’est-a-dire:

(1) oyxo, =0, Vs >0Vt > 0.

(ii) &y = ¢ (masse + 1 al’origine du groupe X).

(1) application ¢— e, est vaguement continue.

Les résolvantes R; sont les opérateurs de convolution par

les mesures
p)\ _'—..‘/;w e_“ o dt.

Les mesures excessives sont les mesures £ > 0 telles que

axE<<E V>0
ou encore

A E<E VA O.

D’aprés la proposition 4. 3 la partie invariante de la mesure

excessive & est
7 = lim a,* § = lim Ap; * § = lim (Apy)" = &.
t> o A>0 ) n> o

TatorEME 6. 1. — Toute mesure excessive s’écrit d’une fagon
et d'une seule sous forme de somme d’un potentiel de mesure
positive et d’'une mesure invariante.

Soit en effet & une mesure excessive, et soit v sa partie
invariante; si on pose

= AE* (8 — Apa)
il vient, d’apres (4. 3) et (4. 4):

(6.1) wax (x —pa) = prx (x — ) YA>0 VA" >0,
(6.2) parx=(E—n)*Aap) <&—n VA>O.
42
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D’aprés (6.2) et le lemme 2.2, la famille {uy} est relati-
vemement compacte; soit @ une valeur d’adhérence de
lorsque A tend vers 4 o et soit @ un filtre sur R tel que y
converge vers . suivant ®. D’aprés (5.2) et le lemme de
convergence 6.2 (avec ;= py, a =%, v= (£ —1), & = p)),
on a

li;,n Parx pa = [ * O

D’autre part py x @y décroit vers 0 lorsque A’ croit vers + .
A la limite suivant @ il vient done, d’aprés (6. 1) et le lemme
4.1:
parx=lmprx —prp=8—n—prp

Faisons maintenant tendre A vers 0 dans cette relation;
évidemment @ * g, croit vers p*x lorsque A décroit vers 0;
d’autre part, d’aprés (6.2) et la proposition 4.1, la mesure
o *x = (§ —1) = (Apy) décroit vers la partie invariante de la
mesure excessive §—1, c¢’est-a-dire vers 0; finalement il vient :

8 —_— 11 e l.l. * %
ce qui prouve que £ est la somme de sa partie invariante v
et du potentiel engendré par .

Le théoréme d’unicité des masses (proposition 3. 3) prouve
que cette décomposition est unique.

RemMaRrRQUE. — L’unicité de la décomposition de Riesz
prouve que la mesure w; utilisée dans la démonstration
précédente converge vers w lorsque A tend vers -4 oo; cette
mesure p (la «racine » de la mesure excessive £) est aussi la

limite de —i—(b‘—— a,) x £ lorsque ¢ tend vers 0.

7. Tout noyau de convelution de Hunt est associé
a une famille fondamentale.

D&rinition 7. 1. — Un noyau de convolution x sur le groupe X
est dit associé & une famille fondamentale s’il existe un systéme
fondamental V(0) de voisinages conpacts de Uorigine tel que,
d tout ¢ e V(0), on puisse associer une mesure o, > 0 telle que:

(1) x*x0, <% et x*0,Fx;
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(11) les restrictions de x et de xxo, au complémentaire de ¢
sont identiques.

(1) lim x * (¢,)" = 0.

n>»

Lemme 7.1. — Soit x un noyau de convolution de Hunt;
soit $& = x* w;},er une famille de potentiels de mesures posi-
tives majorée par un potentiel fixe (; st & converge suivant un
filtre ® sur 1, la limite £ est un potentiel x x w. et x; converge vers i
suivant P.

En effet £ est excessive (puisque c’est une limite de mesures
excessives; les inégalités de définition passent a la limite vague,
d’apres le lemme 5. 1); comme £ est majorée par un potentiel,
sa partie invariante est nulle; c’est donc un potentiel x» * &,
d’apreés le théoréme 6. 1.

Appelons p; les résolvantes de x. D’apreés (3. 3) on a:

lpl*Ei:Ei_Pl*P‘i'

D’aprés le lemme de convergence 5. 2 appliqué a la famille
& (avec a =g, v=1{_, B =p)) on a:

lim)\p)\*gi= 7\9;‘*2 VA>0
P

donc p; *; converge suivant ® vers la mesure
E— A+ =i

Comme x =, est majorée par la mesure fixe {, la famille g,
est relativement compacte (lemme 2. 2). Si donc v est la
limite de ; suivant un ultrafiltre U plus fin que ®, on a
d’aprés le lemme 5.2 (avec u =%, v=1_, & =p)):

Lim oy * p; = py %,
U

et par conséquent:
pxp=p*y VA>0

d’ou, par passage a la limite croissante (lorsque A décroit
vers 0): x . = x x v, et par suite w = v (théoréme d’unicité
des masses, proposition 3. 3); la famille & n’a donc pas
d’autre valeur d’adhérence que p suivant @; elle converge
donc vers p suivant Q.

42,
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LemMme 7. 2. — Tout noyau de convolution de Hunt satisfait
au principe du balayage sur tout ouvert.

En effet on a vu qu’un tel noyau x satisfait au principe
du balayage sur tout ouvert relativement compact (proposi-
tion 3. 2); soit { un ouvert quelconque et soit g une mesure
positive telle que x * . ait un sens; appelons @, une mesure
balayée de w sur Pouvert relativement compact wc(); par
définition i, est portée par I’adhérence de w (donc par I’adhé-
rence de ) et on a ~

Rox ey IR K

les restrictions & w de x * @, et x = & sont égales. Il en résulte
que la famille x * ,, est relativement compacte; toute valeur
d’adhérence de x*w, lorsque ® « tend » vers Q est, d’aprés
le lemme 7.1 un potentiel x x ' satisfaisant a toutes les
conditions de la définition 1. 2; en particulier la mesure @’
est portée par ’adhérence de Q, car c’est une valeur d’adhérence

de la famille {u,}; c’est bien une balayée de . sur Q.

TaktoriME 7.1. — Tout noyau de convolution de Hunt est
assocté o une famille fondamentale.

Soit en effet ¥ un voisinage compact de l'origine, et soit o,
une mesure balayée de ¢ sur le complémentaire de ¢; toutes
les conditions de la définition 7.1 sont remplies par ¢,; en

effet :
Kxo,<x*8=x et x*0,=~x (principe d’unicité des masses).

Les restrictions de x * ¢, et x au complémentaire de ¢ sont
identiques, par définition du balayage.

Il reste & prouver que la suite décroissante x * (s,)" tend vers 0
lorsque n tend vers I'infini; or la limite des potentiels x = (a,)",
majorés par le potentiel fixe » = x+0, est un potentiel
{==x=xp et on a évidemment (g, =, d’ou:

(xp=limx=*(g,)"*p =lm (x*p)*(s,)"=lim {x(q,)" = (,
n> o n> o n> o

le passage 4 la limite étant permis puisque la suite x * (s,)" est

décroissante. Or la mesure x — { > x — x x5, est strictement

positive; comme on a (x —{)*p=x*p—{*pn =0, on a

donc p = 0, d’ott { = x = . = 0. La condition (i11) de la défi-

nition 7.1 est bien satisfaite.
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8. Tout noyau de convolution associé
a une famille fondamentale est un noyau de Hunt.

On se donne une fois pour toutes un noyau de convolution x
assocté a une famille fondamentale (définition 7.1). Intro-
duisons les notations suivantes : si ¢ est un élément de UV(0), on
appellera a, le nombre réel > 0 bien déterminé par la condition
que la mesure

8.1) T, = a,(8 —a,) * %

(qui, d’apres les conditions (1) et (ii) de la définition 7. 1 est
positive, non nulle et portée par ¢) ait une masse totale égale a 1.
On appellera x, le noyau de convolution (proportionnel a
un noyau élémentaire)
(8. 2) Ry = ai Y (s,)*  (avec (5,)° = 3);
y R=0
d’apres (8. 2) et la condition (ii1) de la définition 7. 1 on a:
(8. 3) x=1,%%, quel que soit ¢.

DeriniTioN 8. 1. — La mesure £ > 0 est dite surharmonique
(resp. harmonique) st on a o,x%5 <& (resp. o,+% =§) pour
tout voisinage compact ¢ de lorigine.

Evidemment tout potentiel % =g (& >>0) est surharmo-
nique, car on a, d’aprés (8.1):

av(g'—'av)*(x*f‘) =p*1,>0.

Observons d’ailleurs que lorsque ¢ tend vers I'origine en restant
contenu dans un compact fixe, la mesure @ * 7, converge vers
i (car 7, converge vers &), ce qui prouve que le noyau x satisfait
au principe d'unicité des masses.

Lemme 8. 1. — Toute mesure surharmonique est la somme
d’un potentiel engendré par une mesure positive et d’'une mesure
harmonique. Une telle décomposition est unique.

Voici briévement une démonstration de ce théoréme de
décomposition de Riesz, établi dans [2]: soit £ une mesure
surharmonique; posons : ’

{"'u=an(8—'cv)*s>0;
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pour tout couple de voisinages ¢ et ¢’ € V(0), on a :
a8 —0,) %y = a,(8 —0,) * 11,

car le produit de composition (¢ — 5,)* (8 — o) * & est asso-
ciatif; en composant les deux membres de cette relation par
x et en utilisant l'associativité, il vient, d’apres (8.1):

Ty * P'v' = Ty * l'l‘v;
comme T, est portée par ¢ et a pour masse totale 1 il résulte
facilement de cette relation que, lorsque ¢’ tend vers I'origine,
i, converge vers une mesure U telle que

(8. 4) T, * . = &, quel que soit p e V(0).

Mais, d’aprés la définition 1.4, & est o,-surharmonique;
donc (propriété 1.2)

E=x%,*, + 1, avec 7, = lim x * (,)";
donc, d’apres (8.3) et (8. 4)
E=xxp 47,

La mesure 7, est harmonique (au sens de la définition 8. 1),
car, si on compose les deux membres de la relation précédente
par (8 —o,) il vient (d’aprés (8. 4) et la définition de w,):
(6 — o) *n,= 0. On a donc prouvé 'existence d’une décompo-
sition de Riesz, et I'unicité d’une telle décomposition s’établit
immédiatement par le procédé qui a servi plus haut & montrer
le principe d’unicité des masses pour le noyau x; cela prouve
en passant que la mesure harmonique 7, est indépendante de ¢.
On utilisera les corollaires suivants:

Lemme 8. 2. — Toute mesure surharmonique majorée par
un potentiel est un potentuel.

En effet d’apreés le lemme 8. 1 et la condition (1i1) de la défi-
nition 7. 1 les potentiels de mesures positives sont les mesures
surharmoniques & telles que lim & * (6,)" = 0 pour n’importe
quel voisinage ¢ e V(0). e

Lemume 8. 3. — Soit §;}iex une famille de mesures positives
telle que les potentiels x * p; soient définis et majorés par un
potentiel fixe; si la famille {x « 1} converge suivant un filtre ®
sur 1, la limite est un potentiel x * p. et p; converge vers . suivant ®.
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"~ En effet”d’aprés le lemme 5. 1 la limite de x » ;. est une
mesure surharmonique majorée par un potentiel; c’est
donc un potentiel x * p. (lemme 8. 2); comme x * ; est majoré
par un potentiel fixe et que la convolution de ¢, par tout
potentiel est bien définie, on a, d’aprés le lemme de conver-
gence H.2:

ligl (% * ) x5, = (% * ) x5,(v € V(0))

d’ou, d’aprés (8.1):

hm ©, * yu; = 7, *
®

d’ou le résultat, 7, ayant un support «arbitrairement petit ».

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat
énoncé dans le titre de ce paragraphe; c’est immédiat dans
le cas d’un noyau élémentaire; le cas général s’en déduit
par un passage a la limite un peu laborieux.

Lemme 8. 4. — Tout noyau de convolution proportionnel
& un noyau élémentaire est un noyau de Hunt.
]
Soit en effet x =-— ) ¢” un tel noyau; un calcul élémen-
a n=o
taire prouve qu’on a.
oo
ou les mesures
e ngn N
. a't's
a, = e "exp (atc) = ey ——
’ n=0 n!

constituent un semi-groupe continu.
Pour passer au cas général, on va utiliser des formules
élémentaires réunies dans le lemme suivant:

Lemume 8. 5. — Soit V= f)“ P,dt un noyau continu de Hunt;
st on pose Q= f;Ps ds on a:
8.5) VP,=V—Q, <V V>0,

(8.6) VQuu—VQ <tV Vs>0 V&>0.
8.7 0K VP,—VP,,=Q —Q=QP, Vs>0 Vi>0.

(’est immédiat; on n’utilisera d’ailleurs ces formules que
dans le cas des noyaux de convolution.
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TutorkME 8. 1. — Tout noyau de convolution assocté a une
famille fondamentale est un noyau de Hunt.

Soit x un noyau de convolution associé a une famille fonda-
mentale; on va diviser la démonstration en quatre parties :

10 Construction d’'un semi-groupe o, — A tout voisinage
compact ¢ € V(0) on associe le noyau %, défini par la formule
(8. 2) et la mesure 7, définie par (8. 1). Comme x, est propor-
tionnel & un noyau élémentaire, on a, d’aprés le lemme 8. 4:

Ry = jow o dt

ou les mesures «” constituent un semi-groupe continu.
En prenant pour opérateur Q, 'opérateur de convolution

par la mesure B = /; ‘e ds la formule (8.5) donne:
5+ 0 = 2, — B < %,
d’ou, en composant par 7, et utilisant (8.3):
(8.8) xwof” =% — BV x1, L %

En procédant d’une maniére analogue, on déduit de (8. 6)
et (8.7) les formules suivantes :
(8. 9) x*x B — 2B Ltx (s >0, t>0)
8.10) 0 <<x*a” —xxal =1, (B — B)
=7, %P *xa” (s>0, t>0).

D’aprés le lemme 2. 2, les formules (8. 8) et (8. 9) entrainent
que les familles «ff et B{” sont relativement compactes [¢
parcourant UV(0)]. Soit alors U un ultrafiltre plus fin que le
filtre des sections de I’ensemble ordonné V(0); soient a, et f3,
les limites de af” et B{” suivant U; on va prouver que la
famille des mesures {«},5, constitue un semi-groupe.

Tout d’abord on a l'inégalité

8.11) oe oy < oy (s 2>0,02>0)

qui résulte par passage a la limite de I'égalité af”* «f” = al?,
(lemme 5. 1). Pour obtenir une inégalité en sens inverse obser-
vons qu’on a, d’aprés le lemme 8. 3 et les majorations (8. 8)
et 8.9):

% o, = lim % * o (s >0)
U

=
x*Bs=li(iI‘lnx*B§"’ (s >0)
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d’ou, d’aprés (8. 8) et (8.10), en observant que T, converge
vers ¢ suivant U et qu’on peut supposer cette mesure portée
par un compact fixe:

(8.12) vy = %—B (t>0)
(8 13) K* Oy —— % * Loy = §s+t—p:>gt*as (S>Oa t>0)

(pour prouver (8.13) on a encore utilisé le lemme 5.1, qui
entraine f3, » &, Climr~, = B{” * &{”).
4

De (8.12) et (8.13) on tire
%ow Oy, <X K O x O (s}O, t>0);
en rapprochant de (8.11) on obtient bien I'égalité
Ay =, x 0y (§>0,0>0)

(car le noyau x est différent de 0) ce qui prouve que les mesures
a, constituent un semi-groupe; notons d’ailleurs que oy = ¢.

20 Continuité du semi-groupe {a,}{. — D’aprés le lemme 8. 3
on peut passer a la limite sur (8.9) qui donne

B.18)  waBu—xrB<tx (s30,630).

Soit alors f € Cf, et soit ge Cf telle que f<{x * g (lemme 2. 1).
D’aprés (8. 13) et (8. 14), on a:

O<<x*an f>_—<x*as+t, f> = <Bs+¢—p:, f><<Bx+t_gs7 i*g>
= <K*?b_,+¢~—}{#ﬁx, g><t<}t, g>,

ce qui prouve que 'application s — % x &, est continue; comme
les potentiels x &, sont majorés par le potentiel fixe x*8 = x,
le lemme 8. 3 entraine alors que I’application s — &, est bien
continue.

30 Si les a, ne sont pas tous égaux d 3, on a

limd,=limx*a,=0.
t> o t> o
En effet application ¢— x +a, est décroissante, car les
applications ¢t — x = af” le sont; d’aprés le lemme 8. 3, a, tend
donc vers une limite a, lorsque ¢ tend vers l'infini, et

x %o, = lim % * o,
t> o

Faisons tendre s vers l'infini dans la relation o, = «, * a3
il vient:
o, = o, * o, (t>0)
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(le lemme 5. 2 s’applique, avec a =v=1x, & = &,), d’ou,
d’apres (8. 12): '

kxo, =xxa o, = (x —f) %o,
d’ou B, * @, = 0 quel que soit t > 0; si a, n’est pas nulle, on a
B; = 0 pour tout t >0, d’ou, d’aprés (8. 12) et le principe
d’unicité des masses: «, = ¢ pour tout ¢ > 0.
40 On a: x—ﬁwa,dt

Montrons d’abord qu’on peut passer a la limite suivant U
dans la relation ’

(8. 15) %, 0 B0 = [Tu, o dt

ou encore, pour feC} donnée:

(o B, £y = 7 (raw e, f)dt;

pour cela il suffit de prouver que la fonction numérique continue
t—> (%, *, ) converge uniformément suivant U vers la
fonction ¢t — (x x @, f); or cela résulte de ce que les fonctions
t — (x, x &, f) sont également continues lorsque ¢ décrit V(0);
en effet si ge C} est telle que f<C%*g, ona, d’apreés (8. 7),
(8. 8) et 8.9):

S, [y — (g, £y = (B s ol®, [) < (BP w2, 3ivg)

<V * B”) * a("), g> < t <x,

d’ou l'égale continuité sur tout intervalle borné.

On peut donc passer a la limite suivant U sur (8. 15); en
observant que, d’aprés (8. 3), la limite de x,* af” (resp. de
%, * B"” ) est la méme que la limite de x = af” (resp. de x = f3;),
c’est-a-dire x *a, (resp. x=f;), il vient

x*Bs=ﬂsx*a,dt=x*ﬁsa,dt.
D’apreés le principe d’unicité des masses, on a donc:
o= [Tadt  (s>0),
d’ou, d’aprés (8.12):
x= [Ta,dt + xxa,
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Cette relation montre qu’il est impossible que tous les a
soient égaux & ¢; d’apres la troisieme partie de la démonstration
on a donc (en faisant tendre s vers l'infini):

x=ﬂ”a,dt

ce qui achéve la démonstration du théoréme; observons qu’il
en résulte a posteriori, d’aprés l'unicité du semi-groupe
associé a un noyau de Hunt continu (proposition 3. 1), que la
mesure «f” converge vers a, lorsque ¢ «tend » vers l'origine
d’une fagon quelconque.

REMARQUE. — St % est un noyau de convolution de Hunt, les
mesures excessives et les mesures surharmoniques relativement & x
sont les mémes.

En effet on peut montrer que les unes et les autres ne sont
autres que les limites croissantes de potentiels de mesures
positives.
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