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HYPERSURFACES INTÉGRALES
DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES

par F. CANO<^ et J.-F. MATTEI

0. Introduction.

Une forme différentielle holomorphe au voisinage de 0 € C"

^ di(x)dxiu) = ^ ai\x)dXi
i=l,...,n

vérifiant la condition d'intégrabilité

o/AcL/ = 0

définit, par le Théorème de Frobenius, un feuilletage (régulier) en dehors
du lieu singulier

Singea = {P;o/(P) =0}.

Supposons a; singulière à l'origine. Nous donnons ici des conditions
géométriques assurant l'existence d'un germe d'hypersurface analytique
intégrale du feuilletage, c'est à dire d'un germe H = (/ = 0) qui, en dehors
des lieux singuliers de uj et de H, est une union de feuilles; analytiquement
cela s'exprime par :

a; A df = 0 en chaque point de H.

^ Partiellement financé par la DGICYT.
Mots-cJés ; Equations différentielles - Feuilletages - Systèmes dynamiques.
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50 F. CANO, J.-F. MATTEI

De façon plus précise, soit X une variété analytique (lisse) de dimen-
sion n. Un feuilletage holomorphe (éventuellement singulier) de codimen-
sion un est la donnée d'un sous-module cohérent F du faisceau fîx des 1-
formes différentielles holomorphes, tel que

1. le faisceau F soit localement libre de rang un;

2. localement le faisceau F soit engendré par une 1-forme qui satisfait à
la condition d'intégrabilité a; A du; = 0;

3. le quotient — n'ait pas de torsion.

La troisième condition, dite de saturation, signifie en fait que dans
l'écriture

^ = ^ Qidxi
i=l,...,n

d'un générateur local a;, les germes de fonctions a^, i = 1,..., n n'ont pas
de facteur commun; ou encore, que le lieu singulier Sing.F du feuilletage
F, défini localement comme le lieu singulier des générateurs a/, est de
codimension supérieure ou égale à deux.

Remarquons que lorsque F ne vérifie que les deux premières condi-
tions, alors, en divisant chaque générateur local uj par le pgcd(ai;î =
1,... ,n), on construit un (unique) faisceau, Sat.7' appelé le saturé de F^
qui satisfait maintenant les trois conditions précédentes et coïncide avec
F en dehors de Sing.7". Autrement dit, on peut éliminer les singularités
"parasites" de F.

Soit / : X' —r X une application holomorphe. L'image réciproque
f*F de F est le sous-module de îîjc' localement défini par les f*uj, où uj
est un générateur local de F. Lorsque f*F n'est pas identiquement nulle,
on définit le transformé strict F1 de F comme le saturé de f*F. Si / est une
immersion, nous le noterons par F\x' et l'appellerons restriction de F a
X1. Un sous-ensemble Z de X sera dit intégral de F si, en dehors de Sing.F,
il est contenu dans une union finie de feuilles. Lorsque Z est analytique cela
signifie que l'image réciproque f*F de F par le plongement / : Zpeg —)> X
de la partie lisse de Z dans X, est identiquement nulle.

Le problème de déterminer et de décrire les ensembles analytiques
intégraux a été considéré pour la première fois par Briot et Bouquet en
1856 [3], pour des germes de feuilletages de C2 : un algorithme de type
Puiseux pour les formes différentielles, leurs permet de déterminer toutes
les courbes analytiques intégrales. Par la suite cet algorithme a été repris et
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précisé par Dulac (1904) [17] [18]. En donnant une réduction des singularités
par éclatements de points de l'espace ambiant, Seidenberg montre dans
(1968) [30], que les courbes intégrales d'un même germe de feuilletage de
C2 ne peuvent prendre qu'un nombre fini de types de singularité au sens
de Zariski [32], et donc seulement un nombre fini de types topologiques.

Cependant, le problème de l'existence de courbes intégrales n'est pas
résolu par ces auteurs. La réponse est donnée par Camacho et Sad en
1982 [5] :

Tout germe de feuilletage de (C^O) admet une courbe analytique
intégrale.

La démonstration consiste à contrôler dans le processus de réduction
par éclatements, les sommes des "indices" des singularités le long des divi-
seurs exceptionnels. Récemment J. Cano [14] a donné une autre démons-
tration de ce résultat, basée sur l'algorithme de Briot et Bouquet.

Ce résultat d'existence ne peut pas s'étendre en toute généralité aux
dimensions supérieures. Dans [23] Jouanolou donne l'exemple suivant de
germe en 0 de feuilletage de C3 qui n'admet aucune hypersurface intégrale :

a; == (̂ a; - ̂ m+l)dî/ + (z^ - x^^dz + (x^z - y^^dx.

La "pathologie" de cet exemple réside dans le fait qu'après éclatement
de l'origine, le diviseur exceptionnel n'est pas hypersurface intégrale du
feuilletage transformé strict. Ce phénomène existe déjà en dimension deux
et le feuilletage possède en revanche une infinité de courbes intégrales : les
images directes des germes des feuilles transverses au diviseur exception-
nel. Reprenant une terminologie ancienne, nous appelions dicritique tout
germe de. feuilletage qui satisfait à cette propriété pour une "bonne" suite
d'éclatements.

Le principal résultat de cet article est le suivant (Théorème 5) :

Tout germe de feuilletage de (C^O) qui n'est pas dicritique admet
un germe d'hypersurface analytique intégrale.

Pour n = 3, ce résultat a été obtenu par Cano et Cerveau [12] [13]. La
démonstration repose sur l'existence d'une réduction des singularités des
feuilletages non-dicritiques [8] [11] - réduction que l'on ne sait pas (encore)
faire en dimension supérieure à trois - et sur la "propagation" le long du
lieu singulier global du feuilletage réduit, d'une courbe intégrale, donnée
dans un deux-plan transverse par le théorème de Camacho-Sad.
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Lorsque n > 3, nous montrons ici qu'une hypersurface intégrale
obtenue dans un 3-plan générique A se prolonge de manière unique à un
voisinage, dans C", d'une petite polycouronne Cp,r de A de rayons R et r.
Pour cela on prouve que, sous l'hypothèse de non-dicriticité, le feuilletage
est équiréductible en chaque point de Cj^y.? ce qui implique l'extension
de l'hypersurface intégrale par trivialité topologique. Maintenant, comme
n > 3 on a ^(CR^O^) = 1, et l'hypersurface obtenue admet une
équation globale dans C^r'i par le théorème de Hartogs, celle-ci se prolonge
à un polydisque en 0.

La condition de dicriticité est analysée et précisée ici. Nous en donnons
plusieurs caractérisations équivalentes à partir

1. de suites d'éclatements ,

2. de l'existence d'infinités de courbes intégrales tracées sur des 2-
surfaces.

Ces conditions de dicriticité complètent les conditions (plus techni-
ques) données dans [9] [10].

Le problème de l'existence d'ensembles analytiques intégraux se pose
pour des ensembles analytiques de codimension 1, mais aussi pour les feuil-
letages de codimension quelconque définis sur des ensembles éventuellement
singuliers. Dans ces deux derniers cas, Gômez-Mont, Luengo [19] et Cama-
cho [4] ont fourni respectivement des contre-exemples à l'existence en toute
généralité d'ensembles analytiques intégraux. Actuellement il semble diffi-
cile d'aller plus loin sur ce problème en l'absence d'un théorème général
de réduction des singularités (même si, pour les champs de vecteurs, on
dispose de résultats partiels [6] [7]).

1. Equiréduction non dicritique.

1.1. Dicriticité générique.

Soit y un feuilletage holomorphe singulier de codimension un sur
une variété analytique X de dimension n. Considérons une composante
irréductible de codimension deux S du lieu singulier Sing.F de T. Si
S == Sging U 5reg est la décomposition de S en points réguliers et points
singuliers, notons U = X - 5'smg et soit TT : X* -» U l'éclatement de U de
centre 5reg. Notons F le transformé strict de T par TT.
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On dira que F est génériquement 1-dicritique en S si Tr^ÇSreg)
n'est pas une hypersurface intégrale de F ' . Si N > 2, on dira que F est
génériquement N-dicritique s'il existe une composante irréductible 5" de
Smgf telle que

• TT^') = 5 .̂

• F ' est génériquement (^V - l)-dicritique en 5".

(La première condition implique que la codimension de 5" est deux).

DÉFINITION 1. — Le feuilletage F est génériquement dicritique en S
s'il existe un entier N > 1 tel que F soit génériquement N-dicritique en
5.

Remarque 1. — Si V est un ouvert de X et S* est une composante
irréductible de V n 5, alors F est génériquement dicritique en S si et seu-
lement si F\y est génériquement dicritique en 5*. (C'est une conséquence
de la propriété universelle de l'éclatement [20].)

1.2. Suite cTequiréduction.

Dans la situation précédente, notons
Xo = X; Do = 0; FQ = F
SQ = {P ç 5; Smgy est lisse en P}
To = S - 5o; Uo = Xo - (Sing^- - So).

Soit TTI : Xi —* t/o l'éclatement de UQ de centre 5o. On définit par induction
la suite £ d^équiréduction

£={Xi,Di^i,Si,Ti,Ui,7n^}^_

par les propriétés suivantes :

1. TTi : Xi —^ Ui-\ est l'éclatement de centre ̂ -i.

2. Di = Trf1 ((A-i n î/i-i) U 5^i).

3. Fi est le transformé strict de .Fi-i|î/,_i par Tr».

4. Si est l'ensemble des points P € Sing^ tels que :

(a) Sing.F, est lisse et à croisements normaux avec Di en P (dans
le sens de [11]).

(b) Le morphisme Sing^, —> S'i-i est un isomorphisme local en P.
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5. Ti = Smg^i - S^

6. Ui=Xi-Ti.

(Si S'i = 0, on convient que 71-14.1 est l'identité.)

Soit bi : Xi —»• X le morphisme induit par la composition des
éclatements nj et des inclusions Uj C Xj. L'ensemble T des points de
non équiréduction le long de S est défini par

00

T = J b,(Ti) C 5.
i=0

Dans ce paragraphe montrons le résultat suivant :

THÉORÈME 1. — Supposons que F n'est pas génériquement dicri-
tique en 5, alors ;

1. Uensemble T des points de non équiréduction le long de S est un
fermé analytique propre de S.

2. Si P ç. S —T et (F, P) est un germe de courbe intégrale de F non
contenu dans (S, P), alors il existe un unique germe (H, P) d^hypersurface
intégrale de F tel que (H, P) D (F, P).

Nous obtiendrons la démonstration de ce Théorème à partir de la.
"désingularisation générique" le long de S.

Remarque 2. — Par des techniques de type équisingularité, Kabila
[24] [25] prouve une version de ce théorème où la condition "génériquement
dicritique" est remplacée par une condition géométrique (n'avoir qu'un
nombre fini de feuilles qui adhèrent au lieu singulier le long de courbes
analytiques).

1.3. Singularités simples de type dimensionnel deux.

Soit G un feuilletage singulier de codimension un sur une variété
analytique Z et soit E C Z un diviseur à croisements normaux tel que
chaque composante irréductible de E soit une hypersurface intégrale de
Q. En tout point P € Z il existe un système de coordonnées (:TI, ... ̂ x^)
centré en P, tel que le diviseur E soit donné localement par

£'=
f \n^=o
<i€A /
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pour un certain ensemble A C {1,. . . , n}. Si Î2 est un générateur local de
Q en P, nous pouvons écrire

" = E fidx, = fn ̂  fE^+Eû^)
z=l \z€A / \iGA xi i^A )

où fi^âi € OX,P' On définit les invariants semi-continus suivants (cf. [11]
[12]) :

1. L'ordre : y (Ç-, P) = min (^p(/i)î î = 1,..., n).

2. L'ordre adapté : v (Q, E; P) = min (^p(a,); i = 1,..., n).

3. La multiplicité de E : e(E,P) = #A.

où vp désigne la valuation de l'anneau local OX,P- L'ensemble K{Q) donné
localement par

K(Ç)=Smggr}{Q;dfî(Q)=0}

est un fermé analytique de SingC? (en fait, aux points de S'mgQ - K{Q),
d'après un résultat de Kupka [26], le feuilletage est un cylindre analytique
sur un feuilletage de (C^O)).

DÉFINITION 2. — Dans la situation précédente, nous dirons que
P est une singularité pré-simple de type dimensionnel deux pour (Z, E, G)
lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. 1 <e(E,P)<2.

2. ^;P)=1.

3. e(£;,P)+^(É^;P)<2.

4. Si v{Q, E; P) = 1, alors P ̂  K(Q).

Remarques 3. — 1. L'ensemble des points de SingC? qui ne sont pas
pré-simples de type dimensionnel deux est un fermé analytique de SingÇ.

2. Pour le cas n = 3, les singularités pré-simples de type dimensionnel
deux sont un cas particulier des singularités pré-simples étudiées dans [12].

3. Si n = 2, les singularités pré-simples de type dimensionnel deux
sont exactement les singularités pré-simples décrites dans [12] : Le champ de
vecteurs définissant le feuilletage en P a une partie linéaire non niipotente
(Le., possède au moins une valeur propre non-nulle).

Supposons que Z = (C^O) et que l'origine soit pré-simple pour
(Z,£',<7). Considérons un morphisme lisse

^(Z7,?')-^2^).
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Le point P' est alors une singularité pré-simple de type dimensionnel deux
pour

(Z'.r-1^),^).

Notons en particulier que S'mg(r*Q) = r'^O) et que cet ensemble est lisse
et à croisements normaux avec r~l(E). La réciproque est vraie, comme
l'indique la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soit P une singularité pré-simple de type
dimensionnel deux pour (Z,E,G); alors le germe (SingÇ.P) est lisse, de
codimension deux et contenu dans chaque composante irréductible de E
qui passe par P. Soit de plus i : (C2,0) -> (Z, P) une immersion transverse
à SingÇ et fî un générateur de Gp, alors :

1. Sing(rîî) = {0}.

2. L'origine est pré-simple pour ((C2,0), i~1 (E), i*Q).

3. Il existe une rétraction lisse r : (Z, P) -^ (C2,0) telle que G = r*(i*Q) .
etE^r-^i-^E)).

Démonstration. — II suffit de trouver n — 2 champs de vecteurs
X^ i = 3,....,n non singuliers, indépendants en P et tangents à Q.
Leurs intégrations successives trivialisent l'espace de la façon désirée ([27],
lemme 1.15). Les champs Xi sont donnés soit par le phénomène de Kupka,
soit explicitement, lorsque les deux valeurs propres sont non nulles, en
exprimant que le lieu singulier est réduit de dimension exactement deux;
pour plus de détails, cf. [15], ou[24]. D

-Remarque 4. — On en déduit d'une part, que si P est une singularité
pré-simple de type dimensionnel deux pour (Z,E,(?)) et si i,j : (C^O) —>
(Z, P) sont deux immersions transverses à SingÇ, alors les données

((c^.r1^),^) et {(c^o^j-^E^rg)
sont isomorphes; ainsi les rapports des valeurs propres

A ( Ç Î P ) = { ^ ^ } C C U O O
À2 AI

d'un champ de vecteurs définissant i*Q ne dépendent pas de i. D'autre
part, l'ensemble K{Q\ P) est localement constant le long de l'ensemble F des
points P € SmgG pré-simples de type dimensionnel deux pour (Z, E, Q).

DÉFINITION 3. — Nous dirons que P € SmgQ est une singularité
simple de type dimensionnel deux pour (Z, E, Q) si P est pré-simple de
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type dimensionnel deux et si de plus on a
A(Ç;P)(Z;Q+.

(Q+ = rationnels strictement positifs). Nous noterons Sing*(Ç, E) l'ensem-
ble des points P ç. SingÇ qui ne sont pas simples de type dimensionnel
deux pour (Z,E, G).

Remarque 5. — L'ensemble Sing^C?, E) est un fermé analytique. En
effet, cela est vrai pour les singularités pré-simples de type dimensionnel
deux et A(Ç; P) est localement constant en ces points.

PROPOSITION 2. — Soient (Z,JE?,P), P e SingÇ et Sî un généra-
teur local de Q avec e(E, P) < 2. Soit i : (C2,0) --> (Z, P) une immersion
transverse à E telle que Sing(m) = {0}. Supposons que l'origine est une
singularité simple pour

((c^.r1^),^),
alors P est une singularité simple de type dimensionnel deux pour (Z, E, Q).

Démonstration. — Visiblement Sing(fi) est lisse de dimension deux.
Ainsi, lorsque les deux valeurs propres sont non nulles, les champs triviali-
sant se construisent directement. Sinon rfQ(O) est non nul et le feuilletage
est trivial le long du lieu singulier, (cf, [27], lemme 1.1.5, [15], ou [24]). )D

PROPOSITION 3. — Supposons que Smg*(G,E) = 0 et soit TT :
Z ' —> Z l'éclatement de centre SingÇ. Soit E ' =7^~1(EU SïngQ) et soit G'
le transformé strict de G par TT. Alors, on a

1. Sing*^,^')^.

2. Le morphisme SingC?' —^ SmgG est un isomorphisme local.

Démonstration. — Les singularités simples de type dimensionnel
deux forment localement des cylindres analytiques sur des singularités
simples en dimension deux (Propositions 1 et 2). Il suffit donc de remafquer
que les singularités simples en dimension deux ne produisent que des
singularités simples par éclatement (cf. [30]). D

1.4. Désingularisation générique.

Considérons maintenant la situation de 1.1. et 1.2..
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THÉORÈME 2. — Supposons que T ne soit pas génériquement
dicritique en S. Il existe alors une étape M >0 delà suite £ d^équiréduction
telle que

Sing* (F^ Di) == 0, pour tout i > M.

Démonstration. — Voir Appendice. D

COROLLAIRE 1. — Si j >. M, alors Tj = 0.

Démonstration. — II suffit d'appliquer la Proposition 3. D

COROLLAIRE 2. — ^ensemble T des points de non S-équiréduc-
tion est un fermé analytique de S tel que T -^ S.

Démonstration. — Par le Corollaire 1 nous avons
M

T=\Jbi(Ti).
i=0

II suffit de montrer que le morphisme bi peut être remplacé par un
morphisme propre

b i ' . X i - ^ X

de telle façon que
M

T=\Jbi(fiY
i=0

où les Ti sont des fermés analytiques de Xi. Pour cela on remplace
l'inclusion

U, c X,

par le morphisme propre X'j —^ Xj donné par la désingularisation à la
Hironaka [20] de Sing^. Une définition convenable des Ti permet alors de
conclure que T est un fermé analytique de S'. Le fait que T ^ S est une
conséquence des propriétés suivantes :

1. Le morphisme Smgfi —> Si-i est un isomorphisme local au-dessus
d'un ouvert dense de Si-i (par des considérations de dimension).

2. Le fermé Sing^ est à croisements normaux avec Di au-dessus d'un
ouvert dense de 5'z-i.

Ceci achève la démonstration. D
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1.5. Fin de la démonstration du Théorème 1.

Soient P un point de S — T et (F, P) un germe de courbe irréductible
intégrale de T tel que (F,?) (Z1 (5,P). Comme T est fermé, la suite
d'équiréduction £ se spécialise en une suite d'éclatements de centres fermés
(jusqu'au niveau Af) :

/ Y p\ — y' îl y' y' WM y^.̂,2^ — ̂ o ' - ^ i •--^M-i ^M
telle que

Sing*(^,JDM)=0.

De plus le morphisme

Sing^^(SingJ-,P)==(5,P)
est un isomorphisme local.

Le transformé strict (FM^Q) de (r,P) coupe exactement une com-
posante connexe S* de Sing^^ en un point Q. Comme Q est une sin-
gularité simple de type dimensionnel deux, et que (TM^Q) Ï D^, on a
e (-D^, S*) = 1. Quitte à effectuer des éclatements supplémentaires , nous
supposons que (FM^Q) est lisse transverse à D^. Soit (A,Q) une surface
lisse transverse en Q à S* et à f^, qui contienne (TM^Q} et soit r une
rétraction donnée par la Proposition 1. Notons (H^) = y^r'M). Alors,
Phypersurface (ff, P) C (X, P) cherchée est donnée par

(ff,P)=(7r'i0...07T^)(^).

La figure suivante illustre cette situation

Remarques 6. — 1. (ff, P) D (5, P).
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2. L'hypersurface (H, P) est équisingulière le long de 5.

2. Dicriticité.

2.1. Dicriticité en un point.

La dicriticité d'un feuilletage singulier de codimension un a été
étudiée dans [9] [10]. Nous en donnons ici d'autres caractérisations, moins
techniques et qui élargissent celles de [9] [10].

Soit F un germe de feuilletage holomorphe de codimension un dans (C71,0).
Considérons les propriétés suivantes :

I) II existe une suite finie d'éclatements

Xo=(Cn,0)V-X,!l^^XN

dont les centres sont des variétés intégrales lisses des transformés stricts
Fi de F (éventuellement C Sing^i), telle que le diviseur exceptionnel du
dernier morphisme Ti-jv ne soit pas une hypersurface intégrale F N '

II) Même propriété que 1 avec des centres de dimension inférieure ou
égale à un.

III) Même propriété que 1 avec des centres permis au sens de [11].

IV) Même propriété que II avec des centres permis au sens de [11].

V) II existe un germe de surface irréductible (Z,0) C (€",0) qui n'est
pas une surface intégrale de F et une suite {(I\, Pi)}^çM de germes distincts
de courbes intégrales de .F, contenus dans Z, tels'que

a) Pi e Smgy et LimP, = 0.

b) (rp.,P,)^(Sing.F,P,).

Remarque 7. — Lorsque la condition V est satisfaite, quitte à
extraire une sous-suite, l'une des deux assertions suivantes est, de plus,
réalisée :

VI . Pour tout i € N, Pi = 0.

V2 . Il existe un germe de courbe (V,0) C (Z,0) n Sing^ telle que
P .€ (y -{0} ) , î €N.

Remarque 8. — On pourrait penser- que la propriété V-2 implique
la propriété V-l, éventuellement avec une autre surface. L'exemple suivant,
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suggéré par D. Cerveau, montre qu'il n'en est rien : T est localement donné
par

/ dx dy dz\
uj == xyz \— 4- — - —

\ x y z }

avec A ^ Q; visiblement T satisfait à V-2 pour Y = (y = z = 0), mais
pas à V-l, car tout germe de courbe intégrale à l'origine est contenu dans
(xyz = 0).

Notre but est de prouver l'équivalence des propriétés I, II, III, IV et V.
Nous utiliserons pour cela un résultat de "désingularisation d'une surface
conditionnée" par un feuilletage singulier. On trouvera dans [10] un énoncé
de ce type, mais moins général que celui-ci. En appendice, nous donnons
une idée de sa preuve; pour une démonstration détaillée nous renvoyons le
lecteur à [29].

THÉORÈME 3. — Soient F un germe de feuilletage holomorphe
de codimension un dans (C^O) et (Z,0) C (C^O) un germe de surface
irréductible non intégrale de T. Alors, il existe une suite finie d'éclatements

Xo=(Cn,0)^Xl^2...ÎMXM

telle qu'à chaque étape, le centre de 71-1 soit une variété lisse intégrale du
transformé strict fi de F (éventuellement C Smg^Fi), soit contenu dans
le lieu singulier de la transformée stricte Zi de Z et soit simultanément
permis pour fi et pour Z,, et telle que, de plus à la dernière étape on ait

Sing^M H SingZM == 0.

THÉORÈME 4. — Les propriétés I, II, III, IV et V sont équiva-
lentes.

Démonstration. — On a trivialement

IV ==> II =^ 1
IV =» III =î. 1

II suffit de montrer que 1 =^ V et que V =» IV.

1 =» V. (On utilise ici un argument de [9]). On sait que XN est un fermé
analytique de

P^^.O)

pour certain indice m. Soit E C XN le diviseur exceptionnel du dernier
éclatement TT^. On sait que E est génériquement transverse à .F. Nous
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pouvons choisir une sous-variété lisse H de P771 x (C", 0) de telle façon que
pour une composante irréductible Z de H H XN on ait :

1. La dimension de Z est deux.

2. Une composante irréductible YN de Z H E est de dimension un.

3. Les transformés stricts Ty et Z sont génériquement non singuliers le
long de Yjv.

4. La courbe YN (et donc Z le long de Y]^) est génériquement transverse
àJ"N.

Maintenant, soit Z l'image de Z par le morphisme propre XN —^ Xo.
Si l'image de Y^ est réduite à un point, on a la propriété V-l. Si l'image de
YN est une courbe Y, alors pour un point générique de YN le morphisme
YN —> Y est un isomorphisme local et l'on a donc la propriété V-2.

V =^ IV. On va raisonner par l'absurde, en supposant que la propriété IV
est fausse.

Supposons d'abord la propriété V-2 vérifiée. Au bout d'un nombre
fini d'éclatements de points on peut supposer que la courbe Y est un
centre permis (voir "suites stationnaires" dans [11]). Eclatons maintenant
l'espace ambiant avec centre Y. Comme le diviseur exceptionnel est une
hypersurface intégrale (on a supposé IV fausse), il contient une courbe Y\
qui satisfait à V-2. Itérons ce procédé. Par le théorème de résolution de
Hironaka, on aboutit à désingulariser Z en un point générique de Y. Plus
précisément, on arrive à la situation suivante :

1. Le transformé strict Z' de Z est génériquement lisse le long de la
courbe V obtenue comme on vient de dire.

2. La surface Z' est transverse au diviseur exceptionnel E, qui est une
hypersurface intégrale du feuilletage transformé F ' .

3. La restriction de T ' à Z' est lisse et transverse à V aux points
génériques de V.

Dans un système de coordonnées en un point générique de Y ' nous
avons les données suivantes :

1. Localement V = Z ' H E.

2. E = (x, = 0), Z' = (0:3 = ... == Xn = 0).
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3. Le feuilletage F ' est localement engendré par

( , n \dx\ v-s . \
u;=xi ai——+ y âidxi}

xl ^ )
aveca^ e C{a-i,...,a*n}, pour i == l,...,n,et pgcd(ai;î == l,...,n) =
1.

4. Le fait que la restriction de F à Z ' soit lisse et transverse à Y ' nous
permet de choisir les coordonnées de façon que

01(2-1,0:2,0,...,0) =0.
03(^1, a:2,0,... ,0) = x\, pour un t > 0.

En éclatant à nouveau V on voit que l'invariant t diminue stricte-
ment. Contradiction.

Supposons maintenant la propriété V-l satisfaite. Considérons la "dé-
singularisation conditionnée" de Z par F :

Xo=(Cn,0)^Xl^...îMXM.
Si la propriété V-2 est satisfaite pour un indice î, 0 < i < M, on applique
l'argument précédent. Sinon, la propriété V-l est satisfaite en un point
P € ZM' Bref, nous pouvons supposer sans perte de généralité que Z est
non singulière à l'origine. A cause de V-l, la restriction F\z de F à Z est
singulière à l'origine. De plus, F\z est un feuilletage dicritique, car il a une
infinité de courbes intégrales à l'origine (cf. [9] [10] [15] [28]). En éclatant de
manière répétée les points où V-l est satisfaite, la réduction de singularités
en dimension deux nous mène alors à la situation V-2 au bout d'un nombre
fini d'étapes. D

DÉFINITION 4. — On dira que le feuilletage F est "dicritique"
à l'origine de (C^O) si les propriétés équivalentes I, II, III, IV et V sont
satisfaites.

2.2. Dicriticité générique implique dicriticité.

Soit F un germe de feuilletage de codimension un sur (€",0) et soit
S une composante de codimension deux du lieu singulier Sing '̂.

PROPOSITION 4. — Si F est génériquement dicritique en 5, alors
F est dicritique à F origine de (C71,0).
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Démonstration.— II suffit d'utiliser la caractérisation 1 de la dicri-
ticité, en éclatant S après l'avoir rendue non singulière par le procédé de
Hironaka. Q

2.3. Dicriticité dans une section implique dicriticité.

Soit F un germe de feuilletage de codimension un sur ((^,0). Soit
(V,0) c (C^O) une sous-variété non singulière, qui n'est pas une variété
intégrale de F. En particulier, nous pouvons considérer la restriction F\y
de F à V.

PROPOSITION 5. — Si F\v est dicritîque à l'origine, alors F est
dicritique à Porigine de ((^,0).

Démonstration. — 11 suffit d'utiliser la caractérisation V de la
dicriticité.

3. Existence et prolongements d'hypersurfaces intégrales.

3.1. Recollement d' hypersurfaces intégrales.

Soit F un feuilletage de codimension un sur le polydisque ouvert
^"(0; K) de rayon R de C71. Nous supposons que n > 3. Etant donné deux
nombres réels R, r, R > R > r > 0, on note

Cn,r = ̂ (0; R) - K^r) C C3.

C'est la polycouronne de rayons R, r. Nous l'identifions à la même poly-
couronne plongée dans C71, c'est à dire

CR,r=CR,rX{0}CCn.

Soit J/o C Cp^r une hypersurface analytique fermée. Nous faisons l'hy-
pothèse de recollement suivante :

Hypothèse de recollement — Pour tout point P € Ho les propriétés
suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un unique germe (H,P) C (C71,?) d'hypersurface intégrale
de F tel que (ff, P) D (Ho, P) et minimale pour cette propriété.
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2. (^PMC^Q},?)^^,?).

Nous nous proposons d'établir le résultat suivant :

LEMME 1 (de recollement). — Sous cette hypothèse, il existe R^
R > K > 0, e > 0 et une bypersurface fermée H dans

KÇR'; e) == ̂ (0; R') x J^-^O; 6) C C71

intégrale de F, qui contient Ho n KÇR'', r').

On va appeler "propriété N" la propriété suivante, N = 1,2,... :

Propriété .̂11 existe ̂ ^Vi,...,^,^,...,^ et ffi, . . . ,ff^
tels que R > R' > r ' > r et, pour i = 1,..., N,

1. Vi et Ui sont des ouverts de C71 .

2. Vi est compact.

3. Vi C Vi C U^

4. Hi C Ui est une hypersurface fermée de Ui .
5. Hi n c^r' = Ho n Cĵ  n (7,.
6. HO^CR'^' C ViU.. .UV/v et pour tout point P e HonCp^r^Ui, le

germe d'hypersurface défini par Hi en P coïncide avec celui donné
par l'hypothèse de recollement.

LEMME 2. — II existe N > 1 tel que la "propriété N " soit
satisfaite.

Démonstration. — Par hypothèse, pour chaque point P € Ho, il
existe un ouvert Up 3 P et une hypersurface intégrale fermée Hp C Up
tels que

Hp n (c3 x {Q}) n Up = Ho n Up.
En particulier, pour chaque point de HQ H Up, le germe de Hp en ce
point coïncide avec celui de l'hypothèse. Prenons un ouvert Vp tel que
P € Vp C Vp C Up avec Vp compact. Il est clair que

HoC (J Vp.
P€^o

Fixons Jî'.r' avec R> W >rf >r. Alors

^oHC^ CJfonC^C (J Vp.
P€^o
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Par compacité, un nombre fini de Vp recouvrent Ho nCjy,^. Les données
correspondantes satisfont bien à la "propriété N " . D

LEMME 3. — Pour N > 2, si la ^propriété N79 est satisfaite, alors
la "propriété N —1" est aussi satisfaite.

Démonstration. — Soit P un point de Ho H Cj^r'- Notons

fr^Jïinvou^n^).
Alors il existe un ouvert Up 3 P tel que H* H Up soit une hypersurface
analytique fermée de Up. Plus précisément :

1. Si P € Vi - TÇ, alors on peut prendre Up = Vi - V^ et H* n Up =
ffi n Up.

2. Si P € Vi H V^, alors l'hypothèse de recollement implique que Jïi
et HÎ ont même germe en P, donc on a une hypersurface dans un
voisinage Up de P.

Soit Vp avec Vp compact tel que

P € Vp C V^ C Up.
Quitte à considérer R' > W > r" > r', par compacité, il y a un nombre
fini de points Pi,..., Pk tels que

Ho nc^r- c (Vp, u... u Vpj u Vï u... u VN.
Notons alors

V^ = Vp,U...UVp,.
U^ = Up,U...UUp^.

On a
H* n ̂  = (^ n ̂ k) u... u (ff* n î/pj

et donc If^ = H* H 1/2 est une hypersurface fermée de U^. Les données
W, r", Va» ^3 • • • »y^ et H^ H^ • • • î ̂ N montrent que la "propriété N - F
est vraie. D

COROLLAIRE 3. — II existe R > R > r' > r, des ouverts
V C V C U, avec V compact, et une hypersurface fermée H C U tels
que :

1. HO^CR'^ CV.

2. HnCp^r' = HoCtC^^ Gt le germe de H en chaque point de HQC\CR'^
est une hypersurface intégrale de y.
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Démonstration. — C'est la "propriété 1" . D

COROLLAIRE 4. — 12 existe R > R > r1 > r, des ouverts
V C V C U, avec V compact, et une hypersurface fermée H C U tels
que :

1. HoHCR^r' CV.
2. H est une hypersurface intégrale de T.

3. H^CR'^ =Hor\CR^r^

Démonstration. — Enlever les composantes irréductibles de l'hy-
persurface du corollaire précédent qui ne sont pas des hypersurfaces
intégrales. D

COROLLAIRE 5. — 12 existe R > K > r ' > r, un ouvert
U* D CR'.T' et une hypersurface fermée H* C U* qui est une hypersurface
intégrale de T.

Démonstration. — Soient R> R' > r^ > r, V cV CU et H C U
donnés dans le corollaire précédent. Si P € CR'^' — HQ, alors il existe un
ouvert Wp 3 P tel que H H Wp = 0. En considérant H* = H et

U* == U U U Wp
PÇC^^-HO

on a le résultat. D

Maintenant, pour prouver le lemme 1, donnons-nous, grâce au Corol-
laire 5, une hypersurface fermée H intégrale de F dans

^(^^xK71--3^).

Comme ^(Cp^O^n) = 1, l'hypersurface H admet une équation globale
/ = 0, / e OÇCp'^^))' Par le théorème de Hartogs, / s'étend au polydis-
que K(K\e). Pour des résultats d'extension plus précis, nous renvoyons le
lecteur à [31].

3.2. Existence cPhypôrsurfaces intégrales.

L'hypothèse de recollement sera satisfaite dans le cas d'un feuilletage
non dicritique ce qui nous permet de construire une hypersurface intégrale.
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THÉORÈME 5. — Soit f un germe de feuilletage holomorphe de
codimension un dans (C^O). Supposons que F ne soit pas dicritique à
l'origine. Alors il existe un germe (H, 0) C (C71,0) d'hypersurface intégrale
de T.

Démonstration. — Choisissons un germe sous variété (lisse) de
dimension 3 (W, 0) C (C^O), transverse à f au sens de Mattei-Moussu
[28]. Par des considérations de dimension, on peut supposer que W coupe
les points de non-équiréduction tout au plus à l'origine (rappelions que
le feuilletage n'est pas génériquement dicritique grâce à la Proposition 4,
et donc on peut appliquer le Théorème 1). La restriction F\w n'est pas
dicritique d'après la Proposition 5 et par le théorème d'existence de [12]
F\w possède une hypersurface intégrale (ff',0) C (1^,0). Considérons

CR^r C W

et notons
Ho=HfnC^r

grâce au Théorème 1, l'hypothèse de recollement est satisfaite. On applique
les résultats de la section précédente et on trouve une extension de
l'hypersurface intégrale Ho

HcK^^R^xK^^e).

Nécessairement, H est aussi une extension de H ' et donc 0 ç. H. Ceci
détermine le germe (H, 0) d'hypersurface intégrale cherché. D

4. Appendice.

A.l. Démonstration du Théorème 2.

Soit F un feuilletage holomorphe singulier de codimension un sur une
variété analytique X. On suppose que S := Sing.F est lisse, connexe et de
codimension deux. Soit TT : X —> X l'éclatement de centre S et soit y le
transformé strict de T\ il s'obtient en divisant TT*^ par une puissance J]^
de l'idéal du diviseur exceptionnel E. L'entier m est noté mult^^*.

Soit a : (C2,0) -»• (X, P) une section plane transverse à S en P. Elle
est dite transverse à T si Smg(a*F) = {0}. D'après [28] cette condition est
générique en or.
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Notons G = o*F. On dira qu'il y a équidivision si

mult^J* = multp(7

où p est l'éclatement de l'origine dans (C^O). Soit a le transformé strict
de l'immersion a par TT. S'il y a équidivision, le transformé strict G de Q
par p est y F. En particulier, a est alors transverse à F.

LEMME 4 (d'équidivision). — On suppose que F n'est pas généri-
quement 1-dicritique en S. Il existe alors un ouvert analytique dense U de
S tel que pour toute section plane a transverse à F en un point P ç. U:

1. Il y ait équidivision.

2. Le feuilletage a* F ne soit pas génériquement 1-dîcritique à Forigine.

3. L^immersîon a soit transverse à F.

Démonstration. — La partie 3 découle des remarques qui précédent.
L'idéal de S définit une graduation sur les formes différentielles. La non
1-dicriticité générique entraîne que le degré de la forme initiale d'un
générateur uj de F est exactement mult^(^). La réciproque est vraie en
dimension 2. Les parties 1 et 2 découlent alors de l'observation qu'en un
point générique, le degré de la forme initiale de uj est préservé par image
réciproque sur toute section transverse. D

Une application réitérée du lemme précédent permet de montrer qu'en
un point générique P de S on peut "suivre" la suite d'équiréduction sur
une section 2-plane A transverse au feuilletage : la suite d'éclatements
induite sur A est exactement la réduction des singularités (canonique en
dimension deux [30]) de la restriction de F à A. Ainsi, au bout d'un nombre
fini d'étapes, on obtient des singularités simples sur l'éclaté strict À de A.
En chaque point P' € À l'éclaté strict F est donc un cylindre sur sa
restriction à À. On en conclut qu'au voisinage de P, les singularités sont
encore simples de type dimensionnel deux.

En tout point P de S où F est équiréductible, la conclusion du
Théorème 2 est vérifiée pour la restriction de F à un voisinage Up de
P. Considérons la fonction P i-»- M(P), où M(P) désigne le nombre mini-
mum d'étapes nécessaires à l'équiréduction. Elle est visiblement localement
constante, d'où la conclusion.
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A.2. Démonstration du Théorème 3.

Pour n = 3, le résultat a été démontré dans [9], page 85. Nous
indiquons seulement ici comment cette preuve se généralise en dimension
quelconque et renvoyons le lecteur à J. Sauloy [29] pour une démonstration
détaillée.

Les invariants utilisés en dimension trois sont :

1. La multiplicité de la surface î^p(Z).

2. L'ordre adapté du feuilletage ^(^", £';?).

3. La multiplicité adaptée du feuilletage ^(J~, E\ P).

4. La dimension de l'espace tangent de Hirohaka TpZ.

5. Les invariants issus du polygone A^^ obtenu à partir de la réunion
du polygone caractéristique de Hironaka [16] A^ et du polygone
caractéristique du feuilletage A^-.

Pour le cas n >, 3 on remplace la multiplicité i^p(Z) de la surface
par la fonction de Hilbert-Samuel, et on étend les définitions des autres
invariants comme suit :

1. L'ordre adapté du feuilletage v(F,E\P) conserve la même définition
[8] [11].

2. Idem pour la multiplicité adaptée du feuilletage.

3. La dimension de l'espace tangent de Hironaka TpZ est maintenant
définie comme dans [20].

4. Le polygone caractéristique de Hironaka Az est défini dans [22].

Le polygone caractéristique du feuilletage A^- est défini comme
l'enveloppe positivement convexe de l'union des polygones

A^conv+{(^lmq^•);/^^o•TO-w>o}
où / = Y^fijK^y3^ parcourt l'ensemble des coefficients adaptés [8] [11]
et m est la mutiplicité adaptée. Enfin, le polygone A^j- est construit par
le même procédé qu'auparavant.
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