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HYPERSURFACES INTEGRALES
DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES

par F. CANO® et J.-F. MATTEI

0. Introduction.

Une forme différentielle holomorphe au voisinage de 0 € C*

w= Z a,-(x)d:c,-

i=1,..,n
vérifiant la condition d’intégrabilité
wAdw=0
définit, par le Théoréme de Frobenius, un feuilletage (régulier) en dehors

du lieu singulier
Singw = {P;w(P) = 0}.

Supposons w singuliére a lorigine. Nous donnons ici des conditions
géométriques assurant l’existence d’un germe d’hypersurface analytique
intégrale du feuilletage, c’est & dire d’un germe H = (f = 0) qui, en dehors
des lieux singuliers de w et de H, est une union de feuilles; analytiquement
cela s’exprime par :

w Adf =0 en chaque point de H.

(*) Partiellement financé par la DGICYT.
Mots-clés : Equations différentielles — Feuilletages — Systémes dynamiques.
Classification A.M.S. : 14B05 — 14E15 — 34A20 - 34C40 - 58F18 — 58F23.
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De fagon plus précise, soit X une variété analytique (lisse) de dimen-
sion n. Un feuilletage holomorphe (éventuellement singulier) de codimen-
sion un est la donnée d’un sous-module cohérent F du faisceau Qx des 1-
formes différentielles holomorphes, tel que

1. le faisceau F soit localement libre de rang un;

2. localement le faisceau F soit engendré par une 1-forme qui satisfait a
la condition d’intégrabilité w A dw = 0;

Q
3. le quotient 7 n’ait pas de torsion.

La troisiéme condition, dite de saturation, signifie en fait que dans

Pécriture
w = E aid:v,-
i=1,...,n
d’un générateur local w, les germes de fonctions a;,z = 1,...,n n’ont pas

de facteur commun; ou encore, que le lieu singulier SingF du feuilletage
F, défini localement comme le lieu singulier des générateurs w, est de
codimension supérieure ou égale a deux.

Remarquons que lorsque F ne vérifie que les deux premiéres condi-
tions, alors, en divisant chaque générateur local w par le pged(a;;i =
1,...,n), on construit un (unique) faisceau, SatF appelé le saturé de F,
qui satisfait maintenant les trois conditions précédentes et coincide avec
F en dehors de SingF. Autrement dit, on peut éliminer les singularités
“parasites” de F.

Soit f : X’ — X une application holomorphe. L’image réciproque
f*F de F est le sous-module de Qx localement défini par les f*w, ol w
est un générateur local de F. Lorsque f*F n’est pas identiquement nulle,
on définit le transformé strict ' de F comme le saturé de f*F. Si f est une
immersion, nous le noterons par F|x- et 'appellerons restriction de F a
X'. Un sous-ensemble Z de X sera dit intégral de F si, en dehors de SingF,
il est contenu dans une union finie de feuilles. Lorsque Z est analytique cela
signifie que I'image réciproque f*F de F par le plongement f : Zeg — X
de la partie lisse de Z dans X, est identiquement nulle.

Le probléme de déterminer et de décrire les ensembles analytiques
intégraux a été considéré pour la premiere fois par Briot et Bouquet en
1856 [3], pour des germes de feuilletages de C2 : un algorithme de type
Puiseux pour les formes différentielles, leurs permet de déterminer toutes
les courbes analytiques intégrales. Par la suite cet algorithme a été repris et
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précisé par Dulac (1904) [17] [18]. En donnant une réduction des singularités
par éclatements de points de I’espace ambiant, Seidenberg montre dans
(1968) [30], que les courbes intégrales d’'un méme germe de feuilletage de
C2 ne peuvent prendre qu’un nombre fini de types de singularité au sens
de Zariski [32], et donc seulement un nombre fini de types topologiques.

Cependant, le probléme de I'existence de courbes intégrales n’est pas
résolu par ces auteurs. La réponse est donnée par Camacho et Sad en
1982 [5] :

Tout germe de feuilletage de (C2,0) admet une courbe analytique
intégrale.

La démonstration consiste a contrdler dans le processus de réduction
par éclatements, les sommes des “indices” des singularités le long des divi-
seurs exceptionnels. Récemment J. Cano [14] a donné une autre démons-
tration de ce résultat, basée sur I’algorithme de Briot et Bouquet.

Ce résultat d’existence ne peut pas s’étendre en toute généralité aux
dimensions supérieures. Dans [23] Jouanolou donne I’exemple suivant de
germe en 0 de feuilletage de C? qui n’admet aucune hypersurface intégrale :

w = (y™z — 2™ )dy + 2™y — 2™ dz + (2™ 2z — y™H)dz.

La “pathologie” de cet exemple réside dans le fait qu’aprés éclatement
de Dorigine, le diviseur exceptionnel n’est pas hypersurface intégrale du
feuilletage transformé strict. Ce phénomene existe déja en dimension deux
et le feuilletage posséde en revanche une infinité de courbes intégrales : les
images directes des germes des feuilles transverses au diviseur exception-
nel. Reprenant une terminologie ancienne, nous appellons dicritique tout
germe de feuilletage qui satisfait a cette propriété pour une “bonne” suite
d’éclatements.

Le principal résultat de cet article est le suivant (Théoréme 5) :

Tout germe de feuilletage de (C™,0) qui n’est pas dicritique admet
un germe d’hypersurface analytique intégrale.

Pour n = 3, ce résultat a été obtenu par Cano et Cerveau [12] [13]. La
démonstration repose sur l’existence d’une réduction des singularités des
feuilletages non-dicritiques [8] [11] — réduction que 1’on ne sait pas (encore)
faire en dimension supérieure a trois — et sur la “propagation” le long du
lieu singulier global du feuilletage réduit, d’une courbe intégrale, donnée
dans un deux-plan transverse par le théoréeme de Camacho-Sad.
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Lorsque n > 3, nous montrons ici qu’une hypersurface intégrale
obtenue dans un 3-plan générique A se prolonge de maniére unique & un
voisinage, dans C", d’une petite polycouronne Cg  de A de rayons R et .
Pour cela on prouve que, sous ’hypothése de non-dicriticité, le feuilletage
est équiréductible en chaque point de Cg,, ce qui implique ’extension
de ’hypersurface intégrale par trivialité topologique. Maintenant, comme
n > 3 on a HY(Cgry; &s) = 1, et I'hypersurface obtenue admet une
équation globale dans Cg ;; par le théoréme de Hartogs, celle-ci se prolonge
a un polydisque en 0.

La condition de dicriticité est analysée et précisée ici. Nous en donnons
plusieurs caractérisations équivalentes & partir

1. de suites d’éclatements ,

2. de lexistence d’infinités de courbes intégrales tracées sur des 2-
surfaces.

Ces conditions de dicriticité complétent les conditions (plus techni-
ques) données dans [9] [10].

Le probléme de l’existence d’ensembles analytiques intégraux se pose
pour des ensembles analytiques de codimension 1, mais aussi pour les feuil-
letages de codimension quelconque définis sur des ensembles éventuellement
singuliers. Dans ces deux derniers cas, G6mez-Mont, Luengo [19] et Cama-
cho [4] ont fourni respectivement des contre-exemples & I’existence en toute
généralité d’ensembles analytiques intégraux. Actuellement il semble diffi-
cile d’aller plus loin sur ce probléme en ’absence d’un théoréme général
de réduction des singularités (méme si, pour les champs de vecteurs, on
dispose de résultats partiels [6] [7]).

1. Equiréduction non dicritique.
1.1. Dicriticité générique.

Soit F un feuilletage holomorphe singulier de codimension un sur
une variété analytique X de dimension n. Considérons une composante
irréductible de codimension deux S du lieu singulier SingF de F. Si
S = Ssing U Sreg est 1a décomposition de S en points réguliers et points
singuliers, notons U = X — Sging et soit 7 : X’ — U I’éclatement de U de
centre Sreg. Notons F' le transformé strict de F par 7.



HYPERSURFACES INTEGRALES DES FEUILLETAGES HOLOMORPHES 53

On dira que F est génériquement 1-dicritique en S si 7™!(Sreg)
n’est pas une hypersurface intégrale de F'. Si N > 2, on dira que F est
génériquement N-dicritique s’il existe une composante irréductible S’ de
SingF’ telle que

o m(S') = Sreg.
o F' est génériquement (N — 1)-dicritique en S’.
(La premiére condition implique que la codimension de S’ est deux).

DEFINITION 1. — Le feuilletage F est génériquement dicritique en S
s’il existe un entier N > 1 tel que F soit génériquement N-dicritique en
S.

Remarque 1. — Si V est un ouvert de X et S* est une composante
irréductible de V' N S, alors F est génériquement dicritique en S si et seu-
lement si F|y est génériquement dicritique en S*. (C’est une conséquence
de la propriété universelle de 1’éclatement [20].)

1.2. Suite d’equiréduction.

Dans la situation précédente, notons
Xo=X;Do=0; Fo=F
So = {P € S; SingF est lisse en P}
To =S — So; Up = Xo — (SingF — Sp) .
Soit w1 : X1 — Up I'éclatement de Uy de centre So. On définit par induction
la suite £ d’équiréduction
€ ={Xi,D;, F, Si, T3, Uy Mia }imo 1,
par les propriétés suivantes :
1. m; : X; — U;_; est I’éclatement de centre S;_;.
2. D; = m; 1 ((Di—1 NUi—1) U Si—y).
3. F; est le transformé strict de F;—1|v,_, par ;.
4. S; est ’ensemble des points P € SingF; tels que :

(a) SingF; est lisse et & croisements normaux avec D; en P (dans
le sens de [11]).

(b) Le morphisme SingF; — S;_; est un isomorphisme local en P.



54 F. CANO, J.-F. MATTEI

5. T; = SingF; — S;.
6. U;=X; —-T;.
(Si S; =0, on convient que ;41 est l'identité.)

Soit b; : X; — X le morphisme induit par la composition des
éclatements m; et des inclusions U; C X;. L’ensemble T des points de
non équiréduction le long de S est défini par

o]
T=Jb(T:) CS.
=0
Dans ce paragraphe montrons le résultat suivant :

THEOREME 1. — Supposons que F n’est pas génériquement dicri-
tique en S, alors :

1. L’ensemble T des points de non équiréduction le long de S est un
fermé analytique propre de S.

2. SiPeS—T et (T,P) est un germe de courbe intégrale de F non
contenu dans (S, P), alors il existe un unique germe (H, P) d’hypersurface
intégrale de F tel que (H, P) D (T, P).

N

Nous obtiendrons la démonstration de ce Théoréme a partir de la,
“désingularisation générique” le long de S.

Remarque 2. — Par des techniques de type équisingularité, Kabila
[24] [25] prouve une version de ce théoréme ol la condition “génériquement
dicritique” est remplacée par une condition géométrique (n’avoir qu’un
nombre fini de feuilles qui adhérent au lieu singulier le long de courbes
analytiques).

1.3. Singularités simples de type dimensionnel deux.

Soit G un feuilletage singulier de codimension un sur une variété
analytique Z et soit £ C Z un diviseur & croisements normaux tel que
chaque composante irréductible de E soit une hypersurface intégrale de
G. En tout point P € Z il existe un systéme de coordonnées (xj,...,T,)
centré en P, tel que le diviseur E soit donné localement par
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pour un certain ensemble A C {1,...,n}. Si Q est un générateur local de
G en P, nous pouvons écrire

n
d.’l)i
0= Zfidxi = (H a:i) (Z a; z + Zaidxi)
i=1 €A i€A i¢A
ou fi,a; € Ox, p. On définit les invariants semi-continus suivants (cf. [11]
[12]) :
1. L’ordre : v (G; P) = min (vp(f;);i =1,...,n).
2. L’ordre adapté : v (G, E; P) = min (vp(a;);i =1,...,n).
3. La multiplicité de E : e(E, P) = #A.

ol vp désigne la valuation de ’anneau local Ox p. L’ensemble K(G) donné
localement par

K(G) = SingG N {Q; dQ(Q) = 0}

est un fermé analytique de SingG (en fait, aux points de SingG — K(G),
d’aprés un résultat de Kupka [26], le feuilletage est un cylindre analytique
sur un feuilletage de (C2,0)).

DEFINITION 2. Dans la situation précédente, nous dirons que
P est une singularité pré-simple de type dimensionnel deux pour (Z, E,G)
lorsque les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. 1<e(E,P)<2.

2. v(G;P)=1.

3. e(E,P)+v(G,E;P) <L 2.

4. Siv(G,E; P) =1, alors P ¢ K(G).

Remarques 3. — 1. L’ensemble des points de SingG qui ne sont pas
pré-simples de type dimensionnel deux est un fermé analytique de SingG.

2. Pour le cas n = 3, les singularités pré-simples de type dimensionnel
deux sont un cas particulier des singularités pré-simples étudiées dans [12].

3. Si n = 2, les singularités pré-simples de type dimensionnel deux
sont exactement les singularités pré-simples décrites dans [12] : Le champ de
vecteurs définissant le feuilletage en P a une partie linéaire non nilpotente
(i.e., posséde au moins une valeur propre non-nulle).

Supposons que Z = (C2%,0) et que l'origine soit pré-simple pour
(Z, E,G). Considérons un morphisme lisse
r:(Z',P') — (C%,0).
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Le point P’ est alors une singularité pré-simple de type dimensionnel deux
pour

(2',r~Y(E),r*G).

Notons en particulier que Sing(r*G) = r~1(0) et que cet ensemble est lisse
et & croisements normaux avec r~!(E). La réciproque est vraie, comme
Pindique la proposition suivante :

PROPOSITION 1. —  Soit P une singularité pré-simple de type
dimensionnel deux pour (Z, E,G); alors le germe (SingG, P) est lisse, de
codimension deux et contenu dans chaque composante irréductible de E
qui passe par P. Soit de plus i : (C2,0) — (Z, P) une immersion transverse
a SingG et Q un générateur de Gp, alors :

1. Sing(i*Q2) = {0}.
2. L’origine est pré-simple pour ((C2,0), i~1(E), i*g).

3. Il existe une rétraction lisse r : (Z, P) — (C2,0) telle que G = m*(i*G)
et E=r"1(i"1(E)).

Démonstration. — 1l suffit de trouver n — 2 champs de vecteurs
X;, i = 3,...,n non singuliers, indépendants en P et tangents a G.
Leurs intégrations successives trivialisent ’espace de la fagon désirée ([27],
lemme 1.15). Les champs X; sont donnés soit par le phénomeéne de Kupka,
soit explicitement, lorsque les deux valeurs propres sont non nulles, en
exprimant que le lieu singulier est réduit de dimension exactement deux;
pour plus de détails, cf. [15], ou[24]. O

Remarque 4. — On en déduit d’une part, que si P est une singularité
pré-simple de type dimensionnel deux pour (Z, E,G)) et si 4,5 : (C2,0) —
(Z, P) sont deux immersions transverses & SingG, alors les données

((€,0),i7!(E),i*G) et ((C?,0),5 Y (E),5*G)
sont isomorphes; ainsi les rapports des valeurs propres
A1 A2
A(G; P) ={—,= U
(ga ) Ag’ Al} cCUoo

d’un champ de vecteurs définissant ¢*G ne dépendent pas de i. D’autre
part, ensemble A(G; P) est localement constant le long de ’ensemble I' des
points P € SingG pré-simples de type dimensionnel deux pour (Z, E, G).

DEFINITION 3. —  Nous dirons que P € SingG est une singularité
simple de type dimensionnel deux pour (Z,E,G) si P est pré-simple de
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type dimensionnel deux et si de plus on a

AG; P) £ Q4.
(Q+ = rationnels strictement positifs). Nous noterons Sing*(G, E) I’ensem-
ble des points P € SingG qui ne sont pas simples de type dimensionnel
deux pour (Z, E,G).

Remarque 5. — L’ensemble Sing”*(G, E) est un fermé analytique. En
effet, cela est vrai pour les singularités pré-simples de type dimensionnel
deux et A(G; P) est localement constant en ces points.

PROPOSITION 2. — Soient (Z, E, P), P € SingG et 2 un généra-
teur local de G avec e(E, P) < 2. Soit i : (C2,0) — (Z, P) une immersion
transverse a4 E telle que Sing(i*Q) = {0}. Supposons que l'origine est une
singularité simple pour

((€?,0),i"Y(E),*G),

alors P est une singularité simple de type dimensionnel deux pour (Z, E, G).

Démonstration. — Visiblement Sing(Q) est lisse de dimension deux.
Ainsi, lorsque les deux valeurs propres sont non nulles, les champs triviali-
sant se construisent directement. Sinon d2(0) est non nul et le feuilletage
est trivial le long du lieu singulier. (cf, [27], lemme 1.1.5, [15], ou [24]). )O

PROPOSITION 3. —  Supposons que Sing*(G,E) = @ et soit 7 :
Z' — Z D’éclatement de centre SingG. Soit E' = #~!(E U SingG) et soit G’
le transformé strict de G par w. Alors, on a
1. Sing*(G',E")=0.
2. Le morphisme SingG’ — SingG est un isomorphisme local.
Démonstration. — Les singularités simples de type dimensionnel
deux forment localement des cylindres analytiques sur des singularités
simples en dimension deux (Propositions 1 et 2). Il suffit donc de rematrquer

que les singularités simples en dimension deux ne produisent que des
singularités simples par éclatement (cf. [30]). |

1.4. Désingularisation générique.

Considérons maintenant la situation de 1.1. et 1.2..
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THEOREME 2. — Supposons que F ne soit pas génériquement
dicritique en S. Il existe alors une étape M > 0 de la suite £ d’équiréduction
telle que

Sing™* (F;, D;) = 0, pour tout i > M.

Démonstration. — Voir Appendice. O
COROLLAIRE 1. — Sij > M, alors T; = 0.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la Proposition 3. O
COROLLAIRE 2. — L’ensemble T des points de non S-équiréduc-

tion est un fermé analytique de S tel que T # S.

Démonstration. — Par le Corollaire 1 nous avons
M
T=|Jb(T).
=0

Il suffit de montrer que le morphisme b; peut étre remplacé par un
morphisme propre

~

,'Z)‘Zi—*X

5 (%),

ou les T; sont des fermés analytiques de X;. Pour cela on remplace
Pinclusion

o

de telle fagon que

=

T=
0

-
1

U i C X i
par le morphisme propre X; — X; donné par la désingularisation a la
Hironaka [20] de SingF;. Une définition convenable des T; permet alors de

conclure que T est un fermé analytique de S. Le fait que T # S est une
conséquence des propriétés suivantes :

1. Le morphisme SingF; — S;_; est un isomorphisme local au-dessus
d’un ouvert dense de S;_; (par des considérations de dimension).

2. Le fermé SingF; est & croisements normaux avec D; au-dessus d’un
ouvert dense de S;_;.

Ceci acheéve la démonstration. O
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1.5. Fin de la démonstration du Théoréme 1.

Soient P un point de S —T et (I', P) un germe de courbe irréductible
intégrale de F tel que (I',P) ¢ (S,P). Comme T est fermé, la suite
d’équiréduction £ se spécialise en une suite d’éclatements de centres fermés
(jusqu’au niveau M) :

(X,P) =X} 5 X1 ... X},_, ™ x1,
telle que
Sing* (Fyr, D) = 0.
De plus le morphisme
SingF; — (SingF, P) = (S, P)
est un isomorphisme local.

Le transformé strict (I'pr, Q) de (T, P) coupe exactement une com-
posante connexe S* de SingF}, en un point Q. Comme Q est une sin-
gularité simple de type dimensionnel deux, et que (I, Q) ¢ D)y, on a
e (D), S*) = 1. Quitte a effectuer des éclatements supplémentaires , nous
supposons que (T'as, Q) est lisse transverse & D). Soit (A, Q) une surface
lisse transverse en Q a S* et & F),, qui contienne (I'ar, Q) et soit r une
rétraction donnée par la Proposition 1. Notons (H},) = r~1(T'a). Alors,
I'hypersurface (H, P) C (X, P) cherchée est donnée par

(H,P) = (7rivo c..omhg) (Hy)-

La figure suivante illustre cette situation

Remarques 6. — 1. (H,P) D (S, P).
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2. L’hypersurface (H, P) est équisinguliére le long de S.

2. Dicriticité.
2.1. Dicriticité en un point.

La dicriticité d’un feuilletage singulier de codimension un a été
étudiée dans [9] [10]. Nous en donnons ici d’autres caractérisations, moins
techniques et qui élargissent celles de [9] [10].

Soit F un germe de feuilletage holomorphe de codimension un dans (C™,0).
Considérons les propriétés suivantes :

I) 1l existe une suite finie d’éclatements
Xo=(C"0)2 X, &, . E Xy
dont les centres sont des variétés intégrales lisses des transformés stricts

F; de F (éventuellement C SingF;), telle que le diviseur exceptionnel du
dernier morphisme 7 ne soit pas une hypersurface intégrale Fy.

II) Méme propriété que I avec des centres de dimension inférieure ou
égale a un.

III) Méme propriété que I avec des centres permis au sens de [11].
IV) Méme propriété que II avec des centres permis au sens de [11].

V) 1l existe un germe de surface irréductible (Z,0) C (C™,0) qui n’est
pas une surface intégrale de F et une suite {(T';, P;)};cn de germes distincts
de courbes intégrales de F, contenus dans Z, tels que

a) P; € SingF et LimP; = 0.
b) (Tp;, P;) # (SingF, F;).

Remarque 7. — Lorsque la condition V est satisfaite, quitte &
extraire une sous-suite, I’'une des deux assertions suivantes est, de plus,
réalisée :

V1 . Pour tout i e N, P; =0.
V2 . 1l existe un germe de courbe (Y,0) C (Z,0) N SingF telle que

P, e (Y-{0}),ieN.

Remarque 8. — On pourrait penser-que la propriété V-2 implique
la propriété V-1, éventuellement avec une autre surface. L’exemple suivant,
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suggéré par D. Cerveau, montre qu’il n’en est rien : F est localement donné

par
w=xyz</\d7x+@—g—z—)

avec A ¢ Q; visiblement F satisfait & V-2 pour Y = (y = z = 0), mais
pas a V-1, car tout germe de courbe intégrale a 'origine est contenu dans
(zyz = 0).

Notre but est de prouver I’équivalence des propriétés I, II, ITI, IV et V.
Nous utiliserons pour cela un résultat de “désingularisation d’une surface
conditionnée” par un feuilletage singulier. On trouvera dans [10] un énoncé
de ce type, mais moins général que celui-ci. En appendice, nous donnons
une idée de sa preuve; pour une démonstration détaillée nous renvoyons le
lecteur a [29].

THEOREME 3. — Soient F un germe de feuilletage holomorphe
de codimension un dans (C™,0) et (Z,0) C (C",0) un germe de surface
irréductible non intégrale de F. Alors, il existe une suite finie d’éclatements

Xo=(C"0) 2 X, &... ¥ Xy,
telle qu’a chaque étape, le centre de w; soit une variété lisse intégrale du
transformé strict F; de F (éventuellement C SingF;), soit contenu dans

le lieu singulier de la transformée stricte Z; de Z et soit simultanément
permis pour F; et pour Z;, et telle que, de plus & la derniére étape on ait

SingFp N SingZys = 0.

THEOREME 4. — Les propriétés I, II, III, IV et V sont équiva-
lentes.
Démonstration. — On a trivialement
V=111
IV=aIII=1

1l suffit de montrer que I = V et que V = IV.
I = V. (On utilise ici un argument de [9]). On sait que Xy est un fermé
analytique de

P™ x (C",0)
pour certain indice m. Soit E C X le diviseur exceptionnel du dernier
éclatement wy. On sait que E est génériquement transverse a F. Nous
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pouvons choisir une sous-variété lisse H de P™ x (C™,0) de telle fagon que
pour une composante irréductible Z de H N Xy on ait :

1. La dimension de Z est deux.
2. Une composante irréductible Yy de Z N E est de dimension un.

3. Les transformés stricts Fy et Z sont génériquement non singuliers le
long de Yy.

4. La courbe Yy (et donc Z le long de Yn) est génériquement transverse
aFn.

Maintenant, soit Z I'image de Z par le morphisme propre Xy — Xp.
Si I'image de Yy est réduite & un point, on a la propriété V-1. Si I'image de
Yn est une courbe Y, alors pour un point générique de Yy le morphisme
Yy — Y est un isomorphisme local et ’on a donc la propriété V-2.

V = IV. On va raisonner par ’absurde, en supposant que la propriété IV
est fausse.

Supposons d’abord la propriété V-2 vérifiée. Au bout d’un nombre
fini d’éclatements de points on peut supposer que la courbe Y est un
centre permis (voir “suites stationnaires” dans [11]). Eclatons maintenant
Pespace ambiant avec centre Y. Comme le diviseur exceptionnel est une
hypersurface intégrale (on a supposé IV fausse), il contient une courbe Y;
qui satisfait & V-2. Itérons ce procédé. Par le théoréme de résolution de
Hironaka, on aboutit & désingulariser Z en un point générique de Y. Plus
précisément, on arrive a la situation suivante :

1. Le transformé strict Z’ de Z est génériquement lisse le long de la
courbe Y’ obtenue comme on vient de dire.

2. La surface Z' est transverse au diviseur exceptionnel E, qui est une
hypersurface intégrale du feuilletage transformé F'.

3. La restriction de F’' & Z' est lisse et transverse & Y’ aux points
génériques de Y.

Dans un systéme de coordonnées en un point générique de Y’ nous
avons les données suivantes :

1. Localement Y’/ = Z' N E.
2. E=(.’L‘1 =0), Z'—_-(:E3= =xn=0)
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3. Le feuilletage F’ est localement engendré par

d n
w=1xI alﬂ +Za,~dx,~
1 3
avec a; € C{z1,...,zn}, pouri=1,...,n, et pged(a;;i =1,...,n) =
1.

4. Le fait que la restriction de F’ & Z’ soit lisse et transverse & Y’ nous
permet de choisir les coordonnées de fagon que

01(1:1,1'2,0,. .e ,0) =0.

az(z1,72,0,...,0) =z, pour un ¢ > 0.

En éclatant & nouveau Y’ on voit que 'invariant ¢ diminue stricte-
ment. Contradiction.

Supposons maintenant la propriété V-1 satisfaite. Considérons la “dé-
singularisation conditionnée” de Z par F :

Xo=(C"0) & X; & ... Xy,

Si la propriété V-2 est satisfaite pour un indice i, 0 < ¢ < M, on applique
Pargument précédent. Sinon, la propriété V-1 est satisfaite en un point
P € Z);. Bref, nous pouvons supposer sans perte de généralité que Z est
non singuliére a l'origine. A cause de V-1, la restriction F|z de F & Z est
singuliére & Porigine. De plus, F|z est un feuilletage dicritique, car il a une
infinité de courbes intégrales a I'origine (cf. [9] [10] [15] [28]). En éclatant de
maniére répétée les points ou V-1 est satisfaite, la réduction de singularités
en dimension deux nous mene alors a la situation V-2 au bout d’un nombre
fini d’étapes. O

DEFINITION 4. — On dira que le feuilletage F est “dicritique”
a l'origine de (C™,0). si les propriétés équivalentes 1, II, III, IV et V sont
satisfaites.

2.2. Dicriticité générique implique dicriticité.
Soit F un germe de feuilletage de codimension un sur (C",0) et soit
S une composante de codimension deux du lieu singulier SingF.

PROPOSITION 4. —  Si F est génériquement dicritique en S, alors
F est dicritique a I'origine de (C",0).
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Démonstration. — 1l suffit d’utiliser la caractérisation I de la dicri-
ticité, en éclatant S apres I’avoir rendue non singuliére par le procédé de
Hironaka. 0

2.3. Dicriticité dans une section implique dicriticité.

Soit F un germe de feuilletage de codimension un sur (C",0). Soit
(V,0) C (C™,0) une sous-variété non singuliére, qui n’est pas une variété
intégrale de F. En particulier, nous pouvons considérer la restriction F|y
de FavV.

PROPOSITION 5. — Si F|y est dicritique & l'origine, alors F est
dicritique & I'origine de (C™,0).

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la caractérisation V de la
dicriticité.

3. Existence et prolongements d’hypersurfaces intégrales.

3.1. Recollement d’ hypersurfaces intégrales.

Soit F un feuilletage de codimension un sur le polydisque ouvert
K™(0; R) de rayon R de C™. Nous supposons que n > 3. Etant donné deux
nombres réels R,r, R > R > r > 0, on note

Crr=K3(0;R) — K3(0;7) C C*.
C’est la polycouronne de rayons R,r. Nous 'identifions a4 la méme poly-
couronne plongée dans C", c’est a dire
cR,r = CR,r X {Q.} ccn.

Soit Hy C Cgr, une hypersurface analytique fermée. Nous faisons 1'hy-
pothése de recollement suivante :

Hypothése de recollement. — Pour tout point P € Hy les propriétés
suivantes sont satisfaites :
1. Il existe un unique germe (H, P) C (C", P) d’hypersurface intégrale
de F tel que (H, P) D (Hp, P) et minimale pour cette propriété.
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2. (H,P)n (C® x {0}, P) = (Ho, P).

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant :

LEMME 1 (de recollement). — Sous cette hypothése, il existe R',
R > R’ >0, € > 0 et une hypersurface fermée H dans

K(R';e) = K3(0; R') x K»3(0;¢) c C™
intégrale de F, qui contient Ho N K(R';r').
On va appeler “propriété N” la propriété suivante, N =1,2,...:

Propriété N. Il existe R',7', V4,..., VN, U1,...,Un et Hy,...,Hy
telsque R>R' >r'>ret,pouri=1,...,N,

V; et U; sont des ouverts de C™ .

V,- est compact.

V,cV;cU.

H; C U; est une hypersurface fermée de U; .
H;NCgr = HyNCg r NU;.

HoNCr »» C V1U...UVy et pour tout point P € HyNCr' »NUj, le
germe d’hypersurface défini par H; en P coincide avec celui donné
par ’hypothése de recollement.

XA S o A

LEMME 2. — Il existe N > 1 tel que la “propriété N” soit
satisfaite.
Démonstration. — Par hypothése, pour chaque point P € Hy, il

existe un ouvert Up 5 P et une hypersurface intégrale fermée Hp C Up

tels que
HpnN (C3 X {Q}) NUp = HyNUp.

En particulier, pour chaque point de Hy N Up, le germe de Hp en ce
point coincide avec celui de ’hypothése. Prenons un ouvert Vp tel que
P € Vp c Vp Cc Up avec Vp compact. Il est clair que

Hy C U Vp.
P€Ho
Fixons R',r’' avec R > R’ > r' > r. Alors

HoNCrp» CHyNCpr p» C U Vp.
P€Ho
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Par compacité, un nombre fini de Vp recouvrent Hy N Cp ,v. Les données
correspondantes satisfont bien & la “propriété N”. O

LEMME 3. — Pour N 2> 2, si la “propriété N” est satisfaite, alors
la “propriété N — 1” est aussi satisfaite.

Démonstration. — Soit P un point de Ho N Cg ,». Notons
H*=(HNnW)U(HNV,).
Alors il existe un ouvert Up > P tel que H* N Up soit une hypersurface
analytique fermée de Up. Plus précisément :

1. Si P € V; — V4, alors on peut prendre Up = V; — Vo et H*NUp =
HinNnU ;)

2. Si P € V; NV4, alors I’hypothése de recollement implique que H;
et Hs ont méme germe en P, donc on a une hypersurface dans un
voisinage Up de P.

Soit V) avec V}, compact tel que
PeV)CVhCUp.
Quitte & considérer R’ > R” > r” > r/, par compacité, il y a un nombre
fini de points P, ..., Py tels que
HoNCrrypr C (VP U...UVp)UVBU...UVy.

Notons alors

V; = VpU...UVp.

Uy = UpU...UUp,.
On a

H*NUy=(H*NUp)U...U(H*NUp,)

et donc Hj = H* N Uj est une hypersurface fermée de U;. Les données
R",r",Vy,V5...,VN et Hj, Hs, ..., Hy montrent que la “propriété N —1”
est vraie. 0

COROLLAIRE 3. — Il existe R > R’ > r' > r, des ouverts
V € V c U, avec V compact, et une hypersurface fermée H C U tels
que :

1. HoNCrw C V.

2. HNCg v = HoNCR , et le germe de H en chaque point de HyNCr/ ;-
est une hypersurface intégrale de F.
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Démonstration. — C’est la “propriété 17 . O

COROLLAIRE 4. — Il existe R > R' > r' > r, des ouverts
V C V C U, avec V compact, et une hypersurface fermée H C U tels
que :

1. HoNCrrpr C V.
2. H est une hypersurface intégrale de F.
3. H ﬂ CR'J-’ = H() nch,rI,

Démonstration. — Enlever les composantes irréductibles de I’hy-
persurface du corollaire précédent qui ne sont pas des hypersurfaces
intégrales. 0

COROLLAIRE 5. — Il existe R > R’ > r' > r, un ouvert

U* D Cp,» et une hypersurface fermée H* C U* qui est une hypersurface
intégrale de F.

Démonstration. — Soient R>R' >r' >r,VCcVCcUetHCU
donnés dans le corollaire précédent. Si P € Cg/ ,» — Hy, alors il existe un
ouvert Wp 3 P tel que H N Wp = {. En considérant H* = H et

vr=Uu |y Wwe
PGCRI,,J ~Hp
on a le résultat. O

Maintenant, pour prouver le lemme 1, donnons-nous, grace au Corol-
laire 5, une hypersurface fermée H intégrale de F dans

CRI’.’.I(e) = CRI’TI X Kn_3(€, 0)-

Comme H!(Cg,r; O&n) = 1, hypersurface H admet une équation globale
f =0, f € O(Cg ,(€)). Par le théoréme de Hartogs, f s’étend au polydis-
que K(R';¢). Pour des résultats d’extension plus précis, nous renvoyons le
lecteur & [31].

3.2. Existence d’hypersurfaces intégrales.

L’hypothése de recollement sera satisfaite dans le cas d’un feuilletage
non dicritique ce qui nous permet de construire une hypersurface intégrale.



68 F. CANO, J.-F. MATTEI

THEOREME 5. —  Soit F un germe de feuilletage holomorphe de
codimension un dans (C",0). Supposons que F ne soit pas dicritique &
I'origine. Alors il existe un germe (H,0) C (C",0) d’hypersurface intégrale
de F.

Démonstration. — Choisissons un germe sous variété (lisse) de
dimension 3 (W,0) C (C",0), transverse & F au sens de Mattei-Moussu
[28]. Par des considérations de dimension, on peut supposer que W coupe
les points de non-équiréduction tout au plus & l'origine (rappellons que
le feuilletage n’est pas génériquement dicritique grace a la Proposition 4,
et donc on peut appliquer le Théoréme 1). La restriction F|y n’est pas
dicritique d’apres la Proposition 5 et par le théoréme d’existence de [12]
F|w possede une hypersurface intégrale (H’,0) C (W, 0). Considérons

CR,,- cwW

et notons
Hy = H'Nn CRJ-

grace au Théoréme 1, I'hypothése de recollement est satisfaite. On applique
les résultats de la section précédente et on trouve une extension de
I’hypersurface intégrale Hy

H c K3(0; R") x K™ 3(0;¢).

Nécessairement, H est aussi une extension de H’ et donc 0 € H. Ceci
détermine le germe (H,0) d’hypersurface intégrale cherché. O

4. Appendice.

A.1l. Démonstration du Théoréme 2.

Soit F un feuilletage holomorphe singulier de codimension un sur une
variété analytique X. On suppose que S := SingF est lisse, connexe et de
codimension deux. Soit 7 : X — X I’éclatement de centre S et soit F le
transformé strict de F; il s’obtient en divisant 7*F par une puissance Jg'
de I'idéal du diviseur exceptionnel E. L’entier m est noté mult,F.

Soit o : (C2%,0) — (X, P) une section plane transverse & S en P. Elle
est dite transverse & F si Sing(o*F) = {0}. D’apreés [28] cette condition est
générique en o.
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Notons G = ¢*F. On dira qu’il y a équidivision si
mult, F = mult,G

ol p est I’éclatement de ’origine dans (C2,0). Soit & le transformé strict
de I'immersion o par 7. S’il y a équidivision, le transformé strict GdegG
par p est &*F.En particulier, & est alors transverse a F.

LEMME 4 (d’équidivision). — On suppose que F n’est pas généri-
quement 1-dicritique en S. Il existe alors un ouvert analytique dense U de
S tel que pour toute section plane o transverse 4 F en un point P € U:

1. Il y ait équidivision.
2. Le feuilletage o*F ne soit pas génériquement 1-dicritique a I'origine.

3. L’immersion & soit transverse & F.

Démonstration. — La partie 3 découle des remarques qui précédent.
L’idéal de S définit une graduation sur les formes différentielles. La non
1-dicriticité générique entraine que le degré de la forme initiale d’un
générateur w de F est exactement mult,(F). La réciproque est vraie en
dimension 2. Les parties 1 et 2 découlent alors de ’observation qu’en un
point générique, le degré de la forme initiale de w est préservé par image
réciproque sur toute section transverse. O

Une application réitérée du lemme précédent permet de montrer qu’en
un point générique P de S on peut “suivre” la suite d’équiréduction sur
une section 2-plane A transverse au feuilletage : la suite d’éclatements
induite sur A est exactement la réduction des singularités (canonique en
dimension deux [30]) de la restriction de F & A. Ainsi, au bout d’un nombre
fini d’étapes, on obtient des singularités 51mples sur I'éclaté strict A de A.
En chaque point P’ € A D’éclaté strict F est donc un cylindre sur sa
restriction & A. On en conclut qu’au voisinage de P, les singularités sont
encore simples de type dimensionnel deux.

En tout point P de S ou F est équiréductible, la conclusion du
Théoréme 2 est vérifiée pour la restriction de F & un voisinage Up de
P. Considérons la fonction P — M(P), oi M(P) désigne le nombre mini-
mum d’étapes nécessaires a 1’équiréduction. Elle est visiblement localement
constante, d’ou la conclusion.
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A.2. Démonstration du Théoréme 3.

Pour n = 3, le résultat a été démontré dans [9], page 85. Nous
indiquons seulement ici comment cette preuve se généralise en dimension
quelconque et renvoyons le lecteur a J. Sauloy [29] pour une démonstration
détaillée.

Les invariants utilisés en dimension trois sont :
. La multiplicité de la surface vp(Z).
. L’ordre adapté du feuilletage v(F, E; P).
. La multiplicité adaptée du feuilletage v(F, E; P).
. La dimension de I’espace tangent de Hirohaka TpZ.

TGt W N =

. Les invariants issus du polygone Az r obtenu a partir de la réunion
du polygone caractéristique de Hironaka [16] Az et du polygone
caractéristique du feuilletage Ax.

Pour le cas n > 3 on remplace la multiplicité vp(Z) de la surface

par la fonction de Hilbert-Samuel, et on étend les définitions des autres
invariants comme suit :

1. L’ordre adapté du feuilletage v(F, E; P) conserve la méme définition
(8] [11].

2. Idem pour la multiplicité adaptée du feuilletage.

3. La dimension de ’espace tangent de Hironaka TpZ est maintenant
définie comme dans [20].

4. Le polygone caractéristique de Hironaka Az est défini dans [22].

Le polygone caractéristique du feuilletage Ax est défini comme
I’enveloppe positivement convexe de 1'union des polygones

m __ + i J . f.. -
7 = Conv {(m—|K|’m—|K|’>’f"K¢0’m |K|>0}

ou f =Y fijxx'y’zX parcourt 'ensemble des coefficients adaptés (8] [11]
et m est la mutiplicité adaptée. Enfin, le polygone Az r est construit par
le méme procédé qu’auparavant.
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