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INEGALITES DE LOJASIEWICZ GLOBALES

par Jean-Claude TOUGERON

Cet article est la suite de [3] et reprend, avec quelques exemples et
applications, les résultats de [4]. On s’intéresse ici aux propriétés
métriques des ensembles analytiques réels; alors que la théorie de
Khovanskii, i.e. I’étude des propriétés topologiques, est une « application »
du théoréme de Rolle, I'inégalité de Lojasiewicz sera une « conséquence »
du théoréme des accroissements finis.

On considere a priori certaines algeébres de fonctions analytiques (en
général, elles seront topologiquement noethériennes) vérifiant des inégalités
de Lojasiewicz globales. Le résultat essentiel de ce travail est de montrer
que ces inégalités sont encore satisfaites, quand on adjoint a ces algebres
certaines fonctions (cf. Théorémes I et II). La encore, par adjonctions
successives, on construit de larges classes de fonctions analytiques
vérifiant 1'inégalité de Lojasiewicz. Les applications sont de deux sortes :
applications géométriques (réguliére séparation des fermés analytiques) ;
théorémes de division des fonctions C*® par des fonctions analytiques
(cf. 3.2, 3.5) qui étendent les résultats classiques: division par des
polynomes ou (forme locale) par des fonctions analytiques.

Soit Q un ouvert de R" et soit ()(2) une sous-algébre faiblement
noethérienne de l'algebre #(Q) des fonctions analytiques réelles dans
Q. Cela signifie que O(Q) contient R[x], est stable par dérivation ; en
outre, toute suite décroissante de fermés analytiques pour (@(Q) est
stationnaire (un fermé analytique pour (O(Q) est 'ensemble des zéros
dans Q d’une ou plusieurs fonctions de @(Q)).

Mots-clés : Théoréme des accroissements finis - Inégalités de Lojasiewicz - Régulure
séparation.

A.M.S. Classification : 26B - 26D - 58D.
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Notons d(x,y) la distance inf (1,d(x,y)), d distance euclidienne, et
soit I' une famille non vide d’applications continues de Q dans R, qui
vont mesurer la croissance au bord des fonctions de O(Q). Pour la
commodité des calculs, nous supposerons que I' vérifie les conditions
suivantes :

a) Vyel et VxeQ, y(x) =d(x,00)7", ie. y(x) =1 et la boule
euclidienne ouverte B(x,y(x)"') est contenue dans Q (si
Q=R", ie. 0Q=,d(x,0Q)=1).

b)SiyeletsiC>1, Coyel;
Si y1, Y26, vie1,€T;
¢) Si yeT, il existe y' eI tel que VxeQ et Vx' € B(x,y'(x)"'), on
ait y(x') < 7'(x). ;

Par exemple, la famille de toutes les fonctions Q3x —
Cd(x,0Q)7*(1+|x])* avec C>1 et a>1 est du type précédent
(croissance polynomiale). Si Q = R", il en est de méme de la famille
de toutes les fonctions x - Ce*'*!, C > 1, A > 0 (croissance exponentielle).

Nous dirons que O(Q) est une algébre de type I' si () est faiblement
noethérienne et si Vfe O(Q), il existe yeI' et une constante o = 0 tels
que VxeQ:

Ye) = 1[G = y(x) ™" d(x, /7 0))

(nous dirons que f vérifie une inégalité de Lojasiewicz d’ordre o et de
type T').

Une fonction fe #(Q) est dominée par T' s’il existe yeI telle que
[f(¥)] < y(x), VxeQ; une algebre analytique ((Q) est dominée par T’
si toute fonction de I'algébre est dominée par I'. Le but de cet article
est de construire des algébres de type I'; les résultats principaux sont
les suivants :

TutorEME I. — Soit O(Q) une algébre analytique de type T' et soit
I'[y] la famille de toutes les fonctions Q x R3(x,y) = y(x)(1+ |y])*, avec
veTl et a > 1. Alors O(Q)[y] est une algébre analytique sur Q X R de
type T'[y].

TueorEME II. — Soit O(Q) une algébre analytique de type T et
supposons que tout ensemble X\Y(X, Y fermés analytiques pour (O(Q))
admet un nombre fini de composantes connexes. Soit ¥ € 3 (Q) vérifiant
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l'une ou lautre des deux conditions suivantes :

oV
a) W est dominée par I' et Vi=1, ..., n ae(ﬁ(ﬂ).

b) ¥ = e® avec ¢ € 0(Q).

Alors, dans le cas a), O(Q)[Y] est une algébre de type T ; dans le
cas b), O(Q)[¥] est de type eN'!®.T.

(On note €V'°'-T la famille formée par tous les e™'® -y avec Ne N
et yeI'; si Q est «assez régulier », le théoréme des accroissements finis
.\ oY L .,
et les conditions gx_E@(Q) de a), impliquent que W est dominée par
i
I'; cette derniére hypothése de a) est alors superflue.)

En particulier, si 0(Q) est topologiquement noethérienne (cf. [3]) et
de type I', on peut appliquer le théoréme précédent ; P'algébre O(Q)[V]
aura des propriétés analogues, ce qui permet par itération, de construire
de nouvelles algébres de typeI'.

Dans le paragraphe 1, nous démontrons les théorémes I et II; le
paragraphe 2 est consacré a quelques compléments, et le paragraphe 3
a des exemples et quelques applications.

1. Démonstration des théorémes I et II.

1.1. Soit 0(Q) une algebre analytique faiblement noethérienne et soit
X un fermé analytique irréductible pour 0(Q) (si X est réunion de deux
fermés analytiques X;, X,, on a X = X, ou X = X,); soit k le plus
grand entier tel qu’il existe fi, ..., f,e [(X)={feOQ);f|X=0} et un

D(fi,. .., . .. _
jacobien A = D—(ifl—ik)) ¢ I1(X). D’aprés [4], proposition 1.3, X\A™'(0)
PR e 7
est une variété analytique de codimension k et c’est une réunion
de composantes connexes de la feuille analytique
S ={xeQ;fi(x)= - =fi(x)=0;A(x) #0}. Pour simplifier, supposons
que (i, ...,0)=(,...,k) et soit m la projection
S3x > (Xk41,...,%Xn) ER"™*; cette projection est un difffomorphisme
0
local et on note ﬁ_(i =k+1,...,n) le champ de vecteurs sur S défini

0
par 5‘-} (x) = mx! <5x—(n (x))). On vérifie immeédiatement que si g € #(Q) :
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0 og 1 og
ox, & )"<a S ZA”a )
des fractions [0(9)/I(X)] de 0(Q)/I(X) de n — k dérivations qui
engendrent en chaque point xe€ S les R — dérivations usuelles de
I'anneau des germes de fonctions analytiques réelles sur S, .

S avec A; € O(Q)) ; on munit ainsi le corps

LeEMME 1.2. — Avec les notations précédentes, soit a€ S et soit p un
réel tel que 0 < p < d(a,0S) (0S = frontiere de S dans R"); notons

B = l_}(a,p) la boule euclidienne fermée de centre a et de rayon p dans
R™ et supposons que

sup
k+1<i<n,xeBnS$

6X

k 1/2
<A2+ZA?j> (AT = 1/o.

j=1

Soit 0 e #(Q) telle que 0(x) > 0 pour tout xe Bn S et telle que

. " |o0 lS
f {0(x)+ =B >0; alors:
xEHB}nS< ( ) z%—l 6X ) B alors
B
> .
0(a) 2 —— 11nf(oc,1)
: B B S L
. 2 2 s
Preuve Si 0(a) Tk T1C kTl il ny a rien a
démontrer; si 6(a) < WBJrI’ posons S’ = {xeBn S;08(x) <0(a)};
, " 100|S
alors, Vxe S’, on a ) —6/\7( x)| = B — 6(a) et par compacité, on
i=k+1
voit qu’il existe un € > 0, tel que Vx e S’, il existe un indice i(x) = i
6|S
avec Vye S’ n B(x,¢): } 6[ )| = — E 1 Construisons un chemin

analytique %, d’origine a, d’extrémité a,, contenu dans S’ et arc

de courbe intégrale pour a—aX— (i = i(a)) de telle sorte que O soit
strictement décroissante sur %,; on peut supposer que sur
0|8 B

oX;|  n—k+1
d(a,a;) = p, on s’arréte; sinon, € < d(a,a,) < p, et on recommence
avec a, au lieu de a, ie. on construit un arc ¥, d’origine a, et
00|S B

X, | " n—k+1

€, : et quen outre: d(a,a,) = inf (p,s). Si

d’extrémité a, tel que sur %,: avec i = i(a,) et
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d(a,,a,) > € si d(a,a,) < p (en outre, bien slr, 0 est décroissante sur
%,). Par itération, on a des arcs %; c S’ d’origine a;_, et d’extrémité
a;; d’apres le théoréme des accroissements finis :

J aB
0(a) > - )= )l €, —
(@ > 0(@) ~ 0(@) > ¥ long €, -~
Comme long 4, > ¢ si d(a,a,) < p, le processus s’arréte, i.e. il existe

un g; final tel que d(a,q;) = p, d’ou 6(a) > pkil

LEMME 1.3. — On suppose que O(Q) est de type T ; soit 8 € O(Q)\I(X)
(X fermé analytique  irréductible défini  plus  haut) ;  posons
Y=Xn(A"0)ud (0)), et soit e H(Q) telle qu’il existe yeT et
o = 1 vérifiant :

n

(*)  VxeX\Y, [0(x)| > Y

i=k+1

2 v(x)"'d(x, Y)*.

aX
Alors il existe Y el et o = 1 tels que :
VxeX\Y, [10(x)] =y (x)"'d(x,Y 0" (0))".

Preuve. — D’aprés la condition ¢) de l'introduction, il existe y, eI’
tel que VaeQ et Vxe B(a,y,(@)”"), on ait y(x) < y,(a). Si aeX\Y,

1
pour tout xeB, = B(a,iyl(a)_ld(a, Y)), on a la majoration
1 .
d(x,Y) > 54(a; Y); 'inégalité (*) implique donc si xe B, n (X\Y):

**) 80 + X

i=k+1

69]5

“evi(@) - d(a, V)

d 1
" 0X, A( ox Z Aua ) A, Ajje O(Q). Lalgebre O(Q)

j=1

étant de type I, il existe y,e et B > 1 tels que

Vxe X\7, ’5%()6) < Y2(%)-d(x, ¥)7P.

D’aprés la condition ¢) de Iintroduction, il existe y,eI tel que
VaeQ et Vxe B(a,y;(@)™ "), on ait y,(x) < v;(a). Ainsi, si ae X\Y
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. , 1 _
et si B, = B(a,i(yl(a)ya(a)) ‘d(a, Y)) < B,, on a pour tout
xeB,n(X\Y):

(***) ‘6 ()| < 15(@)-2°-d(a, ¥)".

Dr’apres le lemme 1.3 appliqué a la boule

B = B(‘L%(’Yl(a)’YS(a))_ld(aa Yu 9“‘(0))),

laquelle est contenue dans B, on a d’aprés (**) et (***):

—1-o—f
> . -2, -2, -1 1tath .q.f.d.
10@)] > == 7:(@) 1@ (@, YOOI 0)" . c.qfd
LeMmME 1.4. — On suppose toujours que O(Q) est une algébre de type

I'; soit 6 e #(Q) une fonction dont les dérivées premiéres sont dominées
par .

Supposons que pour tout fermé irréductible X (pour 0(Q)), il
existe un fermé analytique Y ;Cé X,ys€l et ag= 1, tels que Vxe S =
X\Y, 18(x)| = ys(x)” 1d(x Yu071(0))*s. Alors il existe yeI et o > 1
tels que YxeQ:

|9(X)| Y(x)7'd(x,67(0))".

Preuve. — Si X est un fermé analytique pour O(Q), considérons la
proposition suivante :

P(X): il existe yxeI et ay > 1 tels que, Vxe X:
10(X)| = vx(x)~'. d(x,071(0))x.

Bien entendu P(X)), ..., P(Xs) impliquent P(X;uU ... U Xg). L’algébre
0(Q) étant faiblement noethérienne, il suffit donc de montrer avec les
notations exactes du lemme, que P(Y)=> P(X). Par hypothése,
Vxe S, |0(x)| = vs(x)"'d(x, YN0 1(0))s;soient yel,y = 2,eta =1,
qui seront déterminés ultérieurement.

Soit xe8; si d(x,Y)=y(x)"'d(x,07'(0))*, alors ou bien
18(x)| > vs(x) "1 d(x,07" (0))*s, ou bien [0(x)| > ys(x) " d(x,Y)*s >
vs(x)Tly(x)7sd(x,071(0))*s, et dans les deux cas, linégalité est
démontrée.
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Nous supposons donc que d(x,Y) < y(x) 'd(x,07'(0)*; si
d(x,Y)=1, on a d(x,07'(0)) =1 et Dinégalit¢ est vérifié¢e; on
peut donc supposer que d(x,Y) =d(x,Y) <1. Soit yeY tel que
|x — y| =d(x,Y); comme y > 2:

d(y.67(0) > d(x,67'(0)) — d(x,Y) > %d(x,e_l(o))
et

d(y.9 1(0)) d(x,67(0) + d(x,Y) < é(x,e_l(O))-

Par hypothése: [0(y)| = vy(») ™ '-d(y,07'(0))*Y. Les dérivées premiéres
de 0 étant dominées par I', il existe y,eI” et ze Q entre x et y tels
que:

10 —0(x)| < 71(@)Ix—yl < 71(2)7(x)"" d(x,677(0))"

(ona|x—y| < y(x)~'et d’aprés le a) de l'introduction, on a [x—y] = Q).
D’aprés la condition ¢) de lintroduction, il existe y,e I telle que
Ix—z] < y2(x)7" et |x—y|l <7.x)”" impliquent 7v,(z) < v,(x) et
Yv(») < v2(x). En conséquence, si y(x) = y,(x):

10(»)—0(x)] < v2(x)7(x)""-d(x,67(0))"
et

1B = 277 7,(x) "1+ d(x,071(0))"r.

Si 'on choisit o = ay et y(x) = 2*"'y,(x)?, on a d’aprés les deux
majorations précédentes :

[0(x)| = 27 Ley,(x) "t d(x,671(0)), c.q.fd.

Nous déduisons des lemmes précédents le résultat principal de ce
paragraphe. Précisons d’abord une notation; soit ¥ e #(Q) telle que
0¥
0x;
dans 0(Q) (i.e. O(Q)[Y] est stable par dérivation).

pour i=1,...,n, = P;(¥), ou P; est un polyndme a coefficients

Soit X le fermé analytique irréductible pour O(Q) considéré en 1.1,
et soit Y;Cé X un fermé analytique pour O(Q) contenant A~'(0). Si

e 0 . s
S = X\7Y, les dérivations Frk i=k+ 1, ..., n operent sur tout élément
i
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O(¥|S), avec O(y) = Zq:ij"e[@(ﬂ)/l(X)][y] par la formule évidente :

j=0

3, o(P|S
-3 (a)’;MS)) + X igerisy S0

d
d’oti compte tenu de 1.1 et de — =

Ox. = Q,(¥|S) ou
0,e[0(Q)/I(X)][y] est le polyn()me
50 _ 1E
Z &Xf’ P (Pi(y)+KJ;1Aiij(y)>

ou P;e [0(Q)/I(X)][y] est le polyndme induit par P;; Q; est un polyndme
de degré

<sup(g,q—1+ supd®Py), ~
de degré <q—1+supd®P;, si (O est unitaire.

THEOREME 1.5. — Supposons que O(QQ) est une algébre analytique de
type T', et soit ¥ e H#(Q) telle que ¥ soit dominée par T et telle que
O(Q)[Y] soit stable par dérivation.

Supposons que pout tout fermé irréductible X pour O(Q) et tout
polynéme unitaire irréductible Q € [0(Q)/I(X)][y] avec d°Q > O

A : ou bien il existe un indice i tel que Q; ne soit pas divisible par
0 dans [0(Q)/I(X)]]].

B : ou sinon il existe une strate S = X\Y, yel', o' = 1, tels que
la conclusion de 1.3 soit satisfaite pour 6 = Q(¥|S), i.e

VxeS, [0(x) =7y (x)""dx,Yub '(©0)".
Alors O(Q)[Y] est une algébre analytique de type T.
Preuve. — D’aprés la proposition 1.4 de [3], O(Q)[y], et donc a

fortiori O(Q)[V], est faiblement noethérienne ; il reste a vérifier I'inégalité
de Lojasiewicz globale.

Nous devons montrer que 6 = Q(W) vérifie la conclusion du
lemme 1.4 et donc démontrer pour chaque fermé irréductible X, une
majoration :

(*)  VxeS=X\Y, [0()] > vs(x)""d(x,YUO'(0))"s
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pour un Y Z X convenable. Soit 0O Tlimage canonique de Q dans

[0(Q)/I(X)[y]; la majoration (*) ne dépend que de O et si elle est
démontrée pour chaque facteur irréductible de O, elle est aussi vraie
pour O ; on peut donc supposer que O est unitaire et irréductible.
Dans I'hypothése B, il n’y a rien a démontrer; dans I’hypothése A,
I'idéal engendré par Q et les Q; dans [0(Q)/I(X)][y] contient 1; on en
déduit immédiatement que I’hypothése de 1.3 est vérifi¢e pour un Y
convenable, en utilisant le fait que O(Q) est de type I' et que W est
dominée par I'. La conclusion de 1.3 et donc celle de 1.4 sont donc
vraies, i.e. (*) est satisfaite.

1.6. On déduit facilement de 1.5 les théorémesI et II.

Preuve du théoréme I. — O(Q)[y] est faiblement noethérienne, d’aprés
la proposition 1.4 de [3]. Pour l'inégalit¢ de Lojasiewicz, on applique
1.5, Q étant remplacé par Q x R, I' par I'[y] et O(Q) par O(Q)on ou
n: Q X R > Q désigne la projection canonique (I’algébre O(Q)o n n’est
pas tout a fait une algébre analytique, puisque cette algébre ne contient
pas tous les polyndémes (y¢ @(Q2) o m), mais cette hypothése n’a jamais
servi dans les démonstrations). La condition A est toujours satisfaite

car si Qe[OQ)/I(X)[y] et O; = (Z—f, on a d’Q, <d’Q et Q, #0.

En particulier, on retrouve I'inégalitt de Hormander[1] sur les
polynoémes : si P e R[x], il existe des constantes C > 0 et o > 1 telles
que VxeR": |P(x)| = C(1+|x)*d(x,P '(0))*. On déduit aussi du
théoréme 1 I'inégalité de Lojasiewicz locale pour les fonctions analytiques ;
c’est immédiat par récurrence sur n, car d’aprés le théoréme de
préparation de Weierstrass, toute fonction analytique est localement le
produit d’un facteur inversible ne jouant aucun rdle dans I'inégalité de
Lojasiewicz, par une fonction analytique polynomiale en 1'une des
variables.

Preuve du théoréme II. — On applique le théoréme 1.5 dont on
conserve les notations.

Hypothése a): Chaque polynome P; est de degr¢ 0, et donc
d°Q, < d°Q = q pour tout i; si la condition A n’est pas satisfaite, les
0; sont tous nuls et donc si S = X\Y est une strate convenable,
0 = Q(¥) est constante sur chaque composante connexe de S. Ces
composantes connexes étant en nombre fini, la condition B est vérifiée.
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0P o9
ose b O —=g.VY,i=k+1+, ... ; & = .
Hypothése n a ox, g. ¥V, i 1+, > & X,

Si Q(F) =& + & + - + ¥, £ e[0(Q)/I(X)],

5 98, , (0, 08, )
() = 2+ ([ 2+eg W+ +28,g, |2+ - + qg ¥l
0.(Y) ox, (aX,. .8 |¥ ox, 28.8: |¥ 98

Si la condition A n’est pas satisfaite, Q; est le produit de O par un
¢élément de [O(Q)/I(X)]; si & # 0, par proportionnalité :

- 6és . - ags a(P
1 L= X e. 1 — .
&s X, g = 498, i.e. & ox, =(q—s oxX,

Soit S = X/Y une strate convenable sur laquelle ces & n’ont pas de
zéros et n’ont pas de pdles; sur chaque composante connexe de S, on
a & = CW¥°; la condition B est donc satisfaite car 6 = CW? sur
chacune de ces composantes connexes (en nombre fini).

1.7. Soit O(2) une algebre topologiquement noethérienne de type I'.
Quitte a compléter O(L2), on peut supposer que (L) contient les
inverses f~! de tous les fe O(Q) tels que f~'(0) = . D’aprés le a)
du théorémell, si feO(Q) et si f est > 0 en chaque point de Q,
Palgebre O(Q) [Log f] est topologiquement noethérienne de typeI', et
il en sera de méme de O(Q)[f], o réel (on a f*=¢*"8/ et on applique
le b) du théoréme II). Si ge O(Q), lalgébre O(Q) [arctgg] est aussi
topologiquement noethérienne de type I'. On peut donc ajouter a la
complexifite O(Q) ®y C les fonctions 6* ou Log0, avec 6 = f + ig:
on obtiendra encore des fonctions complexes vérifiant des inégalités de
Lojasiewicz de type I'.

1.8. Voici un exemple d’algébre de type I' sur R qui n’est pas
topologiquement noethérienne (I" est I’ensemble des fonctions C(1+|x|)*,
C=1, a>=1). Notons A l'algebre des fonctions analytiques réelles sur
R, périodiques de période 1. L’algebre A[x] est noethérienne, donc
faiblement noethérienne, car 4 est un anneau principal ; bien entendu,
A[x] n’est pas topologiquement noethérienne.

Tout a € A vérifie une majoration (C=1,a>1):
VxeR, C = la(x)| > C 'd(x,a”'(0))".

Considérons un polynéme: P(x) = a, + a,x + --- a,x" avec a;,€ 4,
a, # 0, n > 0. Reprenant les arguments des lemmes précédents, pour
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vérifier que P(x) vérifie une inégalité de Lojasiewicz de type I', il suffit
de trouver C > 1, o > 1 et a e A\{0} tels que:

(*) VxeR, [P(x)| > CT'(1+[x)""d(x,a” ' (Q)uP '(0))

car la restriction de P a a~'(0) vérifie trivialement une inégalité de
Lojasiewicz par rapport a P~'(0) (en effet, sia " *(0)={x,+Z, ...,x,+Z},
la restriction de P a chaque x; + Z coincide avec un polyndme a
coefficients constants). Pour vérifier (*), on procéde comme dans le
lemme 1.3.

2. Compléments.

2.1. Nous dirons que fe#(Q) est fortement dominée par T' il
existe y e I telle que Vx € Q, f se prolonge en une fonction holomorphe
f. sur le polydisque fermé B(x,2y(x)"!) = {zeC";
{=1,...,n,lz;—x;/<2y(x)"'}; en outre, on suppose que If.(2)| est
uniformément borné sur ce polydisque par y(x). D’apres les inégalités
de Cauchy, |D°f.(z)| est uniformément borné sur B(x,y(x)”!) par
o !y(x)®** et donc D®f est fortement dominée par T .

Réciproquement, soit f € #(Q) et supposons qu’il existe yeI telle
que VxeQ et Voe N": |D°f(x)| < o!y(x)®*!; alors f est fortement
dominée par I' (f se prolonge en une fonction holomorphe f, sur le
polydisque B(x,27y(x)™?) et |f.(z)|<2"|y(x)| sur ce polydisque).

L’algébre O(Q) est fortement dominée par T si tout fe (O(Q) est
fortement dominée par I'.

LemMME 2.2. — Soit O(2) une algébre faiblement noethérienne. Une
fonction f e H#(Q) est fortement dominée par I' ssi pour tout fermé
irréductible X (pour 0(Q)), il existe un fermé analytique (pour

o)y % X tel qu’il existe yseT et ag = 1 vérifiant la condition :
VxeS = X\Y, VoeN", |D°f(x)] < 0! (ys(x)d(x,¥) )"
Preuve. — Considérons la proposition suivante :

P(X): 1l existe yxyeI tel que Vx e X et Voe N*:

ID°f (x)] < @ !yx(x) .
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D’aprés le principe de noethérianité, il suffit avec les notations du
lemme, de montrer que P(Y) = P(X). Si P(Y) est satisfaite, on a par
les inégalités de Cauchy, Vye Y et Vxe B(y, 4" 'y,(») " ):

ID® f,(x)| < 0! 2™74(y) - (dy+(»)"*".

D’aprés le c¢) de lintroduction, on voit qu’il existe y,eI tel que
VoeN” VyeY et Vxe X avec d(x,y) < v.(x)”}, on ait

ID°f(x)] < ©!y,(x)® "1,

Soit xe§ = X\Y; si d(x,Y) < v:(x)7", on a [D°f(x)| < @!y,(x)""";
si d(x,Y) = y,(x)”", on a d’aprés I'hypothése :

ID°f(X)] < o (ys(x)71(x))" "

d’ou lassertion P(X), en choisissant yy = ysyl, N entier > ag.

LemMMmE 2.3. — Soit Q un ouvert connexe de R" et soit O(Q) une
algébre de type T", fortement dominée par T". Alors la cloture algébrique
(0/(?2) de O(Q) dans #(Q) est aussi fortement dominée par I .

Preuve. — Soit fe #(Q) vérifiant une équation :
ap+af+ - taf'=0

avec a;€ 0(Q), a, # 0, ¢ = 1; on peut supposer que le polyndme Za;)*
est irréductible sur [O(Q)] et donc supposer que son discriminant
A'e0(Q) est # 0; on pose A =g, -A’.

On applique a fle lemme 2.2. Soit X un fermé analytique irréductible
pour (O(Q) et posons p = sup (multiplicitt de A en x). Soit

xeX

Y. D°f(x)-(z—x)" la forme initiale du développement de A(z) en x € X

lol=p

et choisissons une direction A = (A, ...,A,) e R"\{0} telle que généri-

quement sur X: Y D°f(x). k% = 8(x) # 0. Posons ¥ = {xe X;&(x)=0}
lol=p

et supposons par exemple A, = 1. En chaque point xe X\Y, aprés

le changement linéaire de coordonnées (X1, .0 0,%,) =

(xi+ax,, ..., Xy 1ta,_1x,,x,), le germe de A en x admet un

développement :

*)  A@ =32 x) + A (2) (2= %)+ Bi(2)
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n—1
avec B.(z) = Z (z;—x;)Bjx(2)
j=1

chaque B;, ayant une multiplicité en x > p — 1. Par hypothése, il existe
vyel' et o > 1 tels que:

**) VxeX\Y, 3 > 7(x)7 dex, Y.
Si x'=(x;,...,X,-1), on peut choisir |z'—Xx'| «assez petit» devant
|z,—x,| pour que le terme d(x)-(z,— x,)” 'emporte dans I’expression
de A(z). Par hypothése, il existe Y €T telle que si ze B(x,y' (x)™') et
si |z,—x,| = |z —x"| (on pose z = (',z,)), on ait

) L@ <V et B < 12 =Xz, —x, [P Y (%)

Posons x = (x',x,) et choisissons v, et v, e de telle sorte que les
conditions suivantes soient satisfaites :

a) Onposey, = 2y'y = vyety ;siz = (x,z,),1e. z;=x;,j=1, ..
n—1,etsi|z,—x, <7vy,(x)""d(x,Y)* on a d’aprés (*), (**); (***):

.

1
lA(2)| > EY(X)_IQ(X, Y)* |z, —xal".

b) On choisit ensuite vy, = 4y’ yy, = 8y'?>y*; on vérifie alors, si
[z, =X, = 7,(x) 7 d(x, V)" et si |2/ —x"| < 7,(x)” 1d()c Y)*, linégalité :

1
8O > F100 Y1z w07 = 37097 a0 7 d G, V)0
4

Choisissons y' assez grand pour que tous les germes g;,(xeX\Y) se
prolongent en des fonctions holomorphes d; au voisinage de

B, = B(x',7:()7'd(x, ¥)*) X B(Xn, v2(x)7'd(x,Y)") = By X B, .

D’apres a), A ne s’annule en aucun point de {x'} X (Ezlx\{xn}); d’aprés
b), A ne s’annule en aucun point de §1x x 6§“ D’aprés le phénoméne
de Hartogs le germe de fen x se prolonge en une fonction holomorphe
f. sur B,. Pour majorer f, sur B,, il suffit d’aprés le principe du
maximum de majorer f, sur Bl,x X aBZ,,,. Choisissant y’ assez grand,
on peut supposer que tous les |d;(z)| sont bornés sur B, par y'(x). En
appllquant b), on en déduit une majoration de chaque |d;(z)/d,(z)| sur
B, x 0B,,; appliquant le lemme 2.4, on en déduit une majoration de
f. sur Bl,x X aBz,x, donc sur BLX X Bz,x. On conclut en appliquant le
lemme 2.2.
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LEMME. 2.4 (c¢f. [2]). — Soit zeC racine d'une équation z9+&,z77"
+ .-+ &,=0,E€C; alors |z] <2 sup|§,-|‘”.
ProrosITION 2.5. — Soit Q un ouvert connexe de R" et soient O(Q)

une sous-algebre de #(Q), fe #(Q) algébrique sur O(Q). Si O(Q) est
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne), [l'algébre
O(Q)[D°f] engendrée sur O(Q) par f et toutes ses dérivées est aussi
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne).

Preuve. — Pour le cas faiblement noethérien, nous renvoyons a [5].
Supposons que ((Q) est topologiquement noethérien et soit fe (5(\())
vérifiant une équation a, + a, f + -+ + a,f* =0, a,€ O(Q) et a, # 0.
Considérons le polyndme générique P(y;z) = y, + y,z + --- + y,2%;
il existe une partition de I’espace des y en semi-algébriques Y, telle que
sur chaque Y, le polynéome p admette exactement g, racines réelles
distinctes : z,,1(y) < -+ < z,,4,(3), ¥y € Y, ; en outre, les z, ; sont continues
et gardent un signe constant, soit > 0, soit < 0, soit = 0. Il en résulte
immédiatement que les ensembles f=0 ou f> 0 sont des semi-
analytiques pour O(). Les semi-analytiques pour (9/(?2) sont donc les
semi-analytiques pour O(Q), d’ou le résultat.

Remarque 2.6. — D’apres [3], une limite inductive d’algébres topo-
logiquement noethériennes est topologiquement noethérienne ; d’aprés
2.5, 0(Q) topologiquement noethérienne = (9/(?2) topologiquement noe-
thérienne. Cette implication est fausse quand on remplace « topologi-
quement noethérienne » par « faiblement noethérienne ». Par exemple,
l’algébre A[x] considérée en 1.8 est faiblement noethérienne, mais A/[?c]

2 ~
nxeA[x] et la suite {f,'(0)} est

2"

ne l'est pas car Vne N, f,(x) = sin

strictement décroissante.

THEOREME 2.7. — a) Soit O(Q) une algébre de type T, fortement
dominée par T et soit fe (5(?2)‘ Alors lalgébre O(Q)[D®f] est aussi de
type T, fortement dominée par I .

b) Soit O(Q) une algébre topologiquement noethérienne, de type T,
fortement dominée par T"; alors O(Q) a les mémes propriétés.

Preuve. — Compte tenu de 2.3 et 2.5, il suffit de montrer que f
vérifie une inégalit¢ de Lojasiewicz de type I'. Supposons que

Px;f)y=a,+af+ - +a,f7=0, a,€0(Q), a, # 0, et soit X un
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fermé analytique irréductible pour ¢(Q). D’aprés le lemme 1.4, il suffit
de trouver un Y i X, ysel' et ag > 1 tels que

VxeS=X\Y, [f(X)|=vs(x)""d(x, YO (0))s.
Soit pe N tel que VoeN", || <pet Vi=0,..., q, on ait
D®a;|X =0
et tel qu’il existe w,e N*, |0, = p, et un i, vérifiant :
D®a; | X # 0.

Par dérivations successives de P(x;f), on voit que f|X vérifie une
équation :

(bol X) + (b:|X)(S1X) + -+ + (b, | X)(f1X) =

avec r<gq, bjeOQ) et b |X #0. Si X' = X\f"'(0) # (0, on peut
supposer aprés changement de notations que

(bolX") + (b:/X)(f1X") + -+ + (BIX)(f1X) =0

avec by| X’ # 0. D’aprés le théoréme I, si X = g~ '(0) avec ge O(Q) et
si Y=Xnby'0), il existe yeI et a > 1 tels que si (x,y))eQ x R:

Iyl + |botbiy+ - +b,y"| + [gx)| = v(x)"'(A+ |y)) *d(x, Y).

D’aprés le lemme 2.3, f est dominée par I'; choisissons dans l'inégalité
précédente x e X' et y = f(x); il existe y' e I" telle que:

fG) = v'(x)7 d(x, Y).
En définitive, si xe S = X\Y:
IfG) = v ()7 d(x, Yuf1(0)". . cqfd.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque sur les fonctions
composées. Soient O(Q) (resp. O(Y)) une algébre analytique de type I
(resp. de type I'') sur un ouvert connexe Q de R" (resp. un ouvert
connexe Q' de R?); on note I' ® I'" la famille de toutes les fonctions
QxQs(x,y) - yx)Y () avec yel', yYeIl''; si f:Q—->Q" a ses
composantes dans ¢(Q), on note I'. (I''of) la famille de toutes les
fonctions Q3 x — y(x)-(y' of(x)), yeI, vy eI'". On vérifie facilement
que I’ ® " et I'. (I" of) vérifient les conditions a), b), c) de 'introduction.
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ProrosiTION 2.8. — Avec les notations précédentes, supposons que
0Q) ® O(Q') est une algébre analytique de type T @ I'' sur Q x Q.
Alors T'algebre 0(Q)-(O(Q')of) formée de toutes les sommes finies
;- (@jof) avec @, O(Q), ;e (), est une algébre analytique de
type T-(I''of). En outre, si O(Q) (resp. O(Q')) est fortement dominée
par I'(resp. I'"), O(Q)-(O(Q")of) est fortement dominée par I - (I''of).

Preuve. — Visiblement, 0(Q)-(0(Q")of) est stable par dérivation ;
on a un homomorphisme surjectif: O(Q) ® O(Q')>Zp; ® ¢; —
20;:(0;0f) e O(Q) - (O(Q)of); OQ) ® O(Q') étant faiblement noethé-
rienne, il en sera de méme de O(Q)-(O(Q')of). En outre, il existe
yel, yel’, a > 1 tels que, V(x,y)) e Q x Q':

Y)Y () 2 [Ze)@i| + X 1yi= fi()1 = 1) 7Y (») 71 d(x,071(0))"

Jj=1

ou 0 =Zo;-(p;of) En substituant dans les majorations précédentes
f(x) a y, on obtient I'inégalité de Lojasiewicz cherchée. Enfin, I’affirmation
relative 4 la domination forte se vérifie immédiatement.

Conservons toutes les hypothéses précédentes (en particulier
OQ)®O') est une algebre analytique de type T'®I’ sur QxQ'); .
nous supposons en outre que n =p et que f:Q — Q' est surjective
D(f1, .- -ofn)
D(xy,...,x,)
Q supposé connexe).

(donc le jacobien A= ne s’annule pas identiquement sur

Considérons I’algébre, notée O(Q')-(0O(Q)of '), engendrée sur O(Q")
par toutes les dérivées de toutes les ¢’ € #(Q') telles que @' ofeO(Q);
enfin, a chaque fonction yeI, associons une fonction y, sur Q' par la
formule y4(y) = inf 7y(x), et notons I''-(Tof ") la plus petite famille

xef 1)

de fonctions sur Q' contenant tous les produits y'-v4, yeIl et Y eI,

et vérifiant les conditions a), b), ¢) de l'introduction.

ProposiTION 2.9. — Supposons, en plus de toutes les hypothéses
précédentes, que O(Q) est fortement dominée par T et O(Q') fortement
dominée par T'. Alors lalgébre O(Q')-(O(Q)of~') est une algébre
analytique sur Q', de type T'-(T'of~'), fortement dominée par
I''-Tof™).
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Preuve. — Considérons l'algébre 0(Q) = {pe #(Q), Ise N tel que
¢-A%e 0(Q)} ; visiblement O(Q) > O(Q) et O(Q) est stable par dérivation.
Construisons une stratification de Q en strates S = X\Y(X et Y sont
des fermés analytiques pour O(Q)) telles que la multiplicité¢ de A en
chaque point de S soit constante = pg et telles qu’il existe un multi-
indice ®geN", |og| = pns, avec VYxeS, D®SA(x)#0. Si ¢ =
¥/ASe O(Q)(¥e0(Q)), ona ¢ '(0)nS = (D**s¥)"(0) n S. Comme
O(Q) est faiblement noethérienne, il en sera de méme de ((Q); comme
0Q) c (5(?2), le théoréme 2.7 implique que @(Q) est de type I,
fortement dominée par I'. On peut donc, pour la démonstration,
supposer que 0(Q) = 0(Q).

Soit @' € H# (') telle que que ¢’ o fe O(Q) ; les formules de dérivation
d’une fonction composée montrent que si ® e N", |o| = 1,

(D°¢')ofe A~20"1.0(Q) = O(Q).

Si O Q)of '={0'e#(Q);0' 0ofcO(Q)}, on a donc un morphisme
surjectif : O(Q)®(O(Q)of )39, ® 9} = Ze,p;€ O(Q')-(O(Q)of ™ '); on
a aussi un morphisme injectif :

OQ) ® (O(Q)of")2L9; @ ¢; > Z; @ (¢;i0f) € V() ® (O(Q).

Comme cette derniére algébre est faiblement noethérienne sur Q' X Q,
'algébre 0(Q') ® (O(Q)of ') est faiblement noethérienne sur Q' x Q'
et il en sera de méme de O(Q')-(O(Q)of ™). -

Soit @'eO(Q)of~' et démontrons pour ¢  une inégalité de
Lojasiewicz. D’abord, le théoréme des accroissements finis montre
Pexistence d’une fonction yeI telle que Vx, x e Q:

d(f(x),f(x")) < 71(x) d(x,x").
Il existe y,eT et o =1 tels que VxeQ et y = f(x):

Y2(%) Z @' of(X)| = @' (W) = 72(x)" " d(x,f~ (o'~ (0))*
= 7,007y (x) T Ay, 0" T 1(0))*.

D’ou, si vy = 717,
Y« = 10" = 7)1 d(y,0" " (0)).

Ces inégalités, relatives a ¢', se démontreraient pareillement pour
T0; ® 0ieO(Q) ® (O(Q)of ') en utilisant au lieu de f:Q > Q' le
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morphisme id X f: Q" X Q - Q' x Q'; on en déduirait des inégalités :

YO 1) = 1Z0:(0) - 00 = 7' () v ()AL ), 671(0))

avec YeI'', yel', a > 1; 6 = 20, ® ¢;. En appliquant les inégalités

précédentes 4 Zo,(y'). @i(y) + Zlyj — y;| au lieu de Z,(y')- ¢i(y), puis
en faisant y = y’, on obtient les inégalités cherchées :

YO v+ = 120,000 = Y ) v () d(y,07(0))*
avec 0 = Zo,;0;.

Il resterait enfin & démontrer que O(Q')-(O(Q)of ') est fortement
dominée par I"-(Tof™'); si @' €eO(Q)of ™", il suffit de trouver un
vyel, tel que Voe N", VxeQ: [(D®¢")of(x)| < ®!y(x). On remarque
comme plus haut que (D®¢')ofe A™2*1 ©O(Q): la preuve est analogue
a celle de 2.5, le A de 2.5 étant remplacé ici par le déterminant
jacobien A.

Remarque 2.10. — Soient 0(Q), O(Q') deux algebres analytiques sur
des ouverts connexes de R", R? respectivement, et soit f: Q — Q' un
morphisme a composantes dans 0(Q).

(2.10.1) Si O(QY), 0(Q"), O(Q) ® O(Q') sont faiblement noethériennes
(resp. topologiquement noethériennes), l'algébre O(Q)-(O(Q)of) est
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne).

(2.10.2) Si de plus f est surjectif, les mémes hypothéses entrainent

que O(Q')-(O(Q)of 1) est faiblement noethérienne (resp. topologiquement
noethérienne). Les vérifications sont immédiates.

3. Exemples et applications.

Les résultats précédents fournissent par itération, de nombreux
exemples d’inégalités de Lojasiewicz, obtenus a partir d’inégalités biens
connues (cas analytique local ou cas algébrique, par exemple). La
premiére application est celle de réguliére séparation.

3.1. Deux fermés X et Y de Q sont [-réguliérement situés si les
conditions suivantes (équivalentes) sont satisfaites :

— Il existe yeI et a > 0 tels que
VxeX,d(x,Y) = y(x) td(x,Xn Y)*.
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— Il existe yeT et a > 0 tels que VxeQ:
d(x,X) + d(x,Y) 2 y(x) "' d(x, XN Y)*.
— Il existe yeI et o > 0 tels que Vxe X et Vx'e Y:
d(x,x") 2 y() " 'v(x) T dxX N Y) + dx, XN Y)).

(3.1.1) Si O(Q) est de type T et si f, ge O(Q), les fermés X = f~*(0)
et Y = g~ '(0) sont T-réguliérement situés.

En effet, il existe y,; eI et o > 0 tels que VxeQ:
)]+ 1g(xX)] = 7:(x) " d(x, X N Y)*.

Mais par le théoréme des accroissements finis, il existe y,e I' telle que
VxeQ:

()] < v2(x) d(x,X),  1g(xX)] < y2(x) d(x,Y)
d’ou le résultat.

(3.1.2) Soit O(QQ) une algebre analytique de type I telle que
0Q) ® O(Q) soit de type T'® T, et soit f:R" > Q- Q < R? une
application a composantes dans 0(Q); soit I'' une famille de fonctions
sur Q' vérifiant les conditions a), b), ¢) de l'introduction; on suppose
que VyeT et VX fermé analytique pour 0(Q), il existe y' e I'’ continue
telle que Vyef(X):

*) inf y(x) <Y (.

xef“lmnx

Alors, si X et Y sont deux fermés analytiques pour 0(Q), les adhérences
dans Q' : f(X) et f(Y) de f(X) et f(Y) respectivement, sont
I'-régulierement situées.

Preuve. — En effet, il existe y, eI’ et o > 0 tels que, Vxe X,
Vx'e Y.

)= fGD)] = 7)™ 7(x) 7 d((x,x), Z)"

ou Z = {(x,x)eXxY;f(x)=f(x")}; d’aprés le théoréme des accroisse-
ments finis, il existe y,e I telle que:

d((x,x),Z) 2 7,(x) " '7:(x) "1 d((,y),(f X H(2))
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ou y=f(x); y =f(x"); comme (fxf)(Z) est la diagonale de
(f(X)nf(Y)) x (f(X)nf(Y)), il existe yeT telle que:

=V =73 EOS(X) A (N +dG (X)) A f(Y))))*
> Y ()7 O)THAOS(X) A () +dY,f(X) nf(Y))*

y" désignant la fonction associée a y par (*). On en déduit par passage
a la limite, la méme inégalité pour ye f(X) ou y' € f(Y), c.q.f.d.

(3.1.3) Supposons toujours que O(Q) est de type I' et O(Q) ® O(Q)
de type I' ® I', et considérons un semi-analytique X pour ((Q), défini
par des inégalités larges, i.e. X = (J(){xeQ;f;(x) = 0} avec f;€0(Q) en

i

nombre fini (ce semi-analytique est fermé, mais contrairement au cas

local, il n’est pas évident que tout semi-analytique fermé soit défini par

des inégalités larges); si ¥ = | J(){xeQ;gx(x) =0} est un autre semi-
k ¢

analytique, introduisons des variables auxiliaires y;, z,, et soit RY
I'espace euclidien paramétré par y = (y;) etz = (z4,) ;s0itt: Q x RV - Q
la projection canonique et posons

¥ = UNiey,)eQxRY:f,(0=)3)

Y= U m{(x’y’Z)EQ X RY; gp o (¥) =24} ;
P

visiblement, ©(X) = X, n(¥) = Y, et X, ¥ sont des fermés analytiques
de Q x RY obtenus en annulant des fonctions de @(Q)[y,z]; mais
d’aprés le théoréme I, O(Q)[y,z] vérifie les mémes hypothéses que celles
vérifiees par 0(Q). On déduit alors de (3.1.2) appliqué a n le résultat
suivant :

Sous les hypothéses précédentes, les semi-analytiques X et Y sont
I-régulierement situés.

On peut aussi déduire de I'inégalité de PLojasiewicz des théorémes
de division. Soit Q un ouvert de R” et soit I' la famille de toutes les
fonctions Q3 x — Cd(x,0Q)"*(1+ |x])*; notons &(Q,0Q) I'espace des
fonctions a valeurs réelles, définies et de classe C* dans Q, qui se
prolongent en des fonctions C* sur S" = R"u oo, infiniment plates
sur S"\Q (une fonction C®f dans Q appartient & &(Q,0Q) si et

seulement si, Vye ' et Yo e N”, [y(x)-D®f(x)| est borné sur Q). Nous
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admettrons le résultat suivant (la preuve est standard mais demanderait
quelques développements supplémentaires ; on utilise les idées de [5]):

THEOREME 3.2. — Avec I' comme précédemment, soit O (Q) une algébre
analytique de type T sur Q, et soient fi,...,[,€0(Q)";
0 € §(Q; 0Q)°(p,qe N*). Supposons qu’en chaque point acQ, la série de
Taylor T,9 e R[[x]1?(x=(x,...,x,)) de ¢ en a est une combinaison
linéaire a coefficients dans R[x]] des séries de Taylor T,f,, ..., T.f,.
Alors il existe g, ..., g,€ E(0Q) tels que :

q
o= gf:
i=1

3.3. Dans notre premier exemple, on choisit Q = R” et 'on étend
R[x] en utilisant les résultats des § 1, 2. Notons par ¢ la donnée pour
tout ne N d’une sous-algébre analytique O(R") de #(R*) telle que
Vi, peN, OR") ® O(R?) = O(R*"xR?). Nous écrivons ¢ < @' si
O(R™) < O'(R") pour tout ne N et définissons ainsi une relation d’ordre
sur I'ensemble de ces familles. On note I' la famille de toutes les
fonctions R">x - C(1+|x|)*, avec C =1l et a = 1.

Soit 7 la plus petite famille @ vérifiant les conditions suivantes
pour tout ne N :

a) O(R™) est algébriquement close dans H(R™) et
OR™ o Rlxy, ..., %,]-

b) Si ¢ e #(R") a ses dérivées dans O(R"), on a ¢ € O(R").

¢) Si e O(R") est > 0 en chaque point de R”, log @, ¢*(a réel)
appartiennent aussi a O(R").

d) Les O(R") sont stables par composition, i.e. si f: R* - R” a ses
composantes dans @(R") et si ¢ € O(R?), alors @ ofe O(R").

e) Soit f:R* - R* une application ayant ses composantes dans
O(R"™) ; on suppose que f est surjective et qu’il existe un N > 0 tel que

If(x)| = |x|V pour tout xeR" en dehors d’'un compact K. Alors, si
¢ € #(R*) vérifie pofe O(R"), on a ¢ e O(R").

s/ contient par exemple arctg @, log (1+¢*), dés que @ € .o/, mais
ne contient pas les exponentielles, sinus et cosinus. Alors :

TutoreME 3.4. — Pour tout ne N, o/ (R") est une algébre topologi-
quement nethérienne, de type I', fortement dominée par I .
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Preuve. — Pour vérifier que </ (R") est une algébre topologiquement
ncethérienne, de type I', fortement dominée par T, il suffit de montrer
que si O(R") vérifie ces propriétés, il en est de méme de O(R")[D°Y],
Y e #(R"), dans chacun des cas suivants: o) W est algébrique sur
O(R™), ce qui résulte de 2.7; B) ¥ a ses dérivées dans O(R") ou ¥ = f*
(o réel et fe O(R™) est > 0), ce qui résulte du théoréme II et de [3];
v) ¥ =¢@of avec pe O(R?) et f: R" - R? a ses composantes dans
O(R™) ce qui résulte de 2.8 et 2.10; 8) Yofe O(R") ou f:R" - R"
vérifie les hypothéses de e), ce qui résulte de 2.9 et 2.10.

Les fonctions de ./ (R") sont a croissance tempérée ; & (R") désignant
comme d’habitude I’espace des fonctions C* sur R”*, a valeurs complexes
et a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées a I'infini, on
déduit de 3.2 et 3.4 le résultat suivant qui étend le théoréme classique
de division des distributions tempérées par les polyndmes (cf. [2]):

COROLLAIRE 3.5. — Soientf,, ...,f,€ Z(R")” ® C et soit p € ¥ (R")”;
supposons qu’en chaque point ae€ R", la série de Taylor T, € C[[x]]? de
¢ en a soit une combinaison linéaire a coefficient dans C[[x]] des séries
de Taylor T,f,, ..., T.f,. Alors il existe g, ...,g,€ L (R") tels que

q q
© =) gfi (cela signifie encore que le sous-module Y f;-(R") de

i=1 i=1

S (R™)? est fermé dans & (R")? pour la topologie usuelle).

On déduit de la, par dualité, un théoréme de division des distributions
tempérées par les fonctions de &/ (R") ® C; par transformation de
Fourier, si ¢, ..., 9,€ Z(#(R") ® C) = Lo/ (R") = &'(R"), le module

q
convolutif Y ¢,* #(R") de & (R")? est fermé dans ¥ (R")”.

i=1

On en déduit bien sir I'existence de solutions tempérées pour diverses
équations de convolution.

Précisons quelques éléments de %.o/(R). Soient ae C, Fma # 0, et
aeR, a¢Z. Si peN, les solutions de toutes les équations

d
*) ((x—a)a—oc)"”’feﬁ[ﬂ

forment I’espace vectoriel Ex, sur C engendré par C[x] et les fonctions
(x—a)*(Log (x—a))? avec 0 < g < p. On a Ex < Z4(R)® C et donc
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F (Ex,) = “o/ (R). Par transformation de Fourier, I’équation (*) devient :

(id%+ia§+(oc+ 1))<P+l>ie C[8]

ou I'on note C[d] I’espace vectoriel sur C engendré par 6 et toutes ses
dérivées. Si SFma < 0, P'espace des solutions & (Ex,) de cette derniére

équation est I’espace vectoriel engendré sur C par C[3] et les parties
finies Y(§)-£7* '-e” "+ (Log §)?, 0 < g < p.

3.6. On obtiendrait une famille plus vaste /' en ajoutant les
exponentielles, i.e en imposant en plus des conditions a), ...,e), la
‘condition ¢ € O(R") = e®* € O(R"); on peut alors remplacer dans d) la
majoration [f(x)| = |x|¥ ... par |f(x)| = logy(|x]) ou logy est la
composée de N logarithmes. Si I'" est la famille formée de tous les
produits d’un nombre fini de fonctions de la forme R">3x — Cey(|x]|)
(C=1,NeN et ey est la composée de N exponentielles) on montre
que &’ vérifie le théoréme 3.4, & condition toutefois de remplacer I'
parI'’.

Bien entendu, dans chaque cas particulier, on a des inégalités de
N

Lojasiewicz plus précises ; par exemple, si ¢ = Y. P,e% avec P;, 0, € R[x]
i=1

et m=supd®’Q; > 0, on a une inégalité :
i

VxeR", [@(x)| = Ce **™ d(x, (0))

(C, A, a sont des constantes > 0). Enfin, on peut utiliser ces inégalités
pour démontrer des théorémes de division pour des espaces de fonctions
C® a décroissance exponentielle a I'infini, ainsi que toutes leurs dérivées.

3.7. Si (0,04, ...,0y) est un N + 1 uple de nombres réels non tous
nuls, posons :

fux) = (x7")"(Log x™ )" ... (Logyx ™')™

f, est analytique sur un intervalle ]0,e[, € > 0. Si f, g sont deux
fonctions réelles sur un tel intervalle, on écrit f< g si Vx > 0 assez
petit, on a f(x) < g(x); f~ g si f(x) = g(x)(1+e(x)) avec g(x) » 0
quand x - 0, x > 0. On vérifie aisément les points suivants :

a) fy < fy si a < B pour l'ordre lexicographique.
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b) Si B, <0et C>0,o0naf,oCfy~ C (=B fop ol a0 p est
la suite (—ooBg, — Bt oty, ..., — %Pyt oy).

¢) Sif~g,onaf,of~fog(onsuppose que f(x), g(x) - 0 quand
x—0).

En particulier, si B~ = (5", B85 ...,BxBs "), on a I’équivalence :
fi-10f3(x) ~ (—Bo)PPx, x > 0.
Si n, me N, considérons des suites o’ = (o, ...,a¥) comme précédem-

ment avec 1 <i < n, 1 <j< m et supposons que V,;, le premier terme
af #0 est <0 (donc fyii(x) >0 quand x - 0, x > 0); soit ¢ une
fonction analytique réelle au voisinage de I'origine de R"™ et considérons
la fonction :

J) = o(fu1(x1), . fam(x) s fean(xa), o farm(x,) 5
. ;funl(xn), [N ,funm(x,,)) .

La fonction f(x) est holomorphe au voisinage de l'origine dans le
premier quadrant ouvert (R**)". D’aprés les résultats précédents, pour
tout € > 0 assez petit, f~'(0) n B(0,¢) admet un nombre fini de
composantes connexes (uniformément borné), et f(x) vérifie une inégalité
de Lojasiewicz

FC = (Ixal . Ixa)*d(x,f71(0))
pour un o > 0.

3.8. Notons a, l'algebre de tous les germes f(x) définis comme
précédemment (donc, m, N, les a” et ¢ sont variables). Soit fe a, telle
que f7'(0) est de dimension un et soit C un arc analytique connexe
contenu dans f~'(0) n B(0,e) et adhérent & l'origine. Une question
intéressante est la suivante :

Existe-t-il une paramétrisation de C par des fonctions de a,? Je ne
sais pas répondre a cette question pour n quelconque, mais pour n = 2
la réponse me semble positive, sous ’hypothése (évidemment nécessaire)
que C a en O un contact d’ordre fini avec l'axe des x,, et l'axe
des x,.
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