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Ann. inst. Fourier, Grenoble
41, 4 (1991), 841-865.

INÉGALITÉS DE LOJASIEWICZ GLOBALES
par Jean-Claude TOUGERON

Cet article est la suite de [3] et reprend, avec quelques exemples et
applications, les résultats de [4]. On s'intéresse ici aux propriétés
métriques des ensembles analytiques réels ; alors que la théorie de
Khovanskii, i.e. l'étude des propriétés topologiques, est une « application »
du théorème de Rolle, l'inégalité de Lojasiewicz sera une « conséquence »
du théorème des accroissements finis.

On considère a priori certaines algèbres de fonctions analytiques (en
général, elles seront topologiquement noethériennes) vérifiant des inégalités
de Lojasiewicz globales. Le résultat essentiel de ce travail est de montrer
que ces inégalités sont encore satisfaites, quand on adjoint à ces algèbres
certaines fonctions (cf. Théorèmes 1 et II). Là encore, par adjonctions
successives, on construit de larges classes de fonctions analytiques
vérifiant l'inégalité de Lojasiewicz. Les applications sont de deux sortes :
applications géométriques (régulière séparation des fermés analytiques) ;
théorèmes de division des fonctions C°° par des fonctions analytiques
(cf. 3.2, 3.5) qui étendent les résultats classiques : division par des
polynômes ou (forme locale) par des fonctions analytiques.

Soit 0 un ouvert de IR" et soit ^(Q) une sous-algèbre faiblement
noethérienne de l'algèbre ^(Q) des fonctions analytiques réelles dans
Q. Cela signifie que (9{^î) contient (R[x], est stable par dérivation; en
outre, toute suite décroissante de fermés analytiques pour (9(ft) est
stationnaire (un fermé analytique pour ^(Q) est l'ensemble des zéros
dans Q, d'une ou plusieurs fonctions de ^(û)).

Mots-clés : Théorème des accroissements finis - Inégalités de -Lojasiewicz - Régulure
séparation.
A.M.S. Classification : 26B - 26D - 58D.
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Notons d_(x,y) la distance inf (l,d(x,y)), d distance euclidienne, et
soit F une famille non vide d'applications continues de û dans IR, qui
vont mesurer la croissance au bord des fonctions de (9(0). Pour la
commodité des calculs, nous supposerons que F vérifie les conditions
suivantes :

a) V y e F et VxeQ, y(x) ^ d(x,80.)~\ i.e. y(x) > 1 et la boule
euclidienne ouverte B(x,y(x)~1) est contenue dans 0 (si
Q=ffT, i.e. 80=0,d(x,80)=l).

b) Si y e F et si C ^ 1, C - y e F ;
Si Yi, Y2er , Y i - Y z e r ;

c) Si Y 6 ^ , il existe y ' e F tel que VxeQ et ^/x e B(x,y'(x)~1), on
ait YOO ^ /M.

Par exemple, la famille de toutes les fonctions 0^ x ->
Q?(x,aû)-a(l+ \x\Y avec C ^ l et a ^ l est du type précédent
(croissance polynomiale). Si 0=1^", il en est de même de la famille
de toutes les fonctions x -> Ce^^, C ^ 1, A ^ 0 (croissance exponentielle).

Nous dirons que ^(Q) est une algèbre de type F si 0(fÏ) est faiblement
noethérienne et si V/e^P(Q), il existe yeV et une constante a > 0 tels
que Vx e Q. :

7(x)^ |/(x)| ̂ ^(x}-^d(xJ-\W

(nous dirons que f vérifie une inégalité de Lojasiewicz d'ordre a et de
type F).

Une fonction fe J'f(Q) est dominée par F s'il existe y e F telle que
|/(x)[ ^ y(x), V x e Q ; une algèbre analytique ^(0) est dominée par F
si toute fonction de l'algèbre est dominée par F. Le but de cet article
est de construire des algèbres de type r ; les résultats principaux sont
les suivants :

THÉORÈME I. — Soit (9(0) une algèbre analytique de type F et soit
F[y] la famille de toutes les fonctions Q x R3(x,y) -> y(x)(l-}-\y\^, avec
y e F et a ^ 1. A lors (9(0)^} est une algèbre analytique sur 0 x R de
type Y\y\.

THÉORÈME II. — Soit (9(SÏ) une algèbre analytique de type F et
supposons que tout ensemble X\Y(X, Y fermés analytiques pour (9(0))
admet un nombre fini de composantes connexes. Soit K? e J^ÇO) vérifiant
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l'une ou l'autre des deux conditions suivantes :
s^y

a) T est dominée par Y et Vi = 1, ..., n —e^(0).
ÔXi

b) ^ = ̂  avec (pe^(Q).

Alors, dans le cas a\ ^(Q)pF] est une algèbre de type r; dans le
cas b\ ^(Û)PP] est de type ^ i^i.r.

(On note ^'^.r la famille formée par tous les e ^ ' ^ - y avec A ^ e N
et y e F ; si fi. est « assez régulier », le théorème des accroissements finis

ô^F
et les conditions —e^(Q) de a), impliquent que ^F est dominée par

F ; cette dernière hypothèse de a) est alors superflue.)

En particulier, si (5(Q) est topologiquement noethérienne (cf. [3]) et
de type F, on peut appliquer le théorème précédent; l'algèbre ^(û)[^]
aura des propriétés analogues, ce qui permet par itération, de construire
de nouvelles algèbres de type F.

Dans le paragraphe 1, nous démontrons les théorèmes 1 et II ; le
paragraphe 2 est consacré à quelques compléments, et le paragraphe 3
à des exemples et quelques applications.

1. Démonstration des théorèmes 1 et II.

1.1. Soit ^(0) une algèbre analytique faiblement noethérienne et soit
X un fermé analytique irréductible pour <P(D) (si X est réunion de deux
fermés analytiques Â"i, X^ on a X == X^ ou X = Ag) ; soit k le plus
grand entier tel qu'il existe/i, . . ../^el (A") = {/e^(Q) ;/|JT=0} et un

jacobienA = D(/l?' ' ' J k ) tI(X). D'après [^.proposition 1.3, J^A-^O)
D(x^,. . .5^^)

est une variété analytique de codimension k et c'est une réunion
de composantes connexes de la feuille analytique
S = {xefi, ;/i(x)= • • • =/^(x)==0;A(x) 9^0}. Pour simplifier, supposons
que ( f i , . . . , ?\) = (1, . . . , fe) et soit n la projection
SB x -> (x^+i, . . . ,Xn) £ IR""* ; cette projection est un difféomorphisme

local et on note — ( i = f e + l , .. . ,n) le champ de vecteurs sur 5' défini
ÔXi

par — (x) = nï1 ( —(n(x)) ). On vérifie immédiatement que si g e J^(Q) :
^A, V^t 7
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^^\S) = (^+^EAo•^—) ^ ^ec Ay.e ^(Q) ; on munit ainsi le corps

des fractions [^(Q)//(^)] de ^(Û)/7(JO de n - k dérivations qui
engendrent en chaque point x e 5' les R - dérivations usuelles de
l'anneau des germes de fonctions analytiques réelles sur 5^.

LEMME 1.2. - Avec les notations précédentes, soit a e S et soit p un
réel tel que 0 < p < d{a,SS) (SS = frontière de S dans HT) ; notons
B = B(a,p) la boule euclidienne fermée de centre a et de rayon p dans
^ et supposons que

sup 8 ( k \112

_(x) = A^EA^. . [ A | - 1 = l / oc .
f c+1 ^ î î $ n,xeBr\S \SX 1̂ \ 7=1 /

Soit 9e^f(Q) ^k que 9(x) > 0 po^r tout x e 5 n S et telle que
^ \^\S. J\ . „ ,= P > 0 ; alors :inf 9(x)+ E ax- -(x)

PP9(a)^

Preuve. - Si 9(û) ^

n - k + 1

P >

inf(a,l).

PP il n'y a rien àn - k + 1
P

^c + 1

démontrer; si Q(a) < _ ' , posons 5" = {xe^n S;Q(x) ̂  9(a)} ;
?î K i 1

3915'
alors, Vx e 5\ on a ^ ^T-OO ^ P - 0(û) et par compacité, on

; = A - - 1 - 1 (7^L^;= / c+ l
voit qu'il existe un £ > 0, tel que Vx e S\ il existe un indice i(x) = i

avec Vye 5" n ^(x,c) : 39|^
- • Construisons un cheminSX, n - k + 1

analytique ^i d'origine a, d'extrémité a^ contenu dans 5" et arc

de courbe intégrale pour —— (f = i(a)) de telle sorte que 9 soit
c\ f

strictement décroissante sur ^i ; on peut supposer que sur
' S Q \ S '

^1: ~ôX~ ^ n - k + 1 et qu5en outre: d^al)^^(P^)• Si
d(â,ûi) = p, on s'arrête; sinon, s ^ i(a,a^ < p, et on recommence
avec ai au lieu de a, i.e. on construit un arc ^2 d'origine a^ et

d'extrémité a^ tel que sur ^2 '• SQ\S
SX,

>
n - k + 1 avec î = f(ai) et
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à(a^a^) > s si d(a,a^) < p (en outre, bien sûr, 9 est décroissante sur
( € ^ ) . Par itération, on a des arcs ^ <= S ' d'origine â,-i et d'extrémité
dj ; d'après le théorème des accroissements finis :

ocp
9(a) ^ 9(a) - 9(a,.) ^ ^ long

n - k + 1

Comme long ^ ^ 8 si d(a,a^) < p, le processus s'arrête, i.e. il existe
pocpun a, final tel que d(a,aj) = p, d'où Q(a) ^ n- / c+ l

LEMME 1.3. - On suppose que (P(Q) est de type F ; soit 5 e ^(Q)\/(Z)
(Z /^rmg analytique irréductible défini plus haut) ; posons
y=Zn(A - l (0)u8 - l (0) ) , et soit 6e^f(Q) rri/^ qu'il existe y e F et
a ^ 1 vérifiant :

(*) VxeZ\7, |6(x)| ^ ^
aei5',(x) ^YM-^Cx.y)^ay,

Alors il existe Y e F ^ oc' > 1 ^/s ^ue ;

VxeZ\r, |6(x)| ^ /(^-^(x.rne-^O))017.

Preuve. — D'après la condition c) de l'introduction, il existe yi e r
tel que Vu e û et Vx e 5(a,yi(fl)~1), on ait y(x) ^ Yi(a). Si aeÂ'\y,

pour tout x e B a == J?( a.Yi^)"1^, V) ), on a la majoration

d(x, V) ^ - rf(a ; Y) ; l'inégalité (*) implique donc si x e Ba n (^\ Y) :

aei5,
(x) ^2-a•y,(a)- l•^,y)a.(**) e(x)i + ^

8X,;'=/!:+ 1

1

Par ailleurs, s = ̂ A a + ̂  A 3 ) , A, A,, e ^(Q). L'algèbre ^(Q)
ÔA^- A\ ^x; ^ Q x j }

étant de type F, il existe 72 e F et P ^ 1 tels que

Vx e Z\ Y, (x) ^Y^.^x.y)-^ax
D'après la condition c) de l'introduction, il existe 73 e F tel que

Va eu et Vx e B(a^^a)~1), on ait YaCx) ^ 73(0). Ainsi, si aeX\Y
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et si B, = ^^,i(yi(a)y3(a))-^(a, Y)\ Œ Bâ , on a pour tout
x e B ' ^ ( X \ Y ) : '

(***) ^) < 73(0)-2^(a, r)-P.

D'après le lemme 1.3 appliqué à la boule

£ = ^(a,j(Y,(û)Y3(û))- ld(a,^u9- l(0))V

laquelle est contenue dans B'a, on a d'après (**) et (***):
^-l-a-p

le(a)l^,,r^-l•Tl(û)-2•Y3^)-2•^,yu9-l(0))l+a+^ c.q.f.d.

LEMME 1.4. - On suppose toujours que d)(Q) est une algèbre de type
F ; soit 9 e Jf(Q) une fonction dont les dérivées premières sont dominées
par F.

Supposons que pour tout fermé irréductible X (pour (P(fï)), il
existe un fermé analytique Y ^ X, y s e F et as ^ 1, tels que Vx e S =
AV, [9(x)| ^ ysW^rL^-1^))^. ^fors « existe y e F ^ a ^ 1
tëh ^M^ Vx e 0 :

10001 ^ïW1^^-1^))".

Preuve. - Si X est un fermé analytique pour ^(0), considérons la
proposition suivante :

P ( X ) : il existe Yxer et a^ ^ 1 tels que, VxeJT:

19MI ^y^)-1.^^-1^))^

Bien entendu PCX,), . . . , P(^s) impliquent P(X,u . . . u Xs). L'algèbre
0(0) étant faiblement noethérienne, il suffit donc de montrer avec les
notations exactes du lemme, que P( Y) => P(X). Par hypothèse,
VxG^, |9(x) | ^ Ys(x)- ld(x,yn9- l(0)) as;soientYe^,Y ^ 2, et a ^ 1,
qui seront déterminés ultérieurement.

Soit x e S ; si rf(x, F) ^ yW ̂ Q"1^))01, alors ou bien
19001 ^ YsW ^(x,e-1 (0))^, ou bien |9(x)| ^ YsWri^, 7)^ >
Ys^'^^-^rf^.e-^O))^, et dans les deux cas, l'inégalité est
démontrée.
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Nous supposons donc que d(x. Y) ^ y^)"1^^^"1 (O))" ; si
d(x,Y) = 1, on a ^(x.O'^O)) = 1 et l'inégalité est vérifiée; on
peut donc supposer que d(x. Y) = d(x. Y) < 1. Soit y e F tel que
|x - }^| = ^(x, Y) ; comme y ^ 2 :

rf^e-^O)) ^ ^x.e-^O)) - d(x,Y) ̂  ̂ (x.e-^O))

et

^e-^o)) ^ rfoc.e-^o)) + d(x,Y) ̂  j^^e-^o)).

Par hypothèse: \Q(y)\ ^ yY^)"1-^^^"1^))^. Les dérivées premières
de 6 étant dominées par F, il existe Yi e F et z e Q entre x et y tels
que :

|900-9(x)| ^ yi(z)|x-};| ^ yl(z)y(x)-ld(x,9-l(0))a

(on a |x-^| ^ y(x)~1 et d'après le a) de l'introduction, on a [x-^] c û).
D'après la condition c) de l'introduction, il existe yz e F telle que
|x-z| ^ YaOO"1 et |x-^| ^ ^OO"1 impliquent Yi(z) ^ y2(x) et
YrOO ^ Ï2(^)- En conséquence, si y(x) > YzOc) :

leoO-eMI ^ y2(x)y(x)-l•d(x,9-l(0))a

et
19(^)1 ^ 2-a^Y2(x)-l•rf(x,9-l(0))^

Si l'on choisit a = ay et y(x) > 2a+ lY2(x)2 , on a d'après les deux
majorations précédentes :

|9(x)[ ^ 2-a- l.y2(x)- l•rf(x,9- l(0))a, c.q.f.d.

Nous déduisons des lemmes précédents le résultat principal de ce
paragraphe. Précisons d'abord une notation ; soit ^ e jf(Q) telle que

S^
pour i = 1, . . . , n , — = P,OF), où Pi est un polynôme à coefficients

ox^
dans (^(0) (i.e. ^(O)^] est stable par dérivation).

Soit X le fermé analytique irréductible pour 0(0) considéré en 1.1,
et soit Y ^ X un fermé analytique pour (9(^1) contenant A'^O). Si

5' == X\Y, les dérivations ,—. i = ^ + 1, . . . , n opèrent sur tout élément
UyL i
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_ Q

Q^V\S), avec Q(y) = ̂  J',yi e[(!)(ff)/I(X)][y] par la formule évidente :
y-o

^OT5) = z(^i^y+ E^W)-^
.anj -5

d'où compte tenu de 1.1 et de ̂  = P.W : -^ Q^>\S) = Q,^V\S) où

0,e[(P(Q)//(J)] [y] est le polynôme

ZI^Z^-^^EA^))

où P, 6 [^(^)//(^)][3;] est le polynôme induit par P, ; Q, est un polynôme
de degré

< sup(<^-l+ suprf°P,),
de degré < q - 1 + sup ̂  si Q est unitaire.

THÉORÈME 1.5. - Supposons que (P(Q) est une algèbre analytique de
type F, et soit ^ e ^f(D) telle que ^ soit dominée par F et telle que
^(Q)??] soit stable par dérivation.

Supposons que pout tout fermé irréductible X pour (9(ÇÏ) et tout
polynôme unitaire irréductible Q e[(P<fï)/I(X)][y] avec d°Q > 0 :

A : ou bien il existe un indice i tel que Q, ne soit pas divisible par
Q dans [d)^)/I(X)][y].

B : ou sinon il existe une strate S = X\ Y, Y e F, a' ^ 1, tels que
la conclusion de 1.3 soit satisfaite pour Q = Q(xîf\S), i.e. :

VXG^, |6(x)| ^ rocr^yue-^o))^.
Alors 0(ÇÏ)[^] est une algèbre analytique de type F.

Preuve. - D'après la proposition 1.4 de [3], ^(Q)[y], et donc a
fortiori ^(Q)[^], est faiblement noethérienne ; il reste à vérifier l'inégalité
de Lojasiewicz globale.

Nous devons montrer que 9 = gQF) vérifie la conclusion du
lemme 1.4 et donc démontrer pour chaque fermé irréductible X, une
majoration :

(*) Vx e S = X\Y, \Q(x)\ ̂  ys(x)-1 rf(x, Vuô-^O))^
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pour un Y ^ X convenable. Soit Q l'image canonique de Q dans
[(9(^)II(X)[y\ ; la majoration (*) ne dépend que de Q et si elle est
démontrée pour chaque facteur irréductible de Q, elle est aussi vraie
pour Q ; on peut donc supposer que Q est unitaire et irréductible.
Dans l'hypothèse B, il n'y a rien à démontrer ; dans l'hypothèse A,
l'idéal engendré par Q et les Q, dans [(P(fÏ)/I(X)][y] contient 1 ; on en
déduit immédiatement que l'hypothèse de 1.3 est vérifiée pour un Y
convenable, en utilisant le fait que ^P(Q) est de type F et que ^F est
dominée par F. La conclusion de 1.3 et donc celle de 1.4 sont donc
vraies, i.e. (*) est satisfaite.

1.6. On déduit facilement de 1.5 les théorèmes 1 et II.

Preuve du théorème I. - ^(û)[y] est faiblement noethérienne, d'après
la proposition 1.4 de [3]. Pour l'inégalité de Lojasiewicz, on applique
1.5, Q étant remplacé par Q. x [R, r par F [y] et (9(ft) par (PÇ^on où
K : Q x [R -> Q désigne la projection canonique (l'algèbre ^(Q) o n n'est
pas tout à fait une algèbre analytique, puisque cette algèbre ne contient
pas tous les polynômes ( y ^ ( 9 ( Ç Î ) o 71), mais cette hypothèse n'a jamais
servi dans les démonstrations). La condition A est toujours satisfaite

car si QG[(9(ft)II(X)[y} et Q, = ̂ , on a d°Q, < d°Q et Q, + 0.

En particulier, on retrouve l'inégalité de Hôrmander [1] sur les
polynômes : si P e R[x], il existe des constantes C > 0 et a ^ 1 telles
que V x e O T : |P(x)| ^ C(l + \x\Y d(x,P~\0))\ On déduit aussi du
théorème 1 l'inégalité de Lojasiewicz locale pour les fonctions analytiques ;
c'est immédiat par récurrence sur n , car d'après le théorème de
préparation de Weierstrass, toute fonction analytique est localement le
produit d'un facteur inversible ne jouant aucun rôle dans l'inégalité de
Lojasiewicz, par une fonction analytique polynomiale en l'une des
variables.

Preuve du théorème I I . — On applique le théorème 1.5 dont on
conserve les notations.

Hypothèse a) : Chaque polynôme P, est de degré 0, et donc
d°Qi < d°Q = q pour tout f ; si la condition A n'est pas satisfaite, les
Qi sont tous nuls et donc si S = X\Y est une strate convenable,
9 = ÔC?) est constante sur chaque composante connexe de 5'. Ces
composantes connexes étant en nombre fini, la condition B est vérifiée.
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Hypothèse b : On a ̂  = ̂ , f = ^ + l + , . . . ̂  ; .̂ = ̂ .
1 6'-A. ^

Si S(T) = Ç. + î,y + • . . + V , !;, e [IS(a)/HX)},

aw -1+ (l̂ .̂  + (l̂ .)̂  + • • • + ̂ -.
Si la condition A n'est pas satisfaite, Q, est le produit de Q par un
élément de [^(0)//(^)] ; si ̂  0, par proportionnalité:

._ i 3Çs , . „-, 8^s 3(p^ ̂ ^-^-^^-^
Soit 5' = Z/y une strate convenable sur laquelle ces ^ n'ont pas de
zéros et n'ont pas de pôles; sur chaque composante connexe de S , on
a Ç, = C^9"5; la condition B est donc satisfaite car 9 = C^ sur
chacune de ces composantes connexes (en nombre fini).

1.7. Soit 0(ÇÏ) une algèbre topologiquement noethérienne de type F
Quitte à compléter ^(Q), on peut supposer que (9(0) contient les
inverses f~1 de tous les /e^(Q) tels que /"'(O) = 0. D'après le a)
du théorème II, si /e^(Q) et si / e s t > 0 en chaque point de Q,
l'algèbre ^(0) [Log/] est topologiquement noethérienne de type F, et
il en sera de même de ̂ [T], a réel (on a f^e^0^ et on applique
le b) du théorème II). Si ^e^(Q), l'algèbre ^(Q) [arctg^] est aussi
topologiquement noethérienne de type r. On peut donc ajouter à la
complexifiée (P(Q)®nC les fonctions 901 ou Log9, avec 9 = / + ig:
on obtiendra encore des fonctions complexes vérifiant des inégalités de
Lojasiewicz de type r.

1.8. Voici un exemple d'algèbre de type F sur R qui n'est pas
topologiquement noethérienne (F est l'ensemble des fonctions C(l + x\Y,
01, a^l). Notons A l'algèbre des fonctions analytiques réelles sur
R, périodiques de période 1. L'algèbre A[x] est noethérienne, donc
faiblement noethérienne, car A est un anneau principal ; bien entendu,
A[x] n'est pas topologiquement noethérienne.

Tout a e A vérifie une majoration (01,a^l):

Vxe^ , C^ \a(x)\^ C~1 d{x,a~\G))\

Considérons un polynôme : P(x) = a, + a,x + . . . a^ avec a,•e A,
dn 7e 9, n > 9. Reprenant les arguments des lemmes précédents, pour
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vérifier que P(x) vérifie une inégalité de Lojasiewicz de type F, il suffit
de trouver C ^ l , a > l e t a e A\{0} tels que :

(*) V x e R , \P(x)\ ^ C-l(l+ xD-^x.û-^uP-^O))'

car la restriction de P à a~\0) vérifie trivialement une inégalité de
Lojasiewicz par rapport à P'^O) (en effet, si a~\0)={x^Z, . . . ,x,+Z},
la restriction de P à chaque Xi + Z coïncide avec un polynôme à
coefficients constants). Pour vérifier (*), on procède comme dans le
lemme 1.3.

2. Compléments.

2.1. Nous dirons que /eJf(Q) est fortement dominée par F s'il
existe y e F telle que Vx e Q, / se prolonge en une fonction holomorphe
/^ sur le polydisque fermé ^ ( x , 2 y ( x ) ~ 1 ) = { z e C " ;
{ /==1 , . . . , n , \Zj-Xj; ^2j(x)~1} ; en outre, on suppose que |/^(z)| est
uniformément borné sur ce polydisque par y(x). D'après les inégalités
de Cauchy, \D(ù^(z)\ est uniformément borné sur 2?(x,y(x)~1) par
œ îyO;)10^1 et donc D^f est fortement dominée par F.

Réciproquement, soit /e^f(Q) et supposons qu'il existe y e F telle
que V x e Q et ^we^ : \D(ùf(x)\ ^ © îy^)1"^1 ; alors / est fortement
dominée par F (/ se prolonge en une fonction holomorphe f^ sur le
polydisque ^(x^^yCx)-1) et |/.,(z)| ̂ 2"|y(x)| sur ce polydisque).

L'algèbre ^(Q) est fortement dominée par F si tout fe(P(Q) est
fortement dominée par F.

LEMME 2.2. — Soit (9(^î) une algèbre faiblement noethérienne. Une
fonction f e J'f(Q) est fortement dominée par F ssi pour tout fermé
irréductible X (pour ^(0)), il existe un fermé analytique (pour
0(0)) Y ^ X tel qu'il existe y s^F et as ^ 1 vérifiant la condition :

^xe S = X\Y, Vœe^J" , ^/(x)! ^ œ ! (ys(x) ^(x, rr^i+i.

Preuve. — Considérons la proposition suivante :

P(X) : II existe y^e F tel que Vx e Z et Vœ e f^" :

[^/(x)! ^ œ î y ^ x ) ^ 1 .



852 JEAN-CLAUDE TOUGERON

D'après le principe de noethérianité, il suffit avec les notations du
lemme, de montrer que P(Y)=>P(X). Si P(Y) est satisfaite, on a par
les inégalités de Cauchy, \/y e Y et Vx e ̂ ^"'yy^)-1) :

\D(ûfy(x)\ ^œ^Y^O^y^))'"!.

D'après le c) de l'introduction, on voit qu'il existe Yi e r tel que
Vœ e M\ \/y e Y et Vx e X avec d(x,y) ^ Yi(x)-1, on ^it

\D(ûf(x)\ ^œÎY iOc) ' 0 ^ 1 .

Soit xe^ ;T\y; si d(x,Y) ̂  YI<XT\ on a ^/(x)! ^ © ! YiOc)'0^1 ;
si ^(x.V) ^ YiW"1, on a d'après l'hypothèse:

D(ùf(x)\ ^ ©! (YsMYi^)^)1"^1

d'où l'assertion P{X), en choisissant Yx = ïsïf, N entier ^ 005.

LEMME 2.3. - 5^ Q un ouvert connexe de W et soit (9{ÇÏ) une
algèbre de type Y , fortement dominée par Y . Alors la clôture algébrique
^(Q) de (P(Q) dans ^f(Q) est aussi fortement dominée par F.

Preuve. - Soit fe Jf(Q) vérifiant une équation :

a, + ai/+ ... + a^ = 0

avec ^(=^(Q), a^ + 0, ^ ^ 1 ; on peut supposer que le polynôme Za,y
est irréductible sur [^(Q)] et donc supposer que son discriminant
A'e^(Q) est ^ 0 ; on pose A = ^•A\

On applique à/le lemme 2.2. Soit X un fermé analytique irréductible
pour ^(û) et posons p = sup (multiplicité de A en x). Soit

xeX

E ^"/(^-(z-x)" la forme initiale du développement de A(z) en x ç X
\(û[=P

et choisissons une direction À. = (Xi, . . . ,?iJ e (R"\{0} telle que généri-
quement sur X : ^ ^/(x). ̂  == 8(x) + 0. Posons Y = {xeZ;ô(x)=0}

|ff l |=/?

et supposons par exemple ^ = 1 . En chaque point xeX\Y, après
le changement linéaire de coordonnées (x^ . . . ,xJ-^
(xi+ûix/,, . . . , x ^ _ i + ^ _ i x ^ , x ^ ) , le germe de A en x admet un
développement :

(*) A(z) = SCxHz.-x^ + ̂ (z).(z,-xj^1 + p,(z)
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n- 1
avec W = E (^-^)p^(z)

chaque (i^ ayant une multiplicité en x ^ p - 1. Par hypothèse, il existe
y e F et a ^ 1 tels que :

(**) VxeZ\y, |ô(x)| ^ YM-^^y)^

Si x' = (xi, . . . ,^_i ) , on peut choisir \ z ' - x f «assez petit» devant
z^-xj pour que le terme ÔOO^-xJ^ remporte dans l'expression

de A(z). Par hypothèse, il existe / e F telle que si z e B(x,y'(x)~1) et
si z^-x^ ^ z ' - x ' \ (on pose z = (z'.zj), on ait

(***) |^(z)|^/(x) et |p,(z)[ ^ z'-x' z,-x^-y(x).

Posons x = (x\xj et choisissons 72 et yi G r de telle sorte que les
conditions suivantes soient satisfaites :

a) On pose 72 = 27^ ^ y et / ; si z = (x\zj, i.e. z,; = XjJ = 1, . . .,
n - 1, et si \z^-Xn ^ Y2W ^(x, îT on a d'après (*), (**) ; (***):

|A(z)| ̂ ^(xY^d^Yr z^-x^.

b) On choisit ensuite Yi == 47^72 = Sy^y2 ; on vérifie alors, si
\Zn-Xn\ = y.WdÇx^Yy et si \ z ' - x ' \ ̂  Yi(x)-1 d(x, r)2", l'inégalité :

|A(z)| ^ ^y(x)- ld(x,y)a z.-x,!^ = ^y(x)- ly2(x)-prf(x, r)^^.

Choisissons y' assez grand pour que tous les germes dj^(xeX\Y) se
prolongent en des fonctions holomorphes âj au voisinage de

^ = fcylM-^x.y)^) x Ë(x^,(x)-^d(x,Yr) = È^ x g,^.

D'après a), A ne s'annule en aucun point de { x } x (B^\{Xn}) ; d'après
b), A ne s'annule en aucun point de B^ x QB^x- D'après le phénomène
de Hartogs, le germe de/en x se prolonge en une fonction holomorphe
^ sur B^. Pour majorer ^ sur Ë^ il suffit d'après le principe du
maximum de majorer f^ sur B^ x 8B^. Choisissant Y assez grand,
on peut supposer que tous les |a/z)| sont bornés sur B^ par y^x). En
appliquant fc), on en déduit une majoration de chaque |o,(z)/^(z)| sur
^i.x x <9^2,x; appliquant le lemme 2.4, on en déduit une majoration de
^ sur B^ x â2?2,x, donc sur B^ x ë^. On conclut en appliquant le
lemme 2.2.
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LEMME. 2.4 (cf. [2]). — Soit zeC racine d'une équation z^+^z^"1

+ . . . + ^ == 0, ^ .eC; alors [z | ^ 2 suplÇ,!^ ' .
;'

PROPOSITION 2.5. - Soit Q, un ouvert connexe de R" et soient ^(û)
une sous-algèbre de ^f(Q), fe ^f(Q) algébrique sur 0(0). 5Ï ^(û) ê5r
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne), l'algèbre
^(^[D^f] engendrée sur (9(fX) par f et toutes ses dérivées est aussi
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne).

Preuve. — Pour le cas faiblement noethérien, nous renvoyons à [5].
Supposons que 6^(0) est topologiquement noethérien et soit fe d^ï)
vérifiant une équation ao + a^f + • • • + a^ == 0, a; £ (9(^î) et dq -^ 0.
Considérons le polynôme générique P(y ; z) = yo + y ^ z + • • • + y^ ;
il existe une partition de l'espace des y en semi-algébriques Yy, telle que
sur chaque Y^ le polynôme p admette exactement ^ racines réelles
distinctes : z^(y) < ' ' • < z^g^(y), y e Y^ ; en outre, les z^j sont continues
et gardent un signe constant, soit > 0, soit < 0, soit = 0. Il en résulte
immédiatement que les ensembles / = 0 ou / > 0 sont des semi-
analytiques pour ^P(O). Les semi-analytiques pour (P(Q) sont donc les
semi-analytiques pour ^(0), d'où le résultat.

Remarque 2.6. - D'après [3], une limite inductive d'algèbres topo-
logiquement noethériennes est topologiquement noethérienne ; d'après
2.5, ^(Q) topologiquement noethérienne => ^(Q) topologiquement noe-
thérienne. Cette implication est fausse quand on remplace « topologi-
quement noethérienne » par « faiblement noethérienne ». Par exemple,
l'algèbre A[x] considérée en 1.8 est faiblement noethérienne, mais A[x]

ne l'est pas car V n e ^ , fn(x) = sm——eA[x] et la suite {/^(O)} est

strictement décroissante.

THÉORÈME 2.7. - a) Soit ^(Q) une algèbre de type F, fortement
dominée par F et soit fe(P(Q). Alors l'algèbre ^(^[D^f] est aussi de
type F, fortement dominée par F.

b) Soit ^P(Q) une algèbre topologiquement noethérienne, de type F,
fortement dominée par F ; alors Û?(Q) a les mêmes propriétés.

Preuve. — Compte tenu de 2.3 et 2.5, il suffit de montrer que /
vérifie une inégalité de Lojasiewicz de type F. Supposons que
P ( x ' J ) = ûo + a,f + . . . + V9 = 0, ^-e^(û), a, ̂  0, et soit X un
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fermé analytique irréductible pour Q(SÏ). D'après le lemme 1.4, il suffit
de trouver un Y ^ X, y 5 e F et as ^ 1 tels que

V x e ^ = X\Y, \f(x)\ ̂  ys0c)- lrf(x,yu/- l(0))a5.

Soit p e ̂  tel que Vœ e f^", |œ < /? et Vf == 0, . . . , q, on ait

Z)%|^= 0

et tel qu'il existe cùo e F^j", ©o = p, et un î'o vérifiant :

^"o^z^o.
Par dérivations successives de P(x;/), on voit que f\X vérifie une
équation :

(b,\X) + (fci|;r)(/[;r) + . • . + (bAX)(f\XY = 0

avec r ^ q, ^e^(Q) et fc,!^ ^ 0. Si ^ = X\f~\0} ^ 0, on peut
supposer après changement de notations que

(hol-n + (b,IX')(f\X') + • . • + (b, X')(f\X'y = 0

avec bo\X' ^ 0. D'après le théorème I, si X = ^(O) avec gç(9(ft) et
si F= ^nfo^^O), il existe y e F et a ^ 1 tels que si (x,y)eQ x |R :

1 ^ 1 + l&o+^+ • • • +^'1 + \g(x}\ ̂ ^x)-\\^\y\Y^d(x,Y)\

D'après le lemme 2.3, / est dominée par F ; choisissons dans l'inégalité
précédente x e X' et y = /(x) ; il existe y' e F telle que :

|/(x)| ^/(x)-1^,^.

En définitive, si x € S = X\ Y :

|/(x)| ^ r^-^^.yu/-1^))". c.q.f.d.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque sur les fonctions
composées. Soient d?(Q) (resp. ^(Q7)) une algèbre analytique de type F
(resp. de type F7) sur un ouvert connexe Q de IR" (resp. un ouvert
connexe Q.' de ^p) ; on note F (g) F' la famille de toutes les fonctions
û x ÎY 9 (x,}Q -> y(x)y'(x) avec y e F, y7 e F' ; si /: Q -> 0.' a ses
composantes dans ^(Q), on note F. (F'o/) la famille de toutes les
fonctions Q 9 x -> y(x) • (y' o/(x)), y e F, y' e F'. On vérifie facilement
que F ® F' et F. (F'o/) vérifient les conditions a), fc), c) de l'introduction.
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PROPOSITION 2.8. — Avec les notations précédentes, supposons que
^P(Q) (g) ^(0') est une algèbre analytique de type Y ® V sur Q x Q7.
^4/or5 l'algèbre ^(^•(^(Q^o/) formée de toutes les sommes finies
S(p;-((p;o/) ûw^c (p,G^(fî), (p^e^O'), ^ un^ algèbre analytique de
type r'(Vof). En outre, si ^(Q) (resp. ^(Q')) est fortement dominée
par F(resp. F ' ) , ^(^-(^(Q^o/) est fortement dominée par r ' Ç F ' o f ) .

Preuve. — Visiblement, ^(û)-(^(û')o/) est stable par dérivation;
on a un homomorphisme surjectif : ^(Q) (x) ^(û') 9 Zq); (x) (p^ ->
^<P^(<P;o/)e^(^)-(^(^)o/); ^(û)®^(^) étant faiblement noethé-
rienne, il en sera de même de ^(Q)-(^(ïy)o/). En outre, il existe
y e F, Y G F', oc ^ 1 tels que, V(x,^) e û x Q^ :

y^)/^) ^ |2:q),(x)(pK^)l + E l^-/;(x)| ^ y^)-1/^)-1^^-1^))-
7=1

où 9 = Z(p(-((p^o/) En substituant dans les majorations précédentes
f(x) à y , on obtient l'inégalité de Lojasiewicz cherchée. Enfin, l'affirmation
relative à la domination forte se vérifie immédiatement.

Conservons toutes les hypothèses précédentes (en particulier
^(Q)OO^(ïy) est une algèbre analytique de type F 0F' sur Q x Q7) ;
nous supposons en outre que n = p et que /: Q -> Q7 est surjective

(donc le jacobien A = = — n ne s'annule pas identiquement sur
D(X^y . . . , Xn)

Q supposé connexe).

Considérons l'algèbre, notée (9(Çï')-((9(fÏ)of~1), engendrée sur (9(p!)
par toutes les dérivées de toutes les q/eJ^Q') telles que q/o/e^(Q);
enfin, à chaque fonction yeF, associons une fonction y^ sur Q,' par la

formule y^(y) = inf y(^), et notons F ' •(ro/~1) la plus petite famille
xef-Hy)

de fonctions sur 0' contenant tous les produits y ' -y* , y e F et y 'eF' ,
et vérifiant les conditions a), fc), c) de l'introduction.

PROPOSITION 2.9. — Supposons, en plus de toutes les hypothèses
précédentes, que <^(Q) est fortement dominée par F et 0(0.') fortement
dominée par F ' . Alors l'algèbre Offl'^'^ÇÇ^of'1) est une algèbre
analytique sur Q . ' , de type r ' - Ç T o f ' 1 ) , fortement dominée par
r.(ro/-1).
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Preuve. - Considérons l'algèbre ë(Q) = {(pe^f(O), 3s e^ tel que
(p-A^^Q)} ; visiblement ^(Q) =) ^(Q) et @(0) est stable par dérivation.
Construisons une stratification de 0 en strates S = X\ Y(X et Y sont
des fermés analytiques pour ^(Q)) telles que la multiplicité de A en
chaque point de S soit constante == Us et telles qu'il existe un multi-
indice 0)5 e N " , \(ùs\ = Us, avec \ / x ç S , D^A^c) ^ 0. Si (p =
^F/A^ ^(Q)CPe^(Q)), on a (p-^O) n S = (T)5^^)-!^) n ^. Comme
Ç(0) estjaiblement noethérienne, il en sera de même de ^(0) ; comme
@(Q)c:^(Q), le théorème 2.7 implique que @(Q) est de type F,
fortement dominée par F. On peut donc, pour la démonstration,
supposer que (^(û) = S (fi).

Soit (p7 e Jf(Q') telle que que q/ o/e (Î)(Q) ; les formules de dérivation
d'une fonction composée montrent que si © e ^ j 7 2 , |co| ^ 1,

(7)(ùq) /)o/GA-21cûl+l•^(Q) c= ^(Q).

Si ^(Q)o/-1 = {(p'ejf^^^o/e^^)}, on a donc un morphisme
surjectif: ^)®(^(Q)o/-l)^2:(p,(x)(p;. -^^^^^(Q^.^^o/-1); on
a aussi un morphisme injectif :

(9(0.') ® (6?(Q)o/-1) 9 £(p, (g) (p;. -^ Z(p^ ® ((p;.o/) e ̂ (Q7) ® (^(Q).

Comme cette dernière algèbre est faiblement noethérienne sur fi.' x Q,
l'algèbre ^(Q') (g) (^(Q)o/-1) est faiblement noethérienne sur Q' x Q',
et il en sera de même de ^(Q')-(^(û)o/~1).

Soit q/ e^(Q)o/~1 et démontrons pour (p' une inégalité de
Lojasiewicz. D'abord, le théorème des accroissements finis montre
l'existence d'une fonction y e F telle que Vx, x ' e û :

^(/MJW^yiM^x^).

Il existe 72 e F et a ^ 1 tels que Vx e Q et ^ = /(x) :

Y2(x) ^ Icp'o/^)! = (p7^)! ^ y2M~l^(x,/-l((p/-l(0))a

^YiW^M-1^,^-1^))-.

D'où, si y = yiY2

y*^) ^ 1^(^)1 ^ Y^r^o^-w.
Ces inégalités, relatives à q/, se démontreraient pareillement pour
S(p, ® (p; e ̂ (^) (x) (^(Q)o/-1) en utilisant au lieu de /: 0 -> Q7 le
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morphisme id x /: Q' x Q. -> Q,' x Q.' ; on en déduirait des inégalités :

/(/)-y*(30 ^ |2:(p,(/).(p;.ooi ^ yWr^OO-^a/^e-1^
avec y ' e r ' , y e r , a ^ l ; 0 = S(p, ® (p;. En appliquant les inégalités
précédentes à S(pi(/). cp^(j) + S|^ — y,| au lieu de £(pi(/)-(p^(y), puis
en faisant y = /, on obtient les inégalités cherchées :

yW-y*(}0 ^ |2:(p^)-cp:.GOi ^ /(^^•y*^)'1^^^-1^))"
avec 0 = S(p,(pî.

Il resterait enfin à démontrer que ^(Q^-^^o/"1) est fortement
dominée par P-fTo/"1); si q/ e ̂ (Q)o/"'1, il suffit de trouver un
y e F, tel que V© e f^J", Vx e Q : | (.DV) of(x) | ^ œ ! y(x). On remarque
comme plus haut que (Z^q/) ofe A"21"^1. ^P(O) : la preuve est analogue
à celle de 2.5, le A de 2.5 étant remplacé ici par le déterminant
jacobien A.

Remarque 2.10. — Soient d?(û), 0(0.') deux algèbres analytiques sur
des ouverts connexes de (R", ÎR^ respectivement, et soit f : 0—> 0.' un
morphisme à composantes dans ^(Q).

(2.10.1) Si ^(Q), ^(îr), ^(Q) ® ^(tT) sont faiblement noethériennes
(resp. topologiquement noethériennes), l'algèbre (9(p)'((9(fï')of) est
faiblement noethérienne (resp. topologiquement noethérienne).

(2.10.2) Si de plus / est surjectif, les mêmes hypothèses entraînent
que ^(P.')- (^(D)o/~1) est faiblement noethérienne (resp. topologiquement
noethérienne). Les vérifications sont immédiates.

3. Exemples et applications.

Les résultats précédents fournissent par itération, de nombreux
exemples d'inégalités de Lojasiewicz, obtenus à partir d'inégalités biens
connues (cas analytique local ou cas algébrique, par exemple). La
première application est celle de régulière séparation.

3.1. Deux fermés X et Y de Q sont F-régulièrement situés si les
conditions suivantes (équivalentes) sont satisfaites :

— Il existe y e F et a > 0 tels que
\fxeX,d(x,Y) ̂  ̂ (xY^d^Xr^Y^.
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- Il existe y e F et a > 0 tels que Vxe Q :

d(x,X) + d(x,Y) ̂  Y(x)- lrf(x,A'n Y)\

- Il existe y e F et a > 0 tels que Vx e X et Vx' e Y :

^(x,^) ^ y(x)- lY(x /)- l(d(x,Ârn F)" + rf(x^n Y^).

(3.1.1) 57 ^(0) ̂  ̂  t^pé? F é?r si/, g e ^(Q), les fermés X = f~\G)
et Y = g'^O) sont F-régulièrement situés.

En effet, il existe yi e F et a > 0 tels que Vx e Q :

1/WI + \gW\ ̂  Yl(x)-l^(x,Arn 7)̂

Mais par le théorème des accroissements finis, il existe 72 e F telle que
V x e Q :

1/WI ^ Ï2M d(x,X\ \g(x)\ ^ y^x) ^(x, Y)

d'où le résultat.

(3.1.2) Soit (9(^Ï) une algèbre analytique de type F telle que
d9(Q) (x) ^P(Q) soit de type F ® F, et soit /: HT ^ Q -^ Q' c ̂  une
application à composantes dans ^(0) ; soit F' une famille de fonctions
sur 0.' vérifiant les conditions a), b), c) de l'introduction ; on suppose
que V y e F et VZ fermé analytique pour ^(0), il existe /eF' continue
telle que V^ ef(X) :

(*) inf y(x)^ Y (y).
xef-'^^^X

Alors, si X et Y sont deux fermés analytiques pour (9(ÇÎ), les adhérences
dans 0': fÇX) et f(Y) de f(X) et f(Y) respectivement, sont
F'-régulièrement situées.

Preuve. - En effet, il existe Yi e F et a > 0 tels que, Vx e X,
^ x ' e Y:

1/M-/(^)1 ^ yiWYiOcT^ax.x^z)-

où Z = {(x,x')ç:Xx Y\f(x)=f(x')}\ d'après le théorème des accroisse-
ments finis, il existe 72 e r telle que :

d((x,x),Z) ^ U^Wr'd^y'Ufxf^z))
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où y==f(x); y ' = f ( x ' ) \ comme (/x/)(Z) est la diagonale de
(/(Jr)n/(r)) x (/(^)n/(F)), il existe y e F telle que:

\y-y'\ ̂  yM^y^^'^^TWnTcn+rf^TwnToo)))-
^ /^)~ly\/)-l(^7Wn7w+^(/,7Wn7(y)))a

Y désignant la fonction associée à y par (*). On en déduit par passage
à la limite, la même inégalité pour y e f(X) où /e/(7), c.q.f.d.

(3.1.3) Supposons toujours que Û)(Q) est de type r et ^(0) (g) ^(Q)
de type F ® F, et considérons un semi-analytique X pour ^(Q), défini
par des inégalités larges, i.e. X= (JQ{xeQ;y;/x) ^ 0} avec^e^(Q) en

i J

nombre fini (ce semi-analytique est fermé, mais contrairement au cas
local, il n'est pas évident que tout semi-analytique fermé soit défini par
des inégalités larges); si Y = [jÇ}{xeÇî;g^(x) ̂  0} est un autre semi-

k £

analytique, introduisons des variables auxiliaires y ^ , z^ et soit R^
l'espace euclidien paramétré par y = (y,j) et z = (z^) ; soit n : Q. x ^N -> û
la projection canonique et posons

^= u^{(^^z)^QX^^M=^};
i J

Y= u^KX'^z)enxRAr;^,/(^=^};
k £

visiblement, n(X) = X, n(Y) = Y, et X, Y sont des fermés analytiques
de û x [R^ obtenus en annulant des fonctions de ^(û)[y,z] ; mais
d'après le théorème I, (9(ÇÎ)[y,z\ vérifie les mêmes hypothèses que celles
vérifiées par (9(^1). On déduit alors de (3.1.2) appliqué à n le résultat
suivant :

Sous les hypothèses précédentes, les semi-analytiques X et Y sont
Y-régulièrement situés.

On peut aussi déduire de l'inégalité de Lojasiewicz des théorèmes
de division. Soit û un ouvert de R" et soit F la famille de toutes les
fonctions û 3x -> Cd(x,aQ)-a(l+ 1x1)°' ; notons <?(Q,Biï) l'espace des
fonctions à valeurs réelles, définies et de classe C°° dans Q, qui se
prolongent en des fonctions C°° sur S" = R" u oo, infiniment plates
sur 5^0 (une fonction C00/ dans Q appartient à <f(Q,3Q) si et
seulement si, V y e F et VœeN" , \y(x)'Daf(x)\ est borné sur f2). Nous
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admettrons le résultat suivant (la preuve est standard mais demanderait
quelques développements supplémentaires; on utilise les idées de [5]):

THÉORÈME 3.2. — Avec F comme précédemment, soit (9(fÏ) une algèbre
analytique de type Y sur Q, et soient /i, . . .,/ç e O^Y ;
(pG^Q^Q)^?,^^*). Supposons qu'en chaque point a eu, la série de
Taylor Ta^) eR[[x]]p(x=(x, . . . ,x^)) de (p en a est une combinaison
linéaire à coefficients dans U[x]] des séries de Taylor TVi, . . . , Ta fq .
Alors il existe gi, . . ., gq G ^(Q;^Q) tels que :

Q

<p = " L g i f i -

3.3. Dans notre premier exemple, on choisit Q = IR" et l'on étend
R[x] en utilisant les résultats des § 1, 2. Notons par (9 la donnée pour
tout neN d'une sous-algèbre analytique (^((R") de ^(R") telle que
Vn, pe F^J , ^(ffr) (x) ^(R^) c ^(HTx [R^). Nous écrivons (9 < 0' si
(9(W1) <= ^'(R") pour tout n e ^ et définissons ainsi une relation d'ordre
sur l'ensemble de ces familles. On note F la famille de toutes les
fonctions R^x -> C(l + x\Y, avec C ^ 1 et a ^ 1.

Soit ^ la plus petite famille (9 vérifiant les conditions suivantes
pour tout neN :

a) ^(W) est algébriquement close dans Jf(W) et
/n/o^\ —^ OFv v 1CV^IK ; =3 H[XI, . . . ,Xn\ .

b) Si (pe^f(IR") a ses dérivées dans ^(HT), on a (pe^ fW) .
c) Si (pe^([R") est > 0 en chaque point de W1, log (p, (p^oc réel)

appartiennent aussi à ^(IR").
d) Les (^((R") sont stables par composition, i.e. si /: W1 -> IR^ a ses

composantes dans ^(R") et si (pe^lï^), alors (po/e^(R7 2) .
e) Soit /: [R" -^ IR^ une application ayant ses composantes dans

^P(1R") ; on suppose que / est surjective et qu'il existe un N > 0 tel que
|/(x)| ^ \x\N pour tout x e (R" en dehors d'un compact K. Alors, si
(pe^ffW) vérifie (p o/e ^(IR"), on a (pe^lï^).

^ contient par exemple arctgcp, log( l+(p 2 ) , dès que (pGj^ , mais
ne contient pas les exponentielles, sinus et cosinus. Alors :

THÉORÈME 3.4. - Pour tout nçN, ^(W1) est une algèbre topologi-
quement nœthérienne, de type Y , fortement dominée par Y .
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Preuve. — Pour vérifier que ^(W) est une algèbre topologiquement
nœthérienne, de type F, fortement dominée par F, il suffit de montrer
que si ^(R") vérifie ces propriétés, il en est de même de ^(^[D^],
TeJ^IR"), dans chacun des cas suivants: a) ^¥ est algébrique sur
^(R"), ce qui résulte de 2.7 ; P) T a ses dérivées dans (^(ffr) ou x? '̂̂
(a réel et /e^lR") est > 0), ce qui résulte du théorème II et de [3];
y) ^ = (po/ avec cpe^^) et /: IR" -^ R^ a ses composantes dans
^(BT) ce qui résulte de 2.8 et 2.10; ô) ^o/e^tîT) où /: HT -^ HT
vérifie les hypothèses de e\ ce qui résulte de 2.9 et 2.10.

Les fonctions de ^/(W) sont à croissance tempérée ; y(W) désignant
comme d'habitude l'espace des fonctions C00 sur W1, à valeurs complexes
et à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées à l'infini, on
déduit de 3.2 et 3.4 le résultat suivant qui étend le théorème classique
de division des distributions tempérées par les polynômes (cf. [2]) :

COROLLAIRE 3.5. - Soient f^ . . .Jq e ̂ (^Y 00 C et soit cp e ^(WY ;
supposons qu'en chaque point ûe[R", la série de Taylor Ta(peC[[x]p de
(p en a soit une combinaison linéaire à coefficient dans C[[x]] des séries
de Taylor 7a/i, . . . ,Ta /g . Alors il existe ^i, . . ., gg e ^(tR") tels que

g Q
(p = ^ g^ (cela signifie encore que le sous-module ^ /(-^(IR") de

1=1 t = i
y^Y est fermé dans y^VY pour la topologie usuelle).

On déduit de là, par dualité, un théorème de division des distributions
tempérées par les fonctions de ^(W) ® C ; par transformation de
Fourier, si (pi, . . . , (pp e ̂ (^(Br) ® C) == <^(Br) c: ^(R"), le module

q

convolutif ^ ^i^y(W1) de ^(WY est fermé dans yÇWY'
1=1

On en déduit bien sûr l'existence de solutions tempérées pour diverses
équations de convolution.

Précisons quelques éléments de ^W(IR). Soient aeC, ^ma 7^ 0, et
ae (R , a^Z . Si p e ^ J , les solutions de toutes les équations

(*) (^-^-aV^yeCM

forment l'espace vectoriel E^ sur C engendré par C[x] et les fonctions
(x-ayçLogÇx-a))'1 avec 0 ^ q ^ p. On a £'(*) c: j^(IR) ® C et donc
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^ (£'(*)) c: ' ^ ^ / ( R ) . Par transformation de Fourier, l'équation (*) devient :

^-+fûÇ+(a+l)y+l)/eC[ô]

où l'on note C[8] l'espace vectoriel sur C engendré par 8 et toutes ses
dérivées. Si ^ma < 0, l'espace des solutions ^ CÊ'(*)) de cette dernière
équation est l'espace vectoriel engendré sur C par C[8] et les parties
finies yféK-^^-^Log^ 0 < q < p .

3.6. On obtiendrait une famille plus vaste s e ' en ajoutant les
exponentielles, i.e en imposant en plus des conditions a), . . . , e), la
condition cp e ^(IR") => e^ e (PÇR") ; on peut alors remplacer dans d) la
majoration |/(x)| ^ 1 x 1 ^ . . . par \f(x)\ ^ log^v(|x|) où log^y est la
composée de N logarithmes. Si V est la famille formée de tous les
produits d'un nombre fini de fonctions de la forme R" 9 x -> Ce^( \ x | )
( C ^ l , 7 V e f ^ J et e^ est la composée de N exponentielles) on montre
que s / ' vérifie le théorème 3.4, à condition toutefois de remplacer r
par F'.

Bien entendu, dans chaque cas particulier, on a des inégalités de
N

Lojasiewicz plus précises ; par exemple, si (p = ^ Piê^ avec P;, Qi e R[x]
i=l

et m = s\ipd°Qi > 0, on a une inégalité :
i

Vxe R\ |(p(x)| ^ Qr^i^Oc.q)-1^))01

(C, A, a sont des constantes > 0). Enfin, on peut utiliser ces inégalités
pour démontrer des théorèmes de division pour des espaces de fonctions
C°° à décroissance exponentielle à l'infini, ainsi que toutes leurs dérivées.

3.7. Si (ao,QCi, . . . ,a^) est un N 4- 1 uple de nombres réels non tous
nuls, posons :

f^x) = (x-To^ogx-Ti . . . (Log^-TN

/a est analytique sur un intervalle ]0,s[, e > 0. Si /, g sont deux
fonctions réelles sur un tel intervalle, on écrit f< g si Vx > 0 assez
petit, on a f(x) < g(x) ; /- g si f(x) = ^(x)(l+s(x)) avec e(x) -> 0
quand x -> 0, x > 0. On vérifie aisément les points suivants :

a) /a < /p si oc < P pour l'ordre lexicographique.
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b) Si Pô < 0 et 0 0, on a/ ,oC/p- C-^-po)^/^ où a o p est
la suite ( -QCoPo, -ocoPi+oci, . . . , -ocoP^+oc^v).

c) Si / ~ g, on a /„ of - /„ o g- (on suppose que /(x), g(x) -> 0 quand
x-^0).

En particulier, si P~ 1 = (Pô'1, PiPo'1, • • • , P^Po^). on a l'équivalence :

/p- io/p(x)-(-Po)^x,x-0.

Si n, m e ̂  , considérons des suites oc^ == (ao7, . . . , oc^) comme précédem-
ment avec 1 ̂  i ^ n, 1 ̂  j ^ m et supposons que V^ j, le premier terme
o^ ^ 0 est < 0 (donc ^y(x) -^ 0 quand x —> 0, x ^ 0) ; soit (p une
fonction analytique réelle au voisinage de l'origine de IR"7" et considérons
la fonction :

/M = (pC/all^l), • • • Jal^l) ; /a2l(X2), . . . ̂ ^(^a) ;

• • • ̂ ^n). • • •J^^n))'

La fonction f(x) est holomorphe au voisinage de l'origine dans le
premier quadrant ouvert (IR'^*)". D'après les résultats précédents, pour
tout s > 0 assez petit, /"^(O) n 5(0,s) admet un nombre fini de
composantes connexes (uniformément borné), et f(x) vérifie une inégalité
de Lojasiewicz

l/(x)i ^( |x j . . . x^r^xj^wy ^r'WT
pour un a > 0.

3.8. Notons a^ l'algèbre de tous les germes f(x) définis comme
précédemment (donc, m, N, les a17 et (p sont variables). Soit fe û^ telle
que /^(O) est de dimension un et soit C un arc analytique connexe
contenu dans /^(O) n ^(0,e) et adhérent à l'origine. Une question
intéressante est la suivante :

Existe-t-il une paramétrisation de C par des fonctions de a i ? Je ne
sais pas répondre à cette question pour n quelconque, mais pour n = 2
la réponse me semble positive, sous l'hypothèse (évidemment nécessaire)
que C a en 0 un contact d'ordre fini avec l'axe des X i , et l'axe
des ^2.
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