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SUR CERTAINS SOUS-ENSEMBLES
DE L’ESPACE EUCLIDIEN

by Jean-Yves CHARBONNEL

Introduction.

Depuis longtemps, il s’est avéré nécessaire de connaitre les comporte-
ments a l'infini de fonctions suffisamment réguliéres. C’est en particulier le
cas des fonctions algébriques sur I’espace euclidien. La théorie des équations
différentielles a coefficients constants en est un exemple. L. Héormander a
donné les réponses suffisantes en utilisant le théoréme de Tarski-Seidenberg
([Lo], Théoreme 2, n°20). Ce théoreme nous dit que I'image d’une partie
semi-algébrique d’un espace euclidien par une projection linéaire, est semi-
algébrique. Ce théoreme est connu depuis fort longtemps. Il est en quelque
sorte une généralisation du théoréme de Sturm sur le nombre de racines
réelles d’un systeme d’équations algébriques.

Dans [Lo], S. Lojasiewicz s’intéresse aux sous-ensembles semi-analy-
tiques de l’espace euclidien. Ces ensembles sont localement définis par
un systeme d’égalités et d’inégalités de fonctions analytiques. En général,
I'image d’un ensemble semi-analytique par une projection linéaire n’est
pas semi-analytique. Si en outre, on suppose que la restriction de la
projection 7, au sous-ensemble semi-analytique S, est propre, on dira que
w(S) est sous-analytique. La classe des sous-ensembles sous-analytiques a
été introduite par H. Hironaka [H]. Elle est stable par “projection propre”.

Mots-clés : Applications polynomiales — Exponentielles - Ensemble des zéros — Projection
— Théoréme de A.G. Khovanskii.
Classification A.M.S. : 51M.
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S. Lojasiewicz a démontré dans[Lo] qu’un ensemble sous-analytique de R?
est semi-analytique.

Dans [Kh] et [Khl], A.G. Khovanskii s’intéresse & ’ensemble des
solutions d’un systeme de Pfaff sur une variété de Pfaff. En particulier
il démontre que ces ensembles n’ont qu’un nombre fini de composantes
connexes. Des questions similaires ont été étudiées par A.N. Varchenko dans
[Va]. Ces deux auteurs généralisent les théorémes de Sturm et de Bezout
sur les systemes d’équations algébriques, a des systémes d’équations pour
une classe de fonctions transcendantes. D’une maniére plus générale, des
travaux de A.G. Khovanskii se dégage la philosophie suivante : “ une sous-
variété analytique de R™, définie par des équations simples a une topologie
simple.”

Dans ce mémoire, on considere sur R™ [’algebre A,, des fonctions
qui sont combinaisons linéaires a coefficients polynomiaux d’exponentielles
de formes linéaires. Pour tout m, les fonctions de A,, appartiennent
a la classe de fonctions transcendantes étudiée par A.G. Khovanskii et
A.N. Varchenko. Pour n entier positif, on dira que le sous-ensemble S de
R” appartient & P, s’il existe un entier positif m et un élément F de A, 4.,
pour lesquels S est image par la projection canonique de R**™ sur R™,
de ’ensemble des zéros de F'. En général, un élément de P, n’est pas une
partie sous-analytique de R™. En effet, le graphe de la fonction sur R :

i
t — exp i

appartient & P,, mais n’est pas une partie semi-analytique de R?. On note
alors P, le plus petit sous-ensemble de parties de R™ qui contient P,,
I’adhérence de ses éléments et les images par la projection canonique de
R™"*™ sur R", des éléments de ﬁn+m. Le but principal de ce mémoire
est de montrer que la collection des ensembles Pn,n = 1,2,..., forment
un systeme de Tarski [Van], [I]. D’apres la construction du systeme, cela
revient & dire que pour tout n, P, est stable par intersection finie, par
réunion finie et par passage au complémentaire. En outre, P, contient les
adhérences et les composantes connexes de chacun de ses éléments. Dans
[Van], L. Van Den Dries s’est intéressé a des questions analogues. Certains
de ses résultats sont en relation étroite avec les travaux de A.G. Khovanskii
sur les systemes de Pfaff. Dans ce mémoire, les résultats de A.G. Khovanskii
y jouent un réle central. En particulier, il résulte de [Kh1] que le systéme
des ensembles P, est un 0-systéme selon la terminologie de [Van]. En outre,
il étend le systeme des ensembles de parties semi-algébriques.
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La démonstration utilise une méthode empruntée & A.M. Gabrielov.
La stabilité de P,, par réunion finie et par intersection finie est simple.
D’apres les résultats de A.G. Khovanskii et A.N. Varchenko, tout élément
de P, n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. On prouve alors le
résultat clef : 'adhérence d’un élément de P, qui est négligeable pour la
mesure de Lebesgue, est négligeable pour cette mesure. La preuve de cette
assertion utilise une propriété que ’on trouve déja dans [Ga]. En utilisant la
notion de dimension définie par A.M. Gabrielov, on prouve par récurrence
sur la dimension de § que P,, contient le complémentaire de S dans R™ ainsi
que ses composantes connexes. On donne alors une proposition analogue a
celle que I’on utilise pour estimer les croissances des fonctions algébriques.
Il se pose alors la question de classer les ordres de croissance & l’infini
des fonctions sur R, dont le graphe appartient & P,. Il est probable que la
structure naturelle d’algebre sur les fonctions sur R, induise sur I’ensemble
de ces ordres de croissance une structure de corps de Hardy ([Bo], Ch. V,
App., n°1). Il est alors extension (H) ([Bo], Ch. V, App., n°4) de lui-méme
et du corps de Hardy des fonctions algébriques sur R,.. On peut s’attarder
sur Iexemple suivant qui a été communiqué par Y. Benoist : la fonction :

(z,9,2) = (y — exp(z))® + (z — exp(2))* + 2%,
appartient 3 Aj3 et tend vers I'infini quand (22 + »2 + 22) tend vers infini.
En outre, pour tout réel positif a, cette fonction est majorée par un multiple
de la fonction : : .
(z,2) = [z% + 2%]°
sur ’ensemble défini par les égalités : -

‘T =exp(z) , ¥y = exp(x).

Il montre qu’en général les fonctions de A, ne suffisent pas pour évaluer la
croissance d’une fonction de A,, sur un ensemble de P,. Cet exemple donne
une réponse négative & un probleme qui est lié aux questions étudiées en
[Ch]. L’étude de ces questions est & Porigine de ce mémoire. Ce travail se
décompose en 7 parties :

1. Une certaine classe de sous-ensembles de R™.
. Etat des lieux.
. Dimension d’un sous-ensemble de R™.
. Sur les éléments de P,,.
. Deux propiétés fondamentales des éléments de P,,.
. Quelques propriétés des ensembles P,.
. Applications a ’analyse.

N O Ot W
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1. Une certaine classe de sous-ensembles de R".

Si n est un entier positif, on note A, la plus petite sous-algebre de
fonctions sur R” qui possede les propriétés suivantes :

1) Toute fonction polynomiale a valeurs réelles appartient & A,,.
2) Si f est dans A,,, alors la fonction: & — exp[f(x)], appartient & A,,.

On notera A, la sous-algebre de A, dont les éléments sont les
fonctions de la forme :

x> Py(x)exp[Ly(x)] + - - - + Py(x) exp[L,()],

ou Py,..., P, sont des polynémes réels a n indéterminées ct ou L,,..., L,
sont des formes linéaires sur R".

On désigne par P, ’ensemble des parties S de R™ pour lesquelles il
existe un entier positif m ct un élément F de A, 4, tels que S soit I'image
de I'ensemble des zéros de F dans R" x R™, par la projection : (x,y) — .
Dans ces conditions le couple (m, F') sera dit associé & S.

Pour n entier positif, on définit par récurrence deux suites croissantes
{Pi;k =0,1,...} et {Por;k = 0,1,...} dans P(P(R")). On pose :
P'vo = Puo = P,. Pour k entier positif, on suppose connus P’,, ;. et
P, pour tout n. On note P’, ;41 la plus petite partic de P(R") qui
coutient P, ;. et qui est stable par réunion finie, par intersection finic et par
Iapplication : § +— S. On désigne alors par P, x4+ 'ensemble des éléments
S de P(R") pour lesquels il existe un entier positif m et un élément S’ de
P rrmr+1 tels que S soit U'image de S’ par la projection : (z,y) — = de
R” x R™ sur R". Le couple (m,S’) sera dit associé a S. La réunion des
sous-ensembles P, i,k = 0,1,..., sera notée P

THEOREME. — Le sous-enscmble P, de 'ensemble des parties de
R" cst stable par réunion finic, par intersection finic et par passage au

complémentaire. Tout élément de P,, n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes et chacune d’elles apparticnt a P,,.

On démontrera le théoréme en plusicurs étapes. On utilise pour cela
la méthode de Gabrielov [Ga]. Dans ce qui suit on utilisera les notations
suivantes :

1) Si X est un ensemble, P(X) désigne 'ensemble des parties de X
2) Si S est dans P(R"), S et S désignent respectivement I’adhérence et
le complémentaire de S dans R".
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3) Pour tout entier positif », i, désigne la mesure de Lebesgue sur R”.

4) Pour tout enticr positif n, on utilise la norme cuclidienne usuelle sur
R" que 'on note |||

5) Pour tout entier positif n et pour tout & dans R", «y, ..., @, désignent
les coordonnées de @ dans la base canonique.

6) Pour tout entier positif n, on identific R" au sous-espace R" x {0} de
R”‘+l.

2. Etat des lieux.

On donne dans cette section les premicres propriétés des ensembles
P,,. 1l résultera du lemme 2.2 que P,, cst stable par réunion finic et intersec-
tion finic. En outre, il contient ’adhérence de chacun de ses éléments. Las-
sertion (ii) de ce lemme montre comment on calcule les éléments de P}, |
au moyen des éléments de P, ;.. Le corollaire 2.6 est la premicre propriété
non triviale satisfaite par les éléments de P,,. Elle est la conséquence d’un
résultat difficile de [Va]. Cette propriété jouera un role fondamental dans
la démonstration du théorcme 1. Le lemme 2.5 est un cas particulier du
corollaire 2.6. Le lemme 2.4 est la partic technique de la démonstration du
corollaire 2.6. Le lemme 2.3 donne une description récurrente de Palgebre
A, Le lemme 2.7 montre que les algebres A, suffisent pour décrire les
¢léments des ensembles P,

2.1. Soient {P,..., P}, {Q1,....Qi}, {Ri,..., R} des familles
d’éléments de A,. On note S Pensemble des éléments @ de R” qui satisfont
les conditions suivantes :

P(x)=---=DI(x)=0,
Qi) >0,..., Qiz) >0,
Ry(x)>0,..., R, (x)>0.

LeMME. - - L’dlément S de P(R™) appartient a 'P,,.

Soit F I’élément de R" x R! x R™ défini par :
Flue by, ..ty s1y..0,80) =
Pi(@)* + - + Pu(a)? + (Qu(@)6 = 1)* + - + (Qu(e)tf — 1)?
+(Ri(x) = s7)° 4+ (R (x) —s2)° .
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L’ensemble S est I'image de la variété des zéros de F dans R” x R! x R™,
par la projection :

(Zyt1y ety S1yeveySm) 2 T .
2.2. On utilise les notations de §1.

LEMME. — Soit k un entier non négatif.

i) Le sous-ensemble P, ; de P(R™) est stable par réunion finie et par
intersection finie.

ii) Pour tout ¥ dans P’y x+1, il existe des entiers non négatifs I, m, p,
des éléments S, S1,...,8,T1, ..., T, Th 4, .., Tm p dans P, i, pour lesquels
ona:

T=8n5iNn---NSNTNT, N NT1 ;N NTuNTpi N NThp -

iii) Le sous-ensemble 75’! de P(R™) est stable par réunion finie et par
intersection finie. En outre, pour tout S dans P,, S y appartient.

iv) Soit T dans Py . Soient F1,.,.,Fy, des éléments de A,. On note F
Dapplication de R"™ dans R™ définie par :

F(z) = (Fi(z),...,Fn(x)) .
Alors I'image de T par I'application F' appartient & Py, ;. .

v) Pour tout S dans P, i} existe un entier positif m et une partie
fermée T de R™, appartenant a P, 4, pour lesquels S est ’image de T par
la projection canonique de R**™ sur R™.

i) a) On prouve ici que P, est stable par réunion finie et par
intersection finie. Soient S; et So dans P,. Soient (mi, Fi) et (mz, F3)
des couples associés & Sy et S». On note F et G les éléments de Ay 4, +mo
définis par : ,

F(z,y,z) = Fl(xay)2 + F2(.’L',Z)2 )

G(m,y,z) = Fl(x,y)Fg(z,z) .

L’intersection S; N Ss et la réunion S; U-S; sont respectivement les images
des ensembles des zéros de F' et de G par la projection :

(2,9,2) = .

b) Pour m entier positif, on note ®, ,, 'application de P(R") dans
P(R™xR™) définie par : ,, ,,(S) = SXR™. On démontre par récurrence sur
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Pentier k& que pour tout n, @y m(P'ni) et @y m(Pn ) sont respectivement
contenus dans P’,ip, i et dans Ppipm, . Pour tout entier positif m et
pour tout F' dans A,, la fonction : (x,y) — F(z), appartient & A,4m;
donc ®,, ,,(P,,) est contenu dans P, ,,. On suppose que pour tout entier
ny, @ (P ak) €t ®pn(Pr i) sont respectivement contenus dans P’y i
et dans P4, k. L’application ®,, ,, est compatible avec la réunion finie,
Vintersection finie et 'application : S — S; donc ;1 (P'nim,k41) est un
sous-ensemble de P(R™) stable par réunion finie, intersection finie et par
Iapplication : S +— S. D’aprés 'hypothese de récurrence, @51, (P’ nim,k+1)
contient Py, x; donc P’yym k41 contient @, p (P’ k+1). Soient n et p deux
entiers positifs. Soient S dans P’ 4 k41 €t S’ I'image de S par la projection
canonique de R™ x RP sur R"™. L’'image de ®,4,m(S) par la projection
canonique de R"™ x R? x R™ sur R"” x R™, est ®,, ,(S’); donc d’aprés ce qui
précede, @, (Pn,k+1) est contenu dans P pt1-

¢) Soient n un entier positif, Sy et S, deux éléments de P, ;+1. Soient
(mq,S7) et (m2,S}) des couples associés & S et S». L’intersection S; N S,
est 'image de l'intersection de ®,,4m, +m.(S1) €t de ®p4mm,+m.(S5) par la
projection canonique de R™ x R™! x R™2 sur R™. De méme, la réunion
S1 U S, est 'image de la réunion de @54 m;+m,(S1) et de @pimq+ma(S5)
par la projection canonique de R™ x R™! x R™2 sur R™. D’apres (b),
(I’n,+m1+m:(si) n (D11+77L1+’l71.g(sé) et <I’7l+7nl+mg(si) U (I)n+m1 +m2(5'3) ap-
partiennent & P’y 4m, +mo,k; donc Py p41 contient S; N Sy et S; U So.

ii) Pour I,m,p entiers non négatifs, on note P,y m,p 'image de
Pose X (Puk)! X (Png)™ x (Ppi)™ par Papplication :

(57517-'-aSIale~'-7Tm,Tl,ly---,Tm,p) =
SnSin---nNSNTNTi N NT1 N NTyuNT i N NTpy

Pour tout (I,m,p), Pn ksi,m,p st contenu dans P’, r41. La réunion des
P, ksi,m,p €St stable par intersection finie et par I’application S S; or
d’aprés (i), P’ 41 est stable par réunion finie et 'application S — S est
compatible avec la réunion finie; donc la réunion des P, i;,m,p €st stable
par réunion finie. Par suite, cette réunion coincide avec P’ j41.

iii) La partie P, de P(R") est stable par réunion finie et intersection
finie car elle est réunion croissante des parties Py 0, Pr,1,... . 5i S est dans
75,,, il existe un entier k pour lequel P, ; contient S. L’adhérence Sde S
est alors dans P, ;+1; donc S est dans P,.

iv) Soit T'(F) le graphe de F. Il appartient & P,,,,. D’apres la partie
(b) de la démonstration de (i), T' x R™ appartient & Ppim i €t Ppim i €St
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stable par intersection finie; or F(T') est I'image de ’intersection de I'(F')
et de T x R™ par la projection canonique de R™® x R™ sur R™; donc F(T')
appartient & P, .

v) Il existe un entier positif k¥ pour lequel S appartient & P, ;. On
raisonne alors par récurrence sur k. L’assertion est claire pour £ = 0. On
la suppose vraie pour k — 1. Par définition, il existe un entier positif m et
une partie T de P, ,,, . pour lesquels S est I'image de T' par la projection
canonique de R**™ sur R™. D’aprés ’assertion (ii), T est I'intersection d’un
élément Ty de P}, ,_, et d’une partie fermée de R"*™, appartenant a
Pr+m; or d’apres ’hypothése de récurrence, il existe un entier positif p et
une partie fermée T> de R**™+? appartenant & Pp4.n4p, pour lesquels T
ost Iimage de T par la projection canonique de R**™+? sur R"*"; donc
S est Pimage d’une partic fermée de R"*™+?, appartenant & Py p4p, Par
la projection canonique de R*+™+? gur R™,

2.3. Soit n un entier positif. Pour 7 = 0,1,... , on définit des sous-
ensembles A7 et BI de algebre des fonctions & valeurs réelles sur R™. Pour
cela on procede par récurrence. Les sous-ensembles A% et BY coincident avec
I’ensemnble des fonctions polynomiales & valeurs réelles sur R™. On suppose
connus A’ et B] quel que soit entier n. Pour N entier positif, on note

A/ Vimage de A? v x (A%)N par application :

(F, fiy.--y fn) = (. — F(z,exp[fi(z)],...,exp[fn(2)])) .
La famille {A'f,, NN = 0,1,...} est une suite croissante d’algebres de
fonctions sur R". Soit AJ*! sa réunion. On désigne par Bi*! Dalgebre

engendrée par I'image de BJ x B2 par 'application: (f,g) — (z +—
explg(x)f(@)))-
LEMMIE. — Pour tout entier positif n, on a les assertions suivantes :
i) Pour tout entier positif j, le A%-module AJ*! est égal au sous-A? -
module engendré par BY, ... Bl
ii) L’algebre A, coincide avec la réunion des sous-algébres Al,j =
0,1,....

i) Pour simplifier les notations, on note CZ le sous-A%-module en-

gendré par BY, ..., BJ. 1l s’agit de prouver 1’égalité :
1 A
At =¢

quels que soient les entiers positifs n et j. Elle est claire pour j = 1. On
la suppose vraie pour Pentier j quel que soit Pentier positif n. D’apres
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I’égalité :
i1
At =¢J

n

limage de B} x BY par I'application : (f,g) — (z — explg(z)f(x)]) est
contenue dans A*2; donc AJ*+2 contient CJ*!. D’aprés I'hypothese de
récurrence, pour tout entier positif N et pour tout f dans .Af,'f,_lN, exp f
appartient a C1T); donc AJ+? est contenu dans Cj+'.

ii) Soit A!, la réunion des sous-algébres A%, AL,... . D’apreés 1'asser-

tion (i), pour tout f dans A),, exp f appartient & A}; or A, contient A%;

donc A/, contient A,. Par définition, pour tout entier j, B, est contenu dans
A,; donc d’apres Passertion (i) et d’apres ce qui précede, on a ’égalité :

-An. = A,n )
quel que soit Pentier positif n.

2.4. Si py,...,p sont des entiers positifs, on note E(p,,...,p)
P'espace RP! x - .- x RP!. Soient n,m, p,q des entiers positifs ¢t & un entier
non négatif. Soit ¢ une application linéaire de E(n,m) dans E(p,q,p',¢).
Soient % une application linéaire de R? dans R? et ¢’ une application
linéaire de R”" dans R?. Soient S dans P, , T dans P, 1, S’ dans Py i et
T'" dans Py k. On note X I'élément S x T x S' x T" de P(E(p,q,p',¢")).
D’aprés 2.2 , £ appartient & Ppig4p+4 k- On désigne par  I'ensemble des
dléments (z,y, z,t,2',t',u,u’,v,€,n,7) de E(n,m,p,q,p’,¢,q¢,¢,q¢,1,1,1)
qui satisfont les conditions suivantes :

1) (z,t+u,2',t' + 4 + v) appartient & X.

2) ||v(z) = (t + w)]| est inféricur a e.

3) |’ (") = (' + ' + v)]|| est inféricur & e.

1) |lo(x,y) — (2, t +u, 2", t' + u' + v)|| est inférieur a 7.
5) lull, JJu'|| sont inféricurs & € et ||v|| est inférieur a 7).
6) 7|(z,y,z,t +u,2',t' + u' + v)|| est non supérieur a 1.

Pour simplifier les notations, on pose: v =n+m+p+q+p + ¢ +
¢ + 2¢' + 3. D’aprés 2.2, ¥ appartient a P, ;. Pour tout (y,€,7,7) dans
R™ x E(1,1,1), on note £(y,¢€,7,7) intersection de £ et de R? x {y} x
E(p,q,7,q") x {€} x {n} x {r}. On désigne alors par ,, , lintersection
des ensembles £(y, €,7,7) ol € est un réel positif.

On dira qu’une partie X' de E(py,...,p) possede la propriété P si
pour tout entier positif m, inférieur a [ et pour toute partie compacte K
de E(py,...,pm), il existe un entier positif N tel que pour tout y dans K,



688 JEAN-YVES CHARBONNEL

I'intersection de X et de {y} X E(pm+1,---,m) ait au plus N composantes
connexes.
LEMME. — On suppose que pour toute famille {p,, ..., p/} d’entiers

positifs, tout élément de Pp,...4p,,r Possede la propriété P.

i) Soit X = A x B une partie de R" x R™. Pour tous réels positifs r
et t, X(r,t) désigne ’ensemble des points (z,z) de A x R™ qui satisfont les
conditions suivantes :

a) il existe y dans B tel que ||z — y|| soit inférieur a r.
b) ¢||(z, 2)|| est non supérieur a 1.

On note X (t) l'intersection des X (r,t) ou r est un réel positif. Alors,
la réunion des X (t) ot t est un réel positif, coincide avec A x B.

ii) On suppose qu’il existe un entier positif N tel que pour tous réels
positifs T et t assez petits, X (r,t) ait au plus N composantes connexes.
Alors A x B a au plus N composantes connexes.

iii) Pour toute partie compacte I de R™ et pour tous réels positifs
o et 7o, il existe un entier positif N tel que pour tout (y,n,7) dans
K x [0,70] x [0,70], £y, ait au plus N composantes connexes.

On désigne par ¢ la composée de ¢ et de la projection canonique de
E(p,q,p',q') sur E(q,q"). Pour tout y dans R™, on note P, 1’ensemb}(ides
points (z,y) de R™ x {y} pour lesquels ¢(z,y) appartient & (¥(S)(T) x
$'(SHNT .

iv) Pour toute partie compacte I{ de R™, il existe un entier positif N
tel que P, ait au plus N composantes connexes.

L’assertion (i) est claire.

ii) Il suffit de prouver que toute partition finie en parties fermées de
A x B a au plus N éléments. On suppose qu’il n’en est pas ainsi. Il s’agit
d’aboutir & une contradiction. Soient M un entier positif, supérieur a N
et {F1,...,Fy} une partition finie de A x B en parties fermées. Pour ¢
réel positif assez petit, X(¢) rencontre chacun des ensembles {Fy,..., Far}
et ceux-ci le recouvrent. On choisit ¢ de fagon que la condition ci-dessus
soit satisfaite et tel que pour r réel positif assez petit, X(r,t) ait au
plus N composantes connexes. Soient 3,..., Qs des ouverts de R® x R™
qui contiennent respectivement Fi,...,F)s et qui satisfont la condition
suivante : si 7 et j sont deux indices distincts, alors tout point de €; N §;
est de norme supérieure & 1/¢. On note 2 leur réunion. Puisque X(r,t)
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est borné pour tout r, pour r réel positif assez petit, 2 contient X(r,t)
et chacun des ouverts €2;,...,8s le rencontre. Ceci est absurde car par
hypotheése, pour r assez petit, X(r,t) a au plus N composantes connexes.

iii) Par hypothése tout élément de P, posséde la propriété P;
donc pour toute partie compacte KX de R™ et pour tous réels positifs
€0, 70, il existe un entier positif N tel que pour tout (y,e,m,7) dans
K %[0, €] x[0,70] % [0, 70], £(y, €,n, 7) ait au plus N composantes connexes.
L’assertion résulte alors de ’assertion (ii).

iv) Soit K une partie compacte de R™. D’apres la démonstration de
I’assertion (ii) et d’aprés ’hypothése du lemme, pour tous réels positifs 79 et
To, il existe un entier positif /N pour lequel fly,,m a au plus N composantes
connexes pour tout (y,7,7) dans K x [0, 70] x [0, 7o]. On note P, ,., 'image
de ¥, ,,- par 'application :

(x7 y7 z? t’ zl’tl’fv, 7’7 T) Lang (x’ y’ 1/)(2),"/)’(2’)’77’ T) N

Pour tout (y,7,7) dans K x [0,70] x [0, 0], P,,»,- a au plus N composantes
connexes. On désigne par P, , lintersection des P, , . ol 7 est un réel
positif. La partie P, de R* x {y} est alors 'image de la réunion des P, ,
par la projection :

(z,9,t, t',ﬂ,T) ~ (z,y) -

Il résulte de ce qui précede et de I’assertion (ii) que pour tout y dans K,
P, a au plus N composantes connexes.

2.5. On utilise les notations de 2.2. Soient n et m deux entiers positifs.

LEMME. — Tout élément S de P, n’a qu’un nombre fini de compo-
santes connexes. Soient S dans 75n+m. Alors pour toute partie compacte K
de R™, il existe un entier positif N tel que pour tout y dans K, I'intersection
de S et de R™ x {y} ait au plus N composantes connexes.

Pour tout S dans P,, S x R est dans ’ﬁn+1; or pour tout nombre réel
r, R x {r} appartient & Pry1; donc S x {r} appartient & Pr+1. Par suite,
il suffit de démontrer la deuxiéme partie de ’assertion du lemme quels que
soient les entiers n et m.

a) Soit F' dans Ay,n,. D’aprés 2.3, il existe un entier j tel que A7,
contienne F. D’aprés assertion (i) du lemme 2.3, il existe un élément Go
dans A9, et pour i = 1,...,j un élément (F;,G;) dans B, x A,
pour lesquels on a :

F(z) = Go(z) + Gi(z)Fi(z) + - - - + Gj(x) F(z) .
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Pouri =1,...,j, il existe des éléments g;o, . .., qi—1 de A?,+m pour lesquels
le graphe de la fonction F; est I'image par la projection : (z,ti,..., ;)
— ., de I'ensemble des points de R**™ x RJ qui satisfont les conditions
suivantes :

tit = qio(2), tuyr = qu(x)expty, I=1,...,5 -1, Fi(x) =expt;; .
On note ¢ Pentier j(j + 1)/2 et £ ’ensemble des points de R**™ x R? qui
satisfont les conditions suivantes :

tit = qio(v) , tupr = qu(x)expty , i=1,...,5,1l=1,...,5-1
F(x) = Go(z) + Gi(z)exptyy + -+ + Gj(z) exptyj .
L’cnsemble des zéros de F dans R"™™ est alors 'image de ¥ par la
projection :
(a;atlht'llyt’z?""7tjl,"'7tjj) =T,

de R x RY sur R"t™ . 11 résulte de [Va], Théoréme §3, qu'’il existe un
entier positif N tel que pour tout y dans I, 'intersection de ¥ et de
R" x {y} x R? ait au plus N composantes connexes; donc pour tout y

dans K" 'ensemble des zéros de F' dans R™ x {y} a au plus N composantes
CONNEXCS.

b) L’enscmble P,,,, est la réunion des ensembles Prtmi- On
démontrera Passertion du lemme pour un élément S de P,4m, par
récurrence sur 'entier k. D’aprés (a), elle est vraie pour k£ = 0. On suppose
qu’clle est vraie pour l’entier k& quels que soient les entiers n et m. Soient
A JIPURS J7H 3; RR D/ P ,Eﬁi,e des éléments de P4 k- On pose :

p=n+m,q=n+m)l, p=m+m)d, ¢ =n+m)d, ¢ = (n+m)de,
S=2, T=%;x-x%,8=%x---xZ,
T'=%],x---xZy, .
Soient @ application linéaire del R? dans ’R" définie par: ¥(z) = (z,...,x)
ct ' Papplication linéaire de R? dans R? définie par :
Y (21, . Td) = (T1yevy TlyenesTdyen-yTd) -

Dans le membre de droite de D’égalité ci-dessus, les variables z,,...,24

apparaissent ¢ fois. On désigne par ¢ ’application linéaire de R™ x R™
/ ’ ” .

dans R” x R? x R? x RY | définie par :

o(z) = (z,...,x) .
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On utilise alors les notations de 2.4. Pour tout y dans R™, P, coincide avec
I'intersection des ensembles :

R"x{y}, ZNnZ/ n---n¥;,

2N NN, i=1,...,d.
D’apreés I’hypothese de récurrence on peut appliquer les conclusions de
Passertion (iv) du lemme 2.4; donc pour tout compact I de R™, il existe un
entier positif N tel que pour tout y dans K, I'intersection ci-dessus ait au
plus N composantes connexes. L’assertion du lemme pour tout élément de
Pyt m k41 résulte alors de assertion (ii) du lemme 2.2. Vu Parbitraire des
enticrs n et m, ’assertion est alors vraie pour tout élément de P4y b41-

2.6. On utilise les notations de 2.2.

COROLLAIRE. — Soient n et m deux entiers positifs. Soit S un
élément de Py, 4., . 1l existe un entier positif N tel que pour tout y dans R™,
Pintersection de S et de R™ x {y} ait au plus N composantes connexes.

Soit B une boule fermée de R™, centrée en 0. On note respectivement
S| et S, les intersections de S avec R" x B et R™ x °B. D’aprés le lemme
2.1, S, et Sy appartiennent a 'Isn+.,,,_. 11 suffit de démontrer le corollaire pour
chacun des ensembles S et S,. L’assertion pour S; résulte du lemme 2.5.
On désigne par 3'; I'image par la projection :

(,9,8) = (2,9) ,

de I'ensemble des éléments (z,y,t) de R" x R™ x R} qui satisfont lcs
conditions suivantes :

(.t,ty) €S, et t”y"‘z =1.

Puisque S, appartient a 73,,+,,,,, §; appartient & 75,,,4..,,,. Soit B I'image de
¢B par 'application :

Y
llyli* -

Puisque B est compact, il résulte du lemme 2.5 qu’il existe un entier positif
N tel que pour tout y dans B, Dintersection de §: et de R" x {y} ait au
plus N composantes connexes. Pour tout y dans B, 'intersection de S,
et de R” x {y} est vide; or pour tout y dans B l'intersection de S, et de
R" x {y/|ly|l*} est homéomorphe A l'intersection de S et de R x {y};
donc pour tout y dans R™, l'intersection de S, et de R™ x {y} a au plus N
composantes connexes.

Yy
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2.7. On utilise la terminologie du §1.

LEMME. — Soit n un entier positif. Soit S un élément de P,,. Alors
il existe un couple (m, F') associé & S pour lequel F appartient & Ap.qm.

Soit (m,_F) un couple associé a S. D’apres 2.3, il existe un entier j
pour lequel A7, +p contient F. La partie (a) de 2.5 prouve alors le lemme.

3. Dimension d’un sous-ensemble de R".

Dans cette section on introduit une notion de dimension pour un sous-
ensemble de R™. Celle-ci était déja utilisée par A.M. Gabrielov dans [Ga].
Elle sera tres utile dans la suite de ce mémoire. En effet elle permettra des
raisonnements par récurrence.

Soit n un entier positif. On note {e;,...,e,} la base canonique de
R™. Soit S une partie de R”. On considére ’ensemble des entiers & pour
lesquels il existe une suite croissante {i1,...,i} dans {1,...,n} telle que
I'image de S par la projection

(1, sZn) = (@i, - -+ Tiy)
ait une adhérence d’intérieur non vide dans R*. Lorsque cet ensemble est
vide, on dira que S est de dimension 0. Dans le cas contraire, on appellera
dimension de S le plus grand élément de cet ensemble.

LEMME. — Soient S et S’ deux parties de R™.

i) Si S est contenu dans S’, alors la dimension de S est au plus égale
acellede S'. Si S' est égal 4 S, S' et S ont méme dimension.

ii) Si S est réunion des parties Si,..., Sy , alors la dimension de I’'une
des parties S1,...,Sk , est égale a la dimension de S.

iii) Si S est dans P, et si elle est de dimension 0, alors elle est finie.

La premiére partie de D’assertion (i) est claire. On suppose que S’ est
égal & S et que k est la dimension de S. Soit p un entier supérieur 3 k et

non supérieur & n. Soit {i1,...,%,} une suite croisssante dans {1,...,n}.
On note 7 la projection :
(@150, T0) = (Tiyy -0, Ti,) -

Puisque S est de dimension k, 7(S) est d’intérieur vide dans RP; or I'image
réciproque de w(S) par m étant fermée, elle contient S’; donc S’ est de
dimension inférieure & p. Par suite S’ est de dimension k.
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L’assertion (ii) résulte de ce qu’une réunion finie de parties fermées
d’intérieur vide dans un espace euclidien est d’intérieur vide.

iii) Soit S un élément de P, qui est de dimension 0. Soit ¢ dans
{1,...,n}. On note pr; la projection :

(@15 Zn) P T
Puisque S est dans P,,, pri(S) appartient & P,. Puisque S est de dimension
0, pri(S) est d’intérieur vide; or d’apres le lemme 2.5, pr;(S) n’a qu’un

nombre fini de composantes connexes; donc pr;(S) est fini. Par suite S est
fini.

4. Sur les éléments de P,,.

On démontre dans cette section une propriété des éléments de P,,. On
verra en §6 que cette propriété s’étend aux éléments de P,. Pour tout entier
positif n, on note X,, ’ensemble des réunions dénombrables de parties sous-
analytiques compactes de R™ et on désigne par X”, ’ensemble des réunions
dénombrables de parties compactes de R™.

LEMME. — Le sous-ensemble X',, de P(R") contient P,. En outre,
o

A, contient P,. Si S est dans Py, alors S\ S est j,-négligeable.

Soient S dans P, et (m, F') un couple associé a S. Pour [ entier positif,
on note S; I'image par la projection : (z,y) — z, de ’ensemble des points
(z,y) de R™ x R™ qui satisfont les conditions suivantes :

F(z,y) =0, |[(z,y)I <.

Pour tout [, S; est une partie sous-analytique compacte de R™; or S est
réunion des S;; donc S est dans A,,. D’apres [Ga], Corollaire 2, S; possede
une stratification finie en sous-variétes analytiques de R™. L’intérieur de
S; est alors la réunion des strates de dimension m. Puisque toute sous-

o
variété analytique de dimension inférieure & n est u,-négligeable, S;\ S,

o

est u,-négligeable; or S étant la réunion de la suite Sy, S2,..., S\ S est

o o
contenu dans la réunion des ensembles S;\ S;, I =1,2,...; donc S\ S est
ftn-négligeable.

On va prouver par récurrence sur k que pour tout n, P, ; est contenu
dans X’,,. L’assertion pour k = 0 résulte de ce qui précéde. On la suppose
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vraie pour k. La partie X, est stable par intersection finie, par réunion finie
et par I'application S — S; donc d’aprés I’hypothése de récurrence, P’ 141
est contenu dans X’,,. Pour tout m, l'image de A”’,,,, par la projection
canonique de R™ x R™ sur R" est contenue dans X’,,; donc pour tout n,
A, contient P, y4,. Puisque P, est la réunion des Prkes P,, est contenu
dans A”,,.

5. Deux propriétés fondamentales des ensembles P,

Pour n entier positif, on introduit deux propriétés P, et Q,,. Il s’agit
de prouver qu’clles sont vraies quel que soit I’entier n. Ces deux propriétés
joueront un role clef dans la démonstration du théoréme de ce mémoire. On
remarquera que la propriété P,, présente en elle-méme un certain intérét.
Dans cette section, 'introduction de la propriété Q,, sert & démontrer que
la propriété P,, est vraie. D’aprées 5.7, la propriété Q,, est conséquence de
la propriété P!, qui est plus faible que la propriété P,. On verra en 5.8
que P, est conséquence de P, et de Q,,. Il s’agit donc de démontrer
que la propriété P, est vraie quel que soit n. Pour cela on raisonnera par
récurrence sur n. Elle sera supposée vraie pour n dans les sous-sections 5.1,
5.2, 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6. Les lemmes 5.1 et 5.2 montrent qu’un élément de
75,,+ 1 qui est fermé et d’intérieur vide dans R"*!, est u,,-négligeable. II
reste alors & prouver que pour un élément fermé S de ’ﬁ,H_ 1, S est d’intérieur
non vide dans R"+! §’il n’est pas .4 -négligeable. C’est I’objet du lemme
5.6 dans le cas ou S est compact. Le lemme 5.3 donne une propriété des
éléments compacts de P, 41 qui joue un réle clef dans les démonstrations du
lemme 5.6 et de 'implication de 5.7. Le lemme 5.5 montre que lorsque S est
compact, il est réunion de deux éléments de 75,,_+1 dont un est trivialement
Jtn+1-négligeable. En utilisant la propriété du lemme 5.3 et la propriété
P’,, on montre alors en 5.4 que si 'intérieur de S est vide alors il est
nécessairement pu,,4-négligeable.

On utilise les notations de 2.2. Pour n entier positif, on identifie R™
au sous-espace R™ x {0} de R"*!. On désigne par p, et g, les projections
de R"*! sur R" et R, définies par: (z,t) — z et (z,t) — ¢t. On définit pour
n entier positif, les propriétés P,, et Q,, :

P, : Soit S dans P,. Alors S est pn-négligeable si 'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

1) S est p,-négligeable.
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2) I'intéricur de S est vide.

Q.. : Soit S une partie fermée de R" x R}.. On suppose que l'intéricur
de S est vide et que S appartient & P, ;. Alors 'intersection de S et de
R" est d’intérieur vide dans R™.

On démontrera dans cette section que pour tout n, les propiétés P, et
Q,, sont vraics pour tout n. On désigne par P/, la propriété suivante : soit
S une partie fermée de R qui appartient a P,,. Alors S est p,, -négligeable
si et seulement si U'intéricur de S est vide. Cette propriété est plus faible
que la propriété P,,. D’aprés le lemme 2.5, tout élément de P; est réunion
finic d’intervalles de R; donc la propriété P, est vraie. On démontrera par
récurrence sur n que la propriété P!, est vraie quel que soit n. On prouvera
Iimplication :

P;x, = Qn'

On montrera alors que pour tout n, la propriété P, est vraie. Dans ce
qui suit, on fixe un entier positif n et une partie compacte w de R" qui
apparticnt & P,,. On supposera que la propriété P!, cst vraie.

5.1. Soit S une partie localement fermée de R™.

LEMME. -—— On suppose que S appartient a P,. Alors S ¢st ji,-
négligeable si et seulement si son adhérence est pu,, -négligeable.

On suppose que S n’est pas ju,-négligeable. D’apres la propriété P |
Pintéricur de S est non vide; or S est ouvert dans son adhérence; donc
Pintéricur de S est non vide. Par suite, S est négligeable si et sculement si
S ost i, -négligeable.

5.2. Soient v et v deux fonctions sur w telles que pour tout @ dans
w, on ait :

u(z) < wv(z) .

On note S Pensemble des élements (z,t) de w x R pour lesquels on a :

u(z) <t <wv(zx).

LEMME. — On suppose que S appartient & P,4, qu'il est fermé
dans w x R et que son intérieur est vide. Alors, S cst 1,41 -négligeable.

On raisonne par ’absurde. Pour € réel positif, on note N, I'enscmble
des éléments x de w pour lesquels v(x) — u(z) est non inférieur & e.

Puisque S est dans P,,41, N, appartient a P,. Puisque S est fermé dans
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w X R, les fonctions u et v sont respectivement semi-continue inférieurement
et semi-continue supérieurement; donc N, est fermé dans w. Soit N la
réunion des ensembles N,. Les fonctions u et v coincident en tout point du
complémentaire de N dans w; donc l'intersection de S et de [w\N] x R est
In+1-négligeable. Par suite, il existe un réel positif € pour lequel N, n’est
pas tn41-négligeable.

La propriété P/, étant vraie, I'intérieur de N, n’est pas vide. Soit wy
une boule ouverte dont ’adhérence est contenue dans l'intérieur de N,. On
désigne par € la borne inférieure de la restriction & w; de la fonction v — u.
Puisque w; est contenu dans N, € est un réel positif non inférieur 3 e.

Soient 7 un réel positif et z un élément de w; qui satisfont les conditions
suivantes :

In<e,v@)—ulz)<e+n.

Puisque v est semi-continue inférieurement, il existe un voisinage w’ de z,
contenu dans w; tel que pour tout y dans w', on ait :

v(y) < v(z)+7 .
Puisque w’ est contenu dans wy, pour tout y dans w’, on a :
u(y) Sv(z)+n-¢€ .

De méme, u étant semi-continue supérieurement, il existe un voisinage w"’
de z, contenu dans ' tel que pour tout y dans w” on ait :

v(y) > u(z) —n+e .
Puisque 37 est inférieur & €', on a :
v(z)+n—€ <u(z)—n+¢€;

donc S contient ’ensemble des éléments (z,t) de w” X R qui satisfont les
conditions suivantes :

v(z)+n—€ <t<ulx)—-n+¢€.
Par suite, 'intérieur de S est non vide.

5.3. Si B est une partie de R™ et si S est une partie de R"*!, on
désigne par Sp l'intersection de S et de B xR. On utilise sur w la restriction
a w X w de la métrique euclidienne sur R™. Pour z dans w et pour e réel
positif, on note B(z,€) la boule fermée centrée en x et de rayon e. Puisque
w appartient 3 P,, il résulte du lemme 2.1 que pour tout (z,e), B(z,e)
appartienta P,.

LEMME. — Soit S une partie de w x R qui appartient a 75n+1 et
telle que p,(S) soit égal & w. On suppose que S est compact. Alors il
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existe un entier positif M, des intervalles I,...,Iy; de R, x dans p,(S)
et € un réel positif qui satisfont la condition suivante : pour toute boule
fermée B contenue dans B(z, €), ¢,(Sp) a M composantes connexes et pour
i =1,...,M, I'intervalle I; contient une et une seule composante connexe

de (In(SB)'

a) Soit T ’ensemble des points (z,y, ¢, €) de w xw x R xR qui satisfont

les conditons suivantes :
TEw,yEw, |lz—y|| <€, (y,t) €S .
D’aprés ce qui précéde, T appartient & Ps,.. L'image T de T par la
projection :
(z,y,t,€) = (@,t,€) ,

est dans 'ﬁn+2; donc d’apres le corollaire 2.6, il existe un entier positif M
pour lequel I'intersection de {z} xR x {¢} et de T a au plus M composantes
connexes, pour tout z dans w et pour tout réel positif e. En d’autres termes,
pour tout x dans w et pour tout réel positif €, ¢[Sp(s,)] @ au plus M
composantes connexes. '

b) Pour m entier positif, on note M,, I’ensemble des éléments (z, €)
de w x R% pour lesquels ¢,[Sp(s,)] @ m composantes connexes. D’aprés
(a), pour m entier positif assez grand, M,, est vide. On note M le plus
grand entier m pour lequel M,, est non vide. Si (z,¢) est dans My,
on note Ij g, ..., 0z, les composantes connexes de ¢n[Sp(s,e)]- Pour
i = 1,...,M, on désigne par ;.. 'image par p, de lintersection de
SB(z,e) et de g7 (Iiz,e). Soit d la fonction sur My qui & (z,€) associe
le nombre des f3; ;. qui sont distincts de B(x,e). On désigne par B; . la
réunion des ensembles f3; ;.. qui sont disincts de B(z,€). Si d(z, €) est nul,
alors pour toute boule fermée B contenue dans B(z, €), g,(Sp) est contenue
dans la réunion des intervalles I ; ¢, ..., p z,e €t rencontre chacun d’eux;
donc d’apres le choix de M, ¢,(Sp) a M composantes connexes et pour
¢ = 1,...,M, lintervalle I; ;. contient une et une seule composante
connexe de ¢,(Sp).

c¢) On désigne par § la borne inférieure de la fonction d. On utilise sur
N x N Pordre lexicographique induit par I’ordre naturel sur N. C’est un bon
ordre. On achéve la démonstration du lemme en raisonnant par récurrence
sur (M, 6). Si M est égal & 1, I’assertion est claire. On suppose I’assertion
du lemme vraie lorsque (M, §) est inférieur & (My, 6g). On va la démontrer
lorsque (M, §) est égal & (Mo, 8). D’aprés (b), on peut supposer § positif.
D’apres I’hypothese de récurrence, il suffit de prouver qu’il n’existe pas de
suite (zg,¢€g), (z1,€1),... dans My, qui satisfait les conditions suivantes :
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1) Pour m =0,1,..., d(z,,,€,) cst égal a é.

2) Pour . = 0,1,... , la boule B(Z,;4+1,€m+1) est contenue dans
B(:171N b El"-)\[ill.'," WO *

3) La suite €, €y, ... tend vers 0.

On suppose qu’une telle suite existe. Puisque la suite des boules
B(axy,€), B(x1,€1),... est décroissante son intersection est non vide. En
outre, d’apres la condition (3) ci-dessus, cette intersection est réduite a
un point. On le note 2. D’apres le lemme 2.5, lintersection de {z} x R et
de S n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. Soient Iy,..., Iy
les composantes connexes de 'image de cette intersection par g,,. Puisque
S est compact, ces intervalles sont compacts. Soient 2q,...,Q des
intervalles ouverts deux a deux disjoints tels que pour 2 = 1,...,M', Q;
contienne I;. On note ' lintersection des images par p, des ensembles
a7 () NS, ...,¢; () NS, La partie ' de w est un voisinage de
2. Par suite, pour m assez grand, la boule B(z,,,€,) est contenue dans
w'. Puisque S est compact, pour m assez grand ¢,[Sp(z,, e..)] €st contenu
dans la réunion des intervalles Qy, ..., Qv ; or (Z,,, €, ) appartient & My;
donc A’ est égal a M. On choisit m de fagon que les deux conditions
ci-dessus soient réalisées. Pour tout y dans B(z.,,€,,), 'image par ¢, de
Pintersection de S et de {y} x R, rencontre chacun des ouverts Q,...,Qar;
or pour ¢ =1,..., M, Q; contient une composante connexe et une seule de
anlSiir,, cnyl; done pour i = 1,..., M, B, .. coincide avec B(Tp, €n)-
Ceci est absurde car d’apres la condition (1) ci-dessus, d(z,,,€,) est non
nul.

5.4. Soit S un élément de P,4; pour lequel Pn(S) est égal & w.

LEMME. —  On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1) Pour toute boule ouverte wy contenue dans w et de rayon assez petit,
I'image par ¢, de lintersection de S et de wy x R est connexe.

2) S est borné et fermé dans w x R.
3) L’intéricur de S est vide.
Alors S est ji,,41-négligeable.
D’apres la propriété P, w\ @ est pn-négligeable; donc il suffit de

o . —1/° JIRT .
prouver que lintersection de S et de p;!(w) est p,41 -négligeable. Soit ©
o . , . . oy .
dans w. Soient a et b deux réels qui satisfont les conditions suivantes :

a<b, (z,a)€e S, (z,b)€S.
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Soit r un réel supérieur a a et inférieur & b. D’apres la condition (1) ci-
dessus, il existe une suite zy,z5, ... dans w qui converge vers z et telle que
S contienne (z,,r) pour tout entier positif n. Puisque S est fermé, (z,r)
appartient & S; donc l'intersection de S et de {z} x R est connexe.

D’apres la condition (2) du lemme, S est borné. Pour tout x dans
w, on désigne par u(z) et par v(z) les bornes inférieure et supérieure de
¢n[({2} x R) N S]. D’aprés ce qui précede, S coincide avec ’ensemble des
dléments (x,t) de w x R pour lesquels on a :

u(z) <t <v(z).
11 résulte alors du lemme 5.2 que S est p,,41-négligeable lorsque 'intérieur
de S cst vide.
5.5. Soit S une partie bornée de R™*! pour laquelle p,(S) est égal

aw.

LEMME. — On suppose que S appartient a P,,4,. Alors il existe un
enticr positif N et une unique partie wy de w qui possédent les propriétés
suivantes :

1) w} appartient a P,.

2) Pour tout élément z de w}, I'image par g, de l'intersection de S et
de {z} x R a un intérieur non vide.

3) Pour tout élément x de w qui n’est pas dans wy, lintersection de S
et de {¢} x R a au plus N éléments.

On suppose S localement fermé. Alors wy est localement fermé. On
noie wy I'adhérence de wy. Alors S est pn+1-négligeable si et seulement si
w) est i, -négligeable.

La partie wj est déterminée de fagon unique par les conditions (2) et
(3) ci-dessus. D’apres 2.5, il existe un entier positif NV tel que pour tout
z dans w, lintersection de S et de {zr} x R ait au plus N composantes
connexes. On note N I’ensemble des éléments (z,t1,...,tx4+1 de R* x RN+1
qui satisfont les conditions suivantes :

sz,t1<...<tN+1.

C’est un ouvert de w x RN+1, Soit §’ ’ensemble des éléments (Z1y ey TN+
tiyentngr) de (w)VF! x RV*! qui satisfont les conditions suivantes :

(z1,t1) €S .0y (N41,EN41)S

Ty = .. =TN+1 -
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On désigne par S’ 'image de S’ par la projection :

(T1y ey TNp1 By ey EN g = (T1, 1, ey ENg1)

Soit wi I'image de cette intersection par la pro;ectlon (zyt1yeeestNgr) P T
Puisque w appartient & P,,, w] appartient & P,.. D’apres le choix de N, wy
satisfait les conditions (2) et (3) ci-dessus.

On suppose S localement fermé. Alors S’ est localement fermé. Par
hypotheése, S est borné; donc l'intersection de S’ et de Q est ’'intersection
d’un ouvert et d’un compact de R® x RV*!, Par suite, w} est localement
fermé. D’apres les conditions (2) et (3) et d’aprés le théoréeme de Fubini,
w] est u,-négligeable si et seulement si S est p,41-négligeable; or d’aprés
5.1, wy est u,-négligeable si et seulement si w] est u,-négligeable; donc S
est p,4+1-négligeable si et seulement si w; est u,-négligeable.

5.6. Soit S une partie compacte de R"*! pour laquelle p, (S) est égal

LEMME. — On suppose que S appartient 4 Ppy, et que pn+1(S) est
positif. Alors l'intérieur de S est non vide.

On utilise les notations de 5.5. Par hypothese, p,4+,(S) est positif;
donc d’apres le lemme 5.5, p,(w;) est positif. Puisque w; appartient a
P, il résulte de la propriété P!, que l'intérieur de w; est non vide. Soit
w'" I'ensemble des points  de w pour lesquels il existe un réel positif €
tel que l'intersection de w et de la boule fermée de centre x et de rayon e,
satisfasse les conditions de I’assertion du lemme 5.3, relativement a la partie
S ci-dessus. Ces conditions montrent en particulier que w'” est ouvert dans
w. L’intersection de w" et de w; est une partie ouverte de R™. Soit B une
boule ouverte de R contenue dans cet ouvert. Puisque w] est partout dense
dans wy, lintersection de B et de w] est partout dense dans Bj; or cette
intersection est localement fermée et d’apres le lemme 2.1, elle appartient
A P,; donc d’apres 5.1, elle n'est pas p,,-négligeable.

On choisit la boule B de facon que B satisfasse les conditions de
I’assertion du lemme 5.3, relativement & la partie S ci-dessus. On note
I,...,I; les composantes connexes de I'image de l'intersection de S et de
B x R, par I’application g,. Pour i = 1,...,[, on note S; V'intersection des
ensembles :

S,BxR, ¢; (L)

D’apres ce qui précede et d’apres la condition (2) du lemme 5.5, pour au
moins un Z, S; n’est pas p,4+1-négligeable. En outre, ’ensemble S; et la
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boule B satisfont les conditions (1) et (2) du lemme 5.4; donc lintérieur
de S; est non vide. Par suite, I'intérieur de S est non vide.

5.7. On démontre ici I'implication : P!, = Q,. Soit S une partie
fermdée d’intérieur vide dans R™ x R} . On suppose que S appartient a
75,,+ 1. 1l s’agit de prouver que l'intersection de R™ et de I’adhérence de
S dans R"*! est d’intérieur vide dans R™. Plus précisément, on prouvera
I’assertion suivante : si S est borné, il existe une partie fermée w; de R"

qui satisfait les conditions suivantes :
a) w; appartient a P,,.
b) L’intérieur de w; est vide.

c) Pour toute boule fermée B de R™ qui ne rencontre pas w, il existe
un réel positif ty pour lequel t est supérieur a to si (x,t) appartient a
Pintersection de B x R et de S.

On suppose S borné. Soit w I'image de S par p,,. Puisque S est borné,
w est compact. L’intersection de S et de R™ x R est égale & S; or I'intérieur
de S est vide; donc l'intérieur de S est vide. Puisque la propriété P!, est
vraie, il résulte du lemme 5.6 que S est p,+;-négligeable. Par suite, d’apres
le lemme 5.5, il existe un entier positif N et un fermé w; contenu dans
w, pu,-négligeable, tel que pour tout x dans w\w, l'intersection de S et
de {«} x R ait au plus N points. En outre, on peut choisir w; dans P
Soit B une boule fermée de R™ contenue dans w, ne rencontrant pas w; et
satisfaisant les conditions du lemme 5.3 relativement 2 5. On note I, ..., I,
les composantes connexes de 'image de Pintersection de S et de B x R par
Vapplication ¢,. Pour ¢ = 1,...,l, on désigne par S; l'intersection des
ensembles :

3’" BXR’ q;l(Il)

Pour tout x dans B, lintersection de {z} x R et de S est finie; donc
d’apres la démonstration du lemme 5.4, les ensembles Sy,...,S; sont les

graphes de fonctions 71, ..., 7; sur B. Puisque ces ensembles sont compacts,
les fonctions 7,...,7; sont continues sur B. Pour tout x dans B, les
nombres 71(z),...,n(z) sont deux & deux distincts car ils appartiennent

respectivement aux intervalles I, ..., I;. Si S ne rencontre pas B x {0}, alors
S contient la réunion des graphes des fonctions 7, ---,7;; donc d’apreés la
continuité de ces fonctions, il existe un réel positif ¢g tel que pour tout (z,t)
dans lintersection de S et de B x R, on ait :

t>t .
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On suppose que S contient B x {0}. Alors une des fonctions 7y,...,7
est identiquement nulle sur B et les autres ne s’y annulent pas. Pour celles-
ci, il existe un réel positif ¢ty qui les minore. En outre, I'intersection de S et
de B x {0} est la réunion de leurs graphes. Ceci est absurde car B x {0} est
contenu dans ’adhérence de S. L’intérieur de w, étant vide, I’intersection
de S et de R” a un intérieur vide dans R™.

L’assertion ci-dessus prouve que pour S borné, 'intersection de S et
de R™ est d’intérieur vide dans R™. Pour S non borné et pour m entier
positif, on désigne par S, 'intersection de S et de la boule centrée en 0 et
de rayon m. La réunion des adhérences des ensembles S;, S,, -+ coincide
avec S; donc d’apres ’assertion ci-dessus et d’aprés le théoréme de Baire,
l'intersection de S et de R™ est d’intérieur vide dans R™.

5.8. On démontre ici les assertions du §5. On commence par prouver
la propiété P;, ;. Soit S une partie fermée de R®*! qui appartient & 73n+1.
Pour tout entier positif m, on note S,, ’ensemble des éléments (z,t) de S
pour lesquels ¢ n’est pas supérieur & m. Si l'intérieur de S est vide, alors
pour tout m, S,, est d’intérieur vide. D’apres 5.6, pour tout m, S, est
Int+1-négligeable; donc S est p,4+1-négligeable. Par suite, la propriété P,
est vraie quel que soit n. D’aprés 5.7, la propriété Q,, 1’est aussi.

Il nous reste & prouver qu’il en est de méme pour la propriété P,
quel que soit n. Soit S un élément de P, qui est pu,-négligeable. D’apres
I’assertion (v) du lemme 2.2, il existe un entier positif m et une partie
fermée T de R™*™, appartenant 3 75n+m, pour lesquels S est 'image de
T par la projection canonique de R™*™ sur R™. Soit M I’ensemble des
éléments (z,y,€) de R x R"*™ x R} qui satisfont les conditions suivantes :

yeTetlyl< .
On désigne par M l'image de M par la projection :

(z,y,€) = (z,¢€) .
Puisque T appartient & Ppim, M appartient & Pa,ime1 et M appartient 3
75,,,+1. En outre, S est I'image de M par la projection canonique de R x R
sur R"; or par hypothése, S est u,-négligeable; donc d’apres le théoréme
de Fubini, M est p,+1-négligeable. Puisque T est fermé, M est fermé dans
R" x R% ; donc d’aprés les propriétés P;, ., et Qy, I'intersection de M et
de R" est d’intérieur vide dans R™. Il résulte alors de la propriété P/, que
cette intersection est u,-négligeable. Cette intersection étant 1’adhérence
de S dans R™, S est u,-négligeable.
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6. Quelques propriétés des ensembles P,.

Le but de cette section est la démonstration du théoréme du §1.
D’apres le lemme 2.5, celui-ci sera conséquence des assertions (1) et (4)
ci-dessous. On utilise les notations de 1 et de 2. On démontre dans cette
section que pour tout entier n, on a les assertions suivantes :

1) Le complémentaire d’un élément de P, appartient & P,.

2) Tout élément S de P, contient un élément S' de P,, pour lequel S\S’
est pu,-négligeable.

3) Si S est dans P, alors 5\ S est Jin-négligeable.

4) Si S est dans P, alors les composantes connexes de S appartiennent
a Py

D’aprés 2.5, P; et P; sont égaux et coincident avec l'ensemble
des réunions finies d’intervalles de R; donc les assertions ci-dessus sont
satisfaites pour n = 1. On utilise la notion de dimension définie au §3. On
démontrera alors par récurrence sur I’entier p I’assertion suivante : (&) pour
tout entiern, 'ﬁn contient le complémentaire et les composantes connexes de
ses éléments de dimension p. En outre, tout élément S de P,,, de dimension
p, contient un élément S’ de P, pour lequel S\S' est u,-négligeable. Le
complémentaire d’une partie finie de R™ appartenant a P, il résulte de 3
que ’assertion est vraie pour p = 0. Dans ce qui suit, on la suppose vraie
pour p—1. La propriété (2) joue un role important dans la démonstration de
P’assertion (&). L’assertion (x) de 6.1 est un cas particulier de la propriété
(3). Le lemme 6.2 est ’étape clef de la démonstration de la propriété.
Le lemme 6.5 démontre ’assertion (&) pour 75p+m lorsqu’on la suppose
vraie pour 75,,. La démonstration de ce lemme nécessite une description
des éléments de P, qui est donnée par les lemmes 6.3 et 6.4. On prouve
l’assertion (&) pour 'f’,, en 6.6. La démonstration dans ce cas repose sur la
propriété (2) du §6 et I’assertion (ii) du lemme 2.2. On démontre alors les

propriétés (1), (2), (3), (4) ci-dessus en 6.7.

6.1. On démontre ici I’assertion smvante (x) pour n entier positif
inférieur a p et pour tout S dans P, S et S\ S appartiennent a P,. En
outre, S\ S est p,-négligeable.

LEMME. — Soient n un entier positif et S un élément de P,.. On
~ -~ o
suppose que P,, contient °S. Alors P,, contient S\S.
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On note S P’ensemble des éléments (z,y,¢) de R* x R x R} qui
satisfont les conditions suivantes :

z€S,yeS, |lz—yll<e.

Puisque ¢S appartient a Pn, S appartient a 75211+1- L’image de S par la
projection :
(z,y,€) >z,

o o ~
est le complémentaire dans S de S; donc S\ S appartient & P,,.

On achéve la démonstration de ’assertion (x). D’apres le lemme et
~ o o
d’aprés I’hypotheése de récurrence du §6, P, contient S\ S et S. D’aprés
I’hypothése de récurrence de §6, S contient un élément S’ de P,, pour lequel
S\S’ est p,-négligeable. D’aprés la propriété P,,, S\S' est pu,-négligeable.
D’apres ’hypothése de récurrence du §6, P,, contient le complémentaire de
__ o
S’; donc d’apres la propriété P,,, S'\ S’ est u,-négligeable. La réunion de
—_— - —_— o )
S\S' et de S” étant égale & S, S\ S’ est p,-négligeable. Puisque S contient
S', S\ S est p,-négligeable.

6.2. Soit S un élément de P,. Soit (m,F) un couple associé a S,
pour lequel F appartient & Ap4,,. D’aprés 2.7, on peut supposer que F
appartient & Ap4m. Soit G la fonction sur R? x R™ définie par :

G(z,y) = exply] + -+ + y2]F(z,y)* .

La fonction G appartient & A4, et a méme ensemble de zéros que la
fonction F. On utilise sur R? la norme euclidienne usuelle et sur R™ la
norme ||.|| définie par :

”(yly e ,ym)“ = S‘lp{|y1|, ey |ym|} .

LEMME. — Pour z dans RP, on note g(z) la borne inférieure de la
fonction sur R™: y — G(z,y).

i) II existe un ouvert 2 de RP qui satisfait les conditions suivantes :
1) et ¢ appartiennent a 75,,.
2) Q est partout dense dans RP.
3) La restriction de g a Q est continue.

ii) Le complémentaire de S dans S est y1,-négligeable et appartient a
B,

i) Pour tout (x,€) dans RPx]0,1], on note g(z,€) la borne inférieure
de la fonction : y — G(z,y) sur 'ensemble des éléments y de R™ dont la
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norme n’est pas supérieure & e~!. Soit k£ un entier positif, non supérieur a
m.Pour J = {1 <j; <---<j <m}etn=(n,...,n) dans {=1,+1}*,
on note L, ’ensemble des points (z,€,y) de Rx]0,1] x R qui satisfont les
conditions suivantes :

1) Pour ¢ =1,...,k, yj, est égal & n;eL.

2) Pour ¢ dans {1,...,m}\{Jj1,.--,Jr}, |v:| est inférieur & e~!.

3) Le point y est un point critique de la restriction de la fonction :
y — G(z,y) au sous-ensemble de R™ défini par les conditions (1) et
(2) ci-dessus.

Lorsque k = m, L, est défini par la condition (1) ci-dessus. On
désigne par L la réunion des ensembles L, et de I’ensemble des points
(z,€,y) pour lesquels y est un point critique de la restriction de la fonction :
y — G(z,y), a Pouvert {e||y]] < 1} de R™. On note L I'image de L
par lapplication : (z,€,y) — (z,€,G(x,y)). Puisque les dérivées partielles
d’une fonction de A,,,, appartiennent a Apym, ’ensemble L appartient
3 Ppt14m- D’apres le lemme 2.2, L appartient & Pp4o. D’apres le lemme
2.6, il existe un entier positif n tel que pour tout (z,€¢) dans RPx]0,1],
Pintersection de L et de {} x R™ x {€} ait au plus n composantes connexes.
Ces composantes étant des sous-ensembles analytiques, la restriction de
G a chacune d’elles est constante; donc pour tout (z,€) dans RPx]0, 1]
I'intersection de L et de {z} x {€} x R a au plus n points. En outre, L
contient le graphe de la fonction g.

11 résulte du théoreme de Fubini et de la propriété P, que I'intérieur
de L est vide. Soit M Dintersection de L et de R? x {0} x R. D’apres la
propriété Q,4, l'intérieur de M est vide. Puisque L contient le graphe de
la fonction ¢, M contient le graphe de la fonction g. En outre, pour tout
(z,t) dans M, t est non inférieur & g(x). Puisque 'intérieur de M est vide,
il résulte de 5.5 qu’il existe un entier positif d et une partie w; de R? qui
satisfont les conditions suivantes :

a) w; appartient a 75,,.
b) w; est fermé et son intérieur est vide.

¢) Pour tout = dans ‘w;, 'intersection de M et de {z} x R a au plus d
éléments.

Soit N ’ensemble des éléments (x,7) de R? xR’ pour lesquels il existe
des réels t; et t2 qui satisfont les conditions suivantes :

(LL‘,tl)E]M-, (x’t2)€1\17 t <t27 t2_tl=77‘
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D’apres ce qui précede, N appartient a ’ﬁ‘p+1. En outre, pour tout z dans
‘wy, Vintersection de {z} x R et de NV est finie; donc d’apres le théoréme de
Fubini et la propriété P, l'intérieur de N est vide. Par suite, d’aprés 5.7,
il existe une partie fermée w, de RP qui satisfait les conditions suivantes :

I) w» appartient a 'ﬁp .
II) L’intérieur de w, est vide.

III) Pour toute boule fermée B de R?, ne rencontrant pas ws, il existe
un réel positif 79 pour lequel 7 est supérieur a 7 si (z,7) appartient a
'intersection de N et de B x R.

D’apres I’hypothese de récurrence de §6, ‘w; et ‘ws appartiennent a
75,,. Soient  'intersection de ces deux ouverts et M’ 'intersection de M
et de 2 x R. D’apres ce qui précede et d’apres ’hypothése de récurrence de
§6,  satisfait les conditions (1) et (2) de ’assertion (i) du lemme et M’
appartient & P,.1. Soit go la restriction de g & Q. Son graphe est contenu
dans M’. Pour tout (z,t) dans M’, t est non inférieur & g(z); donc d’apres
la condition (III) ci-dessus, le graphe de go est fermé dans 2 x R. Puisque
la fonction g est localement bornée, gy est continue.

ii) Si z est un point de RP en lequel g est positif, il est contenu dans
¢S. Soit z dans ¢S. Puisque F' appartient a /i,,+m, il existe des fonctions
polynomiales P;,..., P, et des formes linéaires Ly, ..., L; sur R? xR™ pour
lesquelles on a :

F(z,y)* = Pi(z,y) exp[Ly(z,y)] + - - - + Pu(z,y) exp[Li(z,9)] ,

pour tout y dans R™. Soit ¢ la fonction sur R™ définie par :

o(y) = |Pi(z, )| + - + | Pe(z,9)] -
Puisque x n’appartient pas a S, la fonction ¢ est positive en tout point de
R™. Pour t réel positif, on désigne par u(t) la borne inférieure de la fonction
¢ sur la boule fermée de R™, centrée en 0 et de rayon ¢t. D’apreés le théoreme
de Tarski-Seidenberg [Go], Théoréme 2.1, le graphe de la fonction g est
une partie semi-algébrique de R?; donc il existe une fonction polynomiale
Q sur R? pour laquelle Q(¢,u(t)) est nul pour ¢ assez grand. En utilisant
un développement de Puiseux, on voit qu’il existe des réels positifs A et a
pour lesquels on a :
u(t) > At

pour tout réel positif ¢. Lorsque ||y|| est assez grand, pour : =1,...,k, on
a:

1 .
§||?I||2 + Li(z,y) 2 0;
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donc pour ||y|| assez grand, on a :

1. ., _
G(z,y) > Aexp[illyll“lllyll ..

Puisque G(z,y) est positif en tout point de R™, g(x) est positif. Par suite,
¢S coincide avec ’ensemble des points de R? en lesquels g est positif.

Puisque g est continu sur {2 et identiquement nul sur S, S\S est
contenu dans °Q; donc d’aprés la condition (1) du lemme, S\S est pu,-
négligeable. D’apres I’hypothése de récurrence de §6, le complémentaire de
I'intersection de S et de °Q) appartient a ’ﬁp; donc S\S appartient 75,,.

6.3. Soient n et m deux entiers positifs tels que m soit supérieur
a n. On note F,,, l’ensemble des familles croissantes, ¢ = {t1,...,tn},
d’8léments de {1,...,m}. Pour tout ¢ dans F,, », on désigne par =, la
projection :

(xla”wxm) L (an"-’xL,,) .

LEMME. — On suppose que P, contient le complémentaire de ses
dléments. Soit S un élément de dimension n de P,,. Alors S est la réunion
d’un élément S’ de P,, et d’une famille {S.;t € Finn} d’éléments de P
qui satisfont les conditions suivantes :

I) La dimension de S’ est inférieure a n.

II) Pour tout x dans R™, l'intersection de 77 '(x) et de S, est finie.

i) Soit ¢ dans F,, ,. Pour tout 7 dans {1,...,m}\¢, on désigne par
7. la projection de R™ sur R"*! définie par : z — (7,(z),z;). Puisque
la dimension de S est n, il résulte de la propriété P,,; que l'intérieur de
. ,( S) est vide. D’apres 5.5 il existe un entier positif v, ; et un element Sy
de P, qui satisfont les conditions suivantes :

1) S ; est pu,-négligeable et contenu dans m,(S).

2) pour tout = dans 7,(S)\S,

| i» Vintersection de 7, ;(S) et de m, ;[7; ! ()]
a au plus v, ; éléments.

Soient v, le produit des v,,; et S,; la réunion des Sj,i. D’apres la
condition (1) ci-dessus, S,,; est p,-négligeable et appartient a P... Soit S.2
le complémentaire de S, ; dans 7,(S). Par hypothese, S, » appartient a P
D’apres la condition (2) ci-dessus, pour tout = dans S, 2, 'intersection de
S et de 77! (x) a au plus v, éléments.

Soit S’ lintersection de S et des ensembles m!(S, ). D’aprés la
condition (1), la dimension de S’ est inférieure & n. Pour tout ¢, on note
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S, Pintersection de S et de m;71(S, 2). La famille {S,;¢ € F,, ,} satisfait la
condition (II) ci-dessus. En outre, S est la réunion de S’ et des ensembles
de la famille {S,;¢ € Fyn 0}

6.4. Soient n et m deux entiers positifs. On désigne par w la
projection canonique : (z,t) — x, de R® x R™ sur R™. On utilise sur R™
I'ordre lexicographique induit par 'ordre sur R. On note < 'ordre strict
défini par cet ordre.

LEMME. — On suppose que P, contient le complémentaire de ses
éléments et que tout élément T de P, contient un élément T' de P,
pour lequel T\T' est p,-négligeable. Soient N un entier positif et S un
élément de 'ﬁn+m qui satisfont la condition suivante : pour tout x dans R",
lintersection de S et de =1 (z) a au plus N éléments. On suppose que la
dimension de S est n. Alors il existe un ouvert Q de R™ qui posséde les
propriétés suivantes :

1) Q appartient a P,..
2) La dimension de I'intersection de S et de 7~ (°Q) est inférieure  n.

3) L’intersection de S et de n~!(Q?) est réunion finie d’éléments de
Pu+m qui sont des graphes de fonctions continues sur des ouverts de §}.

Puisque la dimension de S est n, l'intérieur de 7(S) est non vide,
d’aprés 6.1. On suppose que N est le plus petit entier qui satisfait la
condition ci-dessus relativement & S. On raisonne par récurrence sur N.
Soit Q) I'ensemble des éléments « de R pour lesquels I'intersection de S
et de 77'(z) a N éléments. D’apres la démonstration du lemme 5.5, )y
appartient & P,,. On note Sy l'intersection de S et de ﬂ_‘(%). Puisque
P,, contient le complémentaire de ses éléments, S\Sy appartient a 75,,+m;
lassertion du lemme pour S\Sy résulte de I'hypothése de récurrence. Si
Pintérieur de ¥y est vide alors d’aprés la propriété P,,, la dimension de ﬁ;
est inférieure & n; donc la dimension de Sy est inférieure a n. Par suite, il
suffit de démontrer le lemme dans le cas ou S est égal & Sy et ou l'intérieur
de ¥y est non vide. Dans ce qui suit, on suppose qu’il en est ainsi.

Soit S, l’ensemble des éléments (z,t) de S pour lesquels ||| est
supérieur a 1. On note Sy 'image de S; par 'application :

(2,8) (m ﬁ) .

On désigne par T I'intersection de R™ avec S,.. D’apres les propriétés P, 1
et Q,,, la dimension de T est inférieure a n. Soit D I’ensemble des éléments
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(z,t,t) de R™ x R™ x R™ qui satisfont les conditions suivantes :
(z,t1) €S, (x,t2) €S, t1 #ta.
On note D P'image de D par 'application :
(@, t1,t2) = (=, It — t2]) -

Pour tout z dans R™, I'intersection de D et de 7~!(z) est finie; donc d’apreés
les propriétés P, et Q,, la dimension de l'intersection de D et de R™
est inférieure & n. Soit T" la réunion de T et de cette intersection. Soit Qn
Pintérieur du complémentaire de T' dans QY. D’aprés 6.1, Qxy appartient
AP, Pour i = 1,...,N, on désigne T';, I'image par la projection
(z,ty,...,tN) +— (z,t;), de Pensembles des éléments (z,t;,...,tn) de
R x (R™)V qui satisfont les conditions suivantes :

(z,t)€S,..., (z,IN)ES, t; <--- <ty .

Par définition, I'j, ..., 'y sont les graphes de fonctions 7, ..., 7y sur
Q. Puisque Qx ne rencontre pas T, ces fonctions sont localement bornées.
Puisque Qn ne rencontre pas D, pour tout 2 dans Qx et pour tout couple
(i, ) d’éléments distincts de {1,..., N}, la fonction ||7;—7;|| est minorée par
un réel positif au voisinage de x; donc les fonctions 7y, . .., 7n sont continues
sur Q5. D’apres les hypotheses du lemme et d’apres 6.1, la dimension de
W,;\Q ~ ost inférieure & n; donc la dimension de l'intersection de S et de
7= [\ Q] est inférieure & n. Le lemme est ainsi démontré.

6.5. On conserve les notations de 6.4, avec les mémes hypothéses.

LEMME. -—  On suppose que n n'est pas supérieur a p et que P,
contient les composantes counexes de ses éléments.

i) Pour tout élément S de P,4+m, de dimension n, Py, contient ¢S
¢t les composantes connexes de S.

ii) Soit S une partie fermée de R"*™ | de dimension n. Si S appartient
a Puym, alors P4, contient les composantes connexes de ©8S.

i) Soient S; et S, deux éléments de 75,,_+,,,, pour lesquels 75n+m
contient leurs composantes connexes. Soit S la réunion de S; et Ss.
Toute composante connexe de S est réunion de composantes connexes
de S; et de Sy; or d’aprées 2.5, S| et Se n’ont qu'un nombre fini de
composantes connexes; donc '15,,+.,,, contient les composantes connexes de
S. Le complémentaire de S est I'intersection de €Sy et ©S,. D’apres 6.3, 6.4
ct d’apres 'hypothese de récurrence de §6, il suffit de démontrer assertion



710 JEAN-YVES CHARBONNEL

dans le cas ou S est le graphe d’une fonction continue sur un ouvert de R™.
Dans ce qui suit, on suppose qu’il en est ainsi.

Soient Q2 I'image de S par 7 et 7 la fonction sur  dont S est le
graphe. Puisque 7 est continue, les composantes connexes de S sont les
graphes des restrictions de 7 aux composantes connexes de cet ouvert; or
par hypothése, P, contient les composantes connexes de §; donc 'ﬁn+m
contient les composantes connexes de S. Par hypothése, 2 appartient a
P,. Soit S’ I'ensemble des éléments (z,t) de 2 x R™ pour lesquels t est
différent de 7(z). Puisque S est le graphe de 7, S’ appartient & Ppim. La

N

réunion de S’ et de 7~1(°Q) est égale & S; donc S appartient & P4 ,.

ii) D’aprés la démonstration de 6.4, il existe un entier positif N, des
ouverts €y,...,0y de R® et une famille {7; ;;1 <7 < N,1 < j < i} de
fonctions continues a valeurs dans R™ qui satisfont les conditions suivantes :

1) Les ouverts €,...,Qx sont deux a deux disjoints et appartiennent a

P

2) Pour i = 1,..., N, les graphes des fonctions 7;,,...,7;; appartien-
nent & Pp4, et leurs images par 7 sont égales a 2;.

3) pour tout = dans ;, on a :
Tiyl(.’lf) << Tiy-i(.’L‘) .
4) Pour tout %, l'intersection de S et de 7~!(f);) est la réunion des
graphes des fonctions 7; 1,...,7; ;.

5) La dimension de l'intersection de m(S) et du complémentaire de la
réunion des ouverts q,..., 2y est inférieure a n.

Pouri=1,...,Netpourj=1,...,i—1, on note S; ; '’ensemble des
dléments (z,t) de 2; x R™ qui satisfont les inégalités :
T,',j(.’lt) <t=< Ti,j.‘.l(x) .

Soient S; o et S; v les ensembles :

Sio={(z,t) € U xR™; t <7i1(2)},

Sinv ={(z,t) € U xR™; 7, n(x) <t} .
D’apres la condition (2) ci-dessus, pour tout (i, j), S;,; appartient a Prim-
D’apres la continuité des fonctions 7;1,...,7;;, pour toute composante
connexe w de ;, 'intersection de S;; et de 7~!(w) est une composante

connexe de S; ;; or par hypothese P, contient les composantes connexes
de €;; donc P4, contient les composantes connexes de S; ;. Soit (2o
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I'intérieur du complémentaire de 7(S). D’aprés 6.1, Qo appartient & P,,.
Puisque S est fermé, la réunion des ensembles 7~1(y), S1,0,--., SN, €st
partout dense dans ¢S. Puisque °S appartient & P,4,,, les adhérences
dans °S des composantes connexes des ensembles 71(£y), S1,0,--.,SN,N
appartiennent a 75,,.,_,,,. D’apres 2.5, celles-ci sont en nombre fini; or chaque
composante connexe de ¢S est réunion de certaines d’entre elles; donc 73“4_,,,
contient les composantes connexes de ©S.

6.6. On démontre dans cette section les assertions suivantes :

1) Soit S dans 75,,. Si S est fermé et si sa dimension est inférieure a p,
alors P,, contient les composantes connexes de ©S.

2) ’ﬁ,, contient le complémentaire des éléments de P,,.

3) Tout élément S de P, contient un élément S’ de P, pour lequel S\S’
est pp-négligeable.

L’assertion (1) résulte de I’hypothese de récurrence de §6 et du lemme
6.5 pour n < p—1et m > 1. Soit S dans P,. D’aprés 6.2 et d’aprés
la propriété P,, S\S appartient & P, et sa dimension est inférieure a p;
donc d’apres 'assertion (1), P, contient les composantes connexes de son
complémentaire. Le complémentaire de S est la réunion de S\S et des
composantes connexes du complémentaire de —g—\—S qui ne rencontrent pas
S; or celles-ci sont en nombre fini; donc ¢S appartient & 75,,.

Par définition, P, est la réunion des ensembles P, ;. On démontrera
alors par récurrence sur ’entier k I’assertion suivante : pour tout S dans
Pk, il existe un élément S’ de P, tel que le complémentaire de S’ dans S
soit p,-négligeable. L’assertion est claire pour k£ = 0. On la suppose vraie
pour tout entier k inférieur a ky. Il s’agit de la prouver lorsque & est égal &
ko.

a) Soient S dans P, 1 et S’ un élément de P, pour lequel S\S’
est p,-négligeable. On démontre dans ce paragraphe que S\S' est p,-
négligeable. D’apres ce qui précede, S\S' appartient & 73,,. Puisque S\S’
est u,-négligeable, il résulte de la propriété P, que S\S’ est u,-négligeable.
D’aprés 6.2, 57\ S est u,-négligeable; or S est la réunion des ensembles S\ S’
et S'; donc S\S’ est p,-négligeable.

b) Soit £ un élément de P, . Soit (m,X) un couple associé & S. On
désigne par 7 la projection canonique de R? x R™ sur RP. D’aprés ’assertion
(ii) du lemme 2.2, il existe des entiers non négatifs [, m, p, des éléments

S, Sl a'“aSl s Tl 7"'51—1171. ’ Tl,l 7---7Tm,p)
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dans Py, k-1 pour lesquels on a :

2=8n5iNn---nNSNTiNnTi i N---NT ,N--NTyuNTpy N---NTp -

Puisque ¥ est égal & 7(X), il est contenu dans :

7r(S)ﬂ7r(Sl)n ---ﬂmﬂ 7r(T1)ﬂﬂ(TIvl)ﬂ---nw(Tl‘,,)
n---N W(Tm) n 7r(T7n.,1) n---N F(Tm,p)

et il contient :
(S)Nna(S)N---na(S)Na(Ty) Na(Ti)N---Na(Typ)
N Na(T)Nw(Tpa) N Na(Thp) -
Par définition les ensembles
7(S), n(S1) n(S1) , #(T1) ,...,7(Tw) , #(T1,1) y.-+s T(Tin,p)
appartiennent & P, ;_;. D’aprés I’hypothese de récurrence, il existe des
éléments

S, 8, S, T .., T

m )

’ !/
T, ,..

Y om,p

de P, pour lesquels les ensembles :

71-(S)\S, ’ 77(51)\5; yrr W(Sl)\sl, ’ W(Tl)\Tl, 1t 7l'(Tm)\Tvln ’
W(Tl,l)\Tll,l EEER) ﬂ(TmyP)\Tvln,p

sont u,-négligeables. Ij’aprés (a), les ensembles :

”(S)\Sl ’ 7"(SI)\Si IR ”(Sl)\sll ’ W(Tl)\Tll PN 7"(Tm)\T1,n ’
7|'(Tl,l)\Tll,l sy 7r(Tm,P)\Trln,p

sont fu,-négligeables. On note £’ I'ensemble :

snsin---nSNT{NT{,n---nTy ,Nn---NnT, NT,, ,N---NT,

m,p *
Puisque P, est stable par intersection finie, il contient ¥’. D’aprés ce qui
précede, X' est contenu dans ¥ et L\X' est u,-négligeable.

6.7. On acheve la preuve des assertions (1), (2), (3) et (4) de §6. Soit
S dans P,. D’apres ’assertion (3) de 6.6 et d’apreés la propriété P, S est la
réunion d’un élément de P, et d’un élément de P, de dimension inférieure
A p; donc d’aprés ’hypothése de récurrence de §6 et d’aprés 'assertion (2)

. 0 .
de 6.6, P, contient °S. D’aprés 6.1, S\ S appartient a P,. D’aprés 6.1 et
o

d’apres la propriété P,, la dimension de S\ S est inférieure a p. D’aprés
2.5, les composantes connexes de S sont réunions de composantes connexes
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o o o
de S et de S\ S or les composantes connexes de S sont des composantes
connexes de ¢(§\S); donc d’apres 6.5, pourn < p—letm > 1, ﬁp contient
o
S et les composantes connexes de S.

D’apres 6.5 et 6.6, pour n = p et m quelconque, 75,,+m contient le
complémentaire et les composantes connexes de chacun de ses éléments
de dimension p. D’aprés la propriété P,,,, tout élément de 75,,+m, de
dimension p, est p,4n,-négligeable lorsque m est positif; or la partie vide
appartient & P,1n; donc d’aprés 6.6, pour tout entier non négatif m, tout
élément S de 75,,+m, de dimension p, contient un élément S’ de P,4,, pour
lequel S\ S’ est p,+m-négligeable. L’assertion (&) de §6 est ainsi prouvée.
Les assertions (1), (2) et (4) résultent de I’assertion (&). L’assertion (3)
résulte de 6.1.

7. Applications a I’Analyse.

On utilise les notations de §1. Soit n un entier positif. On note = la
projection : (z,t) + t, de R®*! sur R. Soit ¥ une partie fermée de R™*!.
On désigne par w 'image de ¥ par w. On suppose que ¥ appartient & Py 41
et que la restriction de 7 a X est propre.

PROPOSITION. — Soit F une fonction continue, a valeurs réelles sur
Y, dont le graphe appartient a P, . Pour tout t dans w, on note f(t) la
borne inférieure de la restriction de F a I'intersection de T et de w~1(t).

i) La fonction f ainsi définie sur w est continue et son grapbe
appartient a Ps.

ii) I existe une application continue : t — £(t) de w dans R™ qui
satisfait les conditions suivantes :
1) L’image de w par l’application : t — (£(t),t) appartient & Ppy4y
et ¥ la contient.
2) Pour tout t dans w, f(t) est égal & F(£(t),t).
3) Si ’application £ est bornée, alors £(t) a une limite quand t tend
vers I'infini dans w.

La démonstration de cette proposition utilise quelques lemmes préli-
minaires.
7.1. On démontre ici Passertion (i) de la proposition. Soit I’ I’en-
semble des éléments (z,t, s) de R**2 qui satisfont les conditions suivantes :
(z,t) e X et F(z,t)<s.
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Puisque le graphe de F appartient & P, ., ' appartient & Prn42. On note
' limage de I' par la projection : (z,t,s) — (t,s). Par hypothese, la
restriction de # & ¥ est propre; donc I est fermé dans w x R. Par suite la
fonction f est semi-continue inféricurement. Soit I Pensemble des points
(z,t,5) de R"*2 qui satisfont les conditions suivantes :

(z,t) e et Fz,t) <s.

Puisque F est continue, I est ouvert dans £ x R; donc Pimage I de I’ par
la projection: (z,t,s) — (t,s), est ouverte dans w x R et appartient & Ps.
Puisque P, est stable par passage au complémentaire, ‘I est une partie
fermée de R? et appartient & P,; or le graphe de f est I'intersection de I et
de I"; donc le graphe de f est fermé dans R? et appartient & P,. Puisque
la restriction de 7 a4 ¥ est propre, la fonction f est localement bornée sur
w; donc f est continue.

7.2. Dans ce qui suit, on considere la droite réelle achevée. On la note
R. Elle est la réunion de R et des deux symboles : 400, —0co. Muni de sa
toplogie naturelle, R est un espace métrique compact. Soit I un intervalle
de R. On note a et b ses bornes dans R.

LEMME. — Soit € une fonction continue sur I dont le graphe appar-
tient a P,. Alors la fonction £ a une limite finie ou infinie quand t tend vers
a ou b.

La fonction € a au moins une valeur d’adhérence dans R, quand ¢ tend
vers a. Il s’agit de prouver qu’elle en a au plus une. On suppose qu’il n’en
est pas ainsi. On va prouver qu’on aboutit & une contradiction. Soicnt s; et
s5 deux valeurs d’adhérence distinctes de € quand s tend vers a. On suppose
s1 inféricur & s, et on considére un réel s de U'intervalle ]sy, so . Soit S
Pinterscection de R x {s} et du graphe de €. Puisque celui-ci appartient a Pa,
S, y appartient; donc d’apres 2.5, il n’a qu’un nombre fini de composantes
connexcs. Puisque s; et s, sont valeurs d’adhérence de la fonction & quand
t tend vers «a, £(t) est distinct de s pour ¢ assez voisin de a. Ceci est absurde
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

7.3. On démontre ici Passertion (ii) de la Proposition 7. On utilise
les coordonnées usuelles zy,...,z, sur R". On veut construire une famille
décroissante {Sy, ..., Sp} de parties fermées de ¥ qui appartiennent & 75,1+ 1
et telle que pour ¢« = 1,...,n et pour tout ¢ dans w, la fonction x; soit
constante sur l'intersection de S; et de 771(¢). On procede par récurrence
sur 1.
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Soit Sy Pensemble des points (@, t) de £ pour lesquels F(a, t) est égal
f(t). Puisque la restriction de # a © est propre, Pimage de Sy par m est w.
Par hypothese le graphe de F' appartient a 7}’,,“; or d’apres 7.1, le graphe
de f appartient a P.; done Sy apparticnt a 73,,+|. D’apres la continuité de
F. S, est fermé dans R**1, On suppose connu S;_;. On note 9;(t) la borne
inféricure de la restriction de la fonction x; a intersection de S;—; et de
7~ !(t). D’apres Passertion (i) de la proposition de §7 appliquée & S;_; ot a
la fonction x;, le graphe de la fonction ¢; est fermé dans R? et appartient
A P,. Soit S; Pensemble des points (x,t) de S;_; pour lesquels x; est égal
i(t). D apres ce qui précede, S; est fermé dans R"+! et appartient & P, 4.

Puisque les fonctions xy,...,x, sont constantes sur Uintersection de
S, et de w71 (¢), celle-¢i a un élément; donc il existe une fonction € sur w telle
que S, soit 'image de w par Papplication : ¢t — (£(t),t). Par construction
la fonction € satisfait les conditions (1) et (2) de Passertion (ii). Son graphe
est fermé; or elle est localement bornée; donc elle est continue. La condition
(3) résulte de 7.2.

7.4. Soit n un cntier positif.

L. — Pour tout S dans P, S cst la réunion de S et d’un
Slément de P, de dimension inféricure a celle de S.

Soit ¢ un entier positif. On démontre Passertion suivante : pour tout
cuticr positif n et pour tout élément S de P, de dimension ¢, la dimension
de S\S est inféricure & ¢. Pour cela on raisonne par récurrence sur Uentier
¢. Puisque tout élément de P,,, de dimension 0, est fini, il est fermé. On
suppose Passertion vraie pour ¢ — 1. D’apres les assertions (2) et (3) de
86, assertion est vraic pour tout élément de dimension ¢ de 'f’,,. 1l résulte
de Phypothese de récurrence et de 6.4 qu’il suffit de prouver Passertion
suivante : soit Q un ouvert de R? qui appartient a 'f’,,. Soit T le graphe d’une
fonction continue 7 sur §2, a valeurs réelles. On suppose que T' appartient
a '15(,4.1. Alors T est la réunion de T et d’un élément de 'If’,,+l, de dimension
inféricure a q.

On suppose Passertion fausse. Il s’agit d’aboutir a une contradiction.
Par hypothese, I' est fermé dans 2 x R. D’apres ce qui préeede, la dimension
de ﬁ\Q est inféricure a ¢. D’apres §6 et 6.3, il existe un dlément ¢ de F, 1,
un ouvert connexe w de RY™!, une partiec A de Q\2, des réels a et b qui
satisfont les conditions suivantes :

1) a cst inféricur & b et A x [a,b] est contenu dans T\T.
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2) A appartient a 'f’q.
3) A est le graphe d’une fonction continue sur w.
4) A est une composante connexe de l'intersection de 2\ et de 7! (w).

Soit ¢t dans ]a,b[. D’aprés (4), pour tout point = de A, il existe une
boule ouverte B de R, centrée en x, pour laquelle 'intersection de B et
de Q est une composante connexe de B\A; or d’apres (1), (AN B) x [a,b]
est contenu dans Padhérence du graphe de la restriction de 7 a B; donc
A est contenu dans adhérence de 77!(t). Puisque I" appartient & 75q+1,
lintersection de B et de 77 !(t) appartient a 75(,; or d’apres la condition (3),
la dimension de Pintersection de B et de A est égale & ¢ — 1; donc d’apreés
ce qui précéde, la dimension de Pintersection de B et de 77!(t) est égale &
¢. Vu Parbitraire de B, I'adhérence de 77!(¢) contient un voisinage de A
dans la réunion de Q et de A. Ceci est absurde car A x {a} est contenu
dans adhérence de I
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