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SUR CERTAINS SOUS-ENSEMBLES
DE PESPACE EUCLIDIEN

by Jean-Yves CHARBONNEL

Introduction.

Depuis longtemps, il s'est avéré nécessaire de connaître les comporte-
ments à l'infini de fonctions suffisamment régulières. C'est en particulier le
cas des fonctions algébriques sur l'espace euclidien. La théorie des équations
différentielles à coefficients constants en est un exemple. L. Hôrmander a
donné les réponses suffisantes en utilisant le théorème de Tarski-Seidenberg
([Lo], Théorème 2, n°20). Ce théorème nous dit que l'image d'une partie
semi-algébrique d'un espace euclidien par une projection linéaire, est semi-
algébrique. Ce théorème est connu depuis fort longtemps. Il est en quelque
sorte une généralisation du théorème de Sturm sur le nombre de racines
réelles d'un système d'équations algébriques.

Dans [Lo], S. Lojasiewicz s'intéresse aux sous-ensembles semi-analy-
tiques de l'espace euclidien. Ces ensembles sont localement définis par
un système d'égalités et d'inégalités de fonctions analytiques. En général,
l'image d'un ensemble semi-analytique par une projection linéaire n'est
pas semi-analytique. Si en outre, on suppose que la restriction de la
projection TT, au sous-ensemble semi-analytique 5, est propre, on dira que
Tr(S') est sous-analytique. La classe des sous-ensembles sous-analytiques a
été introduite par H. Hironaka [H]. Elle est stable par "projection propre".

Mots-clés : Applications polynomiales - Exponentielles - Ensemble des zéros - Projection
- Théorème de A.G. Khovanskii.
ClassiFication A.M.S. : 51M.
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S. Lojasiewicz a démontré dans[Lo] qu'un ensemble sous-analytique de H2

est semi-analytique.

Dans [Kh] et [Khi], A.G. Khovanskii s'intéresse à l'ensemble des
solutions d'un système de Pfaff sur une variété de PfafF. En particulier
il démontre que ces ensembles n'ont qu'un nombre fini de composantes
connexes. Des questions similaires ont été étudiées par A.N. Varchenko dans
[Va]. Ces deux auteurs généralisent les théorèmes de Sturm et de Bezout
sur les systèmes d'équations algébriques, à des systèmes d'équations pour
une classe de fonctions transcendantes. D'une manière plus générale, des
travaux de A. G. Khovanskii se dégage la philosophie suivante : " une sous-
variété analytique de IF^, définie par des équations simples a une topologie
simple."

Dans ce mémoire, on considère sur H171 l'algèbre Àm des fonctions
qui sont combinaisons linéaires à coefficients polynomiaux d'exponentielles
de formes linéaires. Pour tout TU, les fonctions de Am appartiennent
à la classe de fonctions transcendantes étudiée par A.G. Khovanskii et
A.N. Varchenko. Pour n entier positif, on dira que le sous-ensemble S de
IR^ appartient à Pn s'il existe un entier positif m et un élément F de An+m
pour lesquels S est l'image par la projection canonique de IR714^ sur R^
de l'ensemble des zéros de F. En général, un élément de Pn n'est pas une
partie sous-analytique de IR71. En effet, le graphe de la fonction sur IR^_ :

t^exp -- ,
L "J

appartient à T^ mais n'est pas une partie semi-analytique de R2. On note
alors Pn le plus petit sous-ensemble de parties de IR71 qui contient Pn,
l'adhérence de ses éléments et les images par la projection canonique de
j^îi+m g^ j^n^ jçg éléments de Pn+m- Le but principal de ce mémoire
est de montrer que la collection des ensembles Pn-i n == l î 2 , . . . , forment
un système de Tarski [Van], [I]. D'après la construction du système, cela
revient à dire que pour tout TZ, Pn est stable par intersection finie, par
réunion finie et par passage au complémentaire. En outre, Pn contient les
adhérences et les composantes connexes de chacun de ses éléments. Dans
[Van], L. Van Den Dries s'est intéressé à des questions analogues. Certains
de ses résultats sont en relation étroite avec les travaux de A.G. Khovanskii
sur les systèmes de PfafF. Dans ce mémoire, les résultats de A.G. Khovanskii
y jouent un rôle central. En particulier, il résulte de [Khi] que le système
des ensembles Pn est un 0-système selon la terminologie de [Van]. En outre,
il étend le système des ensembles de parties semi-algébriques.
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La démonstration utilise une méthode empruntée à A.M. Gabrielov.
La stabilité de Pn par réunion finie et par intersection finie est simple.
D'après les résultats de A.G. Khovanskii et A.N. Varchenko, tout élément
de Pn n'a qu'un nombre fini de composantes connexes. On prouve alors le
résultat clef : l'adhérence d'un élément de Pn, qui est négligeable pour la
mesure de Lebesgue, est négligeable pour cette mesure. La preuve de cette
assertion utilise une propriété que l'on trouve déjà dans [Ga]. En utilisant la
notion de dimension définie par A.M. Gabrielov, on prouve par récurrence
sur la dimension de 5' que Pn contient le complémentaire de S dans R17' ainsi
que ses composantes connexes. On donne alors une proposition analogue à
celle que l'on utilise pour estimer les croissances des fonctions algébriques.
Il se pose alors la question de classer les ordres de croissance à l'infini
des fonctions sur R+, dont le graphe appartient à P^. Il est probable que la
structure naturelle d'algèbre sur les fonctions sur IR+ induise sur l'ensemble
de ces ordres de croissance une structure de corps de Hardy ([Bo], Ch. V,
App., n°l). Il est alors extension (H) ([Bo], Ch. V, App., n°4) de lui-même
et du corps de Hardy des fonctions algébriques sur IR+. On peut s'attarder
sur l'exemple suivant qui a été communiqué par Y. Benoist : la fonction :

(x,y, z) ̂  (y - exp(a;))2 + (x - exp(z))2 + z2,
appartient à À^ et tend vers l'infini quand (x2 -{-y2 -{- z2) tend vers l'infini.
En outre, pour tout réel positif a, cette fonction est majorée par un multiple
de la fonction :

(x,z)^[x2+z2]a

sur l'ensemble défini par les égalités :
x =exp(z) , y =exp(.r).

Il montre qu'en général les fonctions de Â^ ne suffisent pas pour évaluer la
croissance d'une fonction de An sur un ensemble de Pn. Cet exemple donne
une réponse négative à un problème qui est lié aux questions étudiées en
[Ch]. L'étude de ces questions est à l'origine de ce mémoire. Ce travail se
décompose en 7 parties :

1. Une certaine classe de sous-ensembles de F^.
2. Etat des lieux.
3. Dimension d'un sous-ensemble de R71.
4. Sur les éléments de Pn'
5. Deux propiétés fondamentales des éléments de Pn'
6. Quelques propriétés des ensembles Pn'
7. Applications à l'analyse.
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1. Une certaine classe de sous-ensembles de R".

Si n est un entier positif, on note An la plus petite sous-algèbre de
fonctions sur R" qui possède les propriétés suivantes :

1) Toute fonction polynomiale à valeurs réelles appartient à An.

2) Si / est dans An, alors la fonction: x ̂  exp[/(.ï)], appartient à An.

On notera An la sous-algèbre de An dont les éléments sont les
fonctions de la forme :

x ̂  Pi(j;)exp(Li(.T)] + • • • + P^r)exp(L^)],
où Pi,.... P,/ sont des polynômes réels à n indéterminées et où Z / i , . . . , Lq
sont des formes linéaires sur R".

On désigne par Pn l'ensemble des parties 6' de R" pour lesquelles il
existe un entier positif m et un élément F de An+m tels que S soit l'image
de l'ensemble des zéros de F dans R" x R7", par la projection : (x.y) ̂  x.
Dans ces conditions le couple (7/1, F) sera dit associé à S.

Pour n entier positif, on définit par récurrence deux suites croissantes
{ P ' n ^ k = 0,1,...} et {Pn^k = 0,1,...} dans P(P(R")). On pose :
P ' i ^ o = Pn,o = 'Pu' Pour k entier positif, on suppose connus P ' n,k et
PnM pour tout n. On note P' n.k+\ la plus petite partie de P(R") qui
contient Pn,k et qui est stable par réunion finie, par intersection finie et par
l'application : S ̂  S. On désigne alors par Pn,k+i l'ensemble des éléments
S de P{R^) pour lesquels il existe un entier positif m et un élément 5" de
P ' n-\-m, /.;+i tels que S soit l'image de 5" par la projection : ( x , y ) ^-> ;/; de
R" x R7" sur R". Le couple (m, S ' ) sera dit associe à S. La réunion des
sous-ensembles Pn,k, k = 0,1,..., sera notée Pn.

THÉORÈME. — Le sous-ensemble Pn de l'euseiiiî)ïe des parties de
R" est stable par réunion finie, par intersection finie et par passage au
complémentaire. Tout élément dePn n'a qu'un nombre fini de composantes
connexes et chacune d'elles appartient a Pn.

On démontrera le théorème en plusieurs étapes. On utilise pour cela
la méthode de Gabrielov [G a]. Dans ce qui suit on utilisera les notations
suivantes :

1) Si -Y est un ensemble, P(X) désigne l'ensemble des parties de .Y.

2) Si S est dans P(R"), S et " S désignent respectivement l'adhérence et
le complémentaire de S dans R".
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3) Pour tout entier positif'///, //-„ désigne la mesure de Lebesgue sur R".

4) Pour tout entier positif //,, on utilise la norme euclidienne usuelle sur
R" (lue l'on note ||.||.

5) Pour tout entier positif '/// et pour tout x dans R", . r i , . . . , x.n désignent
les coordonnées de x dans la base canonique.

6) Pour tout entier positif n, on identifie R" au sous-espace R" x {()} de
R"^.

2. Etat des lieux.

On donne dans cette section les premières propriétés des ensembles
'P,,. Il résultera du lemme 2.2 que P,, est stable par réunion finie et intersec-
tion finie. En outre, il contient l'adhérence de chacun de ses éléments. L'as-
sertion (ii) de ce lemme montre comment on calcule les éléments de P^ ^ . ,
au moyen des éléments de Pn,k' Le corollaire 2.6 est la première propriété
non triviale satisfaite par les éléments de Pu. Elle est la conséquence d'un
résultat difficile de [Va]. Cette propriété jouera un rôle fondamental dans
la démonstration du théorème 1. Le lemme 2.5 est un cas particulier du
corollaire 2.6. Le lemme 2.4 est la partie technique de la démonstration du
corollaire 2.6. Le lemme 2.3 donne une description récurrente de l'algèbre
An. Le lemme 2.7 montre (pie les algèbres An suffisent pour décrire les
éléments des ensembles Pin-

2.1. Soient {Pi, . . . ,?/ ,}, { Q i , . . . . Q / } , {J? i , . . . , /? ,„} des familles
d'éléments de An- On note 5' l'ensemble des éléments x de R" qui satisfont
les conditions suivantes :

Pi(.r)=...=^(.r)=U,

QiCr) >(),.. . , y / ( . r )>0,

R, (x) >(), . . . , R,n(x)>0.

L E M M K . LYîléiiicut S deP(H11) appcii-ticut, à P,,.

Soit F l'élément de R" x R/ x R'" défini par :

F(.r,^i , . . . ,^,À-i , . . . ,A-,, ,) =

P, (x)2 + • • . + P,(x)2 + (Qt{x)t] - l)2 + ... 4- {QiWff - 1 )2

+ ( J ? l ( ^ - ^ ) 2 + • • • + ( 7 ? , „ ( . r ) - ^ ) 2 .
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L'ensemble S est Pimage de la variété des zéros de F dans IR71 x R1 x R^
par la projection :

(x,ti,... ,^ ,5 i , . . . ,Sm) ̂  x .

2.2. On utilise les notations de §1.

LEMME. — Soit k un entier non négatif.

i) Le sous-ensemble Pn,k de PÇR71) est stable par réunion finie et par
intersection finie.

ii) Pour tout S dans P'n^+i? ^ existe des entiers non négatifs l,m^p,
des éléments S, Si,..., 5^Ti,... ,T,n,Ti,i,... ,Tm,p dansPn,k pour lesquels
on a :

E=5n5Tn---n^nrinTi^n--nîY^n---nr^nî^n--nî^

iii) Le sous-ensemble Pn de PÇH^ est stable par réunion finie et par
intersection finie. En outre, pour tout S dans Pn, S y appartient.

iv) Soit T dans Pn,k - Soient F\,.,., Fm des éléments de An- On note F
l'application de R^ dans H'"1 définie par :

F(x)=(F^...^F^(x)).

Alors l'image de T par l'application F appartient à Pm,k '

v) Pour tout S dans Pn, il existe un entier positif m et une partie
fermée T de IR71', appartenant à Pn+m, pour lesquels S est l'image de T par
la projection canonique de R""^ sur R71.

i) a) On prouve ici que Pn est stable par réunion finie et par
intersection finie. Soient Si et S^ dans Pn- Soient (m^yFi) et (ma, F^)
des couples associés à 5'i et 62. On note F et G les éléments de An-}-mi+m2
définis par :

F^y^)=F^y)2+F^x^z)\

G{x,y,z)^F^x,y)F^x,z) .

L'intersection 5i H 62 et la réunion Si U S^ sont respectivement les images
des ensembles des zéros de -F et de G par la projection :

(x,y,z) ï-> x .

b) Pour m entier positif, on note ^n,m rapplication de PÇR71) dans
PÇ^ xR^) définie par : $n,m(5') == SxR771. On démontre par récurrence sur
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l'entier k que pour tout n, ^n,m{P'n,k} et ^n,m(Pn,k) sont respectivement
contenus dans P'n-^m.k et dans Pn+m,k- Pour tout entier positif m et
pour tout F dans An, la fonction : ( x , y ) ^ F(;r), appartient à An+m\
donc ^n^nC^/i) est contenu dans Pn+m' On suppose que pour tout entier
7l; ^n.m^P' n,k) et ^n,m(Pn,k) sont respectivement contenus dans P'n+m,k
et dans Pn+m,k' L'application <^^ est compatible avec la réunion finie,
l'intersection finie et l'application : S \-> 5; donc ^^(P'n+mM-i) est un

sous-ensemble de PÇR71') stable par réunion finie, intersection finie et par
l'application : S H-> 5. D'après l'hypothèse de récurrence, ̂ ^(P'n+m^i)
contient Pn,k\ donc P'n+m^i contient ^n,m(P'n^i}' Soient n et p deux
entiers positifs. Soient S dans P'n+p^+i et 5" l'image de S par la projection
canonique de IR71 x HP sur IR". L'image de ^n+p,m(5) par la projection
canonique de ̂  x HP x R171 sur FT x FT\ est ^m^); donc d'après ce qui
précède, ^n.mÇPn^i) est contenu dans Pn+m,k+i'

c) Soient n un entier positif, 5i et 62 deux éléments de Pn,k+i' Soient
(mi, 5^) et (m2, 5^) des couples associés à 5i et 52. L'intersection 5'i n 62
est l'image de l'intersection de ^4-^+^(5^) et de ^n+mi +1112(8^ par la
projection canonique de ^n x R^ x R^2 sur IR7^ De même, la réunion
5i U 5'2 est l'image de la réunion de ^+^+^(5{) et de ^n-^-mi+m^W)
par la projection canonique de H71 x H1111 x IR7^2 sur H11. D'après (b),
^n+mi+în^O n ^n+mi+m^ (^2) et ^+7ni+m2 W) U ̂ n-^-rn^^Ç^) aP-

partiennent à P''n+mi+m^; donc 'Pn,/,+i contient 5i n ^2 et 5i U 52.

ii) Pour l,m,p entiers non négatifs, on note Pn,k;i,m,p l'image de
Pu^k x (Pn,k)1 x (Pn^ x (Pn^ par l'application :

(5,5i,..., 5f,Ti,... ,r^,r:^i,... ̂ Tm,p) t-^
5n5rn.--n5f 'nr in?T7n-'-n^n- '-nrmnî^7n.--nC^.

Pour tout (l,m,p\ Pn,k;i,m,p est contenu dans P'n^i- La réunion des
Pn,k;i,m,p est stable par intersection finie et par l'application 5 >-> 5; or
d'après (i), P'n^k+i est stable par réunion finie et l'application 5 ̂  5 est
compatible avec la réunion finie; donc la réunion des Pn,k;i,m,p est stable
par réunion finie. Par suite, cette réunion coïncide avec P ' n,k+i-

iii) La partie Pn de PÇR71) est stable par réunion finie et intersection
finie car elle est réunion croissante des parties Pn,o^ Pn.ii.... Si 5 est dans
Pn, il existe un entier k pour lequel Pn,k contient 5. L'adhérence 5 de 5
est alors dans Pn,k+i'-, donc 5 est dans Pn'

iv) Soit r(F) le graphe de F. Il appartient à Pn^m' D'après la partie
(b) de la démonstration de (i), T x IR^ appartient à Pn+m,k et Pn+m,k est
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stable par intersection finie; or F(T) est l'image de l'intersection de F(F)
et de F x R" par la projection canonique de R" x R777 sur R771; donc F(T)
appartient à P,n,k'

v) II existe un entier positif k pour lequel S appartient à Pn,k- On
raisonne alors par récurrence sur k. L'assertion est claire pour k = 0. On
la suppose vraie pour k — 1. Par définition, il existe un entier positif m et
une partie T de P^^ ^ pour lesquels S est l'image de T par la projection
canonique de R"4'771 sur R". D'après l'assertion (ii), T est l'intersection d'un
clément Ti de P^^ ^._i et d'une partie fermée de R""^, appartenant à
'P»4.,,,; or d'après l'hypothèse de récurrence, il existe un entier positif? et
une partie fermée Ta de R"4-7"-'-^, appartenant à Pn+m+p^ pour lesquels Ti
est l'image de Tz par la projection canonique de R"4"77'4-^ sur R""1"771; donc
S est l'image d'une partie fermée de R^+^+P, appartenant à Pn+m+p^ par
la projection canonique de R"^"^ sur R".

2.3. Soit n un entier positif. Pour j = 0,1,... , on définit des sous-
ensembles A3^ et 2% de l'algèbre des fonctions à valeurs réelles sur R71. Pour
cela on procède par récurrence. Les sous-ensembles A°^ et fî0, coïncident avec
l'ensemble des fonctions polynomiales à valeurs réelles sur R71. On suppose
connus A,7, et B-^ quel que soit l'entier n. Pour N entier positif, on note
À-',, yv l'image de A^^ x (A0,)^ par l'application :

(F, /i,.... /N) ̂  (x ̂  F(a;,cxp[/i(rc)],... ,exp[fN(x)])) .

La famille {A^',N = 0,1,...} est une suite croissante d'algèbres de
fonctions sur R77. Soit A?,"1"1 sa réunion. On désigne par B^1 l'algèbre
engendrée par l'image de B-^ x B^ par l'application: (f,g) '-> (x ^
^p[y(x)f(x)}).

LEMME. — Pour tout entier positif 71, on a les assertions suivantes :

i) Pour tout entier positif j, le A^-module A^1 est égal au sous-A0^-
module engendre par f f 0 , , . . . , /%.

ii) L'algèbre An coïncide avec la réunion des sous-algèbres A-f^j =
0,1, . . . .

i) Pour simplifier les notations, on note C^ le sous-A^-module en-
gendré par £^°, . . . , /%. Il s'agit de prouver l'égalité :

/IJ+l _ P ]
^n ~ ̂ n ?

quels que soient les entiers positifs n et j. Elle est claire pour j = 1. On
la suppose vraie pour l'entier j quel que soit l'entier positif n. D'après
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l'égalité :
jj+i — rj
"n ~~ ^n î

l'image de S:,7, x B°, par l'application : (f,g) ̂  (x ^ exp[g(x)f(x)]) est
contenue dans ^+2; donc A "̂1"2 contient C^4'1. D'après l'hypothèse de
récurrence, pour tout entier positif N et pour tout / dans A^"^, exp/
appartient à C^^y; donc A3^'2 est contenu dans C^1.

ii) Soit ̂  la réunion des sous-algèbres A^ A^, . . . . D'après l'asser-
tion (i), pour tout / dans A^ exp/ appartient à A1^ or A'n contient A^',
donc A1^ contient An ,. Par définition, pour tout entier j, B^ est contenu dans
A,,; donc d'après l'assertion (i) et d'après ce qui précède, on a l'égalité :

An = «A,, 5

quel que soit l'entier positif n.

2.4. Si p i ^ ' . i p i sont des entiers positifs, on note E(pi,... ,p/)
l'espace R^ x • • • x R^. Soient n,m,jj,g des entiers positifs et A; un entier
non négatif. Soit (f) une application linéaire de E(n, m) dans E(p, g, ;/,</').
Soient ^ une application linéaire de R^ dans R(l et ^ une application
linéaire de W' dans R9'. Soient S dans 7^,^ î1 dans 7 .̂, ̂  dans ^/,A- et
F' dans P^,^,.. On note S l'élément S x T x 5' x F' de P(E(p,q,p', </')).
D'après 2.2 , E appartient à Pp-^.^-^^. On désigne par È l'ensemble des
éléments (.T,I/, z,t, z ' , t 1 ,u,u',v,e,r],T) de E{n,m,p,q,p',q',q,q',q1,1,1,1)
qui satisfont les conditions suivantes :

1) (z.t -\- u , z ' , t ' -\- u1 -}-v) appartient à S.

2) \[^(z) — (t + u)\\ est inférieur à e.

3) ll^') - (^ + u1 + zOll est inférieur à 6.

4) ||0(.z', y ) — (z , t + u, ^ /, ̂  + ̂  4- v)\\ est inférieur à ?/.

5) ||//||, H ^ H sont inférieurs à 6 et ||î;|| est inférieur à i].

6) T||(.r, î/, ^, t + ÎA, ^ /, ^/ + ÎA' + ^)|| est non supérieur à 1.

Pour simplifier les notations, on pose: y = n + m + p + q + p7 + q' +
(y + 2ç' + 3. D'après 2.2, S appartient à Vy,k- Pour tout (î/ ,e,^,r) dans
R7" x £'(1,1,1), on note S(î/,e,^,T) l'intersection de E et de R" x {y} x
^(P^l^P'^1) x {€} x {^} x {r}' On désigne alors par S^^ l'intersection
des ensembles È(y,€,rj,r) où e est un réel positif.

On dira qu'une partie .Y de E(p\,... ,jo<) possède la propriété P si
pour tout entier positif m, inférieur à l et pour toute partie compacte K
de E ( p ^ . . . , p m ) ' il existe un entier positif N tel que pour tout y dans A",
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l'intersection de X et de {y} x E(p^^,...,?/) ait au plus N composantes
connexes.

LEMME. — On suppose que pour toute famille { p i , . . . , pi} d'entiers
positifs, tout élément de P.p^...^^ possède la propriété P.

i) Soit X = A x B une partie de R71 x R711. Pour tous réels positifs r
et t, X(r, t) désigne l'ensemble des points (x, z) de A x R117 qui satisfont les
conditions suivantes :

a) il existe y dans B tel que \\z - y\\ soit inférieur à r.
b) ^[[(a;,^)[[ est non supérieur à 1.

On note X(t) l'intersection des X(r,t) où r est un réel positif. Alors,
la réunion des X(t) où t est un réel positif, coïncide avec A x ~B.

ii) On suppose qu'il existe un entier positif N tel que pour tous réels
positifs r et t assez petits, X(r, t) ait au plus N composantes connexes.
Alors A x B a au plus N composantes connexes.

iii) Pour toute partie compacte K de R772 et pour tous réels positifs
rjo et TO, ii existe un entier positif N tel que pour tout (y,ri,r) dans
K x [0,770] x [0,ToL ^y,ii,r ait au plus N composantes connexes.

On désigne par (/) la composée de (j) et de la projection canonique de
E ( p , q , p ' , q ' } sur E(q,q'). Pour tout y dans H171, on note Py l'ensemble des
points ( x , y ) de W1 x {y} pour lesquels (j)(x,y) appartient à (^(5) Ç}T) x
'^{S1)^7? .

iv) Pour toute partie compacte K de H'111, il existe un entier positif N
tel que Py ait au plus N composantes connexes.

L'assertion (i) est claire.

ii) II suffit de prouver que toute partition finie en parties fermées de
A x B a au plus N éléments. On suppose qu'il n'en est pas ainsi. Il s'agit
d'aboutir à une contradiction. Soient M un entier positif, supérieur à N
et {Fi , . . . ,FM} une partition finie de A x 'B en parties fermées. Pour t
réel positif assez petit, X{t) rencontre chacun des ensembles {Fi , . . . , FM}
et ceux-ci le recouvrent. On choisit t de façon que la condition ci-dessus
soit satisfaite et tel que pour r réel positif assez petit, X(r,t) ait au
plus N composantes connexes. Soient Q i , . . . , Q.M des ouverts de IR71 x H"1

qui contiennent respectivement FI, . . . ,FM et qui satisfont la condition
suivante : si i et j sont deux indices distincts, alors tout point de 0^ D ̂
est de norme supérieure à 1/t. On note 0 leur réunion. Puisque X(r,t)
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est borné pour tout r, pour r réel positif assez petit, fî contient X(r,t)
et chacun des ouverts Î Î I , . . . ,QM le rencontre. Ceci est absurde car par
hypothèse, pour r assez petit, X{r^ t) a au plus N composantes connexes.

iii) Par hypothèse tout élément de P^,k possède la propriété P;
donc pour toute partie compacte K de ï^ et pour tous réels positifs
coî^o? il existe un entier positif N tel que pour tout (y, 6,77,7-) dans
K x [0, eo] x [O? ^o] x [0, TOJ? S(2/? e-> ̂  T) alt au pl113 -^ composantes connexes.
L'assertion résulte alors de l'assertion (ii).

iv) Soit K une partie compacte de IR771. D'après la démonstration de
l'assertion (ii) et d'après l'hypothèse du lemme, pour tous réels positifs 770 et
TO, il existe un entier positif N pour lequel S^^ a au plus N composantes
connexes pour tout (y, 77, r) dans K x [0, rjo] x [0, T-o]. On note Py^r l'image
de ^iy^,T pa^ l'application :

(.r, y, z, t, z', t ' , v\ 77, r) ̂  (a;, y, ̂ (z), ̂ '(^'), 77, r) .

Pour tout (î/, 77, r) dans K x [0,770] x [0, 7-o], Py^.r a au plus N composantes
connexes. On désigne par Py^r l'intersection des Py^.r où 77 est un réel
positif. La partie Py de H71 x {y} est alors l'image de la réunion des Py,r
par la projection :

(x,y,t,t',r],T) ̂  (x, y) .

Il résulte de ce qui précède et de l'assertion (ii) que pour tout y dans J<,
Py a au plus N composantes connexes.

2.5. On utilise les notations de 2.2. Soient n et m deux entiers positifs.

LEMME. — Tout élément S de Vu n^a qu'un nombre fini de compo-
santes connexes. Soient S dans Pn+m- Alors pour toute partie compacte K
deIR'", il existe un entier positif N tel que pour tout y dans K\ l'intersection
de S et de IR71 x {y} ait au plus N composantes connexes.

Pour tout S dans Pm S x H est dans T^n+i; or pour tout nombre réel
7', IR" x {r} appartient à Az+i; donc S x {r} appartient à Pn+i. Par suite,
il suffit de démontrer la deuxième partie de l'assertion du lemme quels que
soient les entiers n et m.

a) Soit F dans An-{-m- D'après 2.3, il existe un entier j tel que A^m
contienne F. D'après l'assertion (i) du lemme 2.3, il existe un élément Go
dans A°^n et pour i = l,...,j' un élément (F^G^) dans B^^ x A°^m
pour lesquels on a :

F(x) = Go(x) + Gi(x)F^x) + . • • + Gj(x)Fj(x) .
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Pour i = 1,..., j, il existe des éléments qio,..., ç^_i de A°^^ pour lesquels
le graphe de la fonction Fi est l'image par la projection : (.r,^i,... ,^)
i—>- .r, de l'ensemble des points de R"+"1 x R-7 qui satisfont les conditions
suivantes :

^ / i = ^o(^), ^/+i = ^/(a:)exp^, / = 1,... j - 1 , Fi(x) == exp^ .

On note q l'entier j(j + 1)/2 et E l'ensemble des points de R7^71 x R9 qui
satisfont les conditions suivantes :

ti\ = W-f) . ^-t-i = ^(;i/')exp^ , i = 1,... J , < = 1,... J - 1

F(x) = Go(x) 4- Gi{x)Gxptn + • • • + Gj(rc)exp^ .

L'ensemble des zéros de F dans R""*""1 est alors l'image de S par la
projection :

(^llî^21^22î . . . ,^jl , . . . ,^j) »-̂  -r ,

de R"+"' x R^ sur Rn+m . H résulte de [Va], Théorème §3, qu'il existe un
entier positif N tel que pour tout y dans K, l'intersection de S et de
R" x {y} x R11 ait au plus N composantes connexes; donc pour tout y
dans K l'ensemble des zéros de F dans R" x {y} a au plus N composantes
connexes.

b) L'ensemble Pn-^in est la réunion des ensembles Pn+m,k- On
démontrera l'assertion du lemme pour un élément S de Pn+m,k par
récurrence sur l'entier k. D'après (a), elle est vraie pour k = 0. On suppose
qu'elle est vraie pour l'entier k quels que soient les entiers n et m. Soient
S, S, , . . . , E<, S'i,..., S^, S^,..., E;^ des éléments de ̂ +^.. On pose :

p = it+rn , q = (n+m)Z , p1 = (n-\-m)d, q' = (n+m)d , q1 = (n+m)de ,

S = S , F = Ei x • . • x S/ , 5' = E'i x .. • x Srf ,

^ / =E^x . . . xS^ .

Soient ^ l'application linéaire de R^ dans R9 définie par: ^(x) = (.r,... ,.L')
et ^' l'application linéaire de R^ dans Rq définie par :

0'(a;i,...,.i:d) = (a ; i , . . . , a ; i , . . . , . r r i , . . . , a ; r f ) .

Dans le membre de droite de l'égalité ci-dessus, les variables Xi,...,Xd
apparaissent e fois. On désigne par <j> l'application linéaire de R" x R771

dans R^ x W x W1' x R< définie par :

cf)(x} = (a:,..., a;) .
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On utilise alors les notations de 2.4. Pour tout y dans R'", Py coïncide avec
rinterscction des ensembles :

R" x {y} , snE7n---nEi ' ,

s;nE[7n—nE[;, î=i , . . . , r f .
D'après l'hypothèse de récurrence on peut appliquer les conclusions de
l'assertion (iv) du lemme 2.4; donc pour tout compact K de R777, il existe un
entier positif N tel que pour tout y dans A", l'intersection ci-dessus ait au
plus N composantes connexes. L'assertion du lemmc pour tout élément de
y»4-m,A:+i résulte alors de l'assertion (ii) du lemme 2.2. Vu l'arbitraire des
entiers n et m, l'assertion est alors vraie pour tout élément de 'Pn+ïH^+i-

2.6. On utilise les notations de 2.2.

COROLLAIRE. — Soient 'n et m deux entiers positifs. Soit S un
élément de P,,-^». Il existe un entier positif N tel que pour tout y dans R"1,
l^intersection de S et de R" x {y} ait au plus N composantes connexes.

Soit B une boule fermée de R"7, centrée en 0. On note respectivement
S[ et 62 les intersections de S avec R" x B et R" x CB. D'après le lemme
2.1, S"! et S'2 appartiennent à Pn+m. II suffit de démontrer le corollaire pour
chacun des ensembles S[ et 62. L'assertion pour 5'i résulte du lemmc 2.5.
On désigne par S'z l'image par la projection :

{x,y,t) ̂  (x,y) ,

de l'ensemble des éléments (x,y,t) de R" x R7" x R^ qui satisfont les
conditions suivantes :

(x,ty)çS'2ett\\y\\2=:l .

Puisque S-2 appartient à Âi+m- S'2 appartient à Pn-^m- Soit D l'image de
CB par l'application :

yy ̂  n—iï^ .\\ii \\2

Puisque È est compact, il résulte du lemme 2.5 qu'il existe un entier positif
N tel que pour tout y dans B, l'intersection de S'2 et de R" x {y} ait au
plus N composantes connexes. Pour tout y dans D, l'intersection de S'2
et de R" x {y} est vide; or pour tout y dans B l'intersection de S-2 et de
R" x {î//| |^H2} est homéomorphe à l'intersection de S'2 et de R^ x {?/};
donc pour tout y dans R"1, l'intersection de S'2 et de R" x {y} a au plus N
composantes connexes.
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2.7. On utilise la terminologie du §1.

LEMME. — Soit n un entier positif. Soit S un élément de Pn' Alors
il existe un couple (m, F) associé à S pour lequel F appartient à An+m'

Soit Cm, F) un couple associé à S. D'après 2.3, il existe un entier j
pour lequel A^p contient F. La partie (a) de 2.5 prouve alors le lemme.

3. Dimension d'un sous-ensemble de IR"'.

Dans cette section on introduit une notion de dimension pour un sous-
ensemble de R^. Celle-ci était déjà utilisée par A.M. Gabrielov dans [Ga].
Elle sera très utile dans la suite de ce mémoire. En effet elle permettra des
raisonnements par récurrence.

Soit n un entier positif. On note {e i , . . . , en} la base canonique de
R". Soit S une partie de R71. On considère l'ensemble des entiers k pour
lesquels il existe une suite croissante {z ' i , . . . , i^} dans {1, . . . , n} telle que
l'image de 5 par la projection

(*TI , ... , X-n) '—^ [Xi^ î • • • ? Xi^ } 5

ait une adhérence d'intérieur non vide dans IR^. Lorsque cet ensemble est
vide, on dira que S est de dimension 0. Dans le cas contraire, on appellera
dimension de S le plus grand élément de cet ensemble.

LEMME. — Soient S et S" deux parties de Rn.

i) Si S est contenu dans 5", alors la dimension de S est au plus égale
a celle de S ' . Si S ' est égal à S , 5" et S ont même dimension.

ii) Si S est réunion des parties 5i,..., 5^ , alors la dimension de Pune
des parties 5i, . . . , Sk , est égale à la dimension de S.

ni) Si S est dans Tn Gt si elle est de dimension 0, alors elle est finie.

La première partie de l'assertion (i) est claire. On suppose que S ' est
égal à S et que k est la dimension de S. Soit p un entier supérieur à k et
non supérieur à n. Soit {î ' i , . . . , ip} une suite croisssante dans {! , . . . , n}.
On note TT la projection :

(a;i,...,o;n) ̂  (Xi^...,x^) .
Puisque S est de dimension fc, 7r(5) est d'intérieur vide dans IR^ or l'image
réciproque de 7r(5) par TT étant fermée, elle contient 5"; donc 5" est de
dimension inférieure à p. Par suite 5" est de dimension k.
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L'assertion (ii) résulte de ce qu'une réunion finie de parties fermées
d'intérieur vide dans un espace euclidien est d'intérieur vide.

iii) Soit S un élément de Pn qm est de dimension 0. Soit z dans
{ 1 , . . . ,7i}. On note pri la projection :

(a;l,...,a;n) ̂  Xi .

Puisque S est dans Pn, P^iÇS) appartient à V\. Puisque S est de dimension
0, pri(S) est d'intérieur vide; or d'après le lemme 2.5, pri(S) n'a qu'un
nombre fini de composantes connexes; donc prz(S) est fini. Par suite S est
fini.

4. Sur les éléments de Pn'

On démontre dans cette section une propriété des éléments de Pn- On
verra en §6 que cette propriété s'étend aux éléments de Pn- Pour tout entier
positif n, on note Xn l'ensemble des réunions dénombrables de parties sous-
analytiques compactes de R71 et on désigne par X' n l'ensemble des réunions
dénombrables de parties compactes de R71.

LEMME. — Le sous-ensemble X'n de PÇH71) contient Pn- En outre,
0

Xn contient Pn- Si S est dans Pn, alors S\ S est p^n-négligeable.

Soient S dans Pn et (m, -F) un couple associé à S. Pour l entier positif,
on note Si l'image par la projection : (x,y) ̂  x, de l'ensemble des points
( x , y ) de R" x R"1 qui satisfont les conditions suivantes :

F(rr,2/)=0, ||(^î/)||^ .

Pour tout ^, Si est une partie sous-analytique compacte de F^; or S est
réunion des 5/; donc S est dans Xn. D'après [Ga], Corollaire 2, Si possède
une stratification finie en sous-variétés analytiques de IR71. L'intérieur de
Si est alors la réunion des strates de dimension n. Puisque toute sous-

0

variété analytique de dimension inférieure à n est /^-négligeable, 5'/\ Si
0

est /An-négligeable; or S étant la réunion de la suite 5'i,5'2,... , S\ S est
0 0

contenu dans la réunion des ensembles Si\ Si, l = 1,2,...; donc S\ S est
^n~ négligeable.

On va prouver par récurrence sur k que pour tout n, Pn,k est contenu
dans X' n. L'assertion pour k = 0 résulte de ce qui précède. On la suppose
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vraie pour k. La partie X' ̂  est stable par intersection finie, par réunion finie
et par l'application S i-̂  S\ donc d'après l'hypothèse de récurrence, P'n,k-\-i
est contenu dans X' n. Pour tout m, l'image de X^'n+m P^ ^ projection
canonique de R" x R"1 sur R" est contenue dans X' ̂  donc pour tout n,
X ' ^ contient Pn^-n- Puisque Pn GSt la réunion des Pn,k^ Pn Gs^ contenu
dans X1 n.

5. Deux propriétés fondamentales des ensembles Pn.

Pour n entier positif, on introduit deux propriétés Pn et Q^. Il s'agit
de prouver qu'elles sont vraies quel que soit l'entier n. Ces deux propriétés
joueront un rôle clef dans la démonstration du théorème de ce mémoire. On
remarquera que la propriété P,, présente en elle-même un certain intérêt.
Dans cette section, l'introduction de la propriété Qn sert à démontrer que
la propriété P» est vraie. D'après 5.7, la propriété Q,, est conséquence de
la propriété P',, qui est plus faible que la propriété P,,. On verra en 5.8
que P,, est conséquence de P'n-^-i et de Q,,.. Il s'agit donc de démontrer
que la propriété P',, est vraie quel que soit n. Pour cela on raisonnera par
récurrence sur n. Elle sera supposée vraie pour n dans les sous-sections 5.1,
5.2, 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6. Les lemmes 5.1 et 5.2 montrent qu'un élément de
'P,,4-i qui est fermé et d'intérieur vide dans R714'1, est p,n+1 -négligeable. Il
reste alors à prouver que pour un élément fermé S de Pn+\. 5 S est d'intérieur
non vide dans R"4"1 s'il n'est pas ^n+i- négligeable. C'est l'objet du lemme
5.6 dans le cas où S est compact. Le lemme 5.3 donne une propriété des
éléments compacts de Pn+i qui joue un rôle clef dans les démonstrations du
lemme 5.6 et de l'implication de 5.7. Le lemme 5.5 montre que lorsque S est
compact, il est réunion de deux éléments de Pn+i dont un est trivialement
/A ,,-i-i-négligeable. En utilisant la propriété du lemme 5.3 et la propriété
P^,, on montre alors en 5.4 que si l'intérieur de S est vide alors il est
nécessairement /^, +1 -négligeable.

On utilise les notations de 2.2. Pour n entier positif, on identifie R71

au sous-espace R" x {0} de R714"1. On désigne par pn et qn les projections
de R"4'1 sur R" et R, définies par: (x,t) ̂  x et (x,t) ̂  t. On définit pour
n entier positif, les propriétés Pn et Qn :

P,, : Soit S dans Pn- Alors S est /^,,-négligeable si l'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

1) S est ^n -négligeable.
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2) l'intérieur do S est vide.

Q/, : Soit S une partie fermée de H11 x R^. On suppose que l'intérieur
de S est vide et que S appartient à 'P,,+i. Alors l'intersection de 5 et de
R" est d'intérieur vide dans R".

On démontrera dans cette section que pour tout /<,, les propiétés P,, et
Q/, sont vraies pour tout 71. On désigne par P'̂  la propriété suivante : soit
S une partie fermée de R" qui appartient à P^. Alors S est /^, -négligeable
si et seulement si riutérieur de S est vide. Cette propriété est plus faible
que la propriété P/,. D'après le lemme 2.5, tout élément de P\ est réunion
finie d'intervalles de R; donc la propriété Pi est vraie. On démontrera par
récurrence sur n que la propriété P',, est vraie quel que soit n. On prouvera
l'implication :

P;,. ̂  Qn

On montrera alors que pour tout n, la propriété P,, est vraie. Dans ce
qui suit, on fixe un entier positif n et une partie compacte uj de R" (pli
appartient à Pn- On supposera que la propriété P'̂  est vraie.

5.1. Soit S une partie localement fermée de R".

LEMME. — On suppose que S appartient à Pn. Alors S est /x,,-
négligeable si et seulement si son adhérence est u,^ -négligeable.

On suppose que S n'est pas /A,,-négligeable. D'après la propriété P',,,
l'intérieur de S est non vide; or S est ouvert dans son adhérence; donc
l'intérieur de S est non vide. Par suite, S est négligeable si et seulement si
S est //-„ -négligeable.

5.2. Soient u et v deux fonctions sur uj telles que pour tout x dans
a/, on ait :

u(x) <, v(x) .

On note S l'ensemble des éléments (a:, t) de uj x R pour lesquels on a :

u(x) <: t ^ v(x) .

LEMME. — On suppose que S appartient à 'Pn+i? Q"^ Gst fermé
dans uj x R et que son intérieur est vide. Alors, S est u,n+i-négligeable.

On raisonne par l'absurde. Pour e réel positif, on note Nf_ l'ensemble
des éléments x de uj pour lesquels v(x) — u(x) est non inférieur à e.
Puisque 5' est dans Pn-n, N^ appartient à P,). Puisque S est fermé dans
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cj x IR, les fonctions u et v sont respectivement semi-continue inférieurement
et semi-continue supérieurement; donc Nç est fermé dans uj. Soit N la
réunion des ensembles A^. Les fonctions u et v coïncident en tout point du
complémentaire de N dans uj\ donc l'intersection de S et de [<^\A7'] x R est
^n+i -négligeable. Par suite, il existe un réel positif 6 pour lequel Nç n'est
pas ^n 4-1 -négligeable.

La propriété P^ étant vraie, l'intérieur de Ne n'est pas vide. Soit ù;i
une boule ouverte dont l'adhérence est contenue dans l'intérieur de A^. On
désigne par 6' la borne inférieure de la restriction à ù;i de la fonction v - u.
Puisque uj\ est contenu dans A^, e' est un réel positif non inférieur à ç.
Soient 1] un réel positif et x un élément de uj\ qui satisfont les conditions
suivantes :

3rf < e' , v(x) - u(x) <_ e' + T] .

Puisque v est semi-continue inférieurement, il existe un voisinage a/ de rc,
contenu dans c^i tel que pour tout y dans ^/, on ait :

v(y) ^ v(x) + TÎ .
Puisque a/ est contenu dans ù;i, pour tout y dans c</, on a :

^(2/) <: v{x) + 77 — e' .

De même, u étant semi-continue supérieurement, il existe un voisinage ci/'
de x, contenu dans uj' tel que pour tout y dans uj" on ait :

v(y) > u{x) - r î - } - € 1 .
Puisque 3rj est inférieur à e', on a :

v(x) + 77 — e' < îA(^) — 77 + e' ;

donc 5 contient l'ensemble des éléments Çx,t) de uo" x R qui satisfont les
conditions suivantes :

v(x) 4- rj — e < t < u(x) — T} + e .
Par suite, l'intérieur de S est non vide.

5.3. Si B est une partie de F^ et si S est une partie de R7^1, on
désigne par SB l'intersection de S et de B x R. On utilise sur cj la restriction
à uj x uj de la métrique euclidienne sur R71. Pour x dans uj et pour e réel
positif, on note B(x,e) la boule fermée centrée en x et de rayon e. Puisque
uj appartient à Pn, il résulte du lemme 2.1 que pour tout (rr,6), B(x,e)
appartient à Pn'

LEMME. — Soit S une partie de uj x R qui appartient à Pn+i Gt
telle que pn{S) soit égal a uj. On suppose que S est compact. Alors il
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existe un entier positif M, des intervalles Ji,... ,IM de R, x dans pn(S)
et e un réel positif qui satisfont la condition suivante : pour toute boule
fermée B contenue dans B(x, e), ̂ (5^) a M composantes connexes et pour
z = l , . . . , M, Fintervalle Ii contient une et une seule composante connexe
deqniSa)'

a) Soit T l'ensemble des points (a;, y , t, e) de ijj x uj x R x R qui satisfont
les conditons suivantes :

x^uj , y ^ u } , ||a; -2/11 ^ e , (y,t) eS .
D'après ce qui précède, T appartient à P^n+ï- L'image T de T par la
projection :

{x,y,t,e) ̂  (x,t,e) ,

est dans Pn+2; donc d'après le corollaire 2.6, il existe un entier positif M
pour lequel l'intersection de {x} x R x {e} et de T a au plus M composantes
connexes, pour tout x dans u et pour tout réel positif c. En d'autres termes,
pour tout x dans uu et pour tout réel positif e, qn[SB{x,e)} a au P^ M
composantes connexes.

b) Pour m entier positif, on note Mm l'ensemble des éléments (a;, e)
de uj x R^_ pour lesquels Qn[SB(x,e)} a m composantes connexes. D'après
(a), pour m entier positif assez grand, Mm est vide. On note M le plus
grand entier m pour lequel Mm est non vide. Si (x,e) est dans MM^
on note Ji,.r,e, • . . ,IM,X,€ les composantes connexes de qn[SB(x,e)}- Pour
i = 1,.. . ,M, on désigne par A,a;,c l'image par pn de l'intersection de
SB(X,€) et de q^ÇIi^^)' Soit d la fonction sur .MM qui à (.r,e) associe
le nombre des A,.r,c q111 sont distincts de B(x,e). On désigne par f3x,e la
réunion des ensembles A,a;,e qui sont disincts de B{x,e). Si d{x,e) est nul,
alors pour toute boule fermée B contenue dans B(x, e), qn(Sa) est contenue
dans la réunion des intervalles Ji,a;,e,. . . ,IM,X,€ et rencontre chacun d'eux;
donc d'après le choix de M, qn(SB) a M composantes connexes et pour
i = 1,...,M, l'intervalle Ii^,e contient une et une seule composante
connexe de qn(Sa)'

c) On désigne par 6 la borne inférieure de la fonction d. On utilise sur
N x N l'ordre lexicographique induit par l'ordre naturel sur N. C'est un bon
ordre. On achève la démonstration du lemme en raisonnant par récurrence
sur (M, 6). Si M est égal à 1, l'assertion est claire. On suppose l'assertion
du lemme vraie lorsque (M, 6) est inférieur à (Mo, <^o)- O11 va ^a démontrer
lorsque (M, 6) est égal à (Mo,^o)- D'après (b), on peut supposer 60 positif.
D'après l'hypothèse de récurrence, il suffit de prouver qu'il n'existe pas de
suite (a;o,eo)î (^i 5^1)5 • • • da1113 MM qui satisfait les conditions suivantes :
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1) Pour m = 0,1,... , d(x^,, e,,,.) est égal à 6.

2) Pour ni = 0,1,... , la boule Z?(a:^+i,6,^-n) est contenue dans
^m^m)\Ar..,^.

3) La suite fo^i, • • • tend vers 0.

On suppose qu'une telle suite existe. Puisque la suite des boules
D ( x [ ) , ç o ) , B ( x i , € i ) , . . . est décroissante son intersection est non vide. En
outre, d'après la condition (3) ci-dessus, cette intersection est réduite à
un point. On le note x. D'après le lemme 2.5, l'intersection de {x} x R et
de S n'a qu'un nombre fini de composantes connexes. Soient 7i , . . . ,J /^ '
les composantes connexes de l'image de cette intersection par q^. Puisque
S est compact, ces intervalles sont compacts. Soient n i , . . . , î 7A/ / des
intervalles ouverts deux à deux disjoints tels que pour i = l,...,^/7, ^
contienne Ii. On note Li/ l'intersection des images par pn des ensembles
(/^(Sîi) H 5,... i^K^M') n S. La partie ù/ de LJ est un voisinage de
.r. Par suite, pour m assez grand, la boule B{xw,e,n) est contenue dans
n/. Puisque S est compact, pour m assez grand Qn[SB(x,n,€,,,)] est contenu
dans la réunion des intervalles Qi , . . . , HA/'; or (rem, €,„) appartient à MM\
donc M' est égal à M. On choisit m de façon que les deux conditions
ci-dessus soient réalisées. Pour tout y dans B{Xm^m)i l'image par Qn de
l'intersection de S et de {y} x R, rencontre chacun des ouverts Q i , . . . , QA/;
or pour i = 1,..., -A/, îî< contient une composante connexe et une seule de
(ln[Sn(: r . „ , < „ , ) ] ; donc pour î = 1,..., M, A,T«,,C.., coïncide avec D(x,n,€,n).
Ceci est absurde car d'après la condition (1) ci-dessus, d(x^i^e^) est non
nul.

5.4. Soit S un élément de 'P«+i pour lequel pn(S) est égal à uj.

LEMM E. — On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1 ) Pour toute boule ouverte uj\ contenue dans u et de rayon assez petit,
l'image par qn de l^ntcrsection de S et de 0^1 x R est connexe.

2) S est borné et fermé dans a; x R.

3) L'intérieur de S est vide.

Alors S est ^^[-négligeable.

D'après la propriété P^, u\ uj est ^-négligeable; donc il suffit de
prouver que l'intersection de S et de p^(uj) est fin+i -négligeable. Soit x
dans uj. Soient a et b deux réels qui satisfont les conditions suivantes :

a < b , (x,a) 6 S , (x,b) e 5 .
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Soit r un réel supérieur à a et inférieur à b. D'après la condition (1) ci-
dessus, il existe une suite ^1,^2,. . . dans uj qui converge vers x et telle que
S contienne (xn,r) pour tout entier positif n. Puisque S est fermé, (x,r)
appartient à 5; donc l'intersection de 5' et de {x} x R est connexe.

D'après la condition (2) du lemme, S est borné. Pour tout x dans
uj. on désigne par v.(x) et par v(x) les bornes inférieure et supérieure de
(/,,[({.ï} x H) D 5']. D'après ce qui précède, S coïncide avec l'ensemble des
éléments (.T, t) de uj x R pour lesquels on a :

u(x) <, t <, v(x) .

Il résulte alors du lemme 5.2 que S est /^n 4-1-négligeable lorsque l'intérieur
de S est vide.

5.5. Soit S une partie bornée de R7^1 pour laquelle pn(S) est égal
à uj.

LEMME. — On suppose que S appartient à Pn+i- Alors il existe un
entier positif N et une unique partie uj[ de uj qui possèdent les propriétés
suivantes :

1) u[ appartient à Pn-
2) Pour tout élément x de L^[, l'image par qn de l'intersection de S et

de {x} x R a un intérieur non vide.

3) Pour tout élément x de uj qui n'est pas dans (j^[, l'intersection de S
et de {x} xR a au plus N éléments.

On suppose S localement fermé. Alors uj[ est localement fermé. On
note <jj\ l'adhérence de uj[. Alors S est fin+i -négligeable si et seulement si
uji est fin-négligeable.

La partie uj[ est déterminée de façon unique par les conditions (2) et
(3) ci-dessus. D'après 2.5, il existe un entier positif N tel que pour tout
x dans ci;, l'intersection de S et de {x} x R ait au plus N composantes
connexes. On note fî l'ensemble des éléments (x,t\, ...^tj^+i de R71 x R^4'1

qui satisfont les conditions suivantes :

x € ^ , ^i < ... < IN+I •
C'est un ouvert de a; x R^^. Soit 5' l'ensemble des éléments (a:i, ...,rr^v-n,
^i, ...,^-n) de (uJ)N+l x RN'i'l qui satisfont les conditions suivantes :

(xi.ti) € S ,..., (x N + lî^N+i) S ,

xi = ... = a^-n .
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On désigne par 6" l'image de S ' par la projection :

(a;i,..., x N 4-1,^1, ...,^-(-i ^ (.TI,^I, ...,^+i) •

Soit uj[ l'image de cette intersection par la projection : (a;, t\,..., ̂ 4-1) '-̂  x.
Puisque uj appartient à Pn, ^[ appartient à Vn- D'après le choix de N, uj[
satisfait les conditions (2) et (3) ci-dessus.

On suppose S localement fermé. Alors 5" est localement fermé. Par
hypothèse, S est borné; donc l'intersection de S" et de Q est l'intersection
d'un ouvert et d'un compact de fl^ x R^1. Par suite, uj[ est localement
fermé. D'après les conditions (2) et (3) et d'après le théorème de Fubini,
o/i est ^-négligeable si et seulement si S est p,n+i -négligeable; or d'après
5.1, uj\ est /^-négligeable si et seulement si uj[ est /^-négligeable; donc S
est ^n+i -négligeable si et seulement si 0:1 est /^-négligeable.

5.6. Soit S une partie compacte de R7^1 pour laquelle pn(S) est égal
a cj.

LEMME. — On suppose que S appartient à Pn+i et que /^-n(5) est
positif. Alors i'intérieur de S est non vide.

On utilise les notations de 5.5. Par hypothèse, fin^^(S) est positif;
donc d'après le lemme 5.5, /^n(c^i) est positif. Puisque uj\ appartient à
Pn, il résulte de la propriété P^ que l'intérieur de uj\ est non vide. Soit
uj" l'ensemble des points x de LJ pour lesquels il existe un réel positif 6
tel que l'intersection de u) et de la boule fermée de centre x et de rayon 6,
satisfasse les conditions de l'assertion du lemme 5.3, relativement à la partie
S ci-dessus. Ces conditions montrent en particulier que uj" est ouvert dans
uj. L'intersection de uj" et de uj\ est une partie ouverte de R71. Soit B une
boule ouverte de W1 contenue dans cet ouvert. Puisque u[ est partout dense
dans cc;i, l'intersection de B et de uj[ est partout dense dans D\ or cette
intersection est localement fermée et d'après le lemme 2.1, elle appartient
à Pn'i donc d'après 5.1, elle n'est pas /^-négligeable.

On choisit la boule B de façon que B satisfasse les conditions de
l'assertion du lemme 5.3, relativement à la partie S ci-dessus. On note
Ji,.. . , I i les composantes connexes de l'image de l'intersection de S et de
B x R, par l'application qn. Pour i = 1,..., l, on note Si l'intersection des
ensembles :

5, B x R , qn\Ii).

D'après ce qui précède et d'après la condition (2) du lemme 5.5, pour au
moins un î, Si n'est pas ^n+i -négligeable. En outre, l'ensemble Si et la
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boule D satisfont les conditions (1) et (2) du lemme 5.4; donc l'intérieur
de Si est non vide. Par suite, l'intérieur de S est non vide.

5.7. On démontre ici l'implication : P^ =^ Q^. Soit S une partie
fermée d'intérieur vide dans R71 x R^_. On suppose que S appartient à
Pn-\-\- II s'agît de prouver que l'intersection de R71 et de l'adhérence de
S dans R"4'1 est d'intérieur vide dans R11. Plus précisément, on prouvera
l'assertion suivante : si S est borné, il existe une partie fermée u\ de IF^
qui satisfait les conditions suivantes :

a) uu\ appartient à Pn-

b) L'intérieur de uj\ est vide.

c) Pour toute boule fermée B de F^ qui ne rencontre pas uj\, il existe
un réel positif to pour lequel t est supérieur à to si (x,t) appartient à
l'intersection de B x H et de S.

On suppose S borné. Soit uj l'image de S par pn. Puisque S est borné,
uj est compact. L'intersection de S et de R" x R^ est égale à S\ or l'intérieur
de S est vide; donc l'intérieur de S est vide. Puisque la propriété P^ est
vraie, il résulte du lemme 5.6 que S est ^,+1- négligeable. Par suite, d'après
le lemme 5.5, il existe un entier positif N et un fermé uj\ contenu dans
c^, ^«-négligeable, tel que pour tout x dans c^\<^i, l'intersection de 6' et
de {x} x R ait au plus N points. En outre, on peut choisir ù;i dans Pn-
Soit D une boule fermée de R" contenue dans c^, ne rencontrant pas uj\ et
satisfaisant les conditions du lemme 5.3 relativement à 6'. On note J i , . . . , Ii
les composantes connexes de l'image de l'intersection de S et de B x R par
l'application </„. Pour i = 1 , . . . , Z , on désigne par Si l'intersection des
ensembles :

5, B x R , q^W.

Pour tout x dans D, l'intersection de {x} x R et de S est finie; donc
d'après la démonstration du lemme 5.4, les ensembles 5i , . . . ,5f sont les
graphes de fonctions r\,..., T[ sur B. Puisque ces ensembles sont compacts,
les fonctions 7-1, . . . , r< sont continues sur B. Pour tout x dans B, les
nombres Ti(a:),. . . ̂ ïi(x) sont deux à deux distincts car ils appartiennent
respectivement aux intervalles / i , . . . , I i . Si S ne rencontre pas B x {0}, alors
S contient la réunion des graphes des fonctions TI, • • • ,r/; donc d'après la
continuité de ces fonctions, il existe un réel positif to tel que pour tout (x, t)
dans l'intersection de S et de B x R, on ait :

t>to .
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On suppose que 5 contient B x {0}. Alors une des fonctions 7-1,..., T[
est identiquement nulle sur B et les autres ne s'y annulent pas. Pour celles-
ci, il existe un réel positif to qui les minore. En outre, l'intersection de S et
de B x {0} est la réunion de leurs graphes. Ceci est absurde car B x {0} est
contenu dans l'adhérence de 5. L'intérieur de ci;i étant vide, l'intersection
de S et de R71 a un intérieur vide dans R^

L'assertion ci-dessus prouve que pour 5 borné, l'intersection de S et
de R" est d'intérieur vide dans H71. Pour S non borné et pour m entier
positif, on désigne par S-m l'intersection de S et de la boule centrée en 0 et
de rayon m. La réunion des adhérences des ensembles 5'i,52,'" coïncide
avec 5; donc d'après l'assertion ci-dessus et d'après le théorème de Baire,
l'intersection de S et de R71 est d'intérieur vide dans R^

5.8. On démontre ici les assertions du §5. On commence par prouver
la propiété P^-j-i. Soit S une partie fermée de R"4'1 qui appartient à Pn+i'
Pour tout entier positif m, on note Sm l'ensemble des éléments (x,t) de S
pour lesquels t n'est pas supérieur à m. Si l'intérieur de S est vide, alors
pour tout m, S m est d'intérieur vide. D'après 5.6, pour tout m, S m est
p.n+1 -négligeable; donc S est /in+i- négligeable. Par suite, la propriété P^
est vraie quel que soit n. D'après 5.7, la propriété Qn l'est aussi.

Il nous reste à prouver qu'il en est de même pour la propriété Pn
quel que soit n. Soit S un élément de Pn qui est /jin- négligeable. D'après
l'assertion (v) du lemme 2.2, il existe un entier positif m et une partie
fermée T de R""^, appartenant à Vn+mi pour lesquels S est l'image de
T par la projection canonique de R714""1 sur R71. Soit M l'ensemble des
éléments (x, y , e) de R71 x R^"*""1 x R^, qui satisfont les conditions suivantes :

y ç T et \\y\\ < ̂  .

On désigne par M l'image de M par la projection :
(;r,î/,e) •-> (;r,e) .

Puisque T appartient à Pn+mi M appartient à P2n+m+i et M appartient à
Pn-^-i- En outre, S est l'image de M par la projection canonique de R"' x R
sur R71; or par hypothèse, S est /^-négligeable; donc d'après le théorème
de Fubini, M est ^4-1 -négligeable. Puisque T est fermé, M est fermé dans
R71 x R^; donc d'après les propriétés P^+i et Qyi, l'intersection de M et
de R" est d'intérieur vide dans R71. Il résulte alors de la propriété P^ que
cette intersection est /An-négligeable. Cette intersection étant l'adhérence
de S dans R71, S est /^-négligeable.
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6. Quelques propriétés des ensembles Pn-

Le but de cette section est la démonstration du théorème du §1.
D'après le lemme 2.5, celui-ci sera conséquence des assertions (1) et (4)
ci-dessous. On utilise les notations de 1 et de 2. On démontre dans cette
section que pour tout entier 71, on a les assertions suivantes :

1) Le complémentaire d'un élément de Pn appartient à Pn-

2) Tout élément S de Pn contient un élément 5" de Pn pour lequel 6^5"
est u,n-négligeable.

__ 0

3) Si S est dans Pn, alors S\ S est p^n-négligesible.

4) Si S est dans Pny alors les composantes connexes de S appartiennent
aPn-

D'après 2.5, P\ et P\ sont égaux et coïncident avec l'ensemble
des réunions finies d'intervalles de R; donc les assertions ci-dessus sont
satisfaites pour n = 1. On utilise la notion de dimension définie au §3. On
démontrera alors par récurrence sur l'entier p l'assertion suivante : (&) pour
tout entier n, Pn contient le complémentaire et les composantes connexes de
ses éléments de dimension p. En outre, tout élément S de Pn, de dimension
p, contient un élément S ' de Pn pour lequel S^ est u,n-négligeable. Le
complémentaire d'une partie finie de R^ appartenant à Pn, il résulte de 3
que l'assertion est vraie pour p = 0. Dans ce qui suit, on la suppose vraie
pour p— 1. La propriété (2) joue un rôle important dans la démonstration de
l'assertion (&). L'assertion (*) de 6.1 est un cas particulier de la propriété
(3). Le lemme 6.2 est l'étape clef de la démonstration de la propriété.
Le lemme 6.5 démontre l'assertion (&) pour Pp^-rn lorsqu'on la suppose
vraie pour Pp. La démonstration de ce lemme nécessite une description
des éléments de Pn qui est donnée par les lemmes 6.3 et 6.4. On prouve
l'assertion (&) pour Pp en 6.6. La démonstration dans ce cas repose sur la
propriété (2) du §6 et l'assertion (ii) du lemme 2.2. On démontre alors les
propriétés (1), (2), (3), (4) ci-dessus en 6.7.

6.1. On démontre ici l'assertion suivante : (*) pour n entier positif
^ 0 0 ^

inférieur à p et pour tout S dans Pn, S et S\ S appartiennent à Pn' En
__ 0

ouûre, S\ S est fin-négligeable.

LEMME. — Soient n un entier positif et S un élément de Pn- On
-, 0

suppose que Pn contient C S . Alors Pn contient S\S.
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On note S l'ensemble des éléments (x,y,e) de î^ x IR71 x R^ qui
satisfont les conditions suivantes :

x € S , y e ̂  , Ha; - 2/|| $ e .

Puisque ̂  appartient à Pn, S appartient à 'Pan+i- L'image de 5 par la
projection :

(x,y,e) »-> x ,
0 0

est le complémentaire dans S de 5; donc S\ S appartient à Vn'

On achève la démonstration de l'assertion (*). D'après le lemme et
,, 0 0

d'après l'hypothèse de récurrence du §6, Vn contient S\ S et S. D'après
l'hypothèse de récurrence de §6, S contient un élément 6" de Pn pour lequel
S^' est /^-négligeable. D'après la propriété Pn, S\S' est Un- négligeable.
D'après l'hypothèse de récurrence du §6, Pn contient le complémentaire de

__ 0

5"; donc d'après la propriété Pn, S'\ 5" est /^n-négligeable. La réunion de
____ _ _ _ o o
S\S' et de S ' étant égale à 5, 5'\ 5" est /^-négligeable. Puisque 5 contient
o _ o
5', S\S est ^n-négligeable.

6.2. Soit S un élément de Pp. Soit (m, F) un couple associé à 5,
pour lequel F appartient à Àp^-m- D'après 2.7, on peut supposer que F
appartient à Ap^-m- Soit G la fonction sur Rp x Rm définie par :

G{x, y ) = exp[^ + • . . + yl,}F(x, y)2 .
La fonction G appartient à Ap^n et a même ensemble de zéros que la
fonction F. On utilise sur Rp la norme euclidienne usuelle et sur R171 la
norme ||.j| définie par :

11(2/1,. ••^m)|| =SUp{|î/i | , . . . , |^|} .

LEMME. - Pour x dans IR^, on note g(x) la borne inférieure de la
fonction sur H111: y »-> G(x^y).

i) II existe un ouvert îî de Hp qui satisfait les conditions suivantes :
1) Q et ̂  appartiennent à Pp.
2) Q est partout dense dans H?.
3) La restriction de g à Q est continue.

ii) Le complémentaire de S dans S est ^p-négligeable et appartient à
Pp.

i) Pour tout (.T,e) dans R^xjO,!], on note g(x,e) la borne inférieure
de la fonction : y ^ G(x^y) sur l'ensemble des éléments y de R7" dont la
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norme n'est pas supérieure à e~"1. Soit k un entier positif, non supérieur à
m. Pour J = { 1 <j i < ... <jk <m} et rj = (^i, . . . ,^) dans {-1,-hl}^,
on note Lj^ l'ensemble des points (x,e,y) de Rx]0,1] x R qui satisfont les
conditions suivantes :

1) Pour i = 1, . . . , fc, yj, est égal à ^e~1.

2) Pour i dans { 1 , . . . ,m}\{ j i , . . . ,^.}, \y,\ est inférieur à e-1.

3) Le point y est un point critique de la restriction de la fonction :
y ̂  G(x,y) au sous-ensemble de W11 défini par les conditions (1) et
(2) ci-dessus.

Lorsque k == 7n, Lj^ est défini par la condition (1) ci-dessus. On
désigne par L la réunion des ensembles Lj^ et de l'ensemble des points
(a;, e, y ) pour lesquels y est un point critique de la restriction de la fonction :
y •-> G(x,y), à l'ouvert {e||î/|| < 1} de R771. On note L l'image de L
par l'application : (x,e,y) ^- (x,e,G(x,y)). Puisque les dérivées partielles
d'une fonction de Ap^n appartiennent à Ap+m, l'ensemble L appartient
à ^+i+^. D'après le lemme 2.2, L appartient à Pp+2- D'après le lemme
2.6, il existe un entier positif n tel que pour tout (x,e) dans R^xjO,!],
l'intersection de L et de {x} x R"1 x {c} ait au plus n composantes connexes.
Ces composantes étant des sous-ensembles analytiques, la restriction de
G à chacune d'elles est constante; donc pour tout (a;,c) dans R^xjO,!],
l'intersection de L et de {x} x {e} x R a au plus n points. En outre, L
contient le graphe de la fonction g.

Il résulte du théorème de Fubini et de la propriété Pp+2 que l'intérieur
de L est vide. Soit M l'intersection de L et de R^ x {0} x R. D'après la
propriété Qp+i, l'intérieur de M est vide. Puisque L contient le graphe de
la fonction g , M contient le graphe de la fonction g. En outre, pour tout
(a;, t) dans M, t est non inférieur à g(x). Puisque l'intérieur de M est vide,
il résulte de 5.5 qu'il existe un entier positif d et une partie uj\ de Rp qui
satisfont les conditions suivantes :

a) uj\ appartient à Pp.

b) ù;i est fermé et son intérieur est vide.

c) Pour tout x dans ^i, l'intersection de M et de {x} x R a au plus d
éléments.

Soit N l'ensemble des éléments (a;, rf) de HP x R^ pour lesquels il existe
des réels t^ et t^ qui satisfont les conditions suivantes :

(x,tz) ç M , (x, ̂ 2) e M , ti < t^ , ^2 -ti =rf .
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D'après ce qui précède, N appartient à Pp+i- En outre, pour tout x dans
c uJ l , l'intersection de {x} x H et de N est finie; donc d'après le théorème de
Fubini et la propriété P^+i, l'intérieur de N est vide. Par suite, d'après 5.7,
il existe une partie fermée uj^ de R^ qui satisfait les conditions suivantes :

I) ù^ appartient à Vp .

II) L'intérieur de ̂  est vide.

III) Pour toute boule fermée J5 de R^, ne rencontrant pas 0:2, il existe
un réel positif y/o pour lequel rj est supérieur à rjo si (a;, rf) appartient à
l'intersection de N et de B x R.

D'après l'hypothèse de récurrence de §6, CUJ^ et c^ appartiennent à
Pp. Soient Q l'intersection de ces deux ouverts et M' l'intersection de M
et de fl, x H. D'après ce qui précède et d'après l'hypothèse de récurrence de
§6, H satisfait les conditions (1) et (2) de l'assertion (i) du lemme et M'
appartient à Pp-n. Soit go la restriction de g à fî. Son graphe est contenu
dans M'. Pour tout (x,t) dans M', t est non inférieur à g(x)\ donc d'après
la condition (III) ci-dessus, le graphe de go est fermé dans Cl x R. Puisque
la fonction g est localement bornée, go est continue.

ii) Si x est un point de HP en lequel g est positif, il est contenu dans
C S . Soit x dans C S . Puisque F appartient à Àp-^m, il existe des fonctions
polynomiales Pi,.. . , P^ et des formes linéaires L\,..., L^ sur W x R7^ pour
lesquelles on a :

F(x, y ) ' 2 = Pi (.r, y ) exp[Z/i (x, y)} + • • • + Pk (x, y) exp[Z/A;(.r, y)} ,

pour tout y dans R771. Soit (f) la fonction sur R771 définie par :

^)=|Pi(.r,î/)|+...+|P,(rr,î/)|.

Puisque x n'appartient pas à 5, la fonction (f) est positive en tout point de
Hm. Pour t réel positif, on désigne par p,(t) la borne inférieure de la fonction
(f> sur la boule fermée de R"1, centrée en 0 et de rayon t. D'après le théorème
de Tarski-Seidenberg [Go], Théorème 2.1, le graphe de la fonction fi est
une partie semi-algébrique de R2; donc il existe une fonction polynomiale
Q sur R2 pour laquelle Q(t^[t)) est nul pour t assez grand. En utilisant
un développement de Puiseux, on voit qu'il existe des réels positifs A et a
pour lesquels on a :

^) > Ar°,
pour tout réel positif t. Lorsque \\y\\ est assez grand, pour i = 1,..., fc, on
a :

^II^+L^^O;
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donc pour \\y\\ assez grand, on a :

G^^^Aexp^ll./ll2]^!!-.

Puisque G(x,y) est positif en tout point de IR"^ g(x) est positif. Par suite,
CS coïncide avec l'ensemble des points de IR^ en lesquels g est positif.

Puisque g est continu sur Q et identiquement nul sur 5, 1S\S est
contenu dans c^ donc d'après la condition (1) du lemme, S\S est u,p-
négligeable. D'après l'hypothèse de récurrence de §6, le complémentaire de
l'intersection de S et de c^} appartient à Tp\ donc S\S appartient à Pp.

6.3. Soient n et m deux entiers positifs tels que m soit supérieur
à n. On note J^m.n l'ensemble des familles croissantes, i = {^ i , . . . , ^} ,
d'éléments de {! , . . . , m}. Pour tout i dans Fm^n-i on désigne par 71̂  la
projection :

(x^...,x,n) i-> (;r^,...,;r,J .

LEMME. — Où suppose que Pn contient le complémentaire de ses
éléments. Soit S un élément de dimension n de Pm. Alors S est la réunion
d'un élément 5" de Pm et d'une famille {S^i ç. J^m^n} d^éléments de Prn
qui satisfont les conditions suivantes :

I) La dimension de S' est inférieure à n.

II) Pour tout x dans IR71, l^intersection de Tr^1^) et de 5^ est finie.

i) Soit i dans J^m^n- Pour tout i dans {1, . . . ,m}\^, on désigne par
TT^J la projection de Hm sur IR"4'1 définie par : x »—> (7r^(a:),a*J. Puisque
la dimension de S est n, il résulte de la propriété Pn+i que l'intérieur de
^1.1(8) est vide. D'après 5.5 il existe un entier positif y^i et un élément S[ ^
de Vn qui satisfont les conditions suivantes :

1) S\ i est /An-négligeable et contenu dans TT^ÇS).

2) pour tout x dans TT^(S)\S[ ^ l'intersection de 7r^i(S) et de Tr^îlTrf"1^)]
a au plus v^i éléments.

Soient ^ le produit des v^i et S^\ la réunion des S[ ^ D'après la
condition (1) ci-dessus, 5^i est /An-négligeable et appartient à Pn' Soit 5^2
le complémentaire de 5^i dans 71^(6'). Par hypothèse, S ̂ '2 appartient à Pn-
D'après la condition (2) ci-dessus, pour tout x dans 6^25 l'intersection de
S et de Tî-^'1^) a au plus ^ éléments.

Soit 5' l'intersection de S et des ensembles Tr^^^j). D'après la
condition (1), la dimension de 5" est inférieure à n. Pour tout A, on note
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5', l'intersection de S et de ^^(.S^)- La famille {S^ i ç Fm.n} satisfait la
condition (II) ci-dessus. En outre, S est la réunion de 5" et des ensembles
de la famille {Si ; L ç. Fm,n}'

6.4. Soient n et m deux entiers positifs. On désigne par TT la
projection canonique : (x,t) ^-> x, de R71 x R"1 sur R". On utilise sur R771

l'ordre lexicographique induit par l'ordre sur R. On note •< l'ordre strict
défini par cet ordre.

LEMME. — On suppose que Pn contient le complémentaire de ses
éléments et que tout élément T de Pn contient un élément T ' de Pn
pour lequel T\T' est fin-négligeable. Soient N un entier positif et S un
élément de Pn+m Qui satisfont la condition suivante : pour tout x dans R71,
l'intersection de S et de 7^~l(x) a au plus N éléments. On suppose que la
dimension de S est n. Alors il existe un ouvert fî de R" qui possède les
propriétés suivantes :

1) fî appartient à Pn'
2) La dimension de l'intersection de S et de 7r~1 (°n) est inférieure à n.
3) L'intersection de S et de Ti-"1^) est réunion finie d'éléments de

Pn+m QU^ son^ ^es graphes de fonctions continues sur des ouverts de Q.

Puisque la dimension de S est n, l'intérieur de 7r(5') est non vide,
d'après 6.1. On suppose que N est le plus petit entier qui satisfait la
condition ci-dessus relativement à S. On raisonne par récurrence sur N.
Soit $^ l'ensemble des éléments x de R" pour lesquels l'intersection de S
et de Ti-"1^) a N éléments. D'après la démonstration du lemme 5.5, O'̂
appartient à Pn- On note SN l'intersection de S et de 7^~l(^îf^). Puisque
Pn contient le complémentaire de ses éléments, S\S^ appartient à Pn-\-m\
l'assertion du lemme pour S\SN résulte de l'hypothèse de récurrence. Si
l'intérieur de Q^ est vide alors d'après la propriété Pn, la dimension de f^
est inférieure à n\ donc la dimension de SN est inférieure à n. Par suite, il
suffit de démontrer le lemme dans le cas où S est égal à SN et où l'intérieur
de Q'̂  est non vide. Dans ce qui suit, on suppose qu'il en est ainsi.

Soit 54- l'ensemble des éléments (x^t} de S pour lesquels \\t\\ est
supérieur à 1. On note 5+ l'image de 64- par l'application :

^^(''îi^-
On désigne par T l'intersection de R71 avec 5+. D'après les propriétés Pn+i
et Qn, la dimension de T est inférieure à n. Soit D l'ensemble des éléments
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(x,ti,t^) de R" x R"1 x R"1 qui satisfont les conditions suivantes :

(a^i) C S , ( x , t ^ ) ç S , <i 9^2 .

On note D l'image de D par l'application :

(^1,^)^(^1-^11) .

Pour tout .r dans R71, l'intersection de D et de 7^~l(x) est finie; donc d'après
les propriétés Pn+i et Q^, la dimension de l'intersection de ~D et de R71

est inférieure à n. Soit T ' la réunion de T et de cette intersection. Soit ^ÎN
l'intérieur du complémentaire de T" dans n^. D'après 6.1, fî^v appartient
à 'P,,. Pour i = 1 , . . . ,7V, on désigne I\, l'image par la projection :
(x,t\,... ,^) «-> (x^ti), de l'ensembles des éléments (a; ,^i , . . . ,^) de
R" x (R"1)^ qui satisfont les conditions suivantes :

(x,t^) ç S ,..., (a;,^v) e 5 , ^i - < • • • -<^v .

Par définition, F i , . . . , r^ sont les graphes de fonctions 7-1,. . . , TN sur
^AT. Puisque Qyv ne rencontre pas T, ces fonctions sont localement bornées.
Puisque Qyv ne rencontre pas D, pour tout x dans fîyv et pour tout couple
(i,j) d'éléments distincts de { 1 , . . . ,A/'}, la fonction ||Tî-Tj|| est minorée par
un réel positif au voisinage de x', donc les fonctions r\,..., r^ sont continues
s u r f î y v - D'après les hypothèses du lemme et d'après 6.1, la dimension de
^AÂ^N est inférieure à n; donc la dimension de l'intersection de S et de
Tr"1^^^^] est inférieure à n. Le lemme est ainsi démontré.

6.5. On conserve les notations de 6.4, avec les mêmes hypothèses.

LEMME. -- On suppose que n n'est pas supérieur à p et que Pn
contient les composantes connexes de ses éléments.

i) Pour tout élément S de Ai+m? de dimension n, Pn-^m contient °S
et les composantes connexes de S.

ii) Soit S une partie fermée de R"4""1, de dimension n. Si S appartient
à 'Pn-i-,,,, alors Pn+m contient les composantes connexes de CS.

i) Soient S[ et S^ deux éléments de Pn+m pour lesquels Pn+m
contient leurs composantes connexes. Soit S la réunion de 5'i et 52.
Toute composante connexe de S est réunion de composantes connexes
de 5'i et de 62; or d'après 2.5, S[ et 62 n'ont qu'un nombre fini de
composantes connexes; donc Pn-\-m contient les composantes connexes de
S. Le complémentaire de S est l'intersection de CS\ et ^2. D'après 6.3, 6.4
et d'après l'hypothèse de récurrence de §6, il suffit de démontrer l'assertion
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dans le cas où S est le graphe d'une fonction continue sur un ouvert de R7^
Dans ce qui suit, on suppose qu'il en est ainsi.

Soient fl, l'image de S par TT et r la fonction sur 0 dont S est le
graphe. Puisque r est continue, les composantes connexes de S sont les
graphes des restrictions de r aux composantes connexes de cet ouvert; or
par hypothèse, Pn contient les composantes connexes de ^2; donc Pn-^-m
contient les composantes connexes de S. Par hypothèse, CQ, appartient à
'Pn- Soit S ' l'ensemble des éléments (rc,t) de îî x H^ pour lesquels t est
différent de r(x). Puisque 5' est le graphe de r, 5" appartient à Pn^-m- Là-
réunion de 5" et de Tr"'1^^) est égale à C S , donc CS appartient à Âi+m-

ii) D'après la démonstration de 6.4, il existe un entier positif 7V, des
ouverts O i , . . . , O^v de R" et une famille {r^j; 1 < i'• < N, 1 <, j < i} de
fonctions continues à valeurs dans H111 qui satisfont les conditions suivantes :

1) Les ouverts Qi , . . . , fî^v sont deux à deux disjoints et appartiennent à
Pn.

2) Pour i = 1,..., 7V, les graphes des fonctions r^i, . . . , r^ appartien-
nent à Pn-\-m et leurs images par TT sont égales à îî,.

3) pour tout x dans Q(, on a :

Ti,l(x) -< • • • -< Ti,i(x) .

4) Pour tout î, l'intersection de S et de Tr"1^) est la réunion des
graphes des fonctions r^i, . . . , r^.

5) La dimension de l'intersection de 7r(5') et du complémentaire de la
réunion des ouverts Qi , . . . , Q^v est inférieure à n.

Pour i = 1,..., N et pour j = 1,..., i — 1, on note Sij l'ensemble des
éléments (x,t) de ïïi x R771 qui satisfont les inégalités :

Tij(x) -<t -< Tij^i(x) .

Soient 5^o et Si^N les ensembles :

Si,o = {(x,t) € 0, x R"1 ; t -< Tu(rc)} ,

SÏ,N = {(x,t) e ̂  x R"1 ; n,N(x) -< t} .

D'après la condition (2) ci-dessus, pour tout (î,j), Sij appartient à Pn+m'
D'après la continuité des fonctions TÎ,I, . • . ,Ti,z, pour toute composante
connexe uj de îîi, l'intersection de Sij et de Tr"1^) est une composante
connexe de 5^; or par hypothèse Pn contient les composantes connexes
de n^; donc Pn-^-m contient les composantes connexes de Sij. Soit Qo
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l'intérieur du complémentaire de 7r(S). D'après 6.1, Qo appartient à Vn'
Puisque S est fermé, la réunion des ensembles 7^- l(Qo)î 5'i,o? • • • ? S^ yv est
partout dense dans C S . Puisque °S appartient à Pn+m^ les adhérences
dans CS des composantes connexes des ensembles TT'"^^))? *Si,Oî • • • i <SN,^V
appartiennent à Pn+m' D'après 2.5, celles-ci sont en nombre fini; or chaque
composante connexe decS est réunion de certaines d'entre elles; donc Pn+m
contient les composantes connexes de °S.

6.6. On démontre dans cette section les assertions suivantes :

1) Soit S dans Pp. Si S est fermé et si sa dimension est inférieure à p,
alors Pp contient les composantes connexes de C S .

2) Pp contient le complémentaire des éléments de Pp.

3) Tout élément S de Pp contient un élément S ' de Pp pour lequel S\S'
est iip'négligeable.

L'assertion (1) résulte de l'hypothèse de récurrence de §6 et du lemme
6.5 pour n < p — 1 et m ^ 1. Soit S dans Pp. D'après 6.2 et d'après
la propriété Pj^, S\S appartient à Pp et sa dimension est inférieure à p;
donc d'après l'assertion (1), Pp contient les composantes connexes de son
complémentaire. Le complémentaire de S est la réunion de S\S et des
composantes connexes du complémentaire de S\S qui ne rencontrent pas
<?; or celles-ci sont en nombre fini; donc CS appartient à Pp.

Par définition, Pp est la réunion des ensembles P p ^ k ' On démontrera
alors par récurrence sur l'entier k l'assertion suivante : pour tout S dans
Pp.kî il existe un élément S ' de Pp tel que le complémentaire de S ' dans S
soit fip-négligeable. L'assertion est claire pour k = 0. On la suppose vraie
pour tout entier k inférieur à ko. Il s'agit de la prouver lorsque k est égal à
ko.

a) Soient S dans Pp^-i et 5" un élément de Pp pour lequel S\S'
est /Zp-négligeable. On démontre dans ce paragraphe que S\S' est p,p-
négligeable. D'après ce qui précède, S\S1 appartient à Pp. Puisque S\S1

est /^-négligeable, il résulte de la propriété Pp que S\S' est fip- négligeable.
D'après 6.2, 5''\5" est /^-négligeable; or S est la réunion des ensembles S\S'
et S ' ; donc S\S' est fip- négligeable.

b) Soit S un élément de Pp,k' Soit (m,È) un couple associé à S. On
désigne par TT la projection canonique de Rp x Rm sur R^. D'après l'assertion
(ii) du lemme 2.2, il existe des entiers non négatifs ^,m,j), des éléments

ô , ôi , . . . , Si , TI , . . . , -/m , -TI,I ? • • • î 2m,p ?
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dans Pp^-m.k-i pour lesquels on a :

È=5n5Tn—n^nri n T^ n • • • n TT^n • • • n T,n n r ,̂i n • • • n î^,p.

Puisque S est égal à 7r(E), il est contenu dans :

TT(S) H 7r(5i) H • • • H 7r(Si) H 7r(Ti) H 7r(ri,i) H • • • H 7r(Ti^)

n • • • n Tr(r^) n 7r(r^,i) n • • • n 7r(r^,p)
et il contient :

7r(5') H 7r(5i) H • • • D 7r(Si) H 7r(ri) n 7r(ri,i) n • • • H ̂ (T^p)

n • • • n Tr(r^) n 7r(T^,i) n • • • n Tr(r^).
Par définition les ensembles

7T(5) , 7T(5l)7r(^) , 7T(ri) , . . . ,7T(r^) , 7̂ 1,1 ) , . . . , ^(T^p)

appartiennent à Pp^k-i' D'après l'hypothèse de récurrence, il existe des
éléments

çf c^ o^ T1^ T^^ nr^ ^
0 , 0^ , . . . , D^ , 1 y i - ' ' i -f-m i ll,\ '> ' ' ' i m,p '

de Pp pour lesquels les ensembles :

^s)\s', 7r(5i)\^ ,..., 7r(Si)\si, 7r(ri)\ri' ,..., 7r(r»,)\r^ ,
7^(î11,l)\/^l/,l r - - ? ^(^m,?)^»,??

sont ^- négligeables. D'après (a), les ensembles :

~K(S)\S' , ~ir(ST)\S[ ,..., 7r(50\5; , ï(Ti)\T^..., 7r(^)\J^ ,

^(TI,!)^'^ , . . . , ^(T,n,p)\T^^

sont /Ap-négligeables. On note S' l'ensemble :

5" n 5''i n • • • n si n T[ n T^i n • • • n T[^ n • • • n r,',, n r î n • • • n r^^ .
Puisque Pp est stable par intersection finie, il contient E'. D'après ce qui
précède, S' est contenu dans S et S\S' est ^-négligeable.

6.7. On achève la preuve des assertions (1), (2), (3) et (4) de §6. Soit
S dans Pp. D'après l'assertion (3) de 6.6 et d'après la propriété Pp, S est la
réunion d'un élément de Pp et d'un élément de Pp de dimension inférieure
à p\ donc d'après l'hypothèse de récurrence de §6 et d'après l'assertion (2)

^ ° -
de 6.6, Pp contient ''.S'. D'après 6.1, S\ S appartient à Pp. D'après 6.1 et

0

d'après la propriété Pp, la dimension de S\ S est inférieure à p. D'après
2.5, les composantes connexes de S sont réunions de composantes connexes
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0 0 0

de S et de S\ S ' ' , or les composantes connexes de S sont des composantes
connexes de "(S^S) ; donc d'après 6.5, pour n < p-1 et m > 1, Pp contient
0

S et les composantes connexes de S.

D'après 6.5 et 6.6, pour n = p et m quelconque, Pp+m contient le
complémentaire et les composantes connexes de chacun de ses éléments
de dimension p. D'après la propriété Pp+,n, tout élément de Pp+m, de
dimension p, est /^-(-^-négligeable lorsque m est positif; or la partie vide
appartient à Pp+rn'i donc d'après 6.6, pour tout entier non négatif m, tout
élément S de Pp+,n, de dimension p, contient un élément S ' de Pp+rn pour
lequel S\S' est p.p+nz- négligeable. L'assertion (&) de §6 est ainsi prouvée.
Les assertions (1), (2) et (4) résultent de l'assertion (&). L'assertion (3)
résulte de 6.1.

7. Applications à l'Analyse.

On utilise les notations de §1. Soit n un entier positif. On note TT la
projection : (x,t) ̂  t, de R714'1 sur R. Soit E une partie fermée de R724'1.
On désigne par uj l'image de S par TT. On suppose que S appartient à Pn+i
et que la restriction de TT à E est propre.

PROPOSITION. — Soit F une fonction continue, a valeurs réelles sur
S, dont le graphe appartient à Pn+2' Pour tout t dans uû, on note f(t) la
borne inférieure de la restriction de F à l'intersection de S et de Tr"'1^).

i) La fonction f ainsi définie sur uj est continue et son graphe
appartient à P^.

ii) II existe une application continue : t ^ ^(t) de uj dans R71 qui
satisfait les conditions suivantes :

1) L'image de uj par l'application : t ̂  (f,(t),t) appartient à Pn+\
et S la contient.

2) Pour tout t dans uj, f(t) est égal à F(^(t),t).
3) Si l'application ç est bornée, alors ^(t) a une limite quand t tend

vers l'infini dans cj.

La démonstration de cette proposition utilise quelques lemmes préli-
minaires.

7.1. On démontre ici l'assertion (i) de la proposition. Soit F l'en-
semble des éléments (x,t,s) de R^2 qui satisfont les conditions suivantes :

(x,t) e S et F(x,t) ^ s .
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Puisque le graphe de F appartient à Pn+2, F appartient à Pn+2' On note
F l'image de F par la projection : ( x ^ t ^ s ) ^ ( t ^s ) . Par hypothèse, la
restriction de TT a S est propre; donc F est fermé dans (jj x IR. Par suite la
fonction / est semi-continue intérieurement. Soit F' l'ensemble des points
( x ^ t ^ s ) de IR"4'2 qui satisfont les conditions suivantes :

(x,t) € S et F(x,t) < s .

Puisque F est continue, F' est ouvert dans E x IR; donc l'image F' de F' par
la projection: (a;, t,s) t-^ (t,s), est ouverte dans LJ x IR et appartient à P-2.
Puisque P-^ est stable par passage au complémentaire, c^f est une partie
fermée de K2 et appartient à P^ or le graphe de / est l'intersection de F et
de ^T'; donc le graphe de / est fermé dans R2 et appartient à P'z. Puisque
la restriction de TT à S est propre, la fonction / est localement bornée sur
uj\ donc / est continue.

7.2. Dans ce qui suit, on considère la droite réelle achevée. On la note
IR. Elle est la réunion de H et des deux symboles : +00, —oo. Muni de sa
toplogie naturelle, IR est un espace métrique compact. Soit 1 un intervalle
de IR. On note a et b ses bornes dans IR.

LEMME. — Soit ^ une fonction continue sur 1 dont le graphe appar-
tient à P-^. Alors la fonction ç a une limite finie ou infinie quand t tend vers
a ou b.

La fonction ç a au moins une valeur d'adhérence dans IR, quand t tend
vers a. Il s'agit de prouver qu'elle en a au plus une. On suppose qu'il n'en
est pas ainsi. On va prouver qu'on aboutit à une contradiction. Soient 6-1 et
A-2 deux valeurs d'adhérence distinctes de ^ quand s tend vers a. On suppose
À'i inférieur à 53 et on considère un réel s de l'intervalle ]5i,6--j[ . Soit S s
l'intersection de IR x {s} et du graphe de ç. Puisque celui-ci appartient à 7^2,
5\, y appartient; donc d'après 2.5, il n'a qu'un nombre fini de composantes
connexes. Puisque é'i et ô'-j sont valeurs d'adhérence de la fonction ^ quand
t tend vers a, ^(t) est distinct de s pour t assez voisin de a. Ceci est absurde
d'après le théorème des valeurs intermédiaires.

7.3. On démontre ici l'assertion (ii) de la Proposition 7. On utilise
les coordonnées usuelles .ri, . . . ^Xn sur IR". On veut construire une famille
décroissante {5o, . • • , Sn} de parties fermées de S qui appartiennent à Pn+i
et telle que pour i = l , . . . , n et pour tout t dans ci;, la fonction Xj, soit
constante sur l'intersection de Si et de Ti-"'1^). On procède par récurrence
sur i.
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Soit 5o l'ensemble des points ( x , t ) de S i)onr lesquels F(x,t) est égal
./'(^). Puisque la restriction de TT à S est propre, l'image de 5u par TT est LJ.
Par hypothèse le graphe de F appartient à 'P,,+-j; °r d'après 7.1, le graphe
de / ai)i)artient à P'z\ donc 5u appartient à Pn+i' D'après la continuité de
F , 5o est fermé dans R"4"1. On suppose connu S i - [ . On note i/^(t) la borne
inférieure de la restriction de la fonction x , à l'intersection de 6'/_i et de
7r~1 {t). D'après l'assertion (i) de la proposition de §7 appliquée à 5,-i et à
la fonction A'/ , le graphe de la fonction V^ est fermé dans IR2 et appartient
à 'P_>. Soit S, l'ensemble des points ( x ^ t ) de 6'/-i pour lesquels :/;, est égal à
<MQ. D'après ce qui précède, Sz est fermé dans IR"^1 et appartient à. Pn+t •

Puisque les fonctions 3:1,... ,.r,, sont constantes sur l'intersection de
5'/, et de Tr'"1 (^), celle-ci a un élément; donc il existe une fonction ç sur uj telle
(lue S,, soit l'image de LJ par l'application : t ̂  ($(Q,0. Par construction
la fonction ç satisfait les conditions (1) et (2) de l'assertion (ii). Son graphe
est fermé; or elle est localement bornée; donc elle est continue. La condition
(3) résulte de 7.2.

7.4. Soit n un entier positif.

LKMMI-L Pour tout S dans F,}, S est la rciinion de S et d^iii
élément de 'P,,, de dimension inférieure i) celle de S.

Soit q un entier positif. On démontre l'assertion suivante : pour tout
entier positif n et pour tout élément S deP,^ de dimension q, la dimension
de S\S est inférieure à q. Pour cela on raisonne par récurrence sur l'entier
q. Puisque tout élément de P/,, de dimension 0, est fini, il est fermé. On
suppose l'assertion vraie pour q — 1. D'après les assertions (2) et (3) de
îjG, l'assertion est vraie pour tout élément de dimension q de P^. Il résulte
de l'hypothèse de récurrence et de 6.4 qu'il suffit de prouver l'assertion
suivante : soit Q un ouvert de R'1 qui appartient à P^. Soit F le graplie d'une
fonction continue r sur îî, à valeurs réelles. On suppose que F appartient
a 'P,/-t-i. Alors' F est la réunion de F et d^un élément de Pq-\-\, de dimension
inférieure à q.

On suppose l'assertion fausse. Il s'agit d'aboutir à une contradiction.
Par hypothèse, P est fermé dans fl x R. D'après ce qui précède, la dimension
de ÎÎ\Î2 est inférieure à q. D'après §6 et 6.3, il existe un élément /- de ^y,,/- i ,
un ouvert connexe uj de H'7"1, une partie A de Î2\Î2, des réels a et h qui
satisfont les conditions suivantes :

1) a est inférieur à b et A x [a^b] est contenu dans r\P.
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2) A appartient à 'Pq.

3) A est le graphe (l'une fonction continue sur uj.

4) A est une composante connexe de l'intersection de Q\fî et de 7^~l(uJ).

Soit t dans }a,b[. D'après (4), pour tout point x de A, il existe une
boule ouverte D de R9, centrée en x^ pour laquelle l'intersection de B et
de Î2 est une composante connexe de 2?\A; or d'après (1), (A H B) x [a,&]
est contenu dans l'adhérence du graphe de la restriction de r à B; donc
A est contenu dans l'adhérence de r"1^). Puisque F appartient à Pq+i,
l'intersection de D et de r"1^) appartient à Py; or d'après la condition (3),
la dimension de l'intersection de B et de A est égale à q — 1; donc d'après
ce qui précède, la dimension de l'intersection de B et de T~l(t) est égale à
q. Vu l'arbitraire de B, l'adhérence de r~l(t) contient un voisinage de A
dans la réunion de Î2 et de A. Ceci est absurde car A x {a} est contenu
dans l'adhérence de F.
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