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OPERATEURS DE HECKE POUR ro(lV)
ET FRACTIONS CONTINUES

par Loïc MEREL

0. INTRODUCTION

Soit N un entier strictement positif. Comme d'habitude To(N)

désigne le groupe des matrices ( , ) € SL^(1) telles que c = 0(mod N).
Ve /

II opère à gauche par homographies sur le demi-plan de Poincaré H. La sur-
face de Riemann quotient TQ(N)\H (resp. sa compactifiée) est notée Yo(N)
(resp. Xo(N)) ; pies désigne l'ensemble Xo(N)-Yo(N) = ro^AP^Q) des
pointes.

L'application ( ] ̂  (c, d) définit par passage aux quotients une

bijection canonique de ro(N)\SL^(î.) dans P1('I./NJ.). L'application qui à
g ç. SL'^(Î} associe le symbole modulaire {g0,goo} définit donc par passage
aux quotients une application $o de Pl(î/NJ.) dans le groupe d'homologie
relative Hi(Xo(N),ptes,J.). Manin [Mani] démontre que l'image de ^o
engendre Hi(Xo(N),ptes,l) .

Par la suite m sera toujours un entier ^ 1 et premier à N. La
correspondance de Hecke Tjn sur Xo(N) définit un endomorphisme, noté
également T^ du Z-module Hi(Xo(N),ptes,Z). Le but du présent travail

Mots-clés : Symboles modulaires - Opérateurs de Hecke.
Classification A.M.S. : 11F67 - 11F25 - 11F30.
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est d'exprimer, pour A e P^Z/WZ), T^(^o(A)) comme combinaison linéaire
d'éléments de l'image de $o-

Si (^,v) est un système de coordonnées homogènes d'un élément A

de P1 (1.1 NT} et si A = I j e M^(T) est une matrice de déterminant

premier à N , \A désigne l'élément de P^Z/TVZ) de coordonnées homogènes
(ua + vc^ub-\- vd).

( T —~ ?/ \
Soit S,n l'ensemble des matrices , - j e M^(T) de déterminanty x j

m vérifiant l'une au moins des trois relations suivantes :

(i) x > \y\ > 0 et x1 > \y'\ > 0 et y y ' > 0
x '(ii) î / = 0 e t \y'\ < y

(iii) î / ' = 0 e t \y\ < J.

THÉORÈME 1. — Soit A ç P^Z/WZ). Alors pour m impair pre-
mier à N , l'opérateur de Hecke T,n vérifie :

îmféo(A)) = ̂  $o(AA) .
AÇS,,,

Pour m non nécessairement impair, des formules d'un type analogue
permettent de calculer Tm ° Ço'i en 2.1 est indiqué comment construire
de telles formules. Un résultat dû à Heilbronn ([Hei], [Mani]) permet
de construire toutes les matrices figurant dans le théorème à partir d'un
algorithme de fractions continues, voir 2.2. Une estimation du cardinal de
Sm est indiquée en 3.2. La section 3.3 est consacrée à des applications
aux coefficients de Fourier des formes modulaires de poids 2 pour ^(A^)
fonctions propres des opérateurs de Hecke. Une généralisation de certains
théorèmes de Manin ([Mani], [Man2]) sera donnée.

Les méthodes utilisées ici s'étendent si FQ(N) est remplacé par un
sous-groupe de congruence de niveau premier à m de 51/2 (Z), et conduisent
à des formules analogues. La présente étude sur l'homologie décrit l'action
des opérateurs de Hecke sur l'espace des formes modulaires de poids 2
pour Fo(N). Il existe des objets similaires correspondant aux poids k > 2;
ces objets sont associés à des symboles modulaires généralisés ([Sho],
[Man3]). Par ailleurs, pour m et N impairs, introduire le sous-groupe
r(2) D FoÇN) de SL^(T) met en évidence des formules (encore du même
tyP6) jouissant de propriétés remarquables; notamment si deux opérateurs
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de Hecke commutent, les relèvements correspondants commutent aussi.
Tout cela fera l'objet d'un prochain article.

Je tiens à signaler que ce travail a largement bénéficié des conseils
et critiques de Joseph Oesterlé. Je lui suis reconnaissant pour son soutien
consciencieux et éclairant.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Homologie des courbes modulaires.

Soit H^Xo(N),I) (resp. H^{Xo(N),ptes,I)) le groupe d'homologie
entière (resp. entière et relative aux pointes) de Xo(N). La théorie de
l'homologie fournit la suite exacte :

(1) 0 ̂  ^i(Xo(AO,Z) -> H,(Xo(N),ptes^) -. î.^^ -^ Z -> 0 ,

où la première application non triviale est l'injection canonique, la deuxième
associe à la classe d'un chemin 7 dont le bord est contenu dans pies son
bord, enfin la troisième associe à EpApP l'entier EpAp.

Soient (a-,/3) e P^Q)2 et c un chemin dans H = H U P^Q) reliant
a à f3. La classe de c dans Hi(Xo(N),ptes,l) ne dépend que de a et /?;
cette classe est notée {a,f3} et est appelée symbole modulaire associé à a
et /3, voir [Mani] et [Maz]. Les symboles modulaires vérifient les relations
suivantes pour (a,/?, 7) ç P^Q)3 et g ç ToÇN) : {a, /?}+{/?, 7}+bs ̂ } == 0
et {ga,gf3} == {a,/3}. Ils engendrent H^(Xo(N),ptes,ï).

Soit m un entier ^ 1 premier à N . Soit A^^r l'ensemble des matrices

( J 6 A/2(Z) de déterminant m telles que A^|c. Le groupe To(N) opère
\ c a /
par multiplication à gauche sur A^^. Soit R un système de représentants
de FQ(N)\A^,N- L'action des opérateurs de Hecke T.m sur les symboles
modulaires est déterminée par la formule suivante :

Tm({u,v}) = ̂ {\u,\v} .
\çR
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1.2. Chaînes formelles.

Posons A,n = A,,,,i et A», = A,,,/{ ± 1}. Le groupe SL^ÇÎ) opère par

multiplication à droite sur A», et A,,,. Notons a , rimaftc dans A.»
[c r f j ° '"

,, . f a b\cl une matrice , ç A,,,.
V e ^/

DÉFINITION 1. — Soit (o,e) e P^Q)2. Uii eJemeiit c!c Z^") c^
appelé cilaîne formelle de longueur n reliant o à e de niveau m, s'il peut

s'écrire sous la forme S^-j f^' uk+l 1 , avec ^ = o et ̂  = e. Soî
_ h u [^ ^+iJ ^o ,̂

Q' ç A^ISL^(Î}, la chaîne formelle est dite de classe Q si elle vérifie

[uk u k + ï } p o n r 0 < k < n ^ l .
[^. ^+iJ - -

PROPOSITION 1. — Soit 7- nu nombre rationnel. Soit
co "h i— le développement en fractions continues de r, avec les

conventions suivantes : rc^ >_ 0, rci > 1 pour i ^1 et |r-J ^ 2 pour /// ^ 1.

CoilÀ-jdcTOils Jcs suites d'entiers (p/,)/,=o,i,...,n4-i ^ (ry/,)A:=u,i,...,»4-i,
définies par :

(i) po == 1, ryo = 0 fpoin- À: = 0,1,..., n),

(ii) —i— c\s't nnc fraction irréductible éi^ale a co 4- ——————
^••+1 ci 4- —^'

(iii) io À'i^ie de q-^+i est (-l)1 pour i > 0; celui de q^, est (-l)^, où f
est le signe de r, pour i >_ 1.

Alors S^o l est "^e chaîne formelle de niveau 1, de
[(/A- ^•+iJ

longueur n 4- 1, reliant l'infini à /-.

Démonstration. — La seule condition non trivialement satisfaite, i.e.
Pk<lk-\-{ -(//.M-+I = lî provient de la théorie classique des fractions continues.

Ces conventions de développements en fractions continues seront
toujours conservées par la suite.
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1.3. Présentation de Hi(Xn(N),ptcs,î) par Manin,

Soit Ço l'application :

C?£.,(Q) -» H^ (A'o(^), /^.s, Z)
/« b\ , „ , r / ^ «1

.^(, J-^oo}-^.

Le groupe r^(N) opère par multiplication à gaucho sur G'L,»(Q).
En vertu dos propriétés des symboles modulaires, l'application Ço est

constante sur les classes F^N)\GL^(q). L'application : ( a | h->
V (//

((--(modCA7),^ n^HA7')) = (c,^) définit par passage aux quotients une
l)ijection ro(N)\SL^(l) -^ P^l/NÎ) compatible aux actions à droite
naturelles de 5L.j(Z) (l'action à droite de 5L_>(Z) sur P'(ZyWZ) est définie

par { ( u . v ) , ^ / ) ) 1-> ( ( r /^+^^«+^)N = ( / / , ^ ) ) . Par la suite ces deux
ensembles seront identifiés.

L'application Ça s'étend en une application $ : ^'^/^^ \->
H i ( X ^ ( N ) , p t e s , l ) i)ar Z-linéarité. L'action de SL->(I) s'étend en une ac-
tion de Z^^)) .sur J.^^/^ par Z-1)ilinéarité.

Soient (T = ^ j et r = ( _ j . Ces matrices engendrent

P5L._>(Z) et vérifient a2 = r3 = 1 dans P5L_>(Z). Si P ^ l / N l ) / ^ désigne*
l'ensem1)le des or1)ites de a dans P'(Z/^VZ), l'application P^Z/NZ)/^
-^ Z^ ( z / y v z ) ) qui à une orbite A de <r associe la somme formelle S«e.ir/ se
prolonge en un isomorphisme de Z-modules de ^ p l ( î - / ^ ï ) / ^ ) ̂ y \^ noyau de
l'endomorphisme rr-1 de Z^1^/^'1^. Cela permet d'identifier ces modules.
De même seront identifiés ^ ( ^ ' ( Z / A ' Z ) / ^ ) ^ i(. novau de l'endomori)hisme
r- 1 deZ»^^/^).

PROPOSITION 2. Soî  (n,/^) ç P^Q)2. Tourc rJi^jic fonnclh S
de nivani 1, reliant fi ii n, vérifie :

k^}=ç(ro(.v)5).

Démonstration. Une tell(^ chaîne formelle- ,S' s'écrit S^,1,^/,, avec
r / / / , ///,.4-i 1 / /o //,„ ^ ^ •

.̂  = , — = ^ et — = n. D'où 1 égalité :
L^- ^4- iJ /'o ^

{ ^ • ^ - ̂ .; {^^} = ^=^(I..(^)^.) - W , ( N ) S ) .
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COROLLAIRE. — L'application ^ est surjective.

Démonstration. — Soit (a,/?) ç P^Q)2. D'après la proposition 1, il
existe des chaînes formelles F^ et F^ de niveau 1, reliant l'infini à a et (3
respectivement. Ceci permet d'écrire :

^(ro(AQF« - ro(AQ^) = {a, 00} - {/3,00} = {a, /?} .

PROPOSITION 3. — Lîm^e^secùiOI2cieZ(pl(z/A^Z)/(r)a,yecZ(pl(z/^z)/T)
cs't l'ensemble des multiples entiers de ̂ uçp^ï/Nï)^.

Démonstration. — Soit x = S»çpi(z/NZ)A^ € ^ ( Ï / N Î ) / ^ n
^(P (Z/NZ)/T) Co^me a;cr = a; et .rr = x, les coefficients de x vérifient :
À,/ = \i,(7 = A«T- pour tout u. Comme cr et r engendrent PSL'^Ï), ceci
entraîne : A» = A^ pour tout 7 ç SL^l). Or SL^{Ï} opère transitivement
sur P^Z/TVZ). D'où le résultat.

PROPOSITION 4. — Le noyau de $ est le 1-module engendré par
le noyau de a - 1 et le noyau de r - 1.

Démonstration. — Soit 7 ç SL^(T). Alors 7(1 + or) et 7(1 + r -h r2)
sont des chaînes formelles de niveau 1 reliant 700 à 700. Donc $(ro(AT)7(l4-
a)) = $(ro(A07(l + r + r2)) = 0. Tout élément x de Z^^/^)/^ vérifie
$(2:r) == ^(a;(l +0-)) = 0. Comme II^X^{N),ptes,î) est sans torsion
ceci prouve que $ s'annule sur ^(P^Z/^Z)/^). Les arguments analogues
permettent de démontrer que $ s'annule sur Z ( p l ( < 7 • / N Î ^ / r ) ,

Soient </ le genre de A'o(AQ, v^ le nombre de pointes de Xo(N), p. le
cardinal de P^I/Nl) et 1/2 (resp. 1/3) le nombre d'éléments de P^l/Nl)
fixés par cr (resp. r). Alors Z ^ ^ / N î ) / ^ ^ ^ { ï / N D / r ) g^ ^g ^.

l i n i ^ yo l1 2l/3modules libres de rangs - + — et - + —— respectivement. Par conséquent
Z Z 0 0

d'après la proposition précédente ^(P^Z/^Z)/^) ^_ ^(P^z/NZV-r) ̂  ̂  ^_
i i n i /^ ^2 /^ 2î/3 5/A I/o 2^/rîinodulc libre de rang - + — + - + — — - l = - / - + — + — - 3 - l .

•̂  ^ o o b z 3
D'après la suite exacte (1), le rang du Z-modulc libre H^XoÇN),

ptes.î} vaut 2(j + i/oo - 1. Or le genre g est donné par la formule :
2.</ = p — — ~ —— - i/oo + 2 ([Shi]). Par conséquent le noyau de ç est

un Z-module libre de rang — + -2- + -̂ 3- - 1.

Il suffit d'établir que Z^W^^Z^W^A7) + z^^/^)/^) est
un Z-module sans torsion pour conclure. Soient Xs et Xf des éléments de
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^p'(z/ .vz)/a) ^ ^(Z/YVZVD respectivement, tels qu'il existe n ç N - {()}
et ;î; ç z^1^/^), vérifiant x^xi = na;. L'élément Xf s'écrit sous lafurme
^uçpnï/NZ^uU, avec ̂  = 4,- pour tout u. L'égalité nx(a - 1) = Xf(a - 1)
entraîne t^ = ^,^ (mod n) pour tout ÎA. Un raisonnement similaire à celui
utilisé dans la démonstration de la proposition 3 montre que les coefficients
de :?;/ vérifient tu = 4 mod n pour tout (n, v) ç P^Î/Nl)2. Cela prouve
que xi appartient à ZA+nZ^1^/^/^. Des arguments similaires i)rouvent
que :c., api)articnt à ZA + nZ^1^/^/^. Il est alors clair qu'il existe ;/•',
et ./;; éléments de Z ( P 1 ( Z /N Z)/ ( 7) et Z ^ ( ï / ^ ï ) / r ) ̂  ̂  ^ == .̂  +.7;;. Ceci
achève la démonstration.

Rcmcirquc. - La proposition 4 figure dans [Mani]. La preuve de
Manin est fondée sur une étude de complexes simpliciaux associés à des
domaines fondamentaux du demi-plan de Poincaré pour 5'L-j(Z), sans
jamais utiliser la formule du genre. Cette preuve reste valable si Fo(N) est
remplacé par un sons-groupe d'indice fini de SL^(J.}. Dans ce cadre plus
général la démonstration précédente, qui établit le lien entre la formule du
genre et les résultats de Manin, conserve son sens.

Les résultats de cette section sont condensés dans la suite exacte (2)
suivante :

() _, Z ̂  ^ (P ' (Z /yVZ) /<T ) ^ ^ ( P ' ( Z / Y V Z ) / r )

(2)
- I^W^ -. ̂ (.Yo(7V),^s,Z) -. 0

où chacune des flèches est définie naturellement d'après ce (pli précède1.

2. RELEVEMENTS DES OPERATEURS DE HECKE

SUR Z^'^/^^

2.1. Une formule de relèvement.

Soit m un entier > 1 premier à N . L'application naturelle

P^I/NI) x An, -> P'(Z/NZ)

((»• /O^ ( . / ) ) h-> (au + ('t^ htl ^ ^p)
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définit une application biliuéairc : Z ^ ^ / N Z ) ) x Z^ -^ j{P\ïfNî}\ Un
élément de Z^1"^ et l'cndomorphismc de Z^ (Z/A^Z^ qu'il définit seront
notés par la moine lettre.

Soit (j) : A,,, —»• To(N)\SL^CZ.) l'application qui à la matrice

( ) ç. A», associe la classe To(N) ( ) telle que (c,d) =c a ) \ u v y

(0,1)| J = (ï/-,y) dans P^l/Nl). Si P^l/NÎ) est identifié à

ri^A^iS'Z/^Z), l'application naturelle décrite plus haut s'identifie à l'ap-
plication ro(AQ\5'L.2(Z) x A,n -> ro(^)\5L2(Z) qui à (ro(A^)<y,7) associe
0(<y7). Prenons note que //. ç SL^(Î) et 7 6 A», vérifient 0(7/1) = (f>(^)îi et
(lue A/,,^ est l'image réciproque de ^(N) par <^.

Un élément G,,, de Z^''^ vérifiant la relation $ o 6», = T,n o ^ sera
npl)elé un rcicveincut de T',,, .

THÉORÈME 2. — Soie a € A,n/5Z/2(Z). Jl exiô-te une diaijie
formelle Sa de niveau ru,, reliant oo à 0 et de classe a.

Soit («Sn)rtç,4,,./.s7,,(Z) une famille de telles chaînes formelles. Alors

Qm = S^ç^^/^L_,(Z)5ft

est un relèvement de T,,,.

Démonstration. — Soit R un système de représentants de
A,,,/SL^(Z). Soient a e A,n/SL'^(l) et 7 son représentant dans 7?. D'après
la proposition 1, il existe des chaînes formelles C^y = S^^A: de niveau 1,
reliant 7-loo à 7-10 et de longueur n. Ces chaînes formelles correspondent
bijectivement aux chaînes formelles de niveau m et de classe a reliant oo à
0 par C^ i—^ 7(7^. Cela prouve l'existence de Sa et donc la première partie
du théorème.

Soit (j e SL^(Î). La classe YQ(N)(J vérifie les relations :
$ o c-uroWr/) = ̂ çR^^W^gk))

= s^s^(0(<n)^)
=s^^o(0(^h~1)
=^enW^)^^ ^ ) ) .

L'égalité (0,1)^7)7-1 (^ 0} g-1 = (0,1)^77-1 (^ ^) ̂ 1 (dans

P^Z/A^Z)) entraîne que 0(.(/7)7~1 ( ^ ) ^-1 est l^clus dans A/,^ u y/i j
1 / /7l U \ _i . , , ,

K/7J7 ( n j ^ i est inclus dans A/n,yv.y/i /
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De plus lorsque 7 décrit R, (f)(g^~1 [ m ] g~1 décrit Fo(N)\A^N.
^ \} TU/ f

En effet ces matrices sont deux à deux non conjuguées par multiplication à
gauche par SL^l), a fortiori par To(N) ; par ailleurs comme m est premier
à N , les ensembles quotients To(N)\A,n,N et A.n/SL^l) sont de même
cardinal. Cela établit la relation de relèvement :

$ o Q^(ro(N)g) = ^ ^(\g) = T,n o ̂ o(N)g).
A€(ro(AQVl.».N)

Remarque. — Une telle formule ne dépend pas formellement de N.

2.2. Le relèvement de Manin-Heilbronn.

PROPOSITION 5. — Soit m un entier >, 1. L'ensemble des matrices
de la forme ( ,„ ) , où 6 parcourt l'ensemble des diviseurs positifs de m

V 0 T/
et où pour chaque 6, r parcourt un système de représentants de 1/61 est
un système de représentants de Am/SL-^Çl).

Démonstration. — Soit g ç. A,n. Comme SL'z(î.) opère transitive-
ment à gauche sur P^Q), il existe 7 € SL^(Î} tel que g^ stabilise l'infini.
Par conséquent il existe un diviseur positif 6 de m et r ç. J. tels que g^

( 6 T \
s'écrive ± ^ j . Cette matrice est dans la même classe à gauche mo-

( Cl 1 \

dulo SL^(Z) que „, ) si et seulement si les nombres r,r1\6,6' véri-

fient : 6 = 61 et r = r ' (mod 6). Ceci achève la démonstration.

DÉFINITIorC. — Soit m un entier impair. Pour tout a 6 A^/Î-L.^Z),

notons Sa là chaîne formelle produit de Punique matrice ( ,„ ) (avec 6
\ 0 -c- /

diviseur positif de m et r ç. {-^J-, -^3,..., ̂ j3, ^i1}^ appartenant à la
Tclasse a et de la chaîne formelle de niveau 1, reliant Vilinni à —- provenant

r °du développement en fractions continues de —- (voir 1.2 proposition 1).
La somme pour a parcourant A^/SL^I.) des chaînes S'a sera appelé le
relèvement de Manin-Heilbronn de T^,-

De manière analogue, pour m pair, un relèvement de T,n est ob-
tenu en choisissant pour système de représentants de 1/61 l'ensemble
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{—ù-^2-, —^-r1',..., ^-y1, |}. Ce relèvement ne bénéficie pas des mêmes pro-
priétés de symétrie que dans le cas impair. Il sera parfois encore appelé
relèvement de Manin-Heilbronn de T^.

L'entier m sera supposé impair pour le reste de cette section.

Considérons la suite de polynômes Pn € Z^YO^YI, ...,.Y»-i] (n € N)
définie par récurrence de la façon suivante : Pô == l? Pi(Ao) = A"o et pour
n ^ 2

F,) ( AQ , A" i , . . . , Xn -1 )
= X/, -1 Pn-1 (A^o, A^i, ..., A',,,-2 ) + Pn -2 (AQ î A^i , ..., Xn-3 ) •

Ces polynômes vérifient [Hei] :

P,/(.Yo,-Vi, ...,A^_i) = P/,(A^_i,A^-2, ...,A'o) .

Soient /A ^ 1 et v ^ ^ - 2 deux entiers. Notons alors [u, v] le polynôme
défini i)ar

[u, v] = P^-o+i (A'u, A«+i,..., A'y) si ÎA < v + 1 et
[u, u - 2] == 0.

Ces polynômes vérifient [Hei] :

Ao+ ,. . 1 -,———^M ( p o u r A - > 0 ) .
Ai+^F—j^r ll,A;J

Pour 0 < À; < n Heilbronn [Hei] démontre la formule :

[l,n] = [I ,À-][Â;+ l,'/i] + [l,k - l][k+2,n}.

Cctto formule se généralise aisément en :

[r, t] = [/•, s}[s + 1, t} -4- [r, ̂  - l}[s + 2, ^] (pour r - l ^ s ^ t ) .

La formule bien connue liant les numérateurs et les dénominateurs
adjacents dos développements en fractions continues se traduit par l'iden-
tité :

[0,Â- - 1]M] - [O,À;][I,À; - 1] = (-1)^ (pour k ̂  0) .

DÉFINITION 3. — Soie m un entier impair > 1. Nous appelle-
rons solution admissible de l'équation x x ' 4- y y ' = m tout quadruplet
(.r,. r / . y . y ' ) ç. T1 solution de cette équation qui satisfait l'une au inoins
des trois conditions :

( i ) ;/: > \y\ > 0 et x ' > \y'\ > 0 et y y ' > 0
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(ii) y = 0 et |î/| < ^-

(iii) yt=0et\y\< J.

Notons que ces solutions admissibles parcourent un ensemble stricte-
ment plus grand que celles considérées par Manin dans [Mani].

( X ""'17 \
Notons S m l'ensemble des matrices de la forme , , j , où

( x ^ x ' ^ y ^ y ' ) parcourt l'ensemble des solutions admissibles de l'équation
m = x x ' + y y ' .

THÉORÈME 3. — Soit m un entier impair premier a N. Le relève-
ment de Manin-Heilbronn de Tm est égal à EM€.S,,,^{ ̂  1}-

Démonstration. — Soient 6 un diviseur positif de m, r un élément
de l'ensemble {—^-5 ~6=^i'^ ' " ^ ^T^ ^T1"} et P^P9cdde ces deux nombres.

1 rSoit ————r- le développement en fractions continues de —-. Par abus
c14'-^

de notation, dans ce qui suit [u^v] désigne la valeur de [u,v} pour la
spécialisation X^ = c^ (pour k = l,2,...,n) et XQ = 0. Cette dernière
condition entraîne [2, k} = [0, k] pour k > 0. D'après ce qui précède, il
existe c ç. {±1} tel que 6 = ej?[l,n] et r = -ep[0,n].

LEMME 1. — La chaîne formelle de classe ( _ ^ ) SL^(Ï) dans
\° T )

le relèvement de Manin-Heilbronn est :
\ pe[k+l,n] (-l^+^-^nl

^=4(--l)^-l]f [l,^]f j -

Démonstration. — La chaîne formelle associée à cette classe est :
r i /[0,Â--1](-1^
fJ^^fc-lK-l^

•6 r i /[0,Â--1](-1)^ M'
.0 f J ^ = ° U l > f c - !](-!)' Ml.

d'après 1.2 et ce qui précède. Les produits matriciels dans l'expression ci-
dessus se calculent en utilisant la relation suivante, valable pour 0 < k < n '.

1
-(6[0,k] +r[l,k]) = [l,n][0,k] - [0,n}[l,k}

pç
= ([l,k}[k + l,n] + [l,k - ï}[k + 2,n])[0,fc]

- ([0,k}[k+ l,n] + [O,Â; - l][fc + 2,n])[l.fc])

= [A-+2,n]([l,Â: - l][0,fc] - [0,k - l}[l,k})

=[fc+2,n](-l)fc+ l .
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Ceci achève de prouver le lemme.

La classe modulo ±1 des matrices correspondant à k = 0 dans le

lemme précédent est ^ .
L0 yJ

Celle correspondant à k = n est / ^ , ,,„ ,„ . Si r -^ 0[(—1) q-1.,7i — IJ-j -^-J
les conventions imposent //- ^ 1 et |c,J ^ 2. Cela entraîne :

^ _ m ^ |[l,7i]|-|[l,n-2]|m ^ |[l,n]bn ^ m ^
^ ~ |^n| ^ ~ 2<^ ~~ 2j?

Le quadruplet (p, ^(^(—l/ ' l l^i— 1]^) satisfait donc la condition
(ii) de la définition 3. Quand 6 et r varient, les matrices correspondant à
k •= 11 sont deux à deux non congrues modulo SL'^(Î) donc deux à deux
distinctes. De plus elles sont en nombre égal aux solutions admissibles de
l'équation m = x x ' 4- yy1 satisfaisant à la condition (ii) de la définition
3. Si /• = 0 alors n est nul et les matrices correspondant à k = 0 = n

sont ( ,„ ]. Ces faits suffisent pour établir que pour 6 et r variables,
V u T /

( T' __1!\

k = 0 ou À' = / / , les matrices \ , ) de la formule de Manin-Heilbronn
Y x )

correspondent bijectivcment aux solutions de l'équation m = x x ' -\- y y 1

satisfaisant à l'une des conditions (ii) ou (iii) de la définition 3.

Pour À- ^ 0, n les termes antidiagonaux des matrices du lemme sont
non nuls. De plus ils sont de signes opposés. En effet, comme [l,n]pe est
positif et comme |[1, /?]| = |[1, k}[k 4- 1, n]| + |[1, k - l}[k + 2, n]\ le nombre

[1, À: - l][k + 2, n}pe = ([1, n] - [1, k][k + 1, n])p€

est positif. Comme les applications À; i—> |[1?Â:]| et k ^ |[Â;,/i]| sont
respectivement strictement croissante et strictement décroissante là où elles
sont définies, les matrices de la formule de Manin-Heilbronn définissent
toutes des solutions admissibles de l'équation m = x x ' + yy1\ et de plus à
l'intérieur d'une chaîne formelle les matrices sont deux à deux distinctes.
Par ailleurs les matrices provenant de chaînes formelles distinctes sont non
congrues module 5L^(Z), donc encore distinctes.

Réciproquement, soit (:c,.T /,î/,y') € Z4 une solution de l'équation
// / == ./•./•/ 4- /y y ' satisfaisant à la condition (i) de la définition 3. Les nombres

rationnels - et — ont un même signe e. Il existe des nombres entiers n et
x x

k avec // > k > 0 et des nombres entiers ci,c^,...,c,, de signe e tels que
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les développements en fractions continues des nombres rationnels J- et ^
i i xl x

s écrivent ——————,——— et —————--.——— respectivement.
Ck + c..,+...4-^- ^+1 .^.^^

Les mêmes abus de notation que précédemment permettent d'écrire :
//' [U:-l] x [Â;+l ,n] . , , , .— = —7—r^— et -- = 7-——-—r. La somme de ces deux nombres donne :x1 [l,k] y [k+2,n]

m_ ^ x x ' + y y 1 _[l,k-l][k+2,ri]-^ [l,k}[k ^ l,n] _ [l,n]
x ' y x ' y " [l,k][k+2,n] ~" [l,Â:][fc + 2,îi] •

Soit d le pgcd de x et y. Posons 6 = |[l,n]|rf, s = T-——I et r = ~5[^î^]^•
ll-'-î nl\

r [0 71] 1Alors le développement de —- s'écrit : —— = —————L. Puisque fl.Jl'l
6 [l,n] ci+...^

divise x1 et puisque [À;+2,n] est égal au signe près à -, 6 divise m. Comme
d

\c\ \ vaut au moins 2 et comme 6 est impair, [r| est majoré strictement par
-. Or il est facile de vérifier que le Â:-ième terme dans la chaîne formelle de

classe (^)^(Z) est [;, ;/].

.Remarque. — Les matrices de la formule de Manin-Heilbronn sont
globalement stables par deux iuvolutions sur A,,, : | , ) t-» f , 1 et\c d ) \c d )
( u b\ ( a -b\

[c J-l-c d ) - .

2.3. Exemples.

Il va être donné ici des formules des relèvements de Manin-Heilbronn
de 0..>, 63, Bi, 8,5, QG et 67.
n r2 "i -i- r2 'i j- f 1 "i j. r1 "i^= 0 i j 4 - 0 l + l 2 + 0 2

» - r3 "i-i-r3 ' i - i - r 1 " i- i-r3 - ^ - i - r 1 " i j - r 1 ""in+[î }]+[^] + [ ? ? ] + [ -e3- 0 l i + 0 1 + 1 3 + 0 1 + -1 3 + 0 3

—[o ïH4» ^[ î^t î^^]
+[^ -/l+t-1! ^]+[^]+[l^+[^ ^]+[o;]

<a r5 " i - i - r 5 ï i - i - r 1 " i - L f 5 21 ^ r 2 -11. r i 01
e 5 =[o l j + [ o l j+[ l 5 J + [ o l j+ [ l 2 J + [ - 2 5J

[ - 5 - 2 - 1 r 2 n ri o-| rs -n r i o-j ri oi
L O l j + [ - l 2 j + [ 2 5 + 0 1 + -1 5 + 0 5
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•"-is ;H; ;N; ;N5 ;]+[; SH; 5H; ;]
-[ ' , -W S]4 [S -/H-1. S ]+ [2 ;N2 iH; S]
+[â -.'H-1, SHS ;HS SH; 2H; S]

«"[S ;Hi !Hi 5N; ÎN; ÏH-', ;]
+ [; î] + [5 ï] + [-', ;] + [l ï] ̂  [-3, ;] + [; ;]
+[; ->1+[-2, ;]+[; ;1+[; -,'H-'i ? 1 + f ; ? 1 -

3. COMMENTAIRES

3.1. Conjugaison et trivialisation sur le noyau.

L'involution de H z ̂  —-z, induit la conjugaison complexe sur Xo(N)
et une involution sur l'homologie notée par une barre horizontale. Un
relèvement à P1{7.1WZ) de cette involution est donné par la formule :
$a^)y=^(~c,d))([Manl]).

L'action de la conjugaison complexe sur Z^ <<^IN^^ peut donc être

exprimée par la multiplication à droite par la matrice c = ( l . Pour

/7î impair >_ 1, Finvolution de Z^1"'^ définie par 7 «-̂  070 laisse invariante
la formule de Manin-Hcilbronn d'après la remarque en 2.2. Il en résulte
(lue pour m impair cette formule commute à la conjugaison complexe. Cela
n'est pas le cas lorsque m est pair.

En revanche si Q,n € Z^"^ vérifie la condition de relèvement, alors
il en est de même pour ^(O,,, 4- c6»,c). Ce relèvement commute à c. Ceci
laisse penser que pour les indices pairs le relèvement de Manin-Heilbronn
symétrisé par la conjugaison est plus intéressant que le relèvement de
Manin-Heilbronn lui-même.

La forme de la suite exacte (2) (voir 1.3) amène à s'intéresser à l'action
d'un relèvement 0,,i sur chacune des composantes du noyau de $.

PROPOSITION 6. — Pour yn entier impair ^ 1, Je relèvement de
Manin-Heilbronn laisse invariant Z^ ^/^V^).
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Démonstration. — II suffit de prouver que le relèvement de Mamn-

Heilbronn commute à a. L'involution de A^ : ( a b\ .-> a f 0 ' b^\a =
/ , x V e d ) \c d
l d ~~c\
l -^ a ) est une involution laissant stable la formule de Manin-
Heilbronn, voir (2.2), d'où la proposition.

Remarque. — D'après la proposition 6 le relèvement de Manin-
Heilbronn agit sur le module quotient

^(P^Z/NZVa) ̂  j{P\î/Nî}lr}ij{P\ZfNï)/a}

Pour ©,„ relèvement du type décrit par le théorème 1, il est possible de
montrer qu'il existe deux éléments Urn et V,n de 1 ^ " ' ) tels que :

(1 + T + T^O^ = U,n{l + a) + V,n(l + T + T2).

Ces faits laissent présager que des formules de trace pour les opérateurs T,n
peuvent être déduites de sommes alternées de traces de l'opérateur 0,» sur
les composantes de la suite exacte (2).

3.2. Longueur de la formule de Manin-Heilbronn.

En dépit des apparences la formule de Manin-Heilbronn n'est pas
optimale quant à minimiser le nombre de termes des relèvements de T,n
parmis ceux autorisés par le théorème 1. Cependant cette section va établir
une estimation asymptotique du nombre de termes de cette formule en
s'appuyant sur [Hei].

Voici tout d'abord quelques précisions de notation. Soient r et 6
deux entiers tels que |r| < 6. L'entier n(r,ë) est le nombre de termes
du développement en fractions continues de -, i.e. le développement de
/• ., . 1
^ ^'cent : - — — ^ —, avec ?z(0,6) = 0.

cl ' 7 T Z i 1
^+...+-,^ ^

Comme d'habitude c^.(m) = E^,,<^ (pour k € R). Ici comme dans
le reste de cette section les sommes portant sur les diviseurs ne concernent
que les diviseurs positifs.

PROPOSITION 7. — La longueur du relèvement de Manin-Heilbronn
est

f>-i

l,n = S^|^2^n(r,^) +<7i(m) .
r=l
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Démonstration.
.'>— i fi—ï

L,=S/,|,,, ^ (l+ïi(r,<5))=E<(|,,,2^ïi(r,^)+o-i(m) .

.•»-1 /

Dans [Hci], Heilbronn démontre que R(6) = S,^o r-/»)^7^7 '^) es^

équivalent à —^—(/>(6)ïog6 (où (^ est la fonction cTEuler) lorsque 6 tend
7T

vers l'infini. La relation

im = S^|/,,2 ̂  n(r, ̂ ) 4- o-i (7n)
r=i

^l
= S^|,,,E^|^2 ^ n(r,6') 4- (7i(7?i) = 2S^^|^J^(^) + (71(771)

r=l,(r,^)=l

et le résultat de Heilbronn vont permettre de montrer ce qui suit.

PROPOSITION 8. — La suite qui à Rentier m associe le nombre de
termes du relèvement de Manin-Heilbronn est équivalente à

121og2
———^—— Œ\{m) 10g 771

71—

lorsque m tend vers l'infini.

Démonstration. — Un lemme général est d'abord nécessaire.

LEMME 2. — Soient U(m) et V(m) deux suites équivalentes en
l'infini et tendant vers Vinfini. Alors les suites (E^),»Î7(^)) et (^sô^mVW)
sont équivalentes lorsque m tend vers l'infini.

Démonstration. — Soit e > 0, alors il existe 60 ç. N tel que W ^ <?o,
U(6) - V(ë) < €V(6). Pour 60 € N, soit K(6o) = Sup \(U - V)(ë)\. Le

6<6^
lemme provient des inégalités :
. ̂ nU(6) ~ V(6) ^ ^\^6<6^(U - Vm\ 6oKWao(m)
1 ^nV(6) 1 - ^nV(ë) l € - ^nV(6) "' €-

Au vu du lemme 2, il suffit de prouver E^jm^(^) l°g^ ̂  ^i(^) logTTi.
C'est l'objet des lemmes suivants.

LEMME 3. — La suite (S^——) est dominée par (log^ogTTi)
lorsque m tend vers l'infini.
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Démonstration. — Ce résultat, démontré dans [EZ], repose sur la
formule :

^ logé i / l o '+l x x^im-^- = ̂ -i(m)(s^n,,\ogp(-^ - ̂ rrrr))
(où la dernière sommation porte sur les diviseurs premiers de m) et sur le
théorème des nombres premiers.

LEMME 4. — La suite (^\m f log 6) Gst équivalente à (0-1 (m) log ni)
lorsque m tend vers V infini.

Dém ons Ira tion.

^im^log^ = S^($logm - S^j^log — = o-i (m) log m - S<$|,^ log 6.

Le second terme de la dernière égalité est majoré en valeur absolue par
(Ti(m)E^,,——. D'après le lemme 3 ceci est dominé par c^{(m)\og2\ogm.
Le lemmc 4 est donc démontré.

Un calcul similaire au précédent va achever la démonstration :

^6ô'\mW\og6 = S^S^^log^ - S^|^Sé|^^(Ç)log^ .

Le premier terme du second membre est égal à E^«|^^"log^' qui est
équivalent à o-i (m) log m quand m tend vers l'infini d'après le lemme 4.

6"Le second terme est borné en valeur absolue par S^j^S^— log^ =
(E^i^^OOog2 log m) == 0(cri (m) log2 log m).

3.3. Valeurs propres des opérateurs de Hecke.

Soit / une forme modulaire parabolique de poids 2 pour Fo(N), non
nulle, fonction propre de l'opérateur de Hecke 2^ avec la valeur propre a,,,.
La forme différentielle sur H f(z)dz définit alors une forme différentielle
holomorphe sur Xo(N). Par conséquent l'intégrale de f(z)dz le long d'un
chemin reliant deux pointes a et f3 ne dépend que du symbole modulaire
{a,/3}. Ceci permet de définir l'application (j>f :

P^Î/N^-^C

\^ { f(z)dz.
^(A)
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Soit S^ç-y u^iM ç. Z^'"^ un relèvement de Tm. D'après le théorème 2
un tel relèvement pcnt être choisi en fonction de m seulement (exemple :
le relèvement de Manin-Hcilbronn).

THÉORÈME 4. — L'application (j)f n'est pas identiquement nulle
et vérifie pour tout X ç. P^Z/TVZ) :

ûm0/(A) = ̂ /eZ^M^.KAM).

Démonstration. — L'image de $ engendre le groupe d'homologie
H[(Xo(N),ptes,J.) qui contient jyi(A^o(A^),Z). Puisque / est non nulle
toutes les périodes de la forme différentielle de Xo(N) associée à f(z)dz ne
peuvent être nulles. D'où la non nullité de (f)f.

Tout élément A ç Pl(î.|NT) vérifie :

^,,<MA)== / T,nf(z)dz= f f(z)dz= ( f(z)dz
•^(Â) ^T.,,^(\) ^(^A/eZ».^^)

= ̂ eZ^7^^)'

Cela prouve le théorème.

Remarque. — Pour m impair, si le relèvement choisi de T^ est le
relèvement de Manin-Heilbronn et si À vaut (0,1) le théorème 4 donne le
théorème 7.9 de [Mani].

Lorsque / est normalisée et fonction propre pour tous les opérateurs
de Heckc avec des valeurs propres entières, elle paramètre une courbe
elliptique définie sur les nombres rationnels ([Shi]). Si p est un nombre
premier, a? s'interprète comme la différence de 1+j) et du nombre de points
de la réduction modulo p de cette courbe elliptique. Dans ces conditions le
théorème 4 est une version plus générale de la "loi de réciprocité de Manin",
voir [Mani] théorème 7.3 et [Maz].
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