ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

HUBERT DELANGE
Sur les zéros réels des polynomes de Bernoulli

Annales de Uinstitut Fourier, tome 41,n°2 (1991), p. 267-309
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1991__ 41_2 267 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1991__41_2_267_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
41, 2 (1991), 267-309.

SUR LES ZEROS REELS
DES POLYNOMES DE BERNOULLI

par Hubert DELANGE

1. Introduction.

Nous nous proposons ici de donner des démonstrations détaillées de
résultats que nous avons énoncés précédemment dans une note de méme
titre [2].

1.1. Il nous faut commencer par quelques rappels.

1.1.1. Les polyndomes de Bernoulli peuvent étre définis de différentes
fagons. On peut, par exemple, les définir par récurrence de la fagon
suivante :

By(x) =1 et, pour n>1, B, est déterminé par les conditions

B,(x) = nB,_,(x) et .r B,(x)dx = 0.

0

On voit alors immédiatement que B, est de degré n, le coefficient
de x" dans B,(x) étant 1. De plus, on établit facilement par récurrence
pour n > 1 les identités

(1) B,(x+1) — B,(x) = nx""!
et
2 B,(1-x) = (—1)"B,(x).

L’identité (2) montre que les zéros de B, sont symétriques par
rapport au point 1/2.

Mots-clés : Zéros - Bornes supérieure et inférieure - Formule asymptotique.
Classification A.M.S. : 11B68 - 33A70.
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On montre que I'on a pour 0 < x < letn>1

2-n! & cos 2knx

(27[)" z k"

k=1

B,(x) = (-t si n est pair

et
2.n! & sin 2knx

Bn(x) = (— 1)("+1)/2 (zn)n El kn

si n est impair.

On voit facilement que, pour k > 1, le polynome B,.,,; a sur
I'intervalle [0, 1] trois zéros simples, a savoir 0, 1/2 et 1, et le polyndme
B,; a sur cet intervalle deux zéros simples, soit o, et 1 — a,, ou
0 < oy < 1/2. On voit que By, .(x) est du signe de (—1)*" ! sur ]0,1/2[
et du signe de (—1)* sur ]1/2,1[, et que B,(x) est du signe de (—1)*
sur Joy, 1 —a,[ et du signe de (—1)*! sur [0,0,[ et sur J1—o, 1].

J. Lense [5] a montré que la suite {a,} est strictement croissante et
tend vers 1/4. Ce résultat a été obtenu aussi par D. H. Lehmer [4], qui
a montré en outre que

1
4 22*+‘n<°"‘<1

et établi la formule asymptotique

1
3) we= g = 5o (4TF 167444367 0(647H).

1
4
K. Inkeri[3] a montré que B, n’a pas d’autre zéro rationnel que O,
1/2 et 1 si n est impair et n’a aucun zéro rationnel si n est pair.

J. Brillhart [1] a montré que, pour n impair, B, n’a que des zéros
simples, ce qui implique que, pour n pair, B, n’a pas de zéros d’ordre
> 2. On ne sait d’ailleurs pas s’il peut y avoir effectivement des zéros
doubles.

1.1.2. Dans [3] Inkeri a étudié¢ les zéros réels > 1 de B,. (Il y en
a pour n=4,n=5 et pour n=>8.)

Nous désignerons ici par N = N(n) le nombre des zéros réels > 0
de B,, et par x{”, x{V, ..., x¥ ces zéros rangés par ordre croissant.
Ainsi, pour n impair > 1, x{” = 1/2 et x{» = 1; pour n pair > 1,
xP =a, et xP =1—a,, oo k=n/2.



ZEROS REELS DES POLYNOMES DE BERNOULLI 269

Compte tenu de la symétrie par rapport au point 1/2, le nombre
total des zéros réels de B, est 2N — 2 si n est pair > 1 et 2N — 1 si
n est impair.

Nous désignerons par M = M(n) le plus grand entier < x{P.

Il est a noter que 'on a évidemment B,(x) > 0 pour x > x§’. En
particulier B,(M+1) >0 si M > 1.

Inkeri a établi les résultats suivants :

(a) Si n=1(mod4) et n = 5 (de sorte que M>1), tous les zéros
réels > 1 de B, sont contenus dans les intervalles Jm,m+1/2] ou
1 <m< M, a raison de un dans le premier et deux dans chacun des
suivants (on a donc N=2M+1).

Si n=3(mod4) et n > 11, ils sont contenus dans les intervalles
Im+1/2,m+1[ ou 1 < m < M, a raison de deux dans chaque (on a
donc N=2M+2).

Si n est pair > 8, soit n = 2k avec k > 4, lorsque M > 2 chaque
intervalle Jm,m+1[ ou 1 < m < M — 1 contient deux zéros simples.

Lorsque n = 2(mod 4) et n > 10, c’est-a-dire lorsque k est impair
> 5, lintervalle |M,M+1[ contient deux zéros simples ou un zéro
double (de sorte que N=2M+2 ou 2M+1). Les zéros contenus dans
Im,m+1[ ou 1 < m < M sont toujours dans |m—+a,,m+1—oa,[.

Lorsque n = 0 (mod 4), c’est-a-dire lorsque k est pair, lintervalle
1M, M+ 1] contient un zéro simple situé dans ] M, M + o, [ et éventuellement
deux zéros simples ou un zéro double dans |M+1—a,, M+1[ (on a
donc N=2M+1 ou 2M+3 s’il n’y a que des zéros simples, N=2M+2
s’il y a un zéro double). Pour 1 <m < M — 1 (si M>=2), les zéros de
B, dans P'intervalle Jm,m+ 1[ sont situés 'un dans l'intervalle Jm,m+ o[,
Pautre dans Pintervalle Jm+1—o,,m+1].

(b) On a quand n tend vers I'infini M ~ n/2mne et par suite N ~ n/zne,
et le nombre total des zéros réels de B, est équivalent a 2n/ze.

(c) Pour r fixé > 2, quand n tend vers l'infini par valeurs paires,
ro1 r 1

™ tend ———et x® — -+ -~ (—1)/2""'x.

x;” ten vers2 4ex 4 (=07 v

2

e L. r
Quand n tend vers I'infini par valeurs impaires, x{® tend vers 3 et

w Ty @D
SO Tl 2-(n—1)!
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1.2. Nous donnerons d’abord, dans la section 2, une formule
asymptotique pour o, plus poussée que la formule (3) de Lehmer, puis
nous établirons dans les sections 4 et 5 des résultats qui améliorent
substantiellement ceux d’Inkeri rappelés ci-dessus. Auparavant, nous
aurons établi dans la section 3 un théoréme qui joue un réle fondamental
dans toute la suite.

2. Expression asymptotique de o, .

TuEorREME 1. — Il existe une suite de nombres rationnels A,,

Ayy euvs Ay, ..., dont on peut calculer effectivement autant de termes
qu’on le désire, telle que, pour tout qe N*,

11 & 4 1
““Z_Zcz(zvy”o((iq?—z)ﬁ)

v=1
- 17
Onai=1,4=—-1,4=4,1,= s As = — 4, Ag= — 4,
6
A= —8...

La formule (3) de Lehmer correspond a q = 3.

1
Démonstration. — Posons o, = — — &

4 2z

~ On doit alors montrer qu’il existe une suite {A,} de nombres
rationnels, dont on peut calculer effectivement autant de termes que
I’on veut, telle que, pour tout g e N*,

q /1 1
) Bi=73 5 +0<-~>~
T2y (2q+2)*
1 T
Comme 0 < a; < y ona (Bl < 5

On voit qu’il suffit de montrer qu’il existe une suite {u,} de nombres
rationnels, que 'on peut calculer de proche en proche, telle que, pour
tout g e N*,

-y 1
5) sin B, = Y, ) + 0 ((2q+2)2">'

v=1

Cela résulte de ce que, si y; = sin f;, on a pour tout me N

v ) L T m+
ﬂk = Z 22j(j!)2 .2jkT1 + O(Yi 3)'

Jj=0
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En fait, nous montrerons qu’il existe une suite d’entiers ayant la
propriété indiquée, et notre démonstration indiquera comment on peut
les calculer.

Notons d’abord que sin f, = cos 27may.

Comme, pour 0 < x < 1,

2(2k)! Z cos 2rmx
BZk(x) = (2n)2k (— 1)k+1 ;1 T’
on a
i cos 2r7wck ~0.
l 2
Ceci donne d’abord cos 2na, = Z cos rnak » d’ou
r=2
| 1
6) |cos 2may| < Z i 22k .
Ensuite, on a pour tout m > 2
- 2 Z 2
cos 2may = — ) cos zimk _ cos ;nak,
r=2 r r=m+1 r
d’ou
Z cos 2rmx 1
@) cos 2ma, = g < O((m+ 1)2k> .

On sait que, pour chaque ne N, on a cos nx = P,(cos x) ou P, est
un polynéme de méme parite que n, a coefficients entiers. Les
polyndmes P, peuvent €tre déterminés par récurrence par

Py(u) =1, P(u) =u,
et, pour n = 1, P, (u) = 2uP,(u) — P,_,(u).
On a P,(u) = 2u* — 1, P,(u) = 4u® — 3u.

En prenant m = 3 dans (7) on obtient

1 2 cos® 2 1
cos 21y = 25 % - 321: (4 cos® 2na . — 3 cos 2mor,) + 0(4“)
1

1
= S + 0<4—2;> compte tenu de (6).
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On voit ensuite que ’hypothése que I'on a pour un g e N*

q
Hy 1
COS 27!0(,, = Z (2v)2k + O(W>a

v=1
ou les pu,eZ, entraine que
(8) cos 2 2§1 Ky + Of — !
oy = —— — >
P (4g+4)%*

ou les u,e Z, avec évidemment u, = u, pour 1 < v < q. Ceci entraine
Pexistence de la suite d’entiers {u,} telle que (5) ait lieu pour tout
q € N*, puisque sin f, = cos 2mo; .

On voit d’abord que, pour tout s > 2,
q s
Hy 1 1
+ 0| = ———

(;1 (2v)2k> 0<2Zk (2q+2)2k>
zs—lqs O'(s) 1 (

— + 0 > ou l 9
V:E‘*I(ZV)Z" ((4q+4)2"> ou les ¢V e 7,

2g+1 /,l(s) 1
“— + 0( )
El 2v)* (4g+4™
() —

ou u® =0 pour v<25"' et u = pour 2°°'<v<2g+ 1, en
posant ¢¥ = 0.

It

(cos 2may, )°

(8) s’obtient alors en prenant m = 4q + 3 dans (7) et tenant compte
de ce que cos 2rna, = P.(cos 2may).

3. Théoréme fondamental.

Les résultats que nous démontrerons dans les sections suivantes sont
basés sur une évaluation précise pour x > 1 de la différence
B.(x) — B,({x}), que nous désignerons par R,(x) (nous désignons par
{x} la partie fractionnaire x — [x] de x).

Il résulte immédiatement de I'identité (1) que pour n > 1 et x > 1

R,(x)=n )Y (x—k) '

1<k<x

3.1. THEOREME 2. — On a pour x > 1 et n > 2

) Ry(x) = n(x=1)"""(1=e ") (1 +p,(x)),
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ou

-1
(10) pa(x)] < \[ J el n"/{x(xn _)1

Dans la suite il sera commode d’utiliser la formule (9) sous les
formes équivalentes suivantes :

Qn)" n QRr(x—1)* !
11 = . 1+
( ) 2_n!R"(X) 1 — e #G=D (n—l)' ( pn(x))
Qn)" 1 2me(x—1)\"
12 R = .
( ) 2.n! "(x) 2(1 _e~n/(x—1)) n
n n"e "
N . + 3
— (1 + ()
Démonstration. — 1l est connu que, pour n > 1, ¢ > 0 et a réel,
an—l
ct+in az ——— s§1 a > O’
JT Sy )
2ni J,_ ;. Z"

0 si a<o.

az

(Cette formule s’obtient en intégrant —- sur la courbe fermée constituée
z

par le segment [c—iT,c+iT] et un arc de cercle de centre O situé dans
le demi-plan Res > ¢ si a < 0, dans le demi-plan Res < ¢ si a > 0, et

faisant tendre T vers + o0.)
On déduit de 1a que, pour n > 1, x > 1 et ¢ > 0 quelconque,

1 o 1 c+ioo e(x—k)z 1 ct+ioo 1
mRn(x): Z—J\ n dZ:—. (Ze( k)>dz

oo 2mi z 2ni J,_i 2"

1 c+ioo XZ
S
2mi ), (€—1)2"

) . exz e(x 1)z 1 _ez~c
L’égalité = 1+ montre que
ef—1 1 —e” ef—1
1 1 (x_ l)n—-l 1 c+ioo e(x— 1)2(1 __ez—C)
— R, (x) = +— —d
1 R =4 e*f< n—-1)!  2m)_ . (e-Dzr ©

1 (x__l)n—l 1+ (n—l)' _L c+iooe(x~l)z(1__ez—c)d
l—e° (m-1)! (x—1)""' 2mi -z “

c—ioo
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On remarque que, pour z = ¢ + it avec t réel,

e(x— 1)2(1 _ ez—c)
(ef—1)z"

e(x— 1)¢ | [|
(e = D)(+ 2y

<

d’ou il résulte que, si n > 2,

1 J*c+ioo e(x—l)z(l _ez—-c) ‘ e(x-— 1)c ) t dt
Py 4 n < n
2ni J,_,. (- 1)z Som(e—1) ), (A2

e(x—l)c
T re—1)(n—2)c"

n
En prenant ¢ = I on trouve que, pour x > 1 et n > 2,
x —

R,(x) = n(x— 1" (1=~ " D) (1 +p,(x)),
avec

1 nle” n/(x—1)
lp"(x)| T (n__z)nn ex-b _

On majore ensuite cette derni€re expression en utilisant I'inégalité

n| < nn+ 1/2e~n /271 el/lZn

3.2. Remarque. — Dans la suite, la remarque suivante nous sera
utile :

1 1
Six<1+ 2—ne<n+§logn), on a

n 4ne®
> ,
x—1 2e + 1

(13)

et

" )] < \/2 dnet/Qet1) M,

. Vi .
T e4ne /(2e+1) __ 1 n— 2

2 logt 1
(13) résulte de ce que — ] > lnfo " e Of < - pour t > 1 et
' X 1+ -8
t#e. 2.n
-1 4me’/(2e+1
D’autre part, (13) entraine ez(/x(_x]) _)1 < e;;f/(éff) _)1 parce que

la fonction u — 1 est strictement décroissante sur ]0, +oo[, et par

u

suite (10) donne (14).



ZEROS REELS DES POLYNOMES DE BERNOULLI 275

4. Résultats concernant x{’ et M.

4.1. THEOREME 3. — On a pour tout n e N*

(15) [1 - {Z—} +571;<n+%10g n— 1,226)]

n 1 1
+—r<xP <1+ -—(n+z -
{4} x§ e (n 2logn 1,202)
et par suite

(16) [1 - {g} +ﬁ<n+%log n— 1,226)]

1 1
<SM<|1+—[nt+-logn—1,202)|.
2me 2

Notons que, d’aprés ce qui a été dit au § 1.1.2, les inégalités (16)
montrent que I'on a pour n > 8§

1 1 1 1
(17) —|n+zlogn)—0,14357T < N < —|n+=logn} + 4,85925.
e 2 e 2

4.2. Démonstration.

4.2.1. Tout d’abord, il est facile de voir que les inégalités (15) sont
satisfaites pour n < 12.

Elles sont triviales pour n = 1, 2, 3. La premiére l’est également
pour n =4, 6, 7, 8 et 12. Pour les autres cas, on les obtient en utilisant
le développement en série de Fourier de B,(x) pour 0 < x < 1 et le
fait évident que, pour x > 1, R,(x) = n(x—1)""', avec égalité pour
1 <x < 2. On voit que B,(x) <0 pour x égal au membre de gauche
des inégalités (15) et B,(x) > 0 pour x au moins égal au membre de
droite.

Il suffit donc maintenant de traiter le cas ou n > 13.

4.2.2. En supposant seulement pour le moment que n > 1, nous
remarquons qu’il résulte du développement en série de Fourier de B,(x)
pour 0 < x <1 que

|B,(x)| < (2-n!/(2n)") {(n) pour x € [0,1]
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et que 'on a toujours

((2n)"/2-n!)Bn<{g}> < =1+ 1)2".

D’autre part, R, est une fonction non décroissante sur l'intervalle
[0, + oof.

Il résulte de la d’abord que, si pour un u > 1
(@n)"/2+n1) R,(u) > {(n),
on a x{ < u car B,(x) > 0 pour x > u.
D’autre part, si pour un u > 1

(2m)"/2-n!) R,y(u) <1 — 1/27,

on a x&',">[u— {g}]+{g} car B,(x)<0 pour x=[u—{g}]+{g},

puisque {x} = {g}, d’ou (2n)*/2-n") B,({x}) < — 1+ 12", et x < u,
d’ou R,(x) < R,(u) et (2n)"/2-n!) R,(x) <1 — 1/2".

On voit ainsi que, pour établir la premiére des inégalités (15), il
suffit de montrer que I'on a

Q2n)" 1 1

e +—(n+z - <1-1/2"

2-n!R" 1 e n 2logn 1,226 1 /2",
et, pour établir la deuxiéme, il suffit de montrer que 'on a

Qny" 1 1 1 n+l
1+—(n+=logn—1202)) > 1+ —-
2o Rl Tty logn—1,20 2 n—1

1 (a 1 n+l
<l+=+| ==1+=. :
<°ar e 2 £ " 2 n—1>

4.2.3. Dans ce qui suit, nous supposons n > 13.

1 1 .. ,
Nous prenons x = 1 + Tme n+§10g n—a |, ou il est supposé que
T

1
0<a<;logl3(=12824.).
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Nous montrerons que (227;)' si a= 1226 et
Qn)" 1 n+1 .
R > —- = 1,202.
> 2(X) = 2n i 1,202

2me
la remarque du § 3.2, on a (13) et (14).

(14) donne |p,(x)| < \/i 4ne’/(2e+1) \/i e =

e4ne2/(2e+1) 1 11

1
On voit d’abord que x < 1 + —<n+ log n) et par suite, d’apres

(= 0,000002062. . .).

(13) entraine 1 — e M/*™ D > | — g 4me?l@er D

On a par ailleurs x — 1 > ", d’ou < 2me
2ne x
2 -1 11 11
Comme 2™G=D _ Ogn_eqxp(_.ﬂ_e), doi
n 2 n n 2 n n

2ne(x—1)\" _ _
_ < a I > p” n
( . ) \/ﬁe , et comme n n"e”" . /2nn, la formule (12)

montre que
Q2n)" 1+p T 4
2.0 R n(x ) — o tmeli(2e+ 1) —2~e1 .

2n)"

On a donc certainement g

1
R,(x)<1- = quel que soit n(=>13)

. 1L+p T 1 L
st 1_—(—4”72@71)\/56 f<1- 51’ c’est-a-dire

1+p

1
(1 . e~4m’2/(22+ 1))(1 __2__1_3)

en particulier pour a = 1,226.

1
a>1+§log§+log = 1,225916 ...,

Il est a noter que, si au lieu des n > 13, on ne considérait que les
n au moins égaux a un n, > 13, si grand soit-il on aboutirait
nécessairement, comme il est facile de le voir, & une constante supérieure

1
a1+ Elogg —log(1 — e ¥ = 1225791 .. ..
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Notons maintenant que, comme

< 2me, la formule (11) montre

que
(2n)" n(1=p) Qu(x—1)""
2.n!R,,(x)> 1 _e’Zne. (n_l)' .
2n +
On a donc certainement > ) R () = ‘17. R s i s
1
i
2n(x—1))"~
( ((n—l)))' > =) = o(= 0,318355 ...).

. . . 1 .
Ceci est équivalent & a < n + =logn — e(c(n—1) NV Y, Cest-a-
4 2

dire a < f(n—1), ou f est la fonction définie sur N* par
1
fmy=n+1+ Elog (n+1) — e(a-n!)"".

Pour établir le résultat voulu, il suffit donc de montrer que f(n > 1,202
pour n > 12.

Comme n! < n"e™ " /2nne’*", on a

1 1
e(c.-nH)'"" < nexp <2n 2 12n2>’

et par suite f(n) > g(n), ou g est la fonction définie sur ]0, + o[ par

1
g)y=t+1+ ElOg (t+1) — texp <515X(z)>,

1
ou X(t) = log 2na’t) + &

On a 1 © X
Z X
= G(t) - Z 2kk| tk~1’
k=3
X(t) X(t)z..

ou G(t) =1+ 2log (t+1)— Yy
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On a pour chaque k > 3
i(X(t)") - (k—l)X(t)" kX (@) X' (t)
dt

tk—l tk tk 1

— (k=DX@* | kX@)* (1_1)

t* t* 6t
X(@)! 1
= —()T—<k<1~—> (k-—l)X(t))
t 6
. . . k . .
Ceci est certainement < 0 si X (¢) > =1 en particulier si
k o ki(k—1)
log 2na’t) > s c’est-a-dire t > S

3 .
Comme, pour k >3, ms 2 tous les termes de la série

2 Xt . L
Y R sont des fonctions de t décroissantes pour
k=3 :
eS/Z
e 2no*

= 703778 ....

Par ailleurs, on a quand X(t) > 0

L1, XOX(©) | XY
2+ 22X ® 4 e

R U U Xy
T ua+D 1 4t2< )X()

5 X, X _ 1 13
0 4 8 <( == 3)'

G'(t) =

Pour ¢t > 35, on a X(t) > log (70rnc®) > 1, d’ou
, 13 o, 13
X@®)—1 -3 > (log (710ng?*)—1)* — £} = 0,093688 . ...

On voit ainsi que la fonction g est croissante pour t > 35. Par

suite, pour n > 35, g(n) > g(35) = 1,202317 . ...
D’autre part, en calculant les valeurs de g(n) pour 12 < n < 34, on
trouve que le minimum est g(32) = 1,202243 .. ..

Donc, pour n > 12, f(n) = g(n) > 1,202243.
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4.3. Remarques.

4.3.1. Désignons par M, = M,(n) et M, = M,(n) les membres
extrémes de (16), et par F = F(n) la partie fractionnaire du membre de
droite de (15), de sorte que celui-ci est égal a M, + F.

On a toujours M; < M, < M, + 1. Les inégalités (16) déterminent
donc M a une unité¢ preés. Elles le déterminent complétement lorsque
M, =M,.

On peut observer que, lorsque M, = M, + 1, on a certainement
M = M, si on se trouve dans 'un des cas suivants :

1 |

(a) n=2(mod4) et Fsz—m,
1 1

(b) n=3(mod4) et F< -+ — =0,558549....
2 2me

C’est une conséquence des résultats d’Inkeri cités au § 1.1.2.
Dans le cas(a) c’est une conséquence immédiate car I’hypothése que

M = M, impliquerait que x¥ elM,M+o,[, ou k= g, puisque

1 1
ok >Z i alors que l'on sait que B, n’a pas de zéro dans cet
intervalle.
Pour le cas (b), on voit que, si = 3(mod 4), I’hypothése

que M = M, implique que B, a deux zéros dans lintervalle
1 1
]M2+5,M2+1[ et, puisque B, ., = ;B;, que B, , a un zéro dans

cet intervalle.

1
Ceci implique que M,(n—1) + F(n—1) > M,(n) + 3 et, puisque

M,(n) + F(n) = M,(n—1) + F(n—1) + —-1——<1+10g—n—1>

> M,(n

1 1 1
, > -4+ —.
Tme d’ou F(n) > e

que M,(n) + F(n) > M,(n) + _;. +
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Notons que, dans le cas (a), on ne sait pas a priori si I'intervalle
1M, M+ 1[ contient deux zéros simples ou un zéro double.

De méme, dans le cas ou n = O(mod 4) et M, = M,, de sorte que
M= M, = M,, on ne sait pas a priori combien B, a de zéros dans

. 3 1
lintervalle |M, M+ 1[. Mais, si F < 1 + o = 0,808549 ..., on peut
ne

affirmer que cet intervalle contient seulement un zéro simple, situé dans
IM,M+a, ou k =n/2.

En effet, dans le cas contraire, B, devrait avoir deux zéros simples
ou un zéro double dans I’intervalle

IM+1—a,, M+ 1[=IM,+1—a,, M,+ 1],
\ n . 3 ) 1
ou k = 2 donc dans l'intervalle M2+Z,M2+1 puisque o, < 1 Par

suite B,_, devrait avoir un zéro dans cet intervalle, ce qui impliquerait

3
M,(n—1)+F(n—1) > Mz(n)+1 et, puisque, comme on I’a vu plus haut

1 3
Mz(n)-i—F(n) > Mz(n_l)'*'F(n——l) + 2-7523 F(n) > Z + 5—7;

4.3.2. Remarquons encore que, lorsque n est grand, on peut, sans
beaucoup de travail, avec une simple calculatrice électronique, calculer

. 2n)"
avec une bonne précision les valeurs de (2 nn)' B,(x) pourles x e |M,M+1[,
i (2m)" o
ou pas trop ¢€loignés de M, en calculant 3 n'B,,({x}) a Paide du

. . 2n)"
développement en série de Fourier, et (2 )

'R,,(x) par la formule (12).
-n!

2ne(x— 1)

pn(x) est trés petit. D’autre part, est voisin de 1 et on

2 -1\
obtient une bonne approximation de (%) en le mettant sous
2 -1 . .
la forme exp (nlog (1+u)),ouu = Zme(x=l) _ 1, et utilisant I’expression
de log (1+u) par la formule de Mac Laurin. On évalue log : T par

la formule de Stirling.
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4.4. Exemples.

() n=2999. Ici n

@

©))

4)

= 3(mod4), M, =58, M,=159,
F = 0,623099 .... A priori, on sait seulement que M = 58 ou
59 et N=2M + 2 = 118 ou 120.

En fait, M = 59 car, en calculant comme on vient de I'indiquer,
on trouve que B,(59,57) < 0, de sorte que x§% > 59, 57.

On a donc N = 120 et le nombre total des zéros réels de B,
est 2N — 1 =239. Il y a deux zéros entre 59,5 et 60.

n=2974.1Icin = 2(mod 4), M, = 57, M, = 58, F = 0,158611 . ..
1

Z‘_m' Donc M = 57.

N =116 s’il y a deux zéros simples sur ]57,58[, 115 s’il y a
un zéro double sur cet intervalle.

En fait, il y a deux zéros simples car B,(57,5) < 0 (s’il y avait
un zéro double, on devrait avoir B,(x) = 0 pour tout x € [57,58].)

On a N = 116 et le nombre total des zéros réels de B, est
2N — 2 = 230.

n = 1.000.000. Ici n=0(mod4), M,=M,= 58551 et
F=0,165... < 3 + »—1— Donc M = 58.551, [Iintervalle
4 2me

158.551,58.552[ contient un seul zéro de B,, qui est simple (et
< 58.551,166).

On a N=2M + 1 = 173.103 et le nombre total des zéros réels
de B,, qui sont tous simples, est 2N — 2 = 234.204 .

@n)"
2.n!
58.551 et 58.551,166 on trouve que x% = 58.551, 138509...
(on trouve que B,(58.551,138509) < O et B,(58.551,138510) > 0).

En calculant B,(x) pour des valeurs de x comprises entre

n = 1.005.548. Ici n = 0(mod4), M, = 58.875, M, = 58.876,
F=0,0002... A prioriy, M = M, ou M,.

. (2m)"
En fait, M = M, = 58.875, car, en calculant Y R,(M,) par

(2n)"
2.n!

la formule (12), on trouve que
X< M,.

R,(M,) > {(n), de sorte que
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On ne sait pas a priori combien B, a de zéros sur |M,M+1].
(2m)"
2-n!
qu’il y a trois zéros simples, de sorte que N = 2M + 3 = 117.153
et le nombre total des zéros réels de B,, tous simples, est
2N — 2 = 234.304. On trouve d’ailleurs que

En calculant B,(x) pour diverses valeurs de x, on trouve

x§, = 58.875,2499 ..., x§, = 58.875,7523 ...
et
x{ = 58.875,9988 . ...

5. Résultats concernant x{ ou r < N.

5.1. Remarques préliminaires.

La démonstration de la premiére des inégalités (15) pour n > 13 a
consisté essentiellement a montrer que 'on a

e fif) <o

On déduit facilement de 1a que, si n > 13 et M > 2, on a

(18) Bn<m+{%}) <0 pour 1<m<M~-1.

On a en effet

ey R () R e H Y R (H R

puisque m < M, — 1 < M, et R, est une fonction croissante, et

i fi) « (i) - (e )

Ceci permet déja d’apporter des précisions aux résultats d’Inkeri sur
la situation des zéros de B, que nous avons rappelés au § 1.1.2.

Pour ne pas alourdir I’écriture, nous écrirons ici simplement x, au
lieu de x™.
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5.1.1. D’aprés les résultats d’Inkeri, si n =
sorte que M=>1), lintervalle ]1,2[ contient
l < X3 < =

> et, si M
2

I(mod4) et n>5 (de

le seul zéro x; et on a
=2, pour 2<m

M, Tintervalle Jm,m+1]

contient les z€ros X,, €t Xymsy €t 0N @ M < Xpp < Xgpyy < m + 3
De plus, on voit que B,(x) < 0 pour 1 < x < x; et B,(x) > 0 pour

X< x<2,etque, si M>2, onapour2<m<M

B,(x) <0 pour Xy, <X < Xypiq
et
B,(x) >0 pour m < x < Xy

ou  Xomy <
Il résulte de (18) que, si n >

x<mt+ 1.

13 et M>2,0n a

5
puisque B"<Z) <O0,et,sienoutre M >3,onapour2<m<M-—1

1
m<x2m<m+z<x2m+l<m+—

2
. 1
puisque B,,<m+Z> < 0.

51.2. Si n=2(mod4), n>10 et M

=22, pour l<m<M-—1
I'intervalle Jm,m+ 1[ contient les zéros Xx,,.; €t X,,+, €t on a

m+ op < Xomiy < Xgmip <m+ 1 =y,

ou k=n/2.

De plus on a B,(x) < 0 pour Xsn+; < X < Xymss €t B,(x) > 0 pour
Mm <X < Xpmay OU Xypmip < X < m+ 1.

Il résulte de (18) que, sin > 14et M > 2, onapourl <m< M — 1

1
m+ oy < Xpmig <M+ =< Xppip <m+ 1 — oy

1
puisque B,,<m+§> <0.
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5.1.3. Enfin si n = 3(mod 4) et n = 11, pour 1 < m < M Dlintervalle
Jm,m+1[ contient les zéros Xx,,., € X,,,, € on a

1
m + 3 < Xoma1 < Xomeg <m+ 1. De plus, B,(x) <0 pour

Xoms1 < X < Xomyo et B,(x) >0 pour m<x < Xopmin ou
Xomeoa <X <m+ 1.

Ici il résulte de (18) que, si n>15 et M >2, on a pour
I<sm<M-1

1 3
m+§<x2m+l<m+z<x2m+2<m+1

puisque Bn<m+%> < 0.

5.2. Principe général des démonstrations.

Dans toutes nos démonstrations nous continuerons a écrire x, au
lieu de x™.

La plupart seront basées sur le fait que l'égalit¢ B,(x,) = 0 est
équivalente a
B,({x,}) + R,(x,) = 0.

B,({x,}) s’exprime a l'aide du développement en séric de Fourier de
B,(x) pour 0 < x < 1.

2n)"
2-n!

Il est commode de multiplier par

B,(x,) = 0 par

et d’exprimer [’égalité

@n)" @n)"
71 Bllx) + 575

(19) R,(x,) = 0.

Notons que, pour r > 3, la remarque du § 3.2 s’applique a x = x,.
En effet, x, > 1 et, d’autre part, d’aprés le théoréme 3,

1 1
< < + PR + — .
Xy XN 1 D e<n 210g n)

On a donc pour r = 3

2 2 2 n
n_, dme [Pa(x,)| < \/— dme /Qetl) Vi el
T

x,— 1 2¢ + 1 e4n22/(2e+1) -1 n-2
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5.3. Résultats s’exprimant par des inégalités.

THEOREME 4. — Supposons n > 28.

1. Si n est impair, on a pour 3 <r< N — 2

n—1
(20) 0<(= 1)’”"’2‘(x£")—5) <0,85172- i(””‘) :
2 Jn\n

SR L 3/2 si r + [n/2] est pair,
! r—2 si r+[n/2] est impair.

ou

2. Si n est pair, on a pour 3<r<N—2

2 4

ro1 1 (re(r—=2)\"", 1 n+1
1 (ny _ [ _ < 1 - - 7 + . .
(2 ) Xy (2 4) 0,85 72\/;!< n > mEe o, g
1
Si n = 0(mod 4), x! — (%—Z> est du signe de (—1)".
1
Si n = 2 (mod 4), x” — (l——> est du signe de (—1) quand r <

N
et du signe de (—1)""" \quand r > 3 + 2.
\

Remarque. — Nous supposons n > 28 pour que N > 5.

Les n pour lesquels N > S sont 16, 20, 21, 24, 25, 26 et les n > 28.

Pour n > 28, le théoréme 3 montre que M > 2, et cela entraine que
N=5.

Démonstration. — Nous supposons toujours que n > 28 et que
I<r<N-2.

Nous partirons de la relation (19).

(2n)"
yonl R,(x,), que

5.3.1. Nous aurons besoin d’une majoration de
nous obtiendrons a partir de la formule (11).

D’aprés ce qu'on a dit a la fin du §5.2, on a d’une part

[pa(x)] < \[% Q) V2

— ’
T etmeliern _ 1 26 P

(S
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(puisque n > 28), et, d’autre part,
1 — e ™MD 5 1 — e—4nez/(2e+1)
Alors la formule (11) donne

@n)"

2n(x,— )"
oy (14 2Rt =)

— e~ 4me?l(2et D) (n—1)!

R,(x,) < 1

n!
et, en tenant compte de ce que (n—1)!=—>n""le " /2nn, on
. n
obtient

(2n)" T 1+ p 1 [27me(x,— 1D\’
(22) ynl R,(x,) <e 3 e ﬁ . .

5.3.2. Cas ou n est impair.

r A .
Nous posons x, = 3 + (=1t Cest-a-dire

r
— _1 r+[n/2] —— ).
& = (—1) <xr 2)

1
(a) On voit d’abord que 0 < ¢, < 7

Dans le cas ou n = 1(mod4), (—1)" " est > 0 si r est pair et
<0 si r est impair. Si r est impair, comme N =2M + 1, on a
r=2m+loul<m<M-1.

1 P
Alors %= m + 3 et on sait, d’aprés ce qui a été dit au §5.1.1,

1 1
quem+Z<x2m+1<m+E-

1
On a donc — Z <Xx,— % <0 et (_1)r+ln/2) <0.

r ne peut étre pair que si N> 6 et donc M > 3. On a alors
r=2mou2<m<M-—1.

Alors 2 = m et on sait, toujours d’aprés ce qui a été dit au §5.1.1,

1
quem<x2m<m+2-
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1
On a donc 0 < X, — % < Z et (_1)r+[n/2] > 0.

Dans le cas o n =3 (mod4), (—1)""™? est > 0 si r est impair
et <0 sirestpair. Ici N=2M + 2.

Sirestimpair,onar=2m+loul<m<M-—1.

= m + - et on sait, d’aprés ce qui a été dit au §5.1.3, que

N
N =

3
m+t =< Xypey, <m+ —-
2 2m+1 4

On a donc 0 < x, — % <-—et (—1)tnA > Q.

Si r est pair, on a r

2m+2oul<m<<M-—1.

3
%=m+1etonsaitquem+z<x2m+2<m+1_
L r +1n/2]
On a donc _Z<xr_§<06t (— 1y < Q.

(b) Maintenant, nous remarquons que la relation (19) s’écrit

[ o}

23) pymeon Z s1n2knx, (2m)

+

5 Rax) = 0.

On a 2knx, = knr + (—1)"""*2kne,, d’ou

sin 2knx, = (— )%~ D+ gin 2kne, .

La relation (23) donne donc, puisque !

+ 1 + n i .
3 5 est impair,

4 Y (— 1yk-or S ifner _ an)" R,

Comme0<a,<4,d0u0<27w <2,ona

. 2
sin 2ne, > — - 2me, = 4e,.
n
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D’autre part, pour chaque k > 2, |sin 2kne,| < k sin 2ne,. Par suite,

e} : 2k 0
Y (ke BT < (sin 2m6,) Y o
k=2 k=2
1 noo. 1 .
< Tl 251n2ns, < X -ﬁsm?.ns,

S| 1 * dt 1 n
car S <55 T T = - et n > 28.
gk vt L "7t 2"t =2

On voit ainsi que le premier membre de (24) est

1 14 1 14
>(1—=-—)si > ~=3 7= &
( o 13) sin 2me, 4(1 5 13> €

1 Q)"

1 14\ 2.n!
4(“577'13)

n—1
8r<£‘(2ne(x, l)> ’
Jn\oom

1+ p
ou C= Z\/E P .
2 < 1 . 14>(1_e~47mz/(2e+ 1))

Le calcul montre que C < 0,85172.

On a donc ¢, < R,(x,), et, avec (22), ceci donne

. . r r 1 .
D’autre part, si r + [n/2] est pair, x, = 3 +g < 3 + 7 d’ou

~8r< >

3
2ne(x,— 1) < ne<r~§>; si r+ [n/2] est impair, x, =

d’ou 2me(x,—1) < me(r—2).

r
2

On obtient bien linégalité (20).

5.3.3. Cas ou n est pair.

+ ¢,, C'est-a-dire

N~

Nous posons cette fois x, =

. 1
(a) On voit ici que 0 < |g,| < 3
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Supposons d’abord n = 0 (mod 4).

Alors, d’aprés les résultats d’Inkeri que nous avons rappelés
au §1.1.2, pour 1 <m < M — 1, lintervalle ]m,m+1[ contient les

Z€ros  Xymi1 €t Xomi, de B, et on m < Xomes < m + o

et m+1—oa,<xpp,<m+1, ou k=

a
n . .
5 > ce qui entraine

1 3 . 1
m<x2,,,+1<m+zetm+Z<x2m+2<m+1,pu1squeoz,‘<z.

On sait que N=2M + 1, ou 2M + 2, ou 2M + 3 suivant le
nombre des zéros appartenant a l'intervalle |M, M+ 1].

Si r est impair, on a r =2m + 1 avec m < M.

. 1 . .
Sim<M-1, on a m<x,<m+z d’aprés ce qu'on vient de

voir. C’est encore vrai si m = M car ceci ne peut avoir lieu que si
I'intervalle 1M, M+ 1[ contient trois zéros simples de B, et, dans ce cas,

. 1
le plus petit, X,p.1, €St < M + o < m + e

1 1 . .
Comme 571 =m+ i on a bien le résultat voulu.
Si r est pair, on a r=2m+ 2, aVec 1<m<M-1, et
3 . i . r 1 3
m + 2 <x,<m+ 1, d’ou le résultat voulu puisque 371" m + 7

Notons que ¢, est toujours du signe de (—1)".
Supposons maintenant n = 2 (mod 4).
D’apres ce qu'on a vu au § 5.1.2, pour 1 < m < M — 1, l'intervalle

Jm,m+1[ contient les z€ros x,,., €t X,,,, de B, et on a

1 .
m+ak<x2m+1<m+§<x2m+2<m+l—ak, ou k=

NS

Comme N =2M + 2 ou 2M + 1, si r est impair on a r = 2m + 1
avec 1 <m < M — 1, et par suite

1
m<m+zxk<x,<m+§,
d’ou le résultat 1 'suer ! +1
ou ésultat voulu pui ——==m+ -
puisque 5 7 4 4
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Sir est pair, on a r =2m + 2 avec | <m < M — 1, et par suite

1
m+§<x,<m+1*ak<m+1,

1

< ’ . r
d’ou encore le résultat voulu puisque yTa=m +

Bl

(b) Maintenant, nous remarquons que la relation (19) s’écrit

2 cos 2knx, 2n)"

— )yt Z S Re(x) = 0
ou

i cos iknx (- 1)”,2 (2n)" R ).
d’ou "

2n)" |
< -
|cos 2mx,| < SR x,) + g o

. 1
Comme cos 2nx, = (—1)"sin 27g, et 0 < lg, | < 2’ on a

|cos 2nx,| = sin 2n|e,| = 4]e,|.

| 1 *dt 1 n+1
D’aut LY —<—+| === :
autre part, kggk" L £ il R

On obtient donc

)" 1 n+1
R (X,) 2n+2

’

@
'8"<42 P

d’ou, en tenant compte de (22),

1 -D\"! +
|s,|<c'\[<—_2”e("' )> TR T

n
avec
e 1+ p
= Z\/;l _ e—-47r22/(22+1) <C.
De plus, x =%—Z+ g < 2, d’ou 2me(x,—1) < me(r—2).

On obtient donc bien I'inégalité (21).
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5.3.4. Pour achever la démonstration du théoréme, il reste a montrer
que, quand n = 2 (mod 4), le signe de ¢, est bien celui qui est indiqué.

Nous supposons dans tout ce paragraphe que n = 2 (mod4).
Rappelons que N =2M + 2 ou 2M + 1.

|
On voit d’abord que ¢, est du signe de (—1)" si Bn<%~1> <0 et
. oy - r o1 '
du signe de (—1)"""' si B,,(E—Z> > 0.

En effet, on a vu au § 5.1.2 que, pour 1 < m < M — 1, l'intervalle

Im,m+ 1] contient X,,:+, €t Xynip € ON A Xgpyy < m + 2 < Xomso €t

B,(x) <0 pour Xypiy <X < Xgpmis,

B,(x) >0 pour m < x < Xgps; OU Xppipo < X< m+ 1.

Si r est impair, on a r=2m+ 1, avec l<m<M-1, et

ro1 1 . . r o1
—_——— = —. < ’est-a- S
572 m +4 On voit que ¢ <0, Cclest-a-dire 5 4> X,,
1 1 . 1
si B"(%—Z><O’ et ¢>0, cest-a-dire :;——Z<x,, si B,,(%-Z>>O.
Si r est pair, on a r=2m+ 2, avec l<m<M-—1, et
1 3
% 2 =m+ 7 On voit que ¢ > 0, c'est-a-dire % 7 < x,, si
r 1 r 1 r o1
577 < < ‘est-a-dire = — — > i B,{=z—=]>0.
B"(2 4> 0, et & < 0, c’est-a-dire 572 X,, Si ,,(2 4> 0
Remar maintenant que, comm LN Qi ou 3 o
emarquons ma ant que, ¢ e 574 2 4 ona
ro1 2.n! & cosk(n/2) 2-n! Z (1)
n ({54 = o 2 G E
(2n)" = (2m)" ;= (2h)
C L < i 1 <- +>1 eci donne
m — - — 4+ —, ceci
OMmE T 5 S L k) g

(4m)" ro1 1
- LA — 1+
L<oonB\Waaq)= " 1ta
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d’oﬁ
(4n)" (4n)" 1 (4n)" 1
B, <- + ——
R 2-n R 2 4 2 n! 2 4 ! 2” 2-n R 2 4
On voit ainsi que ¢, est du signe de (—1)" si
(4n)” r 1 1
TR VY T
et est du signe (—1) 7" si
(4n)" r 1
—_——— > .
2-n! Rn 2 4 !

Pour établir le résultat voulu, il suffira donc de montrer que
(4n)" r 1 . N
2 ®\27a) =T sy

(4n)" ro1 . N

——= ) > > =+ 2.
2-n!R" 572 1 s1r 3 2
La formule (12) donne pour x > 1

(4n)" 1 dne(x—1)\" n
25) 2.n R n(x) = 2(1 e‘"""‘”)( n > x =1

n,—n

et

(1+p.(x)).

1 1
D’aprés la remarque du § 3.2, si x <1+ Zz—e<n+§log n>, on a
1 — e "G-D > 1 — e—4m.»2/(ze+1) et

o< [ ey 3

el 1 26 e'*¥ = p' (déja introduit au §5.3.1).

Compte tenu de ce que n"e " /2nn < n! < n"e " /2nme’™™", la
1 1
formule (25) montre que, pour 1 <x<1+ Ire (n+— log n), on a

2
(4n)" 1+p 1 n 1 [4ne(x—1)\"
(26) 2.n R ( ) 2 l_e—«mez/(ZeH) x—1 7;( n
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et
(4n)" 1-p n 1 (47re(x—l)>"
27 . o 1/336 . )
27) 2-n! Ru(x) > 2 n x—1 \/;—1 n
N
Ceci dit, supposons d’abord que r < <7
Comme N=2M +2ou2M + 1,0n ar< M+1d’ou§—%<
M + ! < 3 + 1 n+—lo n—1,202 ) d’aprés (16) (théoréme 3)
2457 ane\""T 280 P ‘
Comme R, est une fonction croissante, pour montrer que
(4n)" r o1 1 )
—- T — T3 t
7 T Ru 27 <1 2 il suffit de montrer que
(4n)" 1 3 1 1
on R X)) <1 - 7 pour x = 2 + o n+510g n—1,202 }- Cette va-

1 1
leur étant < 1 + —({n+-logn)> on a(26).
27me 2

x—-1_ 1 1+10gn__ne+l,202
n 4rme

O
na 2n n

log: me + 1,202

Le minimum de pour t > 28 est sa valeur pour

2t t
x —1 1 log 28 me+1,202
= . =>—1 1+ - =0, R
t = 28. On a donc " Ine (1 56 7% ) 0,02083
n 4me
et < .
x—1 1+log28_7re+1,202
56 28
Maintenant
- B +
4re(x—1) — 14 logn  me + 1,202 < exp logn me+1,202
n 2n n : 2n n
4 -\
et par suite <M> < \/ﬁexp (—me—1,202).
n
Finalement (26) donne
(47:)" V2n(1+p")

R W(x) < exp (—ne—0,202).

(1 _e—4ne2/(22+1))<1 +10g 28 _TL'e+ 17202>

56 28
1

Ceci est égal a 0,000562 ..., donc <1 — 75
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. N
Supposons maintenant que r >

> —+2.

2
On a alors r 2 M + 3, dou
r 1_ M 5 1 1
——->—+>>1+4+—|(n+= - "apré .
57127 T3 1 e (n+210gn 1,226) d’apres (16)

4m)" 1
Pour montrer que (4m) R (r

31 R 5_4—1>> 1, il suffit de montrer que
47"
gn) R,(x) > 1 pour x =1+ —

1 1
+ —
dno <n > logn—1 226)

1 1
<1+ —|(n+= i )
On a encore x < 1 Ime (n 2log n) et par suite on a (27)

i x—1 _ L<1+]og n_1,226>'

n 47e 2n n

1
Le maximum de —— ogt 1,226

n . pour t > 28 est atteint pour t = ¢>**
e—3,452

et égal a

_ 1 1 — 3,452
On a donc X < — 1+e » d’ou
n 4me 2

n 4me
=

x— 1 1+ 16_3’452

D’autre part, 1’égalité
4re(x—1) — 14 logn 1,226

n 2n n

donne
4me(x—1) _logn 1226 1 logn 1,226\’
log > - =
n 2n n 2 n
1 1,226

Car .gg—lz —_— >

> 0.
2n n
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Par suite

4me(x—1) * logn 1 N
- 7 > _ [ — .
( n > = exp ( 5 1,226 &n (log n—2,452)

1
Le maximum de g;(log t—2,452)* pour t > 28 est atteint pour t = e**%

1
et égal a 56"4'452.

n

4 -\ 1
On a donc (ﬂ@_l) > ﬁcxp<_1,226h§e~4,452>.

Finalement (27) donne

" 1 -y 1
(4n)‘ R, (x) > /2me™1/336 L A exp < —0,226 —— e“"‘“)
2.n! R 2
2

et ceci est égal a 1,95114 ..., donc > 1.

5.4. Formules asymptotiques.
5.4.1. THEOREME 5. — Quand n tend vers linfini par valeurs impaires,
1° Etant donné A >0 quelconque, on a uniformément pour

n
3I<rgs—+ 4
e

(28) X(,n) — l + (_ 1)r+[n/2] % (1 _e—2n/(r-2))—l

2 .
) (n(r—z))""‘<H0(_\/Ee~2nur-”>) :
r

n—1)!

i 1 ,
2° Etant donné A e ]0,— > on a uniformément pour 3 < r < An
ne

(29) x(rn) = + (_ l)r+[n/2] gr(n) (nn_n_]; '< Z (r_Zk)n——1>

N =

1<k<%

(o (5 )
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ou
EC(n—l)~1 si r est pair,
g (n) = | ] -
5((1—5;3) C(n—l)) si r est impair.
Démonstration. — Comme dans la démonstration de la premiére

partie du théoréme 4, nous posons

r
Xy = 5 + (— 1)r+[n/2]8r

et nous utilisons 1’égalité (24). Mais nous faisons maintenant une étude
plus fine du premier membre de cette égalité.

On voit que I’on a uniformément par rapport a r, assujetti & aucune
condition,

(30) Z (- 1)(k—l)r%§i = 2nh,(n)e,(1+ 0 (e?)),
ou
= (= 1)t {n—1) si r est pair,
hr n) = v a— =
o k; kot (1-%) {(n—1) si r est impair.

En effet, on a pour 8 réel quelconque
03
smH—H——qo(O) avec 0@ <1.

4
Ainsi sin 2kne, = 2kne, — = k3n®3p(2kne,), ce qui donne pour n = 5

3
i (_ 1)(k— r
k=1

sin 2kne,
k n

© -1 (k—1)r 4 © 1 (k—=Dr
TE, Z ( k’)z_l — Z k,), 3 (p(szCEr)
k=1 k=1
0 _1 (k—Dr
= 2me, (h (n)—— (-—k—ztr‘prkna,))-
k=1

(30) résulte de ce que

— )(k r

hy(n) > y & i 9 (2hne,)
k=1

< ({(n—3) = 0(1).
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Dans la suite, toutes les estimations que nous donnerons vaudront
pour n, supposé¢ impair, tendant vers l'infini, et seront uniformes par
rapport a r assujetti aux conditions indiquées.

Remarquons que, comme il est facile de le voir, le 2° implique que
(28) a lieu pour r = 3 et pour r = 4. Donc nous pourrons réduire la
démonstration du 1° a celle du fait que (28) a lieu uniformément pour

n
S5€«r<—+ 4.
e

Supposons donc d’abord que 5 < r < % + A, avec 4 fixé > 0.

Notons que, en raison de (17), quand n est > 28 et assez grand,
on ar <N —2etle théoréme 4 s’applique. Ce théoréeme montre que
l'on a

1
3Bl & = 0(7 ez"""z’) (ce qui est évidemment o(1)).
n

En effet, 'inégalité (20) donne, puisque r, < r,

n—1 n—1
ner _ mer _
0 < g, /ne™? < K<w) Q2= < Ke2’3< Q20T 2)) ,
n

n

ot K = 0,85172.

) . net .. L .
On voit que la fonction > — e”“~? est décroissante sur I'intervalle
n
[5,3+ \/§] et croissante sur [3+ \/3, +oof.

5/3

Sa valeur pour t =5 étant > qui est <1 pour n = Sme®?,

on voit que, pour n > 5me®®, son maximum sur [lintervalle

n n . neA
5,—+4 est sa valeur pour t=—+ A4, soit 1+—
e e n

2me

exp n+mne(4—2)

>, puisque celle-ci est > 1.

On a donc

ned\" ! 2ne(n—1)
‘ 2n/(r—2) 2/3 + _ _ .
& /ne < Ke <1 . > exP(n+1re(A—2))
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Quand n tend vers linfini, cette derniére expression tend vers

Kexp <§+ ne(4+ 2)) .
(31) donne

r

8,2, — 0(1 e—4n/(r—2)> — 0(_\/_;1 e—Zn/(r—Z))

NG
— X
,

S =

r
car pE et r = 0(n).

1 n
D’autre  part, h,(n) =1+ 0(5,;) =1+ 0<£ e—Zn/(r—m) car
r
\/’—’ o) me 1 1

—e X M(e‘Z/(V—Z))" et e 207D 5 o7 >

r ~ 1+med/n Jn
(30) donne donc

i (— 1) vr sin 2kmne, _ 2n8,<1+0<—@ e—zn/(r-2)>>'
k=1

k" r

n
Alors, comme Te'z"""” = o(1), (24) donne
1 Jn @ny"
- + Ny ,72n/(r—2) .
(32) ¢, 2n<1 o( e ))2.n!R,,(x,)
Maintenant, la formule (11) donne

Qn)" n Qr(x,—1)* !

on !Rn(xr) = 1= & D 'W(1+pn(xr))-

(33)

4me?

n
> .
x,—1 (2e+1)

D’aprés ce qu'on a dit a la fin du § 5.2, on a

Par suite, I'inégalité (10) donne

NI,
e~ MGy~
1

r

(34) pal) = o(

car en/(x,— 1) _ 1= en/(xr—l)(l__e—n/(x,— 1)) > (1 _e—4ne2/(2e+1))en/(xr— 1)

. . 1 1
Il résulte immédiatement de (31) que o = 0(~>-
- r

r
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D’autre part, on a

2 _ 1 _ (__ 1)r+[n/2] 28’

r—2 x,—1 r—2)(x,— 1)

€ 1
— O Zry — O e—Zn/(r—2)>
<r2> (rz\/;l
et par suite, comme

2 1
—n/(x,—1) — ,—2n/(r-2) = s
e e exp <n<r_2 Xr—1>>

n
(35) e M@ = o 2n/(r=2) (1 +0 <% e 2nir= 2))> .

Ainsi (34) donne

n
(36) pa(x) = O <—{ e—zn/M).
2 2
D’autre part, comme " _n 2 > T e (Ze_ ) /n, et par suite
2 2
exp - < exp . a— qui tend vers e”*™ quand n
r—2 1+7me(A—2)/n

tend vers I'infini, (35) montre que l'on a

(B7) 1= e mETD = (1 0D <1+0<ﬁe'2""’2’>>-
r

Maintenant on a

Qr(x,— )" _ (n(r—2)""" ,(2(x,~ 1)>"“_

n—1)! (n—1)! r—2
Comme
2(x,— 1) 2¢ | _
r =14 (=1)*r2 T =1+ 2n/(r—2) s \
" 1+ (=1 p— O(r ne > d’aprés (31),

-1 1
on a loggixr——) = 0(— e"”’”’"”), d’ou il résulte que
r

r—2 ﬁ
<2(><r~1)>n_1 -1+ 0<ﬂ6_2"”’_2))'
r

r—2
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On a donc

Qulx,~ )" (m(r—2)"" Jnoo
S e Y R PR Y ('+0<Te ” )>>

(33), avec (36), (37) et (38), donne

Q1) R, = u ((r=2)" " <1+ 0 (ﬁ e‘2"'<'—2>)>.

2:n! (I—e 1) (n—1) ! r

Alors (32) donne

2 (n—1)!

. , . N . r
ce qui est équivalent a (28) puisque x, = = + (— 1) "¢ |

2
Il reste maintenant a démontrer la deuxiéme partie du théoréme.
. 1
Supposons donc que 3 <r < in, ot o< i< —-
e

. L. ne(r—2)\" .
I 1 est dent —— ] =o0(1 t
ci, il est évident que \/;1 ( " > o(l) car ceci es
< \/r_l(/lne)"‘1 et Ame < 1.
Il est clair que, quand n est > 28 et assez grand, r < N — 2 et le

théoréme 4 s’applique.

1 .
(20) donne ¢, = 0<—~ ()tne)"), puisque r, < r < An.
n

n

Mais pour établir (20) on a montré en fait que

e, < £<2ne(x,~1)

\/Z n

n-1 _ n-1 _ n-1
On a <2ne(x, 1)> _ <ne(r 2)) .(Z(x, 1)) '
n n r—2
_ — {yr+(n2)
Comme M =1+ %Q__sr =1+ O<——1——(lne)"> et
r—2 r—2 ﬁ

Jme <1, on a (2—(:;1)) = 0(1).

n—1
) , ou C <0,85172.

-2
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ne(r—2)\"" "
n
Il en résulte que

s A[1{mer=2)\"""\ _ ne(r—2)\"""
oo () )=o) )

puisque %(M) ) = \/ﬁ(n_e(ﬂ) ) '51_/5<ne(r —2)>"* ot

On voit ainsi que

39) g = 0(

4-

n n n

_ n—1
<M) < (/17'53)"_ 1 .
n
(30) donne donc

S k- S0 2kme, ne(r—2)\""*
¥ (- pys-w S 2k znh,(n)s,<1+o<ﬁ< ) ))

n

d’ou, puisque \/(M)" =o0(1) et = g,(n),

2h,(n)

(40) s,=(1+0<\/5<@>r )) ,(n)Z( pye-or 90 ifns'-

Maintenant, on va voir que I'on a

n apnet ne(r—2)\"""
(41) R,(x,) = (z(r 2k) ><1+o(ﬁ(—n ) ))

1<k<

On sait que R,(x,)=n Y (x,—k)"7'.

1<k<x,

r 1 . .
Comme x, = 3 + (1) et 0 <eg, < 2 °n voit que, si r est

impair, on a

=2k)y*"1.

Rn(xr) =n Z (xr—k)n_l = on-

r
I<k<- 1gk<-
2

oy
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r
Pourk<§, on a

r—2k

- (r—2k)(1+0<\_1[_n(“e(:l~2)>"‘ ))
d’aprés (39), et par suite

=

(le O étant uniforme par rapport a k). Ceci donne bien (41).

— 1)[n/21+1
2x,—2k = r + 2(— I 1g,~ 2k = (r—2k)<1+2————————( D "”)

riz—1

Sirestpair, ona y (r—2k)"'= Y (r—2k)""'et

r -
l<k<— k=1
2

r/2—1
n Y (x,—k)""' dans le cas ou n = 2(mod4),

k=1
R.(x)={
ny (x,—k)""' dans le cas ou n = 0(mod4).
k=1
Pour k < % — 1, on a comme plus haut

R

le O étant uniforme par rapport a k.

Ceci donne immédiatement (41) dans le cas ou n = 2 (mod4). Dans
le cas ou n = 0(mod4), comme 2x, — r = 2¢,, on obtient

(Yoo A o)

ce qui donne encore (41) en raison de (39) et de ce que

rj2—1
Y (r—2ky Ttz 20

k=1
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Finalement, (40), (24) et (41) donnent

o 2 e )oeo(A(2) )

1<):<2
ce qui est équivalent a (29).

5.4.2. THEOREME 6. — Quand n tend vers l'infini par valeurs paires,

1° Etant donné A et B > 0 on a uniformément pour

1 + B
—-(n+logn—A)<r<n
2me e
r 1 1 o Snier
42 n) - _ __ —+ __1 r+nj2 i
( ) xr 2 4 ( ) (27'[)3/2 1 _ e—zn/r

n 1
r\n \/;,
, 1
2° Etant donné ie]o,i—é] et A >0 on a uniformément pour
i

3<r<in+ 4

@) X =

r 1 (=D& 4 (med)"
2 a2 Z(2v)"+0<\/;>’

ou les A, sont ceux du théoréme 1 et q = [1/2ine].

En particulier, pour 3 < r 2— + A, avec A > 0,
ne

n _K_l (- 1
(44) x™ =573 + i, <1+0<\/;)>,

Démonstration. — Ici, comme dans la démonstration du théoréme 5,
toutes les estimations que nous donnerons vaudront pour n, supposé
maintenant pair, tendant vers l'infini, et seront uniformes par rapport
a r assujetti aux conditions indiquées.

Démonstration du 1°. — Nous posons

r 1 N
—_ — — /2
X, = 5 Z + ( l)r " &y

(cet ¢, n’est donc pas le méme que dans la démonstration de la deuxiéme
partiec du théoréme 4, mais il a la méme valeur absolue).
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Nous remarquons ici encore que 1’égalité (19) s’écrit

_ 1)n/2+ Z cos anx an) R,(x,

Comme cos 2nx, = (—1)"?sin 2ne,, ceci donne

Q2n)" X cos anx

H — + _11+n/
(45) sin 27, onl W) + (=1 g

Maintenant nous observons ici encore que, quand n est > 28 et
assez grand, le théoréme 4 s’applique.

1
L’inégalité (21) montre que ¢, = 0(——) car

NG

n—1 n—1 n—1
(f2) 7 () L (1)
n n n

1
Il en résulte d’abord que sin 2ne, = 2n8,<1+0<—>>, d’ou
n

= <1 + 0<l>> i sin 27e, .
n))2n
(45) donne donc

46) ¢, = <1+0< >> 27r<;2n)nR oyt (= 1y Z cos 2knx>

Maintenant, la formule (12) donne

Qn)" 1 <2ne (x, — 1))"

o R a(x,) = (l_efn/(xr~1))‘ n
RS, pnoc,)(HO(g))
x, — 1 ﬁ n

1
car n! = n"e™ ", /21m<1+0<;>>.

I résulte de ce qui a ¢été¢ dit a la fin du §52 que

pu(x,) = 0(%) D’autre part, on a
n

5 P05 2(—1)ytng
2 (—aytrirg, = L= 24 ST ),
4 (=17, 2< 2r r

x,— 1=

NS
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n a .
Comme r > e pour n = e”, ceci donne
ge

S (e)- 3 of)
x, — 1 r r n

.\ . | .
Cette derniére relation donne e */¢*r~ D = e*z"/’< 1+ O(—)) et, puisque
n

e 1
-2 1l —eMEu D =q—-e [ 1+0(=-])-
r 1+ B/n ¢ (I-e )< <n))

On voit ensuite que

2ne(x,-—1)___ﬂ<l_i+0( 1 ))
n n nJ/n

() = () ol )
(s (130 1)) =-3v0l22))

Finalement, on voit que I'on a

@ B = b T () L (100 L)

1
Comme r > E——(n+ logn—A), on a pour n > e*

S

d’ou

n n 1—5me _ n
1_2n,,e'5”’2r(ﬂ> \/—> 2ne 1 (H_logn A) .

1 —e n n

r \/;1 2"
2 1—5me— A 1 2
Ceci = &zn—\/ﬁ<1+o( = ”>)
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[e ]
1 1
<Te=0lz)
n n
k=2 k 2
On voit ainsi que 'on a

Q2m)" i ns o COS 2k7tx,_ Q2n)" 1
SR+ (D) /g o R(,)<1+0<\/;)>-

(46) donne donc

s
_ 1 o5 /n mer\" 1 .
- 1 — e~2n/r ’ (271:)3/2 ’ T(T) <1 + 0<ﬁ>> d apres (47)

et ceci est équivalent a (42).

Par ailleurs,
Z cos 2knx,

, . 3
Démonstration du 2°. — Nous supposons maintenant que n > — et
A

3<r<in+ 4,00 0< 1< 12neet 4>0.

ro1 1
=_— -+ (=1)|-— =
Nous posons x, 572 ( )(4 o — B,), ou k

NI:

Les résultats d’Inkeri rappelés au § 1.1.2 montrent que, quand N > 5
etr<N—2,0na

si r est impair,

— 1 si r est pair.
) p

On a alors
ix,} = o + B, si r est impair,
r 1 — (ax + B,) sir est pair.
Si nest > aun n, > 28 et assez grand, ceci a lieu et le théoréme 4
s’applique.
Comme B,(1—(ox+B,)) = B,(ox+f,), ’égalité (19) donne

(27r)” (27t)
n!

(48) S

Ry(x,) = 0.
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La deuxiéme partie du théoréme 4 montre qu’il existe une constante
C, > 0 telle que, si n = n,,

C
- T X% ﬂr\ 1'

1
4

1 1
On sait par ailleurs (d’aprés Lehmer) que 0 < 1 o < i
T

o et ap + B, sont donc dans lintervalle

I G 1 C2
e e
4 274 2n

1
Cz = MaX (Cl, _> :
2n

ou

On a pour 0 < x <1

2m)" P < sin 2hnx
dx( B,(x )> = (—Df2n 3, =

h=1

1
= (—1)*2n sin 2nx + 0<2n>

1 C1 C 1
Pour xe[z—23,2+2—:], ceci = (—1)F2m + 0<?> Donc, si n est
= enable > on a pour xe 1—2 1+9
Z un n, conv No, p X i ity
2 n
(-1l <( g )) iG>0,

Comme B,(x;) = 0, il en résulte que, si n > n,,

-0 FL Bt B > Cl.
(48) donne alors |f,]| < —CIT ;27;)" R, (x,).
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r _Ain+ A4
Compte tenu de ce que x, < 2 <

dans la démonstration du théoréme 4, montre que

(2n)" (nei)"
(mel)"

Il résulte de la que 8, = 0< f ) et par suite
n

__r__l 1 (ne/?.)".
x,——2 4+( 1)< ak>+0<\/;>

Si g = [1/2Ane], on a d’aprés le théoréme 1

» la formule (22), établie

1 1 2 +0< 1 >
L = _
4 T nm :1(2v)” (2q+2)"

q
(medy\ . 1
g 2v)" < \/;l ) puisque 0 12 < mei.

Ceci donne le résultat annoncé.

II

N{,__
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