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SUR CERTAINES ÉQUIVALENCES D^HOMOTOPIES

par M. AUBRY et J.-M. LEMAIRE

1. Prologue.

Le point de départ de cet article est la question suivante, qui fut
posée à l'un de nous^ : existe-t-il des applications d'un espace dans lui-
même qui induisent l'identité sur les groupes d'homotopie et sur les groupes
d'homologie (entière) et qui ne soient pas homotopes à l'identité?

Donnons tout de suite un exemple - qui est sans doute le plus simple
possible - répondant à cette question. Prenons l'espace S3 x S3. C'est
un groupe topologique, donc pour tout espace Z l'ensemble des classes
d'homotopie (pointées) [Z, S3 x S3] = [Z, S3}2 est un groupe : en particulier

S 3 x S 3 , S 3 x S 3 = [ S 3 x S 3 , S 3 } 2

est un groupe (non commutatif); or la structure du groupe [S3 x S3, S3]
est bien connue :

1.1. PROPOSITION. — Le groupe [S3 x S3, S3} est isomorphe
à Fextension centrale de Z2 par Z/12Z classée par le générateur de
^(z^z/m^z/m.

Preuve. — La suite de Barratt-Puppe associée à la cofibration :

S3\/S3 -^ S3 x S3 -p-^ S6

Mots-clés : Modèle de Quillen - Complexes de Poincaré - Equivalences d'homotopie.
Classification A.M.S. : 55P62 - 57P10 - 55P10.
^ Cette question a été posée au deuxième auteur par V. Srinivas, pendant l'école d'été
"^-théorie et applications" organisée par le CIMPA et l'Union Mathématique Africaine
à Ibadan (Nigeria) en août 1987.
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donne lieu à une suite exacte courte de groupes :

(*) 1 ̂  [S3 V S\ S3} ^- [S3 x S3, S3} ^- [S6, S3} ^- 1.

En effet, j* admet une section ensembliste car toute application
(91^92) : X \/ Y —r S dans un groupe topologique S s'étend à X x Y
par m o (pi x ^2)? où m : S x S —>• S est la multiplication de 5'. L'injectivité
de p* s'obtient en continuant la suite de Barratt-Puppe :

[S6, S3} — [^VS4^3] — [E(53 x S3), S3}
et en observant que la flèche de droite est surjective car E(53 x S3) ~
S ^ V S ^ ^ S 6 .

A présent le foncteur H ^ ' , Z) établit un isomorphisme [S3 V5'3, S"3] ^
Hom(Z2,Z) ^ Z2. D'autre part, [^.S'3] = TTeÇS3) ^ 1/121. Le groupe
[S3 x S3, S3} est donc une extension de Z2 par 1/121. Comme ce groupe
est niipotent de classe 2 d'après le théorème de G. Whitehead ([W]),
3.6. Chap. X), son sous-groupe dérivé est central; on sait de plus [Sa]
qu'un générateur de p^TTçÇS3) est le commutateur pipïP}'1?^1î où p\ et
p2 '- S3 x S3 —> S3 sont les projections. Il en résulte que p*7re(53) est
contenu dans le centre et que [S3 x A?3,*?3] est l'extension centrale de Z2

par Z/12Z classée par le générateur de ff^Z2; Z/12Z) ^ Z/12Z. D

Notons -h la loi de composition du groupe [S3 x S3, S3 x S3} et 1
l'identité de S3 x S3.

1.2. PROPOSITION. — Les 144 éléments de la forme 1 + a o p ç.
[S3 x S3, S3 x S3}, où a parcourt [S6, S3 x S3], induisent Fidentité sur les
groupes d^homologie et sur les groupes d'homotopie.

Preuve. — La suite (*) montre que tous ces éléments ont la même
restriction à 6'3 V 53, à savoir l'inclusion j : S3 V S3 —^ S3 x S3, qui induit
l'identité sur le Hs ; comme l'algèbre H^(S3 x 53; Z) est engendrée en degré
3, l'application 1+aop induit l'identité sur H^(S3 x S3', Z) pour tout a. En
homotopie, on a 7nx(l-haop)o7r,e(j) = TT*O'), et comme 7r^(j) est surjective,
TT^(I + OL o p) est l'identité. D

2. Equivalences (Thomotopie qui induisent l'identité
sur le (n — l)-squelette.

Si l'on analyse l'exemple précédent, on peut le généraliser comme suit :
considérons un CW-complexe X de dimension n avec une seule cellule de
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dimension n : c'est le cône d'une application / : S'71"1 —> Y où Y est le
(n — l)-squelette de X. On a alors la coaction 7 : X —> X V S71, qui consiste
à pincer le bord d'une petite boule dans la n-cellule, et qui définit une
action de TT^(X) sur [X,X] par la composée

X ^ X V S71 {g^ X g ç [X,X], a e 7Tn(X)

que nous noterons g + a. Si j est l'inclusion de Y dans X, on a encore
(g + a) o j ~ g o j pour tout a. Réciproquement, si g, g ' ç. [X, X] ont des
restrictions à Y homotopes, il existe a ç TT^(X) tel que g ' ~ g + a.

Soit In(X) l'orbite de l'identité 1 de X sous l'action de TT^(X);
l'application l4' : 7Tn(X) —>• I^ÇX) définie par I^Q!) == 1 -h a est donc
une surjection. On peut préciser la description de In(X) comme suit : soit
S*y = 5'1 x X / S 1 x *, soit [E»<y,Xp le groupe des homotopies (relatives
au point de base) de l'inclusion j : Y —> X avec elle-même, et soit enfin
Sij : [E^y.Xp —> 7Tn(X) l'application définie de la manière suivante :
soit Wf : S71 —> X Uy Y x 1 UY X l'application d'attachement de la
cellule de dimension (n + 1) du cylindre X x J; on pose VIî 6 [S>,y,Xp,
Sij(Jf)= (l,^,l)o^.

On a alors la :

2.1. PROPOSITION ([Ba], Prop. 8.16). — Sij est un homomor-
phisme de groupes, et rapplicâtion l'1" : 7Tn(X) —>• In(X) induit une bijec-
tion7rn(X)/îm^f)^In(X).

Comme 7Tn{X) est abélien, cette bijection induit une structure de
groupe abélien sur In(X), que nous noterons In{X)^-, de sorte que l'on a
la suite exacte de groupes :

(2.2) [E,V, X? ̂  7Tn(X) 1^ J,(X)+ -^ 0.

On notera que la structure de groupe de In(X)^. n'est pas en général
induite par la composition. On vérifie en effet immédiatement que :

V/, g ç [X, X], Va e T^(X), g o (f + a) - g o f + ̂  (a)
de sorte que
(2.3) Va,/3€7^(X), (1 + a) o (1 + (3) ~ 1 + a + (1 + a),(/î)
et le second membre est en général distinct de 1 4- OL + 0.

Supposons à présent vérifiées les hypothèses suivantes :
(2.4a) ^(X; Z) == ff,(y; Z) © H^', Z), i.e. l'application

d'attachement est nulle en homologie,
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(2.46) le générateur de tT^X; Z) = Z est décomposable.

Ces hypothèses sont automatiquement vérifiées si X a le type d'ho-
motopie d'une variété compacte 1-connexe de dimension n, qui n'est pas
rationnellement une sphère. Alors les éléments de In(X) induisent l'identité
sur les groupes d'homologie, et sont donc des équivalences d'homotopie.

Dans le cas où X = S3 x 53, pour lequel nous avons vu que
Iç(X) ̂  (Z/12Z)2, l'hypothèse suivante était en outre satisfaite :
(2.4c) TT*O) '' ^*(Y) —^ TT*(X) est surjective.

Cette hypothèse additionnelle assure que les éléments de Jn(X) indui-
sent aussi l'identité sur les groupes d'homotopie de X, et par conséquent
(2.3) montre que la structure de groupe de J^(X)+ est alors induite par la
composition des applications.

Les hypothèses (2.4 a,b,c) sont vérifiées par les produits de sphères.
Par suite, si P est un produit de sphères de dimension N , les éléments
de IN^P) induisent l'identité en homologie et en homotopie et forment un
groupe abélien pour la composition.

Plus généralement, l'hypothèse (2.4c) est "presque" vérifiée par la
plupart des variétés (compactes, 1-connexes, sans bord) :

2.5. THÉORÈME ([HL]). — Soit X un complexe de Poincaré 1-
connexe dont la cohomologie rationnelle ff*(X; Q) n'est pas engendrée par
un seul générateur d'algèbre. Alors 7r*(j) a un conoyau fini.

En d'autres termes, tout complexe de Poincaré rationnel 1-connexe
(dont la cohomologie rationnelle n'est pas engendrée par un seul générateur
d'algèbre) vérifie les hypothèses (2.4 a,b,c). Il est donc naturel de chercher à
calculer le groupe IN d'un tel complexe à l'aide des modèles algébriques de
l'homotopie rationnelle. Le résultat est remarquablement simple, au moins
dans le cas d'un espace formel (cf. [DGMS], [F]) :

2.6. PROPOSITION. — Soit X un complexe de Poincaré rationnel
1-connexe de dimension N , qui n^est pas une sphère rationnelle; si X est
formel, alors I N ( X ) = 0.

La démonstration de cette proposition occupe le paragraphe 3 ci-
après.

Si X est une variété compacte 1-connexe sans bord, ou plus générale-
ment un complexe de Poincaré sur Z, son rationalisé XQ satisfait donc
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I^ (Xo) = 0 (nous supposons une fois pour toutes que XQ n'est pas une
sphère rationnelle). La suite exacte (de groupes niipotents ou abéliens)
(2.2) se localise, et par conséquent

J^(Xo)+=^W4.0Q.
Nous pouvons donc conclure :

2.7. THÉORÈME. — Si Xâ le type d^homotopie rationnelle d'un
complexe de Poincaré formel, 1-connexe de dimension N , qui n^est pas
rationnellement une sphère, le groupe IN(X) est fini.

3. Démonstration de la proposition 2.6.

On démontre le théorème à l'aide des modèles minimaux de Quillen
en passant par l'algèbre enveloppante et en utilisant les propriétés de la
différentielle liées à la dualité de Poincaré.

Rappelons d'abord que Quillen [Q] a construit un fondeur À : T —>
DGL de la catégorie des espaces topologiques rationnels 1-connexes vers
la catégorie des Q-algèbres de Lie différentielles graduées connexes. Ce
foncteur est une équivalence de catégorie entre les catégories d'homotopie
associées.

La catégorie des Q-algèbres de Lie différentielles graduées connexes
admet des modèles minimaux :

3.1. THÉORÈME ([Ba-L]). — Pour toute ^-algèbre de Lie différen-
tielle graduée connexe (L,<9), il existe une Q-algèbre de Lie différentielle
graduée libre connexe (L(V), d) à différentielle décomposable (d = d^ -4-^3 +
• • -, où di(V) est une combinaison linéaire de crochets de longueur i) et un
quasi-isomorphisme (p : (L(V)^d) —^ (L,<9). De plus, (L(V)^d) est unique à
isomorphisme près.

Soit X un espace 1-connexe, le modèle minimal ÇL(V),d) de XX
s'appelle le modèle de Quillen et vérifie les propriétés suivantes :

(a) V est isomorphe à la désuspension de l'homologie réduite de X :
V ^ ̂ Hon^JÏÏXîQ^Q) ̂  s^H^X'.q).

(b) la partie quadratique de la différentielle est donnée par le produit
de l'algèbre ff*(X;Q) : on trouvera une formule explicite en (3.5)
ci-après.
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(c) deux espaces 1-connexes ont le même type d'homotopie rationnelle
ssi leurs modèles de Quillen sont isomorphes dans DGL.

Rappelons enfin ([DGMS]) qu'un espace 1-connexe est dit formel si
l'algèbre de ses cochaînes rationnelles est quasi-isomorphe à sa cohomologie.
Une définition équivalente est :

3.2. DÉFINITION. — Un espace rationnel X est dit formel si son
modèle de Quillen est quasi-isomorphe à une algèbre de Lie différentielle
graduée (L(V),d) où d est purement quadratique (Le. dV C [V, V]).

Pour l'équivalence de ces deux définitions cf. [T], [F]. D

La démonstration du théorème utilise en outre les trois lemmes
suivants :

3.3. LEMME. — Soit L = (L(V); d) une algèbre de Lie différentielle
graduée libre et g ' , g " des endomorphismès de L. On note sV la suspension
de l'espace vectoriel V : chaque élément sv de sV correspond à un unique
élément v d e V e t \sv\ = \v\ + 1.

Si V = V<i C Vi et si g ' , g11 : L-^ L vérifient g'\y^ == g"^, alors les
homotopies de g ' vers g " relatives à V^i sont en bijection avec l'ensemble
des morphismes de DGL

G : (L(V<, e sv^ © v[ e y/' © sVi},D -^ L
tels que G\v^ = g'\v^ = 9"\v^, G\v' = g'\v, et G\v" = g"\v^ La

( D \ y = d
différentielle D est définie par ^ D(sv) = -S(dv) si \v\ <i où S

( D(sv) = v" -v1 - S(dv) si H = i
est la dérivation de L(V<î © sV^z) qui prolonge s.

Preuve. — cf. [AL]. D

3.4. LEMME. — Soit H une 0,-algèbre graduée vérifiant la dualité
de Poincaré par rapport au générateur linéaire ^ de dimension N , alors il
existe une base linéaire homogène de H dont les éléments sont les (^i)içi\jj,
{^)zeiuK indexés par les ensembles I , J , K, vérifiant les propriétés I H J =
0 = I H K et

1) pour tout i € J, ̂  ç H<N/2, ̂  € II>N^<2 et ̂  = 6,^ pour tous
ij cl tels que |^| +|^*| =N

(ëij désigne le symbole de Kronecker, |^| le degré de ^J.
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2) i) Si N = 1[2], alors J = K = 0.

ii) Si N = 0[4], alors K = 0; pour tout ^ ç J , |^| = A^/2 et il existe
un Oj e Q - {0} tel que ̂  • ̂  == a^<^ pour tous îj e J.

iii) Si 7V = 2[4], alors J = K ; pour tout j ç J, |^| = 7V/2 = |̂ | et
^ • $J = ^/A pour tous ij ç. J .

Preuve. — Appliquer simplement la définition de la dualité de Poin-
caré; le cas 2)ii) (resp. 3)iii)) décrit l'existence d'une base orthogonale (resp.
symplectique) de U^/2. Q

3.5. LEMME. — Soit 7 rinjection canonique L(X) C T{X) = ,
UL(X) où L(X) est la ^-algèbre de Lie libre engendrée par le ^-espace
vectoriel X et T(X) son algèbre enveloppante. Le morphisme linéaire TT
défini sur T(X) par

TT^I ̂  • . . ̂  xn) = ̂  i^i^1;'.711^ |̂ | ad a;i o . . . o ad^_i(^),

^ ç X, î = 1, . . . ,7Z

est une rétraction de 7. De plus, si L(X) est munie d'une différentielle
quadratique, et T(X) de la différentielle induite, alors TT est un morphisme
différentiel.

Preuve. — Rappelons d'abord que la représentation adjointe
ad : L(X) -. Der(L(X)) C End(X))

définit une structure de T(X)-module sur L(X), qui vérifie ^{u).v == [u,v]
pour tous u,v ç L(X). On remarque ensuite que l'inclusion X C L(X)
induit des isomorphismes canoniques d'espaces vectoriels gradués :
Der(L(X)) = Hom(X, L(X)) = ïiom^ÇTÇX) 0 X, L(X)) =

HomT(x)(^+(X),L(X)).

Soit j un homomorphisme de degré 0 de X dans L(X); les iso-
morphismes ci-dessus prolongent j respectivement en un homomorphisme
r(X)-linéaire J : r-^X) -^ L(X) et en une dérivation r] de L(X) de degré
0; on a

J(xi 0 • • • ^Xn) = ada-i o .. . oad^-i(^(a;^)).

Remarquons enfin que J^ est une dérivation de degré 0 : en effet
J7(M) = J^u.^v - (-l^^v.-ru) = [u.J^v] - (-1)1^1^1^^^]

= [u,J^v\ + [v,J^u\.
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Or, il est clair que T) et J^ ont même restriction à X, à savoir j; donc
J7=7y.

Si </7 est inversible, (J^)~1 oJ est évidemment une rétraction linéaire
de 7. En particulier, si l'on prend Vrc ç X, j(a*) = (l-t-|rr|)-:r, comme J^ est
une dérivation il vient J^(u) = (n + |îA|) • u pour tout IA € L(X) homogène
de longueur de crochet n, d'où (<77)~1 o </ = TT et le résultat.

Supposons enfin L(X) munie d'une différentielle quadratique 6, dont
nous notons encore 6 le prolongement à T(X) ; vérifions que TT commute à
6. Comme TT = («77)~1 o J, il suffit de montrer que J commute à <?, puisque
7 commute à 6 par définition. Pour cela, on observe d'abord que J6 — 6J
est une application r(X)-linéaire de degré —1 de T(X) dans L(X) : on a
en effet

Va- ç X, Vw e T(X), J^.w) = J(^.w) -4- (-l)^J(x.ôw) =

[(^,Jw]+(-l)l^,^w]

et
(ÇJQr.w) = 6[x,Jw] = [ëx.Jw] + (-1)1^1 [x, SJw],

soit
(J<^ - 6J)(x.w) = (-l)'^^. (^ - <^X

II suffit donc de montrer que la restriction de J6 — 6J à X est
nulle. Or, en posant Va* ç X , 6x = Ti[y,z], il vient J6x = J^[y^z\ =
(2 4- \y\ 4- M) • S[î/,z] et <$J.r = 6jx = (|.r| + 1) • S[î/,^], d'où le résultat
puisque \x\ — 1 = |î/| + \z\. D

3.6. — Nous pouvons à présent démontrer la proposition 2.6. Nous
supposons que le {N — l)-squelette de X n'est pas un point, car dans ce
cas le théorème est trivial.

Soit p, la classe fondamentale de la cohomologie H. L'espace X admet
un modèle minimal de Quillen L = (L(W),6), où W == s~1 Hom(^f,Q) et
6 est une différentielle quadratique. D'après le lemme 3.4, il existe une
base linéaire (^), i ç. [1,..., n] de H, avec une involution * : [1,..., n] —^
[1,..., n] telle que pour î j e [ l , . . . ,n ] avec |^|-h|^ | = N , ç^. = a^'/i.

On posera au = ai et on remarque dès à présent que ai et a^ sont
reliés par la formule ai = (—l)!^!!^'1'^^.

Posons W = V © mQ = ( © ^Q) © mQ, la base m, (x^ étant la
désuspension de la base duale de /^, ($J. La différentielle de m dans L est
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donc

6m=^-l)^a^x^
î==l

II s'agit alors de montrer que si a est un cycle de L de degré N — 1
(leur ensemble est noté Z^v-i), l'application g définie par g\y = idjy,
g(m) == m 4- a est homotope à l'identité. Comme par hypothèse, la
différentielle 6 est quadratique, c'est-à-dire homogène de degré -j-1 pour la
longueur de crochet, on peut écrire a = ̂  a< où a^ est un cycle homogène

t>2
de longueur de crochet t > 2. Désignant par gi l'automorphisme de L défini
par g^y = i d jVî fi^771) = m -h a^, on vérifie immédiatement que g est la
composée des gi (dans un ordre arbitraire) : on peut donc supposer sans
restriction que a est homogène de longueur de crochet t > 2.

D'après le lemme 3.3, il suffit de construire un morphisme

F : (L(V © sV C m'Q C m"Q © 5mQ), D) —^ L

tel que F\y = id|y, F(m') = m et F(m") = m + a.

Ecrivons d'abord (de façon unique!) :
n

70 = ̂  aiXi (g) r, e r(V)
î=l

où r, ç y^-1.
l r - | +1 — 1Définissons F par F(sx^) = -'——\—;——^(r^) et F(sm) = 0.

l^îl + ̂ i } + ̂

Montrons que F commute aux différentielles.

Commençons par vérifier la commutation sur sm. Par définition de
F et d'après le lemme 3.5, on a :

7T70 = ̂  OLi [Xi, FsXi.].

De plus :

FDsm = F(m" - m' - Sëm) (lemme 3.3)

=a-FS^(-l)^a^x^)

n 1 n 1
= a - ]^(-1)M ̂  [^^, ̂ .] - ̂  3 h, ̂ 5^].

î=l î=l
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Le premier terme de la somme peut s'écrire :

E(-l)l'^l^(-l)(l'^l+l)(l^l+l)(-l)kt*l(l^l+l)+l[^,F^^
î=l

n .

"E^^^5^1^^-i=l

Comme * est une bijection, la dernière expression s'écrit en fait :
n ^

^-^ai[xi,FsXi.}.
i=l z

D'où 6F(sm) = FD(sm).

On doit aussi vérifier la commutation sur les générateurs ^, ou de
façon équivalente sur x^, soit 0 = (6F - FD)sxi. pour tout i.

On a évidemment 0 = 6^a ; on en déduit :
n n n

0 = 6^a = 6^(aiXi^n) = ̂ (-l)l^la^ ®6r, + ̂ a^ ̂ .
î=l î=l ^l

Soit C^ les constantes de structure de l'algèbre de cohomologie
définies par :

^—E^-
î=l

Alors dans T(W) :

6xk= ^(-l)l^lc^^^,
Î,J=1

Alors en sommant d'abord sur i
n n

OkSxk^rk = ̂ (-1)1^0 (^akC^x, 0^).
î=l î=l

Ainsi :
"• n

^(-l)^Xi^ (aiër, + ̂  afcC^, 0rfc) = 0,
î=l j,A;=l

ce qui, dans une algèbre tensorielle, est équivalent à :
n

û r̂, + E ̂ kC^Xj 0 rfc = 0
J,A;=1
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pour tout i (et c'est pour pouvoir effectuer cette "simplification" que nous
sommes passés par l'algèbre tensorielle).

D'où par application de TT :
n

OiëFsxi. -h ̂  akC^[x^Fsxk.} =0.
j.k=i

Notons Pi le premier membre de cette égalité. Nous allons transformer
l'expression de Pi.

Un calcul facile montre d'abord que

c^^^^^^^c^r1.
On a donc

n n

E akC^[x^Fsxk.] = E a^C^[xk^Fsx,]
j,k=i k^,j*=i
= E ^^(-i)0"11^^1^^^,^]fc^j^i

n

= ^ (-l)^akC^[Fsx^x^]
k^,^=l

= Y^(-l)^akC^[Fsxi,x^]
j,k=l

puisque * est une bijection.

Et par conséquent :

P. = aiëFsxi. + ̂  (-1)1^1 ̂ kC^FSix^x^
j,fc=i

Exprimons enfin 6x^. On remarque d'abord comme plus haut que
C^=akC^(ai)-1.

Ainsi
n

6xi.= E (-l)^'^)-1^^.^,^].
^-=1

Compte tenu de l'expression de la différentielle D (cf. lemme 3.3), on
obtient :

0 = Pi = ai(6FsXi. - FDsXi.).

Ce qui achève la démonstration. D
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4. Epilogue.

4.1. — La démonstration ci-dessus s'inspire de celle de Stasheff [St].
En fait, telle qu'elle est formulée en [St], cette démonstration comporte des
erreurs :

a) l'expression dans l'algèbre de Lie libre de l'isomorphisme cherché
est ambiguë et ne permet donc pas de conclure à la commutation aux
différentielles.

C'est pour résoudre cette difficulté que nous travaillons dans l'algèbre
enveloppante.

b) La récurrence sur la longueur des crochets ne fonctionne pas si l'on
ne suppose pas le (N — l)-squelette formel.

Nous ignorons si l'énoncé est encore vrai dans le cas non formel.

De fait, mutatis mutandis, notre démonstration permet de trouver le
théorème de Stasheff sous la forme affaiblie suivante :

4.2. THÉORÈME. — Le type d'homotopie rationnelle d'un complexe
de Poincaré rationnel dont le (N — l)-squelette est formel est entièrement
déterminé par son algèbre de cohomologie rationnelle. En d'autres termes,
un complexe de Poincaré rationnel dont le (N — l)-squelette est formel est
lui-même formel.

4.3. — Remarquons enfin que la proposition 2.6 est fausse si l'on
n'impose plus à X d'être un complexe de Poincaré. Considérons ainsi
l'espace X = (55 x 55) V S5 V S6. Avec les notations ci-dessus, Y =
S5 V S5 V S5 V S6 et les conditions (2.4a) et (2.4b) de l'introduction
sont évidemment satisfaites. On voit aisément que (2.4c) est vraie par
la formule de Hilton-MiInor. Soient i,j,k,i les inclusions respectives des
quatre sphères dans X. Le produit de Whitehead w = [fc, 1] engendre
un facteur Z dans 7Tio(X). En utilisant le modèle de Quillen, on montre
facilement que 7Tio(X) 0 Q = Jio(X)+ 0 Q == Q. On obtient ainsi un
exemple d'espace admettant une infinité d'applications dans lui-même qui
induisent l'identité en homologie et en homotopie.
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ADDENDUM

A

SUR CERTAINES ÉQUIVALENCES D'HOMOTOPIES

par M. AUBRY & J.-M. LEMAIRE

Après l'acceptation définitive de cet article, nous avons eu connais-
sance de l'article de R.N. Umble [U]. L'auteur y démontre le théorème de
Stasheff [St] dans le cas général (non formel) à l'aide d'une suite spectrale
construite par filtration de l'algèbre de Lie différentielle graduée des déri-
vations (Der L, ?) ; on a noté 6 = [<5,.] où (L, 6) est le modèle minimal de
Quillen du complexe de Poincaré.

De manière analogue, un argument de suite spectrale appliqué à
(DerL,<?) permet de démontrer notre théorème 2.7 en toute généralité à
partir du cas formel. Nous pouvons donc énoncer :

2.7'. THÉORÈME. — Soit X un espace qui a le type d'homotopie
rationnelle d'un complexe de Poincaré, 1-connexe de dimension N , et qui
n^est pas rationnellement une sphère. Alors le groupe IN(X) est fini.

Preuve. — On reprend les notations de (3.6) : L est librement
engendré par W = VOmQ et on cherche à prouver que tout automorphisme
g de L tel que g\V == idy et g{m) = m 4- a (a e L est donc un cycle) est
homotope à l'identité.

g2 gn
Posons g = id + 9. Alors log^ = <9 - — + . . . + (-l)71"^1 — -h ... est2 _ n

une dérivation de degré 0 du complexe (Der L,ë). Comme 92 = 0, on a en
fait log g = 9 et 9 est une dérivation ; de plus par hypothèse 9 est un cycle
dans (Derl/,^).

D'autre part, à toute homotopie G définie comme dans le lemme 3.3,
on peut associer une dérivation G ç. DeriL (on pose G(w) = F(sw), w €
TV) et les deux assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) G réalise une homotopie entre id et id -h 9

ii) G a pour bord 9 dans le complexe (Der £, 6) : 6(G) = [6, G] = 9.
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On est donc ramené à montrer :

(*) Etant donné un cycle a € £, la dérivation 9 ç. Derol/ définie par
Q\V == 0 et 9m = a est un bord du complexe (Der L,6).

Pour cela rappelons qu'on peut filtrer L = L(W) par la longueur
des crochets; soit (FPL}p>Q cette filtration (décroissante); on définit alors
une filtration de DerL ^ îîom{W,L) par F^Der L ^ îîom(W, F^ L). La
suite spectrale associée a pour terme E^q = (F^Der L/F^Der L)p^q ; la
différentielle d1 est la partie quadratique de la différentielle Ï . Notons que
cette différentielle est de bidegré (1, —2) et que cT est de bidegré (r, —r— 1).
Comme Wi = 0 si i < 1 ou i > N — 1, on voit que E^q est nul en dehors du
domaine défini par les conditions p > 0, q > —N+2 et q < p(N—2)+N—^.
Ceci assure la convergence de la suite spectrale vers Jfp+g(Der L,6).

La différentielle 9 définit un élément non nul 9i ç. E\ _^ ; le
théorème 2.7 exprime que 9\ est un bord au niveau F1, donc 9 est un
bord dans Der L.

Donc 2.7' est une conséquence de 2.7.

Remarque. — On peut également établir 2.7 comme Umble, en
utilisant la suite spectrale associée à une filtration "cellulaire" de Der L
(cf. [U]).
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