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SINGULARITE REELLE ISOLEE

par Ahmed JEDDI

Le plan de cet article est le suivant :
1. Introduction et énoncé des deux résultats principaux.

2. Quelques propriétés du module des développements asymptotiques.
Démonstration du théoréme 1.1.

3. Démonstration du théoréme 1.3.

4. Exemples.
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1. Introduction et énoncé des deux résultats principaux.

Soit un germe de fonction analytique réelle f : (R"*!,0) — (R,0),
(n > 1), a singularité isolée en 0 dans R"*!  c’est-d-dire que dans un
voisinage de 0 on a df(z) = 0 équivaut a z = 0.

Mots-clés : Développement asymptotique — Monodromie — Singularité.
Classification A.M.S. : 32505 - 26E05 — 14B15.
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Notons par f : (C**!,0) — (C,0) le complexifié de ce germe. D’aprés
J. Milnor (voir [11]) on a une fibration qui s’obtient en prenant B.N f~1(D)
o B. = {z € C"! | ||zl < e} et D = {s € C | |s| < n}, avec
0 < 7 € € < 1. La situation topologique ainsi obtenue est indépendante
de € et 0. Posons X = B, N f~}(D), on a ainsi un représentant de Milnor
f:X — D, qui vérifie (voir aussi l’article de D. Barlet [4]) :

1) X est de Stein contractible.

2) f:X~NfY0) - D* = D — {0} induit une fibration C®
localement triviale.

3) Soit s € D — {0} un point base, la fibre type X(so) = f~!(s0)
(dite fibre de Milnor) vérifie : dimc HP(X (sp), C) < +00, Vp > 0.

Notons par Xg = X N R™*! la boule de Milnor réelle, et notons
Xr(t) = Xr N X(t) pour tout t € RN D. Deux cas peuvent se présenter :

(I) Xgr(0) = {0} : la fonction f garde un signe constant sur Xg.
L’ouvert Xg \ Xgr(0) est connexe.

(I) Xgr(0) # {0} : la fonction f change de signe sur Xg, et Xg(0)
est un ensemble analytique (réel) singulier en 0 de dimension pure égale &
n. L’ouvert Xg \ Xr(0) posséde un nombre fini de composantes connexes,
puisqu’il est semi-analytique.

Nous fixons une composante connexe A sur laquelle f est supposée
positive (si ce n’est pas le cas, on considérera —f). Notons par XA(t) la
trace de Xgr(t) sur A (t > 0). Pour toute forme w dans C®(Xgr), de degré

n, la fonction F,(t) = / w admet le développement asymptotique :
X&)

(1) F)(t) ~ Fu(t)= ) T;*(w)'t"(Logt)
()
0<j<n

ou (r;) est une suite finie dans Q N [0,1[ et les T+ sont des 1-courants
sur Xg & supports dans Xg(0) (voir les articles de P. Jeanquartier [9],
H.M. Maire [10] et D. Barlet [1]). L’espace vectoriel M formé par ces
développements asymptotiques posséde une structure naturelle de CJ[[t]]-
module de type fini. :

On désigne par F le faisceau sur le disque D : (f. (0% /D /dﬂﬂ}?b)/
Torsion, ot 0%, = 0% /5 A df est le faisceau sur X des p-formes
holomorphes f-relatives. Ce faisceau est cohérent sur D d’aprés H. Hamm

[7]. 1 induit sur D* = D — {0} le fibré vectoriel s - H"(X(s), C). Pour un
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point base sg fixe dans D*, T,, désignera 'opérateur de monodromie (qui
est un isomorphisme) agissant sur H"*(X(sp), C).

Notre premier résultat est ceci :

THEOREME 1.1. — Soient wy,...,w, desn-formes holomorphes sur
X donnant en 0 une base de F. ‘ '

Alors, pour p € C°(Xm) valani identiquement 1 prés de 0, les
développements F,,,, j € [1,u] engendrent M/C[[t]] N M comme C][t]]-
module. O

Ce résultat est 'analogue réel du résultat de D. Barlet (voir [5]) dans
le cas complexe a singularité isolée. Il montre que pour une singularité isolée
dans le réel, seule la cohomologie de degré n de la fibre de Milnor complexe
peut contribuer aux exposants des développements asymptotiques (1); nous
précisons cette assertion dans le corollaire ci-dessous. En effet, si on choisit
une base de Jordan de la monodromie T, et si on lui associe des n-formes
w1, ...,w, holomorphes sur X par le lemme 3.1, elles vont engendrer un
sous-faisceau Y de F qui sera méromorphiquement équivalent 3 F (c’est-
a-dire que pour k € N assez grand, on aura s*F C Y C F). Comme les
fonctions F},,; ne font intervenir, dans leurs développements asymptotiques
en 0, que des termes de la forme tPt“(Logt)™ tels que e~2'"* soit valeur
propre de T;, (voir le début du §3), on obtiendra le corollaire suivant du
théoréme 1.1 :

COROLLAIRE 1.2. — Si, dans cette méme situation, un élément de
M admet un terme de la forme atPt*(Logt)?,a € C*,p € N et u €]0,1[NQ,
alors e~2'"* est valeur propre de T,, avec un ordre de nilpotence > v.

Pour v = 0, on obtient seulement que 1 est valeur propre de T,, avec
un ordre de nilpotence > v — 1(*), sous la méme hypothése. O

Ce corollaire semble étre en conflit avec le critére (théoréme renforcé
en appendice) de I'article de D. Barlet [1], pour n > 2, que nous donnons
ci-dessous :

CRITERE (C) — Soit f : X — D un représentant de Milnor d’un
germe f : (C"*1,0) — (C,0), d’une fonction analytique & singularité

quelconque, vérifiant f(Xgr) C R.

(*) Cette condition étant vide par convention pour v =0
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Soit un point base to € D N R, fixé et soit T, l'opérateur de
monodromie agissant sur HP(X(ty),C), 1 < p < mn. Supposons que
T, admette un bloc de Jordan de taille (k,k)e;(to),...,ei(to) pour la
valeur propre e~2i™" et supposons aussi qu’il existe 1 < h < k tel que
en(to) ¢ (i.(Hy(Xf(to),C)))t (i. étant I'application de H,(Xf(to),C)
dans H,(X(ty),C) qui est induite par linjection canonique i : X4 (to) —
X(to) et Porthogonalité ici est prise au sens de la dualité homologie-
cohomologie).

Alors il existe une fonction g dans C°(XRg) telle que le prolongement
méromorphe de/ f(x)g(z)dx admet un péle d’ordre > k—h+1 en —u—v

A
pour v € N, v assez grand. a

Le critere nous donne donc une condition suffisante pour avoir un
élément de M qui a terme de la forme at**?(Logt)™, a € C*. En effet, il
suffit d’inverser la transformation de Mellin et d’utiliser I'identité (%) qui
est établie dans la démonstration du 2) de la proposition 2.1.

En fait, ce conflit est “résolu” par le résultat suivant :

THEOREME 1.3. - Si f est & singularité isolée dans le réel, alors
pour tout p € [1,n — 1], n > 2, I'application naturelle :

iv : Hy(Xg(t0), ©) — H,(X(t0), )

a son image contenue dans le sous-espace formé par les vecteurs invariants
o R
par la monodromie T, agissant sur H,(X(t,),C) . D

Compte tenu de la compat\ibilité de la monodromie avec la dualité
homologie-cohomologie, ce théoreme explique comment les groupes de co-
homologie pour 1 < p < n—1 “n’interviennent pas” dans la description du
module des développements asymptotiques M dans le cas d’une singularité
isolée dans le réel. Autrement dit, I’hypothése du critére (C) n’est jamais
vérifiée pour p, 1 < p < n — 1, d’une maniere significative, si la singularité
est isolée dans le réel. Au mieux, si 1 est une valeur propre de T}, le critere
(C) nous donne ’existence d’un podle simple en un entier négatif, or ceci est
vrai pour toute fonction du cas (II) puisque C[[t]] C M (d’apres le 3) de
la proposition 2.1).
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2. Quelques propriétés du module des
développements asymptotiques.
Démonstration du théoréme 1.1.

Précisons tout d’abord la structure de C[[t]]-module de M : la
multiplication de F|, par une série formelle § € C[[t]] est donnée par :
0F, = Ff«(g), ol 8 est un germe en 0 de fonction C*> qui représente la

~

série formelle 6 par l'isomorphisme de E. Borel : C[[t]] ~ C§°/I§® (I°
désigne I'idéal des germes plats).

PROPOSITION 2.1.

1) Pour toute forme w dans C*(Xgr) de degré m, la fonction

t € [0,n[— F,(t), vérifie :

lim Fw(t).—_/XA(O)w (= (TY°,w)) .

t—0+

2) Dans le cas (I), 1 ¢ M et M # {0}.
3) Dans le cas (1), 1 e M . O

Démonstration.

1) Pourtoutt>Oona:

Fw(t)—/ w=/ w—/ w=/ dw ,
XA(0) XA(t) X4(0) f-10,tnA

d’apreés la formule de Stokes dans le cadre des ensembles semi-analytiques;
on pourra, & ce propos, consulter ’article de M. Herrera [8]. Cette quantité

tend vers / dw = 0, d’aprés Lebesgue.
XA(0)nA

2) 1¢ M : découle de la continuité en 0 des fonctions F,,.

Pour montrer que M # {0}, nous avons besoin d’établir I'identité ()
ci-dessous. En fait, elle est valable pour tout f & singularité isolée en
0 € R"*! (sans hypothese sur Xgr(0)).

On sait que pour toute forme ¢ dans C°(Xgr) de degré n + 1, on
associe une forme (de Gelfand-Leray) @ qui vérifie df A L = @ sur

df df
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Xr \ Xgr(0). La restriction de P st intrinseque et la fonction / L
df X4(t) df
admet le développement asymptotique :

(*) /X “ Y. a()t(Logt)’ .

f::(t) df t—0+t

Comme la boule de Milnor réelle Xgr est contractible (ce résultat
est ’objet de la proposition 2.2), on a un isomorphisme naturel L :

HM1(XR) = C donné par L([¥]) = / U. Soit x dans C®(Xg) de
XR .

degré n + 1 telle que Ov¢ supp x et / X = 1, on a donc pour tout ¢ dans

X
C®(Xgr) de degré n + 1 : L([p — L([rctp])x]) = 0, par conséquent il existe
une forme w dans C°(XR) de degré n telle que dw = ¢ — L([¢])x. On sait

d’autre part que 'on a 1’égalité : ditF“’(t) = d—J‘}i pour tout ¢t > 0.
Xa(t)
Alors on a : p N
|4 X
(0 sro=[ Lorgn[ X
dt ( xa() df i xaw) df

Montrons maintenant que M # {0}. On a A = Xg \ {0}, et d’apres
le lemme (2.2), qui est dans Darticle de H.M. Maire [10], il existe une
forme ¢ telle que le développement asymptotique (*) ne soit pas nul (ne
soit pas plat). Comme le développement asymptotique du second terme du
membre de droite de (xx) admet un développement asymptotique nul, on
a forcément f’w non nul.

3) 1€ M : soit un point a € Xgr(0) — {0} sur la frontiére de la
composante connexe A. C’est un point lisse. Nous supposons que a =
(0,a1,:..,a,) est dans un ouvert |—¢,e[xV ou V est un ouvert relativement
compact de Xgr(0) \ {0}, tel que f|j_. c(xv(Zo,T1,...,%n) = To. Soit

Q(z,...,2,) une forme dans C(V) de degré n telle que Q=1

et soit o une fonction dans C°(] — ¢,¢[) valant identiquem:nt 1 au
voisinage de 0. On pose Q' = f*(o)7*(2) ou = est la projection sur
(z1,-..,%n). Cest une forme dans C°(] — €,e[xV) de degré n, vérifiant
d¥ = do A () + on*(d2) = 0 dans un ouvert | — &',e'[xV, avec
0 < €' < e. La fonction Fyq: 4 est nulle sur ]0,¢’[, par conséquent Fo

est constante sur cet intervalle et on a : Fo (t) = Q= / Q=1
XA(0) v
O

D’oli 1 € M et donc C[[t]] c M .
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Le résultat de la proposition ci-dessous est certainement connu par
les spécialistes; nous 1’établissons pour étre tout & fait complets, puisque
c’est un résultat clé de cet article.

PROPOSITION 2.2. — Soit f : (R"*!,0) — (R,0) un germe de
fonction analytique réelle & singularité isolée en 0 (dans le réel).

Alors la boule de Milnor réelle Xgr est contractible. O

La démonstration de cette proposition découle des deux lemmes qui
vont suivre.

LEMME 2.3. — Soit f : (R"*1,0) — (R,0) un germe de fonction
analytique réelle a singularité quelconque.

Alors la fibre singuliére Xg(0) est un rétracte par déformation de la
boule de Milnor réelle Xg. O

Rappelons tout d’abord que Xg est la trace sur R**! de la boule
de Milnor complexe X = f~}(D(0,n)) N B(0,e), ou l'on a1l > ¢ > 0 et
€ > n > 0. Nous supposons que la fonction f vérifie, sur Xg, 'inégalité
dite de S. Lojasiewicz :

(1) llgrad f(z)|| > C|f(z)|",
_(of of
grad f = (———azo,...,a—zn) ,

ou C et r sont deux constantes strictement positives, avec 0 < r < 1
(la démonstration de cette inégalité est dans un cours (introuvable) donné
a PLH.E.S., parS. Lojasiewicz, en 1964 [12]; nous renvoyons le lecteur
intéressé par cette démonstration a l’article, récent, de E. Bierstone et
P.D. Milman [6], proposition 6.8, p. 35). On peut supposer, en restreignant
g, que 'ensemble S = {z € X|df(z) = 0} est contenu dans X (0) (parce que
f est constant sur les composantés connexes de S); alors le lieu singulier
de Xgr(0) est S = SN R™*! (f est supposé réduit) et I'inégalité (1) sera
stricte si et seulement si z € Xg \ Sg.

Rappelons aussi que, d’apres le lemme 4.3, p. 35, de J. Milnor

[11], les vecteurs T = (zo,...,z,) et grad(Log f(x)) sont linéairement
indépendants sur Xg = Xg \ Qr ou Qr = Xgr(0) U Zr et Zr(*) est

. of _ _of
(*) Zrn = {z € Xr \XR(0)|I1’6—%_ = % o,

Xgr \ Xg(0), c’est le cas pour f(z) = ||z||2.

, 0§i<j§n};ilpeutétreégala
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un sous-ensemble analytique (réel) fermé de Xg \ Xgr(0) sur lequel on a
grad(Log f(z)) = AMz)z avec A(x) € R}.

Considérons les champs de vecteurs U = z et V = fgrad f (=
f?grad(Log f)) et posons W = [[U||V + ||[V||U. Alors le champ W est
continu sur Xg et s’annule seulement sur la fibre singuliere Xg(0). Il
vérifie en plus (W,U) > 0 (resp. (W,V) > 0), ces inégalités étant
strictes sur Xgr \ Xgr(0). Montrons ceci, par exemple, pour U : on a
(W,U) = ||UIKV,UY+|U|IV|]) et inégalité énoncée découle de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz |(V,U)| < ||U]|| ||V]| - Soit un point z € Xg \ Xr(0) et
supposons qu’en z on a (W, U) = 0. Ceci donne grad(Log f(z)) = a(z) U(z)
avec a(zx) < 0. En vertu de ce qui précede, ceci est absurde. Le champ TV
peut étre multiplié par une fonction x : Yr — R4, C> a support compact
et valant identiquement 1 dans un voisinage de Xg, oul YR est une boule
de Milnor réelle contenant X g (quitte & restreindre Xgr). Le champ 11" est
alors complet.

Nous introduisons également un deuxieme champ de vecteurs

gradf
= —2——— qui est C™ sur Xr \ Sg.
l| grad f||
Démonstration du lemme 2.3. Les champs de vecteurs W et T

vont nous permettre de construire la rétraction de X'g sur Xg(0). Nous
rétractons tout d’abord Xgr dans 'ouvert

Mg = {z € Xg] [f@)'" + ||zl < €}

1
C(l-r)
(il contient Xg(0)), & I'aide de W; puis nous rétractons Mg sur Xg(0)
(dans Xg) & l'aide de T (voir figure ci-dessous, pour n = 2, cas (II)). Les
raisons du choix de 'ouvert Mg apparaitront dans les calculs qui vont étre
faits plus loin.

1cre étape. XR sc rétracte sur Mg.

Considérons, pour tout z € Xg, la courbe solution :

{ x4y = W (1)

di
p.(0)=z.

On a donc

L 01 = 201 (0, (). V(s () 20 Vo € X

et
d 1 , , N ¢
%(L“g(f(]h(fm) = m(” (p.(1)),V(p:(t))) >0, Vo € X XR(0).
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Xg
Xr(0) A’
BR(O,E)
Mg
l f 1
] =mnml ] =n,m
1™ étape geme gtape

On en déduit que les fonctions t —.||p.(—=t)|| et t — |f(p.(—t))| sont
strictement décroissantes sur Ry, si z € Xg \ Xgr(0); si x € Xgr(0), on a
évidemment p,(t) = z, Vt € R.

Montrons tout d’abord que lim;_ . |f(p.(—t))] = 0, pour tout
z € Xg \ Xr(0). Considérons la fonction :

F = F; : [0, +oo[— (s, Log | f(x)[], F(t) = Logl|f(p:(-t))| .

Elle est bien définie, puisque p.(—t) se prolonge sur R . Sa dérivée
est strictement négative. Sa fonction réciproque G = G, est donnée par :

Y ds
R
() g(I)F,OG(S)

avec g(z) = Log|f(z)] .
Si 6, # —o0, on aurait :
(2) 0 < G(u) < L-n*(Log|f(z)| —w) ,
on L = (yiélf{(”"(y),V(y)))‘l, K étant un compact de Xgr \ Xgr(0)
contenant la courbe allant de z a 2, z = J}Tm pr(—t). L'inégalité (2)

découle évidemment de ’expression: F'. La limite de G(u) quand u tend
vers 6, serait alors bornée, ce qui est absurde.
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Montrons maintenant qu’il existe une fonction temps t, & valeurs dans
R, continue sur Xg, telle que :

® Gl E(—t@) " + Ip(—te)] <&, Vo € X

Posons h(,’L‘) = Log (%(E — ”37”)0(1 _ T))l/l—'r’ ot
t(z) = G(h(z)) si h(z) < g(z)
0 si h(z) > g(x) ’
pour tout z € Xg.
La fonction t(z) est bien continue sur Xgr, puisque '

G(h(z)) =0 .

lim
h(z)—g(z)—0~
11 reste & vérifier I'inégalité (3) :
i) Pour h(z) < g(z), on a:
Log|f(pz(—t(2)))| = F o G(h(z)) = h(z) ,

ce qui est équivalent & 1’égalité :

1

a%rﬂf(m(—t(x)))!“’ = 5(e=ll=l)) -

ii) Pour h(z) > g(z), on a donc :
Log|f(a)] < Log (5 - le)C(1 - 1)/~

avec Log |f(z)| = F(¢(z)), puisque p,(—t(x)) = z, c’est justement P'inéga-
lité :

= lall) -

N =

1 3 |1=r
aﬁ—_‘r—)|f(2)z(—t($)))| <

Nous avons finalement :
1 1—-7r
‘CT(l—_—T)|f(Pz(—t(I)))| + ||zl <€, Vz € Xr.
et l'inégalité (3) découle du fait que ||pz(—t(z))|| < |zl
Considérons I’application :
H,: [O,I]XXR‘ — Xgr g
(u,x) —  pg(—2ut(x)) .
Cette application est, tout d’abord, bien définie : H;(u,z) € Xgr, en
effet : |f(p.(—2ut(z))| < n et ||p.(—2ut(x))|| < &, puisque les fonctions
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| f(pz(—=1))| et ||pz(—t)|| sont décroissantes. Elle est évidemment continue,
et vérifie en plus :

{Hl(O,m)=w , Vz € XR

1
Hi(u,z) € MR , V2 € XR , Vu € [5,1] )
C’est la rétraction cherchée.

2éme étape. — L’ouvert Mg se rétracte (dans Xg) sur Xg(0).

Pour tout z € M \ Sgr, considérons la courbe solution :

{ () = T((0)

Soit |t| < _0(11~ . |f(z)]*~T, alors on a g.(t) € Br(0,¢), puisque
@ e < el + 1t 171 < ol + gy S @ <

carz € Mg et ||T|| = 1.

La fonction F(t) = f(q.(t)) est dérivable et sa dérivée est F'(t) =
|l grad f(g.(t))||, elle est donc strictement croissante. Pour z € Mg\ Xg(0),
nous allons suivre g (t) de sorte que f(g.(t)) décroit (resp. croit) si f(z) > 0
(resp. f(z) < 0), ce qui veut dire que 'on considére ¢t < 0 (resp. t > 0).
L’inégalité (4) entraine que ¢, (t) € Xg, puisque |f(g:(¢)| < |f(z)|.

Montrons que pour tout £ € Mg \ Sg, il existe un temps fini t(z)

qui dépend contintiment de z, tel que f(g;(t(z))) = 0 et qui vérifie en plus
1

[t(z)| < —C—(T—T—)|f(z)|1_T. En effet, supposons par exemple que f(z) > 0,

on a donc :
F=F;:(tz),0] — (0,f(z)], F(t) = f(g:(?))
(le temps t(x) est a priori quelconque).
On a F'(t) > 0 et la dérivée de sa fonction réciproque,

G =G, : (0, f(z)] — (#(z),0],

est G'(u) = _FTC%[)S On en déduit que :

u ds
Gu) = /m) l| grad f(g.(G(s)))ll
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puisque G(f(z)) = 0. Il vient que :

ds
| grad f(g.(G(s))I

flx)
t(z) = lim G(u) = —/
u—0 0

d’ou : o)
1 x ds
MMSEA ReXCEO) A

d’apres I'inégalité (1) de S. Lojasiewcz. Or f(g.(G(s))) = F o G(s) = s,

d’olt : o
1 ) ds 1
< — —_——= = l—r.
g [ 8= i@

Donc |t(x)| est bien fini et vérifie I'inégalité désirée, on a alors :
lgz(t(@)]] < € et f(g.(t(z)) = 0. L’expression de t(x), pour f(z) < 0,
est analogue, et si f(z) = 0 avec x ¢ Sg, on a bien sir t(z) = 0. Il est
clair que la fonction temps t : Mg\ Sg — R/z — t(x) ainsi construite, est
continue. Elle peut, méme, étre prolongée par continuité a Mg, en posant
t(x) =0, siz € Sg.

Nous sommes en mesure de définir la rétraction de Mg sur Xg(0).
Posons :
H2 H [O, 1] X A[R —_— )(R
{q_,(ut(:r)) siz € M\ Sg

u,r) — .
(u,z) si x € Sgp

L’application H, est bien définie d’apres ce qui précede, puisque

lut(x)] < m”(r) 1= elle est évidlemmment continue sur [0, 1] x

(Mg ~ Sm). Il reste donc & examiner la continuité aux points (u,.r) si

z € Sr. Remarquons que la longueur L(y) de la courbe qui joint un point
d

y € Mr\ Sr a q,(t(y)) est égale a |t(y)|, puisque ” aq,(t)” =1.Siy tend

[P

vers x, alors la courbe “s’écrase” sur r, par conséquent :

lim  g¢,(ut(y)) =z = Hy(u,x) .
(tg)= () ,
L’application H, vérifie :
Hy(0,z) =z, Vr € Mg
Hy(u,z) =z, Vz € Xr(0), Yu € [0,1]
Hy(1,z) € Xgr(0), Vxe€ Mg .

C’est bien une rétraction de Alg (dans Xg) sur Xg(0).
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La rétraction de Xgr sur Xgr(0) est alors donnée par Papplication
suivante :

H:[O,I]X‘YR b ‘YR

w.2) Hy(u,x) si
u,r) —
Hy(2u — 1, Hy(u,z)) si

Vérifions que cela en est bien une :

i) w=0,H(0,z)=x,Vr € Xgr.

1 1 1
i) u= 3 Hl(i’x) = H,(0, Hl(é,x)), Vz € Xgr. Donc H se recolle
en une application continue.

iii) w=1, H(l,z) = Hy(1,H,(1,2)) € Xr(0), Vo € XR.

iv)  Pour tout z € Xgr(0) et tout v € [0,1], on a Hi(v,z) = z et
Hy(v,z) =z, donc H(v,2) =x .

Nous avons ainsi terminé la démonstration du lemme 2.3. O

La proposition 2.2 n’est autre que le lemme précédent dans le cas
(1), puisque Xr(0) = {0}. Par contre, dans le cas (II), il faudra établir un
deuxieme lemme pour compléter la démonstration.

LEMME 2.4. — Soit f : (R"*1,0) — (R,0) un germe de fonction
analytique & singularité isolée en 0 (dans le réel) telle que Xgr(0) # {0}.
Alors 0 est un rétracte par déformation de Xg(0). O

Remarquons que le lemme demeure vrai si la singularité est non isolée,
la démonstration utiliserait, dans ce cas, la théorie des stratifications.

Dans notre situation, nous en donnons une qui est analogue a celle
du lemme 2.3 :

Démonstration. — On peut construire sur X = Xg — {0}, comme
le fait J. Milnor dans la démonstration du théoréme 2.10, [11], un champ
de vecteurs v, qui est C™ vérifiant :

i) (v(z),z) >0,Vz € Xg.
ii) v est tangent a 'hypersurface X5 (0) = Xg(0) — {0}.

v(z)
(v(z), z)

Normalisons ce champ en posant V(z) = et notons, pour
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tout z € X§, 0, la courbe solution :

{ 40:(6) = V(0.(0)

%r(ax(t)) = gVi(oz(t)) avec V = (Vg,..., Vo),
i=0 ¢ ‘

donc 4
57 (1) = 2V (0:(t)),0:(t)) = 1.

Par conséquent, r(o,(t)) =t + ||z||?.

En fait, la courbe o, se prolonge par continuité sur [—||z||?,0] en
posant a,(—||z]|2) = 0; pour cette assertion, nous renvoyons encore le
lecteur aux explications de J. Milnor, données dans la démonstration du
théoreme 2.10, [11]. Comme V est tangent & Xy, (0), le point o, (t) est dans
Xgr(0), pour tout t € [—||z||?,0], si z € X{(0).

Nous définissons la rétraction de Xg(0) sur 0, comme suit :

H: [0, 1] X XR(O)- —_— XR(O)
(u,z) — {Ux('““”33”2) siz#0 .
0 siz=0

Il est clair que H est continue sur [0, 1] x X5 (0). Il reste & examiner
la continuité en (0,u). On a |[o,(¢)|| < ||z|| pour tout ¢t € [—[|z]||,0]; par
conséquent, quand z tend vers 0, toute la courbe qui joint z & 0 “s’écrase”
sur 0. On déduit la continuité de H aux points (0,u), u € [0,1]. Enfin, H
vérifie :

H(0,z) =z, Vze Xgr(0)
H(u,0) =0, Vue€l0,1]
H(l,z)=0, Vze Xgr(0).

Nous avons ainsi terminé la démonstration du lemme 2.4. 0

La proposition 2.2 découle du fait qu’un espace topologique B qui se
rétracte par déformation sur un sous-espace A C B, qui est contractible,
est lui-méme contractible.

Conséquence : tous les groupes d’homologie de Xg, de degré p > 1, sont
nuls et Hyo(Xgr,C) = C.

Nous allons maintenant donner la preuve du théoréme 1.1 : la démons-
tration suit celle du cas complexe et elle utilise le lemme de Nakayama. Elle
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utilise aussi la proposition suivante, qui est ’analogue de la proposition 2
de [5].

PROPOSITION 2.5. — Soit w dans C*°(Xgr) de degré n et soit

m € N*. Alors il existe des n-formes holomorphes w;, sur X, en nombre

fini, telles que F,,— ) Fp,, soit dans t™ M + C[[t]]N M . m]
«

Cette proposition permet de faire le passage des formes C°(Xg) de
degré n aux n-formes holomorphes sur X. Nous allons seulement esquisser
la démonstration de cette proposition, en nous contentant de donner une
indication sur la marche & suivre. On fait un développement de Taylor
de w a Dorigine. Les formes w,, sont les complexifiées des formes dont les
coeflicients sont donnés par les parties polynomiales du développement de
Taylor des coeflicients de w. On utilise alors le fait que :

1) Les courants T;"j pour (r;,7) # (0,0) sont & supports lorigine.
Ils sont donc d’ordres finis.

2) Si 7 est une n-forme holomorphe sur X qui est un élément de
torsion, c’est-a-dire que f*y = df Aa +dB ol a et 3 sont des n — 1-formes
holomorphes sur X et k un entier naturel, alors F,, est dans M N C[[t]].

3) Dans le cas (I) on peut distinguer deux sous-cas :
(I-a) MNCJ[[t] = {0}; exemple : X? +Y? + Z2 M = C[[t]]t!/?*!
(I-b) MNC[[t]] =tVC[[t]], N € N*; exemple : X? + Y2, M = t*C[[t]].
On peut aussi remplacer, dans le théoréme 1.1, F,,,, par F,, (resp.
proposition 2.5, F,,s par F,: ) puisque Xgr(t) est compacte. En effet, si on
pose m(r) = ing f(xz)ou S, =0B,, B, = B(0,7) C Xg,onam(r) >0et
TES,
pour tout t €]0, m(r)[ la fibre Xg(t) est contenue dans B, puisque f(z) =t
entraine que z ¢ S,. La variété Xg(t) étant fermée, elle est donc compacte.

3. Démonstration du théoréme 1.3.

Commencons tout d’abord par expliquer comment les termes singu-
liers des développements asymptotiques M proviennent des valeurs propres
de la monodromie T, agissant sur la cohomologie de degré n de la fibre
complexe de f. Nous rappelons tout d’abord le lemme :

LEMME 3.1 ([2], lemme A). — Dans la situation de Milnor f :
X — D, si la monodromie T, agissant sur H?(X(sg),C) pour sy € D*
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et p € [1,n] admet un bloc de Jordan de taille (k,k) ei(sg),...,er(so)
relatif & la valeur propre e=*™ (u € QN [0,1]), il existe des p-formes
holomorphes wy, ..., ,wy sur X et un cntier m, tels que on ait :

WJ'IX(S()) = SV(’)M“f‘j(So) ,

() ,
dw; = (m + u)% Aw; + (}—f Awj_i

avee la convention wy = 0 . ]

Ecrivons ce lemme pour p = n. L'expression des dw; permet de voir
que dans le cas (I) (resp. cas (11)),"les fonctions F,,, (resp. F,,;) vérifient
sur ]0,[ le systeme différenticl (E;) (resp. (E»)), donné ci-dessous :

d m+u s
(E1) L R

d m + u E,,, / dp ANw
E. Cp, ="Ttp Ty whw
(B2) " t t xao  df

Le systeme (I8)) (resp. (E»)) montre que le développement asymptoti-
que F,, (resp. F,,,) ne comporte (éventuellement) comme termes singuliers
que ceux de la forme 1714 (Logt)". Le corollaire 2.1 du théoreme 1.1 sur
les termes singuliers de M découle du fait que le sous-faisceau Y de F en-
gendré par toutes les formes données par le lemme 3.1, pour les différents
blocs de Jordan, de T),, est méromorphiquement équivalent a F.

En fait, on peut dire micux sur les termes singuliers de M dans le cas
(I), en préeisant le critere (C) dans ce cas ¢

PROPOSITION 3.2. Dauns le cas (1), on a :
1) Hy(Xgr(1),C)={0}, 1 <p<n-—1

2) Le critére (C) est néeessaire pour avoir un terme singulier t7+ ; si
e~ 2T ogt une valeur propre de T),, alors un terme singulier tP1* apparait
dans un développement asymptotique si et sculement si Phypothése du
critere (C) est vérifiée pour au moins un bloc de Jordan de cette valeur
propre. O
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Démonstration.

1) On sait que 'on a une fibration triviale :

Xr—{0} — Xg(t)x]0.q[
™\ e
10, 9

Nous en déduisons que pour 1 < p<mn,ona:
H,(Xgr(t),C) — H,(Xgr — {0},C)
Mais le fait que Xg soit contractible (proposition 2.2), nous donne :
H,(Xp —{0},C)={0}sil<p<n-1,

et
HII(‘YR - {()}’C) ~C.

2) Le cycle compact Xg(t) engendre Pespace vectoriel H, (Xg(t), C).
A partir du systeme différentiel (E;) on montre, & Paide d'un calcul
élémentaire, que si (Xgr(ty),en) # 0 et (Xr(ty), e ) = 0, VA" € [1,h = 1],
alors pour tout £ € [0,k — h], on a :

(*) Fo . ( Z[\ £t I()g,f)

=0
a les ¢ P v R os 1 A ar la for le de récurrence
ou les constantes v sont donnees par ‘la  rormute de  recurrence

. Crei . , 1
Ixi’,,ll = jK/ sij #0ect ¢ # 0, K} € Cet Ky = WFM,(Q,)

( - tmlJru (Xr(to), (‘;,))_ "0

La formule (%) montre que le eritere () est néceessaire, pour avoir un
terme singulier, dans le sens suivant : s'il existe un élément de M avant un

terme singulier "¢ alors le cycle Xg(ty) ne s’annule pas sur au moins un
vecteur e, associé a la valeur propre ¢ 72/ a
Remarque.

1) La formule (%) montre qu’il n’y a pas, dans le cas (I), de contribu-
tion sur-effective de la valeur propre 1, comme dans le cas complexe (voir
3D-

2) Le théoreme 1.3 est trivial dans les situations suivantes :

«) Cas (1), puisque H (Xg(H).C)={0}. L <p<n— L
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B) Cas (II) avec singularité isolée dans le complexe, puisque
H,(X(t),C) = {0}, d’apres J. Milnor [11].

Nous nous plagons dorénavant dans le cas (II), n > 2, avec singularité
non isolée dans le complexe. Le théoréme 1.3 est équivalent a I’assertion
suivante :

Pour tout bloc de Jordan de taille (k,k) ey, ...,ex associé a la valeur
propre ( = e~ 2" 0 < u < 1, de la monodromie T, = HP(X(t;),C) —
HP(X(tp),C),1<p<n—1,0na:e,€ (i,Hy(X{(t),C))* dans les cas
suivants :

1)¢#1, 1<h<k.

2)¢(=1, k>2etl1<h<k-1

Nous allons faire la démonstration en deux étapes :

lére étape. — k=1, # 1.

Considérons une p-forme holomorphe w sur X qui est associée par le

lemme 3.1 au vecteur e;. Pour tout ¢, € R} N D, elle vérifie :

d
dw = (m+u)—]i Aw, m€ N etw|xq,) =t5 e .

f

On définit sur Xg un courant U de degré p en posant :
(U,8) = Py(A = —m — u/ frfwne),
A

pour 6 dans C®°(Xg) de degré n + 1 — p, oul P, désigne le terme constant
dans le développement de Laurent en A = —m — u, du prolongement

méromorphe de / fAfwne.
A

LEMME 3.3. — Le courant U est exact sur Xg — {0} . ]
Démonstration. — Pour 0 une forme dans C°(XR) de degré n — p
et Re A > 0, la relation :
d(fPwA0) =AY df AwAO+ frdw Al + (-1)PfAuAd

et la formule de Stokes dans le cadre des ensembles semi-analytiques
(d’apres M. Herrera [8]) permettent d’avoir 1'égalité des prolongements
méromorphes sur C :

(—1)P/Awa/\d0:—(A+m+u)Af*—1dewA0.
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Alors on a :
(dU,8) = (-1)***(U, d6)

:Po()\z—m—u,()\+m+u)/ f’\_ldf/\w/\e)
A
=Rés(A=—m—u,/ A ldf AwAg) .

A .

Le support de dU est donc contenu dans {0} (la singularité étant isolée
en 0 et ¢ # 1). Ainsi le courant dU est nul sur Xg — {0} et donc U = dV
sur Xgr — {0}, puisque H,(Xg — {0},C) = {0} (c’est une consequence de

la contractibilité de Xg). O
Supposons maintenant qu'il existe un cycle ¥ € H,(X#(to), C) tel
que / e1 #0.
v

Choisissons ¢ dans C®(X{(to)) de degré n — p, d-fermée qui

représente v dans H"“P(X{(to), C) (par dualité). Soit o une fonction dans
2to .

C(]0,2t0]), 2to < 7, telle que / o(t)dt = 1. Alors la forme différen-
0
tielle T = o(f(z))F*(€) Adf représente v dans H~P+1(Xg \ Xg(0),C) ol
F=prioM et
M: Xi{ = Xr(to)x%]0, 2to]
[N / pr2
10, 2¢o[

est une trivialisation C° induite par la fibration de Milnor sur
Xg = {z € Xgr|f(z) > 0}. En effet pour 8 dans C°(Xg \ Xr(0)), de
degré p et d-fermée, on aura

/ Al = | Y]
XRa\Xgr(0) X4

2to
:/ o(t)dt/ ENG
0 Xr(to)
=/ ENG = /0,
X#(to) Y

11 est clair que le support de I' (resp. U) est dans A (resp. A) et que

par Fubini.

w .
UlxpXr(0) = fm+u ———|a. Pour § = fm+u, on obtient d’une part :

— (_1\n—pt+1 —(—1)t1 —
/XRrAfmﬂ—( DPPH(U,T) = (~1)™+(V,dT) =0,
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puisque dV = U et d[' = 0; et on a d’autre part :

= = ey .
XR fm+u, Xé(ln) fm+u 5

Nous obtenons ainsi une contradiction puisque [ e; # 0 par hy-

-
pothese. Ceci termine la premieére étape.

2¢éme étape. — k > 2, ( = e~ 2" quelconque.

Notons wy,...,w les p-formes holomorphes sur X qui sont associées

par le lemme 3.1 au bloc. Pour j € Z, on définit sur Xg le courant U’ de
degré p, en posant :

. k=1
(U7,8) = Z(—l)”P,,H ()\ =-m - u,/ f/\waﬂ /\9)
a=0 A
pour § dans C°(Xg) de degré n + 1 — p, ou P, désigne le coeflicient de
(A + m + u)™* dans le développement de Laurent en A\ = —m — u du

prolongement méromorphe de / 0. On a alors un lemme analogue &
A

celui de la lére étape.

Lemmvp 34, — Pourj>1-—k,ona:
a) Le courant U’ est exact sur Xg ~ {0} si u # 0.

b) Le courant U/*! est exact sur Xg ~ {0} si u = 0. o

Démonstration. Pour 8 dans C*(Xr) de degré n — p, la formule :

A(fr wer it A=A +m+u)f Y df Awapt A0+ A Hdf Aw, A O
+(=1)P w1 NG,
pour Re A > 0 et la formule de Stokes dans le cadre des ensembles semi-

analytiques permettent d’avoir 1’égalité des prolongements méromorphes
sur C :

(-1)1’—‘/ frweriAdB = (A+mAu) / f*-‘df/\w,,HAeJr/ FAdf Awa NG,
A A A
et donc 1'égalité :
(_l)p_l[)ll(/\ =—-m- ll,,/ f/\wu—l—l A da)
A
=P (A=-m—u, / Al Aw, A 8)
JA

+ P,,()\ =-m— u,/ AN A w, /\0) .
A
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Ainsi on a :

(dU7,6) = (~1)F 1Py (A = —m-u,/ A Aw AB)
A

Pour j > 1—k, u # 0 (resp. u = 0) le support de dU7 (resp. dU7*!)
est dans {0} puisque k +j > 1 (resp. k + j + 1 > 2). La nullité du groupe
H,(Xgr \ {0}, C) donne le résultat. O

Supposons maintenant qu’il existe v € H,(Xj(to),C) et h € [1,k]
tels que :

/e,, £0 et e € (i.(Hy(X2(to), C))*. VA € [1,h—1] .

5

Supposons que u # 0 et prenons j = 1 —h, on a j > 1 — k, donc
Ul=h = dV'=" sur Xg ~ {0} ot 1"1=" est un courant de degré p — 1,
d’apres le a) du lemme 3.4.

Nous avons :

k=1

Ut-h = Z(—l)"PnH_h()\ =—-m — u, / f*w,,H A D)
a=0 A
ou Popi—p(A = —m — u, / frwas1 A O) désigne le courant de degré
A

p, qui & ¢ dans C>X(XR) de degré n + 1 — p associe le coefficient de
(A 4+ m + u)"*"'*" dans le développement de Laurent en A = —m — u

du prolongement méromorphe de / f’\w(,_H A .
A

Et puisque pour a > h le support de P, _; cst contenu dans {0} (la
singularité étant portée par l’origine) on obtient que sur Xg \ Xg(0) :

Ul = (=1)ht oy, |4+Z Pooiop(A= —m—u,/fkwaﬂ/\!]).
a=0 A

Rappelons que pour 7 € Z~ on a sur Xg \ Xg(0), pour x une forme
C*> sur XR :

Pid = —m—u, /mm) (L”g”
A

(
Ceci découle du fait que pour f # 0, on a f\ (Log f)f*! .

f-”l u l

Nous obtenons que sur Xg \ XR(O) :

h—2 a
l/lAlz — (—l)h_]f_m_uCU}ll_] + z (—1)
‘ a=0 (h—(l—

1)'(L()gf)"vl*ﬂf-—)71—~uwa+1 1.
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Comme dans la premiére étape, nous considérons la forme
I' = o(f)F*(n) A df qui représente le cycle .

Montrons par récurrence que pour tout 1 < j < h — 1, il existe une
forme a; qui est C* sur A de degré p—1 telle que d(f =™ “w; — Eljé/\ozj) =0.
L’hypothése w; € i.(Hp(X{(t0),C)))t montre que wjlxa(,) = 0 dans
HP(XA(t),C), (HP(A, C) est par restriction isomorphe & HP(X{Z(to), C)).

Pour j =1,0n a d( ) = 0 et donc B; = 0 convient. Supposons

+u
que ’hypotheése de récurrence est vraie pour j. La forme d-fermée
—m—u df
fm ;- (7) A a;
induit t; ™ “w; dans HP(XA(ty),C), donc sa classe de cohomologie. Il
existe une forme 3 € C*(A) de degré p—1 vérifiant : df = f~" “w, — %/\
d,
wj. La relation dwj; = (m+u)— 7 Awjt1+ —}i/\wj donne d(f~™ “w;41 —
dJ{ A B) = 0 sur A. On prendra donc a;4; = —p. Ainsi on a une forme
dj
ap € C®(A) de degré p — 1 telle que d(f ™ “wp, — % Aap)=0.
Ecrivons que :
1-h h—1 -m-u df
Ut =(-1)"(f wh,—T/\w)lA
( 1‘)a —1—a —m—u df
+Z ey ee /) U e~ G Al

‘j{A((l ah+2(h L Los 1P )l

et appliquons U " 4T :

(U T) = (~1)"" l/rA(f-m—“wh—f}Aaw

+Z(h /(Lng)h DA (fTT uwa+l"g/\aa+l)

Il est clair que, par dualité, la forme (Log f)’T représente le cycle
(Logtg)®y dans H? P*1(A, C) via I'isomorphisme donné par restriction :
HP+1(A,C) ~ H P*Y(XA(tp), C). On a donc égalité :

(Log to)" / Fm T = /A (Log f)hfl—ar/\(f—m—uwaﬂ—g/\aaﬂ).
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Par hypothese / ™ % weqr = /ea+1 =0pour0<a<h-—2 et
¥ ¥

/yeh # 0ol e; = ™ W] x(40)-

Finalement on obtient :

@) = (0 e #0.
D’autre part, on a : ’
(UY™h ) = (dVI=h,T) = +(VI~h d) =0,

puisque dI" = 0.

Notre hypothese méne & une contradiction, ceci finit la preuve de la
2éme étape pour le cas u # 0. Pour démontrer le résultat dans le cas ou

u = 0, on fait une démarche analogue en appliquant le b) du lemme 3.4 au
courant U7, j =1 = h, chose qu’on peut faire puisque 1 —h > 1 — k.

Nous avons ainsi établi le théoréeme 1.3. Remarquons que ce théoréme
est ’analogue du résultat démontré par J. Milnor [11] : pour un germe
de fonction analytique f : (C"*!,0) — (C,0) & singularité isolée, on a
HP(X(s),C) = {0} pour 1 < p <n — 1. Le théoréme 1.3 nous assure, en
particulier, que i, (H,(X&(to),C)) = {0} si la monodromie 7, n’a pas de
valeur propre 1.

4. Exemples.

Pour illustrer notre résultat, nous allons donner quelques exemples.
Au lieu de calculer M/C[[t]] N M, ce qui nécessite la connaissance des
n-formes holomorphes (w;)i<i<, du théoréme 1.1, nous allons calculer
le C[[t]]-module N/CJ[t]] N N qui est engendré par les développements

asymptotiques de
X4 ()

ol (wj)1<j<u est la famille des n-formes holomorphes sur X, associées par
le lemme 3.1 & la décomposition en blocs de Jordan dela monodromie T,.
Nous pouvons ainsi préciser, dans certains cas, les termes singuliers de M

(puisque P'on a t*(M/C[[t]] N M) c N/C[[t]] NN € M/C][[t]] N M, chose
qui découle des inclusions s*F C J C F), ou bien les poles de / fAf AD
A

a un entier naturel pres, si ’on préfere.
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Nous avons choisi trois exemples :
(¥) (X?2+4Y?)2+ Z% réductible, admettant une forme réelle positive.

(x*) (X2 + Y?)? — Z3: irréductible, n’admettant pas de forme réelle
positive.

(%xx) (X2 4+Y?)?2 +U? + Z? : irréductible, positif.

Nous allons détailler les calculs essentiellement dans le cas (). On
aura besoin des deux résultats classiques suivants :

1) Pour toute variété analytique complexe V' et toute hypersurface
lisse Y C V, on a la longue suite exacte de Leray :

(1) -+ = H'(V,C) - H'(V~Y,C) - H""(Y,C) —» H"*'(V,C) — -

2) Soit un germe de fonction analytique f : (C3,0) — (C,0). On
suppose que le lieu singulier S de X (0) est une courbe singuliére en 0. On
note par H' le faisceau constructible sur S, dont la fibre au pont z € S est
le groupe H' de la fibre de Milnor de f en z. On a alors 'isomorphisme
suivant : H'(X(s),C) ~ H°(S,H') pour s dans D* (on trouvera la
démonstration de ce résultat dans l’article de D. Barlet : Interaction de

strates consécutives pour les cycles évanescents, a paraitre aux Ann. Scient.
ENS).

Exemple 4.1 : (X2 +Y?2)2 £ 74,

Par un changement de variables complexes, on se rameéne a
f(z,y,2z) = x?y*> — 2z*. Notons par F la fibre type en 0. La monodro-
mie T, : H*(F,C) — H?*(F,C) est induite par 'isomorphisme (z,y,2) —
(iz,1y,12). Elle vérifie donc T3 = id, par conséquent elle est semi-simple et
I’ensemble des valeurs propres est contenu dans {1, -1,i, —i}.

La fibre F' (qui est connexe) est un revétement ramifié de degré 4
sur C?, par la projection 7 : F — C?/n(z,y,2) = (x,y). Le lieu de
ramification étant R = {z%y? = 1} qui a pour seuls groupes de cohomologie
H°(R,C) = C? et H}(R,C) = C2. En écrivant la suite exacte (1) pour
l'inclusion R C F (resp. R C C?), on obtient la suite exacte (I) (resp. (II)) :
()  0- HYF,C)— HY(F\R,C) - C? - H*F,C)

- H*(F\R,C)—-C?—=0

(I) 0— HY(C*\R,C)~C? -0 — HX(C?*\R,C)~C? —0.
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La variété F' \ R (qui est connexe) est un revétement de degré 4 sur
C2 \ R, on a alors x(F \ R) = 4x(C? \ R) (x désigne la caractéristique
d’Euler-Poincaré). D’autre part les groupes de cohomologie H?(F \ R, C)
et HP(C? \ R, C) sont nuls pour p > 3. En utilisant alors la relation entre
les dimensions que donne (I), on obtient que :

dimgc H*(F,C) = 3 + dimc H'(F,C) .

La singularité transverse prés d’'un point de S$* = S — {0} (ici
S = {zxy =0, z = 0} s'écrit f(u,v) = u® — v* ou l'on a posé u = zy,
v = 2. Sur chacune des composantes de S*, le systeme local H' admet
trois sections : 2udv — vdu, 2uvdv — v*du et uv?du —v3du qui se prolongent
4 S. Ainsi on a dimc H%(S, H') > 3; en fait il y a égalité, qui peut étre
déduite d’un calcul topologique.

On désigne par w la forme homogene : zdy Adz — ydx Adz + zdx A dy;

cherchons une base de H?(F, C), qui est de dimension 6, parmi les candidats
que donne le tableau suivant :

vecteur valeur propre associée
elz[f—3/4w] ’dw::é%/\w AN =i
4 fd
es = [f1zw] ,d(zw):Tf/\zw Ar =1
. . 1.4 .
ez = [f°/12%] ,d(zzw)=(1+z)7f/\z2w A3 = —i
1.d :
eq = [f?zyw] , d(zyw) = (1 + E)Tf A zyw Ay =—i
. 1.d
es = [f32zyzw] , d(zyzw) = (1 + 5)—)—{— A xyzw s = —1
. . d .
es = [f~ eyt , d(zy2Pw) = (1 + %)Tf Azyziw e =i

Les vecteurs e, ey, ez sont non nuls : en effet ils ne s’annulent pas
sur la 2-chaine suivante :

I :[0,27] x [0,21] — F/T(6, ¢) = (cosBe'?, e ¥, (=1)"/4V/sin 6)
oi pour z € R, vz = /|z| si z > 0 et \/z =i /|z| si x <0.

dx A dy
23

/e _ =2ir /2" 9 40
r ' (=14 Jy  /sin6 ’
—2ir [
= d
‘/1;62 (—1)1/4_/0 99#07

En remarquant que w|p = — , on a immédiatement :
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et
-2 "
e3 = ———— sinfdf #0 .
Jres= e [, Voo #
Les vecteurs ez et e4 (resp. e; et eg) sont linéairement indépendants
puisque / e4 = e = 0. En fait nous déduirons des calculs des
r r

développements asymptotiques qui suivent, que les vecteurs (e;)1<i<s sont
non nuls et par conséquent, ils forment une base horizontale multiforme du
fibré s € D* — H?(X(s),C). Il sera alors clair que les formes w, zw, 22w,
Tyw, Tyzw et Tyz2w sont celles qu’on associe par le lemme 3.1 aux valeurs
propres respectives : (i), (—1), (=1), (=1), (=1) et (7).

Considérons le changement de variables x = X +iY, y = X —iY et

z = Z, alors la forme réelle est (X2 + Y?2)2 — Z% et on a w|f=; =
L dX ANdY [ . 2 2)2 4 ¢
—2zt——Z3—. Le complémentaire de {(X* + Y?)? — Z* = 0} possede

trois composantes connexes :
A={(X?>+Y??-2*<0, Z>0},

B={(X?+Y*»?-2*<0, Z<0},
et
C={X?>+Y?»?-2*>0}.

Soit le compact K = {X? +Y? <2et |Z| <1, (X,Y,Z) € R3}.

I. — Sur A : pour ¢ < 0 voisin de zéro, on pose L(t) = K N X{(t),
ona:

a) / w——?it/ dX A dY
L(t) x24yeco (X2 +Y2)2 —¢]3/4

2ira, (—t)"*!
= Oy ()P4 4§ AT 7Y
1(=1) nX;; dn+1 4n\/2

" C, = dir /+°° _dv D anv'™ = (140731
! o T+ & :
dX AdY
b Zw= —2it/
) L(t) x24vece (X2 +Y2)2 —t]1/2

2iman(—t)"+!

= Co(~t) Log(~t) + Cy(~1) = ) —"—,

n>1
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ou

Cy = 2im, Cy = 1 v L H-1/2 o n
2 = 41T, 2—61_1'%( A m"" Og€) 1+’U) Za ’U

n>0
dX ANdY
c Z%w = —2it/ ,
) ./L(t) x24y2<e (X2 +Y2)2 —¢]t/4
Zira, (—t)"*!
_ _\5/4 n
D B P
n>0
ol
oo dv 1 2 4\—1
e e - /4 _
C3-2z7r21_1}(1)(1 (T oA E ) (14+0%)~ z):oan
. dX ANdY
d X2+Y2w=—2it/ X2 +Yv?
) L(t)( ) X2+Y252( )[(X2 +Y2)2 — ¢]3/4
2ima, (—t)"*!
= C —t 5/4 - “ )
1(=t) n%:o @n=1) 12
ou
oo dv 1 2 2y—1
i1 1) - -1/4 _ 4n—
C4—2ZW2%(A W 2 ),'U (1+'U) -—-Eanv
n>0
e) / (X2 4+Y%Zw = —2it/ (X% + Y%M
L(t) X24Y2<2 Z
dima, (—t)" t’Hrl
_ 3/2
=Gs(- Z (4n —2)4n
ol
+oo dv 5_1 -1
AT _ev. - & - /2 _ -3
C5—2zwg%(/€ BT o 2 ) 3(140?) ga 2t .
. . dY
f) / (X?+Y?*)Z%0 = —2it/ (X% + Y2)d—X—A—
L(t) X24Y2<2 Z
4/ 2mian(—t)"t!
_ _n\T7/4 _ N / n
Co(=1) g) n-34an
ou

-3

dv £ -4 4y—1
- 3 1 —_— e — /4
Ce —2z7r£hn%(/§ T o)A 3 ) (1+v )~ E a,v*

n>0
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Les constantes (C;);<;<¢ sont non nulles. Pour s’en convaincre dans
le cas ¢ > 3, il suffit de faire un calcul élémentaire. Faisons-le pour ¢ = 3 :
posons

+oo dv . 0.1
gle) = [ ml—ﬁ — &7 pour e €]0,1],
. (. , 1 1
cette fonction est dérivable et ¢'(¢) = —————~ + = > 0. Comme

Ce2(1 eyt T g2

) . r 00 dv .
ggég(s) # —o0, g(e) < g(1) = /1 W —1 < 0 et g étant

croissante, on obtient lim g(e) # 0.
e—0

Les formes qui correspondent aux vecteurs (¢;)<;<¢ sont sans torsion
puisque chaque développement asymptotique possede un terme singulier
(voir le 2), apres la proposition 2.5 du §2). On en déduit que les vecteurs
(ei)1<i<6 sont non nuls et donnent une base de Jordan de la monodromie
T>. On en déduit, aussi, que (—t)%/1, (=t)*/1 ot (=t)*/? et (—t)Log(—t)
sont les générateurs de N'/C[[t{]] N N.

Ainsi sur la composante connexe A (et également sur B par symétrie),
toutes les valeurs propres de la monodromie T, provoquent des termes
singuliers dans le module des développements asymptotiques.

II. - Sur C : un calcul analogue montre que seules les valeurs
propres 1 et —1 provoquent des termes singuliers, le modules N'/C|[t]] NN
est engendré par tLogt et t3/2,

III.  Par le changement de variables (X,Y, Z) — (X,Y,(=1)'/42),
on a la forme réelle (X?+172)2+Z*. On obtient dans cette situation que t3/2
comme générateur de N'/C[[t]] NN Et scules les valeurs propres (simples)
1 et —1 contribuent aux développements asymptotiques. La contribution
de 1 est simple (pas de Logt) car la fibre est compacte, en vertu de la
formule (%) établie dans la démonstration du 2) de la proposition 3.2.

Exemple 4.2 : (X2 +Y?)2 - 73,

Par un changement de variables, on se ramene a la fonction 22y? — 23.
En utilisant la méme démarche que 'exemple précédent, on obtient :

i) dimc H*(2%y? - 2*=1,C) = 4.

ii) Siw désigne la forme homogene 3zdyAdz —3ydx Adz+4zdx Ady,
la base est donnée par les vecteurs e, ey, e3 et e4 ci-dessous :
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vecteur valeur propre associée

w 5 df —him/3
612[}5—/6],(&0—67/\(4} /\1:€

w 7d .
ey = [77/_6] , d(zw) = ng A zw Ay = e~ im/3

w 8 d i
€3 = [}‘E/—b] N d(:ﬂyw) = g-fi A zyw A3 = e—2im/3

o 5df —4dirm /¢
64:{?m],d(xyzw)=§7Axyzw Ay =e /3

Les calculs donnent aussi que sur la composante connexe
{(X24+7Y?)2 - Z% > 0} (et {(X?2+Y?)?2 - Z% < 0}) le module des déve-
loppements asymptotiques A'/C[[t]] "N est engendré par (£t)>/, (£t)7/6,
(£t)*/3 et (£t)°/3. 11 y a donc pour cet exemple une contribution de toutes
les valeurs propres pour chacune des composantes connexes.

Exemple 4.3 : (X2 +VY?%)? + Z2+ U2
On se rameéne & x%y% + 22 + u? et on procéde de la méme fagon que
dans I’exemple 4.1, ce qui donne dimg H*(2%y? + 22 + u? = 1,C) = 2 et
comme générateurs [w] et [ryw] ot w = xdy A dz Adu — ydz A dz A du +
2zdx Ady Adu — 2udx Ady Adz. La monodromie est semi-simple et la valeur
propre de -2~ (resp. %) est —1 (resp. 1). En effet dans les coordonnées
f37z ( ?7

(X,Y,Z,U),on a:

/ w#0, et / (X24+Y*w #£0.
(X24Y2)24Y240U2%=t (X24Y2)24Y24U2=t

Le générateur de N'/C[[t]] N N est t3/2.
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