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RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THEORIE
DES FONCTIONS SURHARMONIQUES ET DU POTENTIEL

par M~ R.-M. HERVE (Nancy).

INTRODUCTION

Les premiéres études axiomatiques généralisant I'idée des fone-
tions harmoniques et surharmoniques, sans notion préalable de
potentiel, dans des espaces topologiques plus ou moins généraux,
sont dues & G. Tautz (1949) ([50], [51]) et J. L. Doob (1955) [35] :
G. Tautz recherche aussi des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une famille de fonctions données soit I’ensemble
des solutions d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre de type elliptique; J. L. Doob introduit des fonctions
harmoniques généralisées, contenant a la fois les solutions
d’équations de types elhpthue et parabolique, et se préoccupe
surtout des interprétations probabilistes possibles.

En 1957, M. Brelot, en modifiant les axiomes de Doob,
fonde une nouvelle théorie axiomatique, adoptée ici, qui ne
s’applique plus aux équations de type parabolique, mais
permet un développement beaucoup plus avancé, en théorie
pure du potentiel (*), voisin de la théorie classique. Apres des
Notes aux Comptes rendus (2), un exposé d’allure définitive

a été publié dans [16] et [18].

(!) On définit alors un potentiel dans un domaine w comme une fonction surhar-
monique dont la plus grande minorante harmonique est 0 (c’est identique dans le
cas classique au potentiel d’une mesure > 0 pour le noyau de Green de ).

() Dont 'une en collaboration [23].
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Dans un espace localement compact, connexe et localement
connexe, cette théorie n’utilise que trois axiomes locaux, por-
tant sur les seules fonctions harmoniques : le 16F est un axiome
de faisceau; le 2¢ pose 'existence d’une base de la topologie
formée de domaines réguliers, c’est-a-dire pour lesquels le
probléeme de Dirichlet admet une solution unique, croissant
avec la donnée; le 3¢ est une propriété de convergence par
croissance, qui, pour certaines questions, est renforcée selon
une propriété du type de Harnack (axiome 3’).

La théorie, outre I’extension du probléme de Dirichlet
global, a deux autres buts principaux. L’un est d’établir un
théoréme de convergence des fonctions surharmomques @),
clef de la théorie fine du potentiel : 1l faut, pour cela, un axiome
supplémentaire (principe de dommatlon). Le second but est
I’extension de la représentation intégrale des fonctions sur-
harmoniques >0, de Martin-Riesz, 4 'aide du théoréme
récent de G. Choquet sur les éléments extrémaux ([27] et [28]) :
cela exigeait, outre 3’, un axiome supplémentaire, inspiré de
la propriété classique qu’une fonction surharmonique, harmo-
nique dans une boule ouverte, est déterminée par ses valeurs
hors de la boule.

Le présent travail se propose d’approfondir et développer
la théorie précédente; il apporte d’abord divers compléments
et surtout permet d’effectuer cette représentation intégrale a
I’aide des seuls axiomes 1, 2, 3’. La difficulté était de trouver,
sans hypothése supplémentaire, une topologie, sur I’espace
des différences de fonctions surharmoniques > 0, permettant
d’appliquer les théorémes de G. Choquet, et plus spécialement
d’assurer la condition de compacité. Il a fallu pour cela de
nouveaux instruments, en particulier un théoréme de partition
des fonctions surharmomques > 0, remplacant 'usage de la
mesure associée de F. Riesz dans Ie cas classique.

Une autre partie de ces recherches défimt et étudie, sous
des hypothéses un peu plus restreintes, les fonctions harmo-
niques adjointes & un systéme donné de fonctions harmoni-
ques, généralisant les solutions de 1’équation adjointe & une
équation aux dérivées partielles du second ordre de type

(3) Définies comme dans le cas classique, en remplagant les sphéres et 'intégrale
de Poisson par les domaines réguliers et la solution du probléme de Dirichlet corres-
pondant.
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elliptique. Cette étude utilise d’ailleurs la représentation
intégrale précédente.

Aprés un rappel de I'axiomatique de base, le chapitre 1
compléte ces préliminaires en groupant des résultats, qui
étendent des propriétés connues dans le cas classique:

— un théoréme d’approximation des fonctions continues par
des différences de deux potentiels continus (théoréme 6.1);

— des constructions, reposant essentiellement sur le critére
de régularité de Bouligand, d’ouverts réguliers satisfaisant
a certaines conditions (cf. par exemple, propositions 7.1 et
7. 2) et de points réguliers pour un ouvert (n® 8);

— D'existence d’un potentiel permettant de caractériser
Peffilement d’un ensemble quelconque (théoréme 9. 1);

— la définition de la balayée u® d’une mesure @ sur un
ensemble E (théoréme 10. 1).

La généralisation des g fonctions (qui jouent le rdle des
fonctions surmédianes classiques), faite au n® 11, est surtout
destinée au chapitre sur les fonctions harmoniques adjointes.

Le chapitre 11 est consacré au théoréme de partition,
étape 1mportante vers la représentation intégrale cherchée.
L’idée est la suivante: le support d’une fonction surharmo-
nique étant le plus petit ensemble fermé hors duquel la fonction
est harmonique (c’est, dans le cas classique, le support fermé
de la mesure associée), on montre que toute fonction e S+
(1. e. surharmonique > 0) est la somme de deux fonctions
e St dont les supports sont plus petits (d’intérieurs disjoints
et 'un d’eux arbitrairement petit).

Les conséquences du théoréme de partition sont nombreuses :

— tout potentiel extrémal a un support ponctuel (théoréme
16. 2); \

— toute fonction surharmonique dans un ouvert partiel
et de support compact peut étre représentée, & une fonction
harmonique prés, par un potentiel dans Despace entier
(théoréme 13. 2);

— Pexistence, pour tout ensemble E effilé au point

zo€ E— E, d’une fonction € S*, finie en z, et dont la res-
triction & E a pour limite + oo au point z, (théoréme 14. 1);
— et surtout l’existence de mesures associées a chaque
fonction VeS*, de méme support que V, définies, relati-
vement a I'une d’elles, par des densités (n° 15).
27



418 R.-M. HERVE

Ces mesures sont utilisées, au chapitre 111, pour effectuer
une premiére représentation intégrale de V, a l'aide d’un
noyau dépendant de V (théoréme 17.1). Dans le cas ou les
potentiels de support ponctuel donné sont tous proportionnels
(hypothése dite d’unicité), le noyau relatif & un potentiel P
peut étre défini indépendamment de P, et les résultats du n°® 17
donnent alors la représentation intégrale des potentiels a ’aide
des potentiels extrémaux (théoréme 18. 2).

Une question importante, et non résolue, est la suivante:
peut-il exister deux potentiels, de méme support ponctuel, non
proportionnels? Le théoréeme 16. 5 est une tentative pour
répondre a cette question: il indique une condition, vérifiée
dans le cas classique, et qui entraine I'unicité.

Le chapitre 1v résout le probléme de la représentation inté-
grale des fonctions S+ & l'aide des éléments extrémaux
(théoréeme 22. 1).

Afin d’appliquer la théorie de G. Choquet, je définis sur le
cone St une topologie T rendant métrisable et compacte une
base de ce cone: c’est I'objet des n® 19 a 21. Plusieurs résultats
simples concernant cette topologie sont a noter:

— la T-convergence dans I’espace des potentiels & support
ponctuel se traduit par la convergence des supports et
la convergence simple hors du support de la limite (scolie
21. 1); :

— sous I’hypothése de I'unicité, la topologie T, restreinte
aux potentiels ayant leurs supports dans un compact donné,
équivaut a la topologie vague sur les mesures qui les engendrent
(proposition 19. 3);

— s1 une suite V, € St est T-convergente, sa T limite est la
régularisée s. c. 1. de lim inf V, (corollaire 1 de la proposition
21. 2); "

— toute suite monotone de fonctions e S* est T-conver-
gente (théoréme 23.1);

— la topologie T coincide avec celle utilisée par M. Brelot
pour la représentation intégrale, lorsqu’est satisfait ’axiome
supplémentaire introduit dans ce but, et déji mentionné
au début de cette introduction (proposition 24. 7).

Le chapitre v établit, dans I’axiomatique de M. Brelot, des
relations entre des principes classiques en théorie du potentiel,
tels que le principe de domination pour les potentiels locale-
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ment bornés (axiome D) et le théoréeme de convergence (cf.
n® 25 a 27). En supposant I’axiome D, je démontre des pro-
priétés « fines » de la balayée u* d’une mesure i, en particulier:
I’ensemble des points ou E est effilé est w"-négligeable (propo-

sition 28. 2), ainsi que I’ensemble des points ou [E est effilé

et n’appartenant pas au support de p (proposition 28. 5).

Au chapitre vi, je définis les fonctions harmoniques
adjointes (ou*), moyennant certaines hypothéses, dont celle
dite d’unicité; la représentation intégrale des fonctions e S+
sert 4 déterminer la mesure harmonique*, sans laquelle il
semble difficile de vérifier les axiomes d’un systéme de fonc-
tions harmoniques. Puis je démontre (proposition 30. 1) que,
si z —> p,(z) est un potentiel convenable de support y, y — p,(z)
est un potentiel* de support z (%), noté p;; j’en déduis une
relation importante entre la balayée de p, et la balayée* de p}
(théoréeme 31. 1), dont voici quelques conséquences :

— il y a 1identité entre ensembles polaires et polaires*
(théoréme 32. 1);

— le potentiel* engendré par ¥, a 'aide du noyau pJ, est
la balayée* sur E du potentiel* engendré par w (corollaire 2*
du théoréme 31. 1);

— Dl’effilement d’un ensemble E en un point z, polaire est
caractérisé par le fait que p;, n’est pas conservé par balayage*
sur £ (théoreme 32. 5).

Ces deux derniéres propriétés différent des résultats classiques
par l'introduction des potentiels*; en effet, la symétrie du
noyau, utilisée dans le cas classique, n’existe pas ici.

Enfin, je réponds partiellement & la question de l'unicité
pour les potentiels* de support ponctuel donné z, en montrant
qu’elle est réalisée quand z est polaire, ou bien non polaire et
1solé (théoréme 33.1 et lemme 33. 2).

Au dernier chapitre, je reprends et précise un exemple déja
indiqué par M. Brelot et illustrant cette théorie axiomatique : les
solutions d’une équation aux dérivées partielles, Lu = 0, du
second ordre, de type elliptique, dont les coefficients sont
localement lipschitziens, forment un systéme de fonctions
harmoniques, dites L-harmoniques (théoréme 34. 1 oul’on a pu

(%) Généralisation du fait que les fonctions de Green relatives A une équation et
4 son adjointe se déduisent I'une de 'autre par échange des variables.
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supprimer 'hypothése sur le signe du ceefficient ¢ de u). En
outre, s’il existe une solution >0 de Lu <0, Lu=E£0, en
particulier si ¢ < 0, ¢ =£ 0, on peut leur associer un systéme de
fonctions L- harmomques ad]omtes qui coincident avec les
solutions de ’équation adjointe si les coefficients sont assez
réguliers (théoreme 35. 1).

J’achéve le chapitre en montrant I'identité entre:

— les ensembles L-polaires, L-polaires adjoints, et polaires
au sens classique (théoréme 36. 1);

— les ensembles L-effilés, L-effilés adjoints, et effilés au
sens classique (théoréme 36. 3);

— enfin, les ouverts L-réguliers, L-réguliers adjoints, et
réguliers au sens classique (corollaire du théoréme 36. 3).

Ces recherches sont loin d’épuiser le sujet : outre la question
essentielle, et déja signalée, de la proportionnalité des poten-
tiels de méme support ponctuel, il y aurait lieu d’étendre la
théorie de la frontiére de Martin et de Deffilement & cette
frontiére, ce qui est actuellement étudié par M. Gowrisankaran;
il faudrait aussi comparer les fonctions surharmoniques consi-
dérées ici aux potentiels définis & I'aide d’un noyau général
donné, et obtenir ainsi d’autres exemples d’applications de la
théorie. On peut encore songer & modifier, au moins au début,
les bases de cette axiomatique, de fagons diverses, en vue
d’applications nouvelles : on pourrait par exemple, en s’inspi-
rant des travaux de Doob ou Bauer [0], chercher a éviter
les hypothéses de connexion et a inclure les solutions des
équations de type parabolique. Mais, aprés les premiers pas,
cela semble conduire & des changements profonds, donc a
une théorie fort différente de la théorie classique qui nous a
servi de modéle. Enfin et surtout, 1l y aurait lieu de comparer
avec la synthése de Hunt (4 ) qui, dans le cadre des proba-
bilités, couvre une grande partie des théories actuelles du
potentiel, mais non ’axiomatique précédente.

(¢ ¥s) G. A. Hunrt, Markoff processes and potentials. Illinois J. Math., 4, 1957,
PP- 44-93 et 316-369; 2, 1958, pp. 151-213.
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Je tiens & souligner tout ce que cette thése doit & Monsieur
le Professeur Brelot: non seulement elle n’existerait pas sans
la fécondité de la théorie axiomatique qu’il a développée,
mais bien des résultats sont ’aboutissement de ses suggestions,
et la rédaction, enfin, lui est redevable de nombreuses amé-
liorations.

Je le prie d’accepter I’expression de ma profonde reconnais-
sance.

Je remercie également MM. les Professeurs Cartan, Choquet
et Lions, qui ont bien voulu former, avec M. le Professeur
Brelot, le jury pour la soutenance.
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RAPPEL DES BASES DE L’AXIOMATIQUE
DES FONCTIONS HARMONIQUES (THEORIE DE M. BRELOT)

1. A) L’espace ().

Q est un espace localement compact, non compact, connexe
et localement connexe. On obtient 0 compact en adjoignant
a Q le point d’Alexandroff @. Les notions topologiques qui
interviennent dans toute la suite sont, en général, relatives
a Q; toutefois, on appellera « ensembles fermés dans () » les
parties de Q fermées pour la topologie de Q.

On supposera le plus souvent (comme d’ailleurs dans la
théorie que ’on rappelle), et on le mentionnera explicitement,
qu’il existe une base dénombrable des ouverts de (2; alors Q
est métrisable et séparable.

1. B) Les fonctions harmoniques.

On se donne, dans chaque ouvert wcQ, une famille de
fonctions, dites harmoniques dans ®, qui sont réelles finies
continues dans w, forment espace vectoriel sur le corps réel
et satisfont aux axiomes suivants (%):

Aziome 1. — Si h est harmonique dans l'ouvert w, h est
harmonique dans tout ouvert partiel; si & est définie dans un
ouvert » et harmonique dans un voisinage ouvert de chaque
point € w, A est harmonique dans w.

(5) On appellera « systéme de fonctions harmoniques dans Q» la donnée, dans
chaque ouvert v cQ, d’une telle famille de fonctions.
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Axiome 2. — On appelle régulier un ouvert wc®c () tel
que toute fonction f, finie continue sur 3w, admette un prolon-
gement unique harmonique dans ®, continu dans ®, et >0
si f> 0. En tout point z e w, la valeur de ce prolongement,
notée Hp(z), s’exprime donc & l'aide d’une mesure >0 de
Radon 2, appelée mesure harmonique de w au point z:

Pla) = [fde2

L’axiome 2 affirme I’existence d’une base des ouverts de
formée de domaines réguliers. Si () est & base dénombrable,
il revient au méme de supposer I’existence d’une base dénom-
brable des ouverts de () formée de domaines réguliers.

Aziome 3. — L’enveloppe supérieure d’un ordonné filtrant
croissant de fonctions harmoniques dans un domaine est 4 o
ou une fonction harmonique dans ce domaine.

L’axiome 3 est souvent remplacé par un axiome plus fort, 3,
qui, moyennant les axiomes 1 et 2, entraine ’axiome 3.

Axiome 3’. — Une fonction harmonique >0 dans un
domaine & est soit > 0, soit =0 dans ¢; et les fonctions
harmoniques > 0 dans g, s’il en existe, égales 4 1 en un point
z, de o, sont également continues en x,.

Les fonctions f-harmoniques:

Soit f une fonction finie continue > 0 dans (). Etant donné
un systéme de fonctions harmoniques dans (), leurs quotients
par f forment un nouveau systéme de fonctions satisfaisant
aux mémes axiomes, et appelées f-harmoniques.

Ezxemples de fonctions harmoniques:

— les fonctions harmoniques classiques dans un domaine
euclidien;

— les solutions d’une équation aux dérivées partielles
du second ordre, de type elliptique, définie dans un domaine
euclidien, et dont les coeflicients sont localement lipschitziens.
Cet exemple sera traité en détail au chapitre vir.

Dans toute la suite de ce chapltre, on suppose que les
fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3, et on fera
plus loin une autre hypothése (n° 3).
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2. Les fonctions hyperharmoniques et surharmoniques.

A. DErFINITIONS.

Une fonction réelle ¢, définie dans un ouvert w, c (), est dite
hyperharmonique dans w,, si elle est s. c.1., > — oo, et si,
pour tout ouvert régulier w c® cwy: o(z) > f g do? dans w.

Une fonction est surharmonique dans un ouvert w,, si
elle est hyperharmonique dans w,, et non identique & + o
dans aucune composante connexe de w,.

Le support d’une fonction surharmonique ¢ dans w, est
le plus petit ensemble S fermé dans w, tel que ¢ soit harmo-

nique dans wq n [:S.
Un potentiel dans 'ouvert w, est une fonction surharmo-

nique > 0 dans w,, dont toute minorante harmonique dans
wy est << 0.

Notations :

H+ désigne ’ensemble des fonctions harmoniques >0 dans Q,

S+ I’ensemble des fonctions surharmoniques > 0 dans Q,

P+ Pensemble des potentiels dans (2.

Les fonctions f-hyperharmoniques sont les quotients par
f des fonctions hyperharmoniques.

B. L’ESPACE VECTORIEL ORDONNE S.

Définition de S :
On établit entre les couples (V, V') de fonctions S+ la
relation d’équivalence :

(V, V') équivalent & (W, W) s1 V4+ W' =W 4 V' dans Q.

S est I’espace des classes d’équivalence des couples de
fonctions € St. C’est un espace vectoriel sur R, en posant
par définition :

(V, V) 4+ (W, W)= (V4+ W, V' + W');

1l contient St si ’on identifie tout élément V € S+ a la classe

(V, 0).
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L’ordre spécifique:
Le cone St définit sur S une relation d’ordre, appelé ordre
spécifique :

(V, V)3(W, W) si (W,W)=(V, V)+U, oi UeS+

TuEoREME. — S, muni de lordre spécifique, est un espace
de Ruiesz complétement réticulé.

C. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS HYPERHARMO-
NIQUES.

1. Une condition suffisante pour que ¢ soit hyperharmo-
nique dans 'ouvert w, est que ¢ soit s. ¢. 1., > — 0, et que,
pour tout zew, et tout voisinage de z, 1l existe dans ce
voisinage un domaine régulier wsxz, ®cw, tel que:
v(z) > f v dp2.

2. Une fonction hyperharmonique > 0 dans un domaine w,
est, soit > 0, soit = 0 dans w,.

3. L’enveloppe supérieure d’un ordonné filtrant croissant
de fonctions hyperharmoniques dans w,, est hyperharmonique
dans w,.

4. Etant donné ¢ hyperharmonique dans louvert w, et
un ouvert régulier w ¢ ® c w,, la fonction obtenue en rempla-
cant, dans w, ¢(z) par / v dp?, est hyperharmonique dans w,.

5. Un ensemble E de fonctions hyperharmoniques dans
Pouvert w, est dit « saturé » dans w, si:

1) ¢, et v, € E entraine inf (vy, v;) € E;
2) quel que soit 'ouvert régulier wc®cw, et veE, la
fonction obtenue en remplacant, dans ®, ¢(z) par

f v dp?, appartient a E.

TratoriEME. — L’enveloppe inférieure d’'un ensemble saturé
de fonctions hyperharmoniques dans un domaine vaut — oo,
+ o ou est harmonique dans ce domaine.

6. Toute fonction surharmonique ¢ >0 dans un ouvert
w, est, d’'une maniére unique, la somme d’un potentiel dans w,
et d’une fonction harmonique > 0 dans w,, qui est la plus
grande minorante harmonique de ¢ dans ,.

7. En remplagant I’axiome 3 par I’axiome 3': Etant donné
deux ouverts w, et ®,, d’adhérences c{), et deux points
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Zyew, et z; € w,, il existe un nombre k > 0, tel que, pour
toute fonction V>0, Ve S+:

AL
=L ‘<L k.
\/Vdp;’;\

k

3. Supposons dorénavant, outre les axiomes 1, 2, 3,
Pexistence d’un potentiel > 0 dans () (%).

Les conséquences essentielles sont les suivantes :

1. Etant donné une famille dénombrable de domaines
w; c ), 1l existe un potentiel > 0, fin1 continu dans (), et qui
n’est harmonique dans aucun w;.

2. Lorsqu’il existe une base dénombrable des ouverts de Q,
toute fonction e St est limite d’une suite croissante de poten-
tiels finis continus dans ().

3. Diverses formes du principe du minimum dans un ouvert
wel):

Soit un ouvert ® ¢ ® c (. Si ¢ est hyperharmonique dans o,
et satisfait a lim inf¢(z) > O pour tout y € dw, alors ¢ est > 0

T€wW
dans w. osy

Soit un ouvert quelconque ® c (). Si ¢ est hyperharmonique

dans o, satisfait & lim infe(2) > 0 pour tout yedwn (), et
TE€wW
Ty

s’il existe un potentiel P dans Q tel que ¢ > — P dans o,
alors ¢ est > 0 dans .

4. Conséquences du principe du minimum.

Lemme 3. 1 — Soit P un potentiel dans Q, harmonique dans
un ouvert o c Q, et borné supérieurement dans ® au voisinage
de tout point edwnl); alors, pour toute Ve St: Uhypothése
Vyedwn ), V(y) >1lim sup P(z) entraine V> P dans w.

TEW
z>y

() Dans les applications, cette derniére hypothése peut avoir lieu localement,
mais non globalement; les résultats donnés dans la suite s’appliquent alors dans
tout domaine cQ, ou il existe un potentiel > 0.
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11 suffit d’appliquer le principe du minimum dans un ouvert
quelconque, a la fonction V — P, surharmonique dans o:
V—P>—P dans Q, et

liminf [V(z) — P(z)] > V(y) —limsup P(z) > 0
Ty >y

pour tout y edwn .

LemMme 3. 2. — Soit P, une suite de potentiels dans Q, dont
les supports sont contenus dans un compact Kc(, et V une
fonction e S*, limite uniforme de la suite P, sur tout compact
cQn [:K Alors, V est un potentiel dans ().

V e P+ si, hors d’un ouvert w c ® (2, V est majoré par un
potentiel dans ). Choisissons w > K; d’aprés ’hypothése, les
fonctions P, sont bornées dans leur ensemble sur dw. Donc,
si P est un potentiel > 0 dans (2, il existe un nombre A > 0,
tel que: P, CA.P sur dw. On en déduit (lemme 3. 1):
P, <A.Pdans Qn [:w, et 4 la limite: V<CA.P dans Qn [:w.

4. A) Le probléme de Dirichlet dans un ouvert w c & c ().

Soit une fonction f définie sur d3w. On d'ésigne par H® Ien-
veloppe inférieure des fonctions ¢ hyperharmoniques dans w,
telles que: lim inf ¢(z) soit > f(y) et > — o pour tout y e dw.

TEW
ze>y

Dans chaque composante connexe ®, de w: HY vaut H®
(o f est définie sur dw,;) et elle est harmonique ou égale a
+ o ou &4 — oo.

Soit HY = — HY p; quelle que soit f: Hp < HY, et fest
dite résolutive si HY = Hy = une fonction finie, notée Hjp.

1. Théoréme de résolutivité (%)

Soit un ouvert w c @ < (). Alors :

— toute fonction 6 finie continue sur dw est résolutive, et
Hp(z) = f 0 dp2 définit une mesure > 0 de Radon, p2, appelée
mesure harmomque de » au point z;

(¢%%) Ce théordme avec les hypothéses générales précisées ici, utilise le lemme
6-1, démontré au chapitre 1.
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— s1 {) est & base dénombrable, ou si w est régulier, pour

toute fonction f sur dw: H¥(z / f dp?, et la résolutivité de
f équivaut a sa sommablhte pour la mesure o2, pour tout z € w.

2. Théoréme de comparaison :

Soit ® et w’ deux ouverts, ' cwc®c (), f une fonction
définie sur dw et f’ la fonction définie sur dw’, égale a f sur
2w’ ndw et & HY sur dw’nw. Alors HP = HY dans o'

4. B) Les points réguliers de la frontiére.

DEFINITION. — 24 €dw est régulier pour o si, pour toute
fonction finie continue 0 sur dw : Hy'(z) — 0(z,) quand z — z,,
Tew.

QUELQUES PROPRIETES DES POINTS REGULIERS :

1) S1 z, € 0w est régulier pour le domaine w, tout voisinage
ouvert de z, dans dw est de mesure harmonique > 0 pour .

2) S1 z, € dw est régulier pour 'ouvert w, pour toute donnée

f bornée supérieurement sur dw : lim sup Hp(z) < 11m sup f(y).
TEW, T T, dw, y>z,

3. Le critére de régularité de Bouligand :

Appelons fonction de Bouligand pour un ouvert quelconque
o c ) associée a un point z, € dw, toute fonction ¢, surharmo-
nique > 0 dans I'intersection de ® et d’un voisinage ouvert de
Zy, telle que ¢(z) -0 quand z — z,, zew.

Pour que z,<dw soit régulier pour l'ouvert wc@c<(, il
faut (si 2 admet une base dénombrable) et il suffit qu’il existe
une fonction de Bouligand pour w, associée au point z,.

4. Pour que z,edw soit régulier pour l'ouvert wc®c (),
il faut et, si {! admet une base dénombrable, il suffit, qu’il
soit régulier pour chaque composante connexe w, de w, ou bien
extérieur 4 w,.

4. C) Les ensembles négligeables.

Un ensemble ecdw est négligeable pour » si Hy, =0
(y. fonction caracterlsthue de e).
Plus généralement, soit % une base des ouverts de ( formée
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d’ouverts wc®c(Q. Un ensemble ec(Q est $-négligeable
s1 son intersection avec chaque dw, w e B, est négligeable pour w.
Bp-p signifie: sauf sur un ensemble B-négligeable.

Deux fonctions surharmoniques égales #p-p sont iden-
tiques.

5. A) Les Jg fonctions.

Soit # une base formée d’ouverts réguliers w c ® c Q.

DEriniTioN. — Une fonction réelle ¢, définie dans un ouvert
wg < (2, est une Ig fonction dans w, si ¢ est bornée inférieurement
localement dans w, et si, pour tout ouvert w e B, ® c wy:

o(z) > [0 dp

dans .

ProPRIETES :
1) La régularisée s. c. 1. ¢ d’une 95 fonction ¢ dans w, est
hyperharmonique dans ®, et, pour tout zew,:

9(x) = sup / o dp2.
WEFR N
ZTEWCWCw,
2) Si u, v, w sont des Y5 fonctions liées par la relation
u =y -+ w dans @o, ON & aussl &4 = ¢ + % dans w,.
En effet, 4 ¢ + & grice a la propriété precedente, et
@>¢+ w daprés la définition de la régularisée s. c. 1.
3) La limite d’une suite croissante de Yg fonctions ¢, est
une Y4 fonction ¢, et ¢ =lim,.

n
Démonstration de la seconde assertion:
o(z) = sup y dp = sup [sup f n dp;’]
WER w . n ¢

TEWCHBCw, P
= sup [sup‘ / 0 dp;’] = sup 9,(z).

4) L’enveloppe inférieure d’une famille de Y5 fonctions,
localement bornées inférieurement dans leur ensemble, est
une Y5 fonction.
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5) Etant donné une Y4 fonction ¢ dans I'ouvert w, et un
ouvert w € B, & c w,, la fonction obtenue en remplagant, dans

o, ¢(z) par fv dp? est une Y5 fonction dans w,.

6) Une 94 fonction dans un domaine w,, valant 4 oo au
voisinage d’un point € w,, est identique & + oo dans w,.

5. B) Réduite et balayée d’une fonction ¢ e S+
sur un ensemble E c () (7).

La réduite, RY, est, par définition, I’enveloppe inférieure
des fonctions e S*, > ¢ sur E. C’est une Y4 fonction, pour toute
base $ formée d’ouverts réguliers, et sa régularisée s. c. 1., RE,
est appelée la balayée de ¢ sur E.

On peut de méme définir la réduite et la balayée d’une
fonction ¢, surharmonique > 0 dans un ouvert  c (), sur un

ensemble E c w; on les note (RF), et (RF),.

QUELQUES PROPRIETES :

1) Sur Q n[E: RE = RE  est harmonique; et s1 E
est le complémentaire, relativement a (), d’un ouvert
wec®dcQ:RE=H® dans w.

2) Siwestun ouvert c): RY = Re dans Q, et R® = sup R
pour les compacts K c w. De plus, si © est réunion d’une suite
croissante de compacts K,: R® = lim R¥»,

3) Si EcQ, RE est un potentiel dans (.
4) La plus grande minorante harmonique de ¢ dans Q
vaut inf REF,
EcQ
5) Soit ® un ouvert cQ:

REne < RE < REVle < REA® 4 R,

6) RF et RE sont des fonctionnelles sous-additives de ¢ et
de E. ,

7) Un critére de régularité a 'aide de la balayée:

Soit un ouvert wc®c{), et ¢ une fonction S+, > 0,

(") Si E est une partie de O contenant @, on écrira, pour simplifier: RE ou ﬁ}‘
au lieu de RE™ ou ﬁ,‘,‘“ﬂ.

28
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finie continue au point z, edw. Pour que z, soit régulier
pour w, il faut et il suffit que, pour tout voisinage o de
Zo: ﬁ‘,,’“t"’(a:o) = ¢(z,); si, de plus, ¢ n’est harmonique dans
aucune composante connexe de o, il suffit que R{®(z,) = v(z,).

8) Tutorikme. — Soit ¢ une fonction finie continue e St,
et T, un point e (). '

1. R¥(z,) = inf R®(z,), pour les w ouverts > E.

2. R¥(z,) définit, pour E compact variable, une capacité
forte de Choquet (c’est-a-dire est croissante, continue a droite et
fortement sous-additive) et, pour E quelconque, est la capacité
extérieure correspondante.

5. C) Les ensembles polaires.

Un ensemble E c Q est polaire, s’il existe une fonction e S+,
valant + oo en tout point € E.

q-p. signifie sauf sur un ensemble polaire.

Remarquons qu’un point peut constituer un ensemble non
polaire : par exemple le point & I'infini de R* pour n > 3.

Critére de polarité: :
Pour qu’un ensemble E cQ soit polaire, il faut et il suffit
que, pour une (ou toute) fonction ¢ surharmonique > 0 dans (2,

il existe un point ou R} soit nul, ou encore, que RE=0.

Conséquences :

— un ensemble K-analytique (au sens de Choquet) intérieu-
rement polaire (c’est-a-dire, dont toute partie compacte est
polaire) est polaire; .

— Si E est polaire, REVE = RF, quels que soient l'en-
semble E, et la fonction ¢ € S+,

Propriété de prolongement des fonctions surharmoniques a
un ensemble polaire:

Si E est polaire et fermé dans Q, Q-E est connexe, et toute
fonction surharmonique dans (-E et bornée inférieurement
au voisinage de tout point de E, admet un prolongement sur-
harmonique unique dans Q.
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5. D) Effilement d’un ensemble E c(Q (%)
en un point z,e ().

DEFINITION @
E est effilé au point z, ¢« E s’1l existe une fonction ¢ e St

telle que lim inf ¢(z) > ¢(z,) (ce qui a lieu si z, ¢ E).
x €E

E est effilé au point z, € E si z, est polaire et E-{z,} effilé
au point z,.

QUELQUES PROPRIETES :

1) Un ensemble polaire est effilé en chaque point € (en
supposant Q & base dénombrable).

2) Un critére d’effilement :

Soit une fonction ¢ € St, > 0 et finie continue au point z,.
Pour que E » z, soit effilé au point z,, il faut et il suffit qu’il
existe un voisinage o de z,, tel que R}"%(zy) < ¢(z,).

Conséquence : A

Si z, € 3w est régulier pour 'ouvert w c® < (Q, [:w n’est pas
effilé au point z,.

On ne peut affirmer la remproque sans axiome supplémen-
taire; on a toutefois le résultat suivant:

Si les composantes connexes de » sont au plus en infinité

dénombrable, et si [:(I) n’est pas effilé au point z,, alors z,
est régulier pour w.

En effet, si ¢ est une fonction € S, > 0, finie continue dans
Q, et qui n’est harmonique dans aucune composante connexe
de , v — RE? est une fonction de Bouligand pour w, associée
au point z,.

3) Une condition nécessaire d’ efﬁlement

S1 E est effilé au point z,, f 15 dp2 — 0 selon I'ordonné
filtrant décroissant des ouverts w s z, (ye désigne la fonction
caractéristique de E).

En effet, si veS*t et si §=}zeQ|o(z) > o(x) + «},
a>0, f/s dp?2 — 0 selon I'ordonné filtrant décroissant des
ouverts w 3 z, (on utilise le fait que f de% — 1)

(%) Si E est une partie de Q contenant @, on dira pour simplifier « effilement de E »
pour « effilement de E-{@{ ».
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ToPOLOGIE FINE:

On appelle topologie fine, la topologie sur Q pour laquelle
les voisinages de z, € () sont les ensembles contenant z, et de
complémentaire effilé au point z,.

La topologie fine est, parmi les topologies plus fines que la
topologie donnée dans (), la moins fine rendant continues les
fonctions e S+.

Quelques indications sur le développement ultérieur
de la théorie.

Des axiomes complémentaires, portant sur les fonctions
e S*, permettent d’établir les théorémes essentiels dont il a
été question dans I'Introduction (alinéa 4):

1) Aziome D. — Si P est un potentiel localement borné
dans (), harmonique dans un ouvert ® c (), toute fonction
e St, majorant P sur Qn [:m le majore dans {); autrement

dit: R{® = P dans Q.
Cet axiome, avec () 4 base dénombrable, entraine le théoréme
de convergence :

Pour toute famille § de fonctions Ve S+: inf V = inf V

VEZ VEF
q.p- dans Q

Sans ’axiome D, je n’ai pu obtenir que des résultats partiels,
fort éloignés de ce théoréme (théoréme 23. 2).
2) Aziome 4. — Il existe une base des ouverts de Q formée

d’ouverts réguliers ¢ c ¢ ¢ Q possédant la propriété suivante :
Pour toute V e S+, harmonique dans g, R = V dans (.
L’axiome 4, avec 3’ et () a base dénombrable, permet
d’obtenir la représentation intégrale, de Martin-Riesz, des
fonctions e S*.
Cette question sera reprise au chapitre 1v, par d’autres
méthodes, n’utilisant pas l'axiome 4.



CHAPITRE 1

THEOREMES PRELIMINAIRES.

Hypothéses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q.

6. Un théoréme d’approximation.

LemuMe 6. 1. — Toute fonction finie continue sur un compact
K < (), peut étre approchée uniformément sur K, par des diffé-
rences de deux potentiels finis continus dans Q.

Soit C(K) I’ensemble des fonctions finies continues sur K,

et 6, le sous-espace vectoriel de C(K), formé des restrictions
’

a K des quotients 2P, o p et p’ décrivent Iensemble des

0
potentiels finis continus dans (), et p, est un potentiel fixé,
> 0 et fini continu dans (). D’aprés le théoréme de Stone,
toute fonction e C(K) peut étre approchée uniformément sur
K, par des fonctions e 6, si:

1) #6, contient les constantes,

2) la relation u e #6, entraine |u| e #6,,

3) #, sépare les points de K. -

La condition 2 résulte de: (p — p’)r = p —inf (p, p’).
Pour vérifier la condition 3, considérons deux points distincts z,
et z;, € K, un domaine régulier v, z, € w, z, € w; il suffit alors
de prendre pour p, un potentiel fini continu dans ), >0,
et non harmonique dans w, et pour p’ le potentiel obtenu en

remplacant, dans ®, p(z) par f p dp%.

Remarque. — Ce lemme a été utilisé dans ’étude du probléme
de Dirichlet, pour montrer la résolutivité des fonctions con-
tinues [18].
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TatoriMe 6.1. — Etant donné une fonction >0, finie
continue dans (), & support compact S, c (), un voisinage ®
de S, et € >0, il existe une différence > 0 de deux potentiels
finis continus dans ), nulle sur Q n [ w, et différant de [ de moins
de ¢ dans Q.

On peut supposer & c (.

1) Effectuons un recouvrement fini du compact S, a I'aide
de domaines réguliers o, c w, 1 = 1, ..., N. Soit: p, un potentiel
> 0, fini continu dans (), non harmonique dans w;; p; le
potentiel obtenu en remplagant, dans w;, p; par H});

N ) N
po = ‘g p‘ et p;: ; p:.

Alors: po—p, est >0, > 0 sur S, et = 0 hors de w.

2) Lelemme 6. 1, appliqué a la restriction de f au compact @,
permet de déterminer une différence p; — p;, de deux poten-
tiels finis continus dans Q, tels que: |f— (p;— p1)|<e
sur -®; donc a fortiori: |f—|p, — pil| < ¢ sur &.

Soit A un nombre > 0 tel que sur S;:|p; — p;| << X. (po — po)-

On voit immédiatement que

p—p =inf[|py —pil, Mpo— ps));

répond a la question.

CoroLLAIRE. — L’ensemble des différences de deux poten-
tiels finis continus dans (), égauxr hors d’un compact <(),
forme un sous-espace positivement riche de Uensemble des
fonctions continues & support compact dans Q.

Lemme 6.2. — St Q est @ base dénombrable, il existe une
famille dénombrable £ de potentiels finis continus dans (), telle
que toute fonction finte continue sur un compact K < () puisse
étre approcliée, uniformément sur K, par des différences de deux
potentzels e 4.

Il existe une famille dénombrable de fonctions f; e C({2),
partout dense dans C(Q) pour la topologie de la convergence
uniforme.

D’autre part, il existe une suite croissante de compacts
K, cQ, telle que () soit réunion des intérieurs des K,

Alors, si & chaque triplet d’entiers i, j, n on associe une
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différence de deux potentiels finis continus dans (), appro-
A . .
chant f; sur K; 4 — prés (lemme 6. 1), on obtient une famille
n

dénombrable de potentiels répondant & la question.

Remarque. — On peut compléter le théoréme 6. 1 par une
propriété de dénombrabilité analogue.

7. A) Construction d’ouverts réguliers.

Lemme 7.1. — Etant donné un ouvert wcQ et z,ew, on
peut trouver un compact k, z, € k (intérieur de k) ckcw, tel
qu'il existe une fonction de Bouligand pour Qn [:k, assoctée
d chaque point de dk.

On peut supposer que w est un domaine régulier = z,.
Soit h une fonction harmonique dans w, de borne inférieure
> 0 dans w. Si p, est un potentiel > 0 dans Q, et X, un
voisinage compact de z,, contenu dans ©, soit p = RJ.

—_ w
Alors, ¢(z) = p(z) h(a;'lp (z)
inférieure > 0 sur le compact X,. Soit @ un nombre tel que:
0<a <xig’f( ¢(z) (1). L’ensemble k, des points zew ou

»8. ¢.1. et > 0 dans w, a une borne

¢(z) > «, répond & la question: k est fermé dans o et k ne
peut contenir de points €dw grice a la condition A > m > 0

dans ; la fonction de Bouligand pour () n[:k est:
ah —p + Hp.

Lemme 7. 2. — Etant donné un ouvert o cQ et z,ew, il
existe une famille non dénombrable d’ouverts réguliers w,,
T € Wy € By W, tels que dw, et duwg soient disjoints pour o = .

On reprend la démonstration du lemme précédent. A tout
nombre « satisfaisant a (1), on fait correspondre ’ensemble w,
des points z € w ol ¢(z) > a. w, est un ouvert cw et @, ne
peut contenir de points. €dw. La régularité de w, résulte de
I'existence d’une fonction de Bouligand, p — HY — ah, pour
w,; enfin, ¢ = a sur dw,.
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Indiquons encore une variante du lemme 7.1:

Lemme 7.3. — Etant donné un domaine régulier w, et un
compact X4 < w, on peut trouver un compact k, Xockckc o,

tel qu'il existe une fonction de Bouligand pour Q n [: k, associée
@ chaque point de dk.

Prorosition 7.1. — Etant donné, dans Q, un compact K
et un ouvert w > K, il existe un ouvert régulier contenant K et
contenu dans .

Soit un ouvert w,;, K ¢ w; ¢ &, ¢ w. Appliquons le lemme 7. 1
a louvert w-K et & chaque point z, €dw;; le théoréme de
Borel-Lebesgue permet de couvrir dw, a 'aide d’'un nombre
fini de compacts k;, <w-K, tels qu’en chaque point de dk;, il
existe une fonction de Bouligand pour Q n[:ki. L’ouvert

cherché est o, ng[: u kig .

Prorosition 7.2. — Etant donné une mesure de Radon
>0 sur Q, il existe une base des ouverts de (), formée de
domaines réguliers, dont les frontiéres sont de .- mesure nulle

En particulier, étant donné un ensemble dénombrable de
points z,€ ), il existe une base formée de domaines réguliers,
dont les frontiéres ne contiennent aucun des points z,.

Il suffit de montrer qu’étant donné un ouvert ® c () et
o€ 0, il existe un domaine régulier &, z, €0 c w, tel que 28
soit de w-mesure nulle. Pour cela, on considére les ouverts
réguliers w, du lemme 7. 2. Ils forment une famille non dénom-
brable d’ouverts dont les frontiéres sont disjointes. Il existe
donc au moins un ®, dont la frontiére est de p-mesure nulle;
sa composante connexe contenant z, est le domaine cherché.

- ProrosiTion 7.3. — Si () est d base dénombrable, il existe
une famille dénombrable de compacis k,c (), contenant un
systéme fondamental de voisinages de tout point (), et tels que,
a chaque point edk,, soit associée une fonction de Bouligand
pour L:n |: k..

Si B est une base dénombrable des ouverts de (), formée de
domaines réguliers w;, on considére tous les couples (i, j) pour
lesquels &; € w;, puis on applique le lemme 7. 3 au domaine w,
et au compact ®;.
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7. B) Construction d’ouverts non effilés en un point.

On suppose () a base dénombrable.

Lemme 7. 4. — Etant donné un point x,€Q, il existe deux
ouverts disjoints, non effilés au point x,.

Soit @, un systéme fondamental de voisinages ouverts de
Zgy Wy 2 G)n+l'

Pour chaque n, on définit:
une application continue, f,, de dw, sur I'intervalle fermé

o)

une valeur a, e [——-%, + —1;], telle qﬁe I’ensemble des points
€dw, ou f, = a, soit de p¢-mesure nulle; ceci est possible,
car ’ensemble des valeurs e [——%, +—i—]- telles que

chacune d’elles soit prise par f, sur un ensemble de p*-mesure
> 0, est dénombrable.
Ce choix étant fait, soit:

B, =f{zedn|fi(z) < a,} et B, ={zedolfi(z)> a,}.

, 1
L’un de ces ensembles est de pir-mesure >——2~ f dper. Pour n

pair (resp. n impair), on peut supposer que c’est 3, (resp. 8,):
en effet, les ensembles f, et [, s’échangent, quand on
remplace f, par (—f,) et a, par (—a,), ce qui est loisible.

Appliquons le théoréme d’Urysohn au compact

K={z,{u (LTwan)

et aux fonctions

f. sur chaque dw,

0 au point z,

3a,, sur chaque dw,
’

{0 au point z,

et f=3

continues sur K : il existe deux fonctions P et F, définies et
continues dans (), et prolongeant respectivement ¢ et f.
Les ouverts

¢ =f{zeQF(z) < ®(z)} et & =}zeQ|F(z)> O(z)}
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répondent & la question; on sait, en effet, que si j .XS dpe
ne tend pas vers 0 selon I'ordonné filtrant décroissant des
ouverts ® s z,, ¢ ne peut étre effilé au point z, (cf. n° 5, D;
propriété 3).

Remarque. — Les deux ouverts construits ainsi admettent
z, comme point frontiére régulier. -

8. Existence de points réguliers
sur la frontiére d’un ouvert w c & c Q.

TutoriME 8. 1. — Il existe au moins un point régulier sur
la frontiére de tout ouvert » c ® c (), ayant au plus une mﬁmte
dénombrable de composantes connezxes.

Soit p, un potentiel fini continu dans (1, non harmonique
dans aucune composante connexe de w, h une fonction har-
monique > 0 dans un ouvert > ®. Po est une fonction contmue

h

> 0 sur ®; sa borne inférieure sur ®, soit « > 0, est donc
atteinte en un point z, € ®. Si z, était un point e w, la fonction
h, = po — ah, surharmonique et > 0 dans w, nulle au point
zo € w, serait identique a 0 sur la composante connexe de
® contenant z,, ce qui est contraire a4 I’hypotheése faite sur p,.

Donc z,edw et h; est une fonction de Bouligand pour
associée au point z,.

Afin d’obtenir un résultat plus précis, démontrons le lemme
topologique suivant:

Lemume 8. 1. — Soit o et & deux domaines c Q, telsque S n w £ g
et v w. Alors toute composante connexe de w n 8 a au moins un
point frontiére sur dc.

Supposons qu’une composante connexe Y de ®wnd n’ait
pas de point frontiére situé sur dd; on a doncdyc ¢

Montrons alors que dy est disjoint 4 w. En effet, si z, e dy
appartenait 4 w, z, serait un point d’une composante connexe
Y’ de @ n ¢, distincte de ¥, et Y/ ny ne serait pas vide, ce qui
est impossible.

Conclusion : m=yu%m n[ﬁg ou vy et wn[:? sont deux
ouverts disjoints non vides, d’ou la contradiction.:
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Tatorime 8.2. — Etant donné un domaine wc®c() e
un point x, € d®, tout voisinage de x, contient au moins un
point edw, régulier pour o(*). ’

Soit un domame régulier > x,, assez petlt pour que ¢ ne
contienne pas . L’ouvert [:w n & n’étant pas vide, soit X un
compact non polaire c [:G) n ¢, et p=R¥, ol p, estun potentiel
fini continu dans (. Soit enfin 2 une fonction harmonique
p—H}

h
fonction continue > 0 sur @ n ¢; comme sa limite est 0 en tout
point e & nd¢, elle atteint sa borne supérieure sur @ n ¢, soit
>0, en un point T, ®nJ.

Supposons que z,€ » nd. La fonction h; = ah — p + Hj,
harmonique et > 0 dans @ n ¢, nulle au point z,e®wn g, est
donc identique 4 0 dans la composante connexe y de wn¢
contenant z,. En vertu du lemme 8. 1, il existe au moins un
point ey, situé sur la frontiére de &, ce qui est incompatible
avec p— H = ah dans y.

Donc z, € 3w n ¢ et h; est une fonction de Bouligand pour o,
associée au point z,.

dans ¢, de borne inférieure > 0 dans 8. Alors est une

9. Construction d’un potentiel permettant de caractériser
Peffilement de tout ensemble c ().

On suppose Q a base dénombrable.

Lemme 9. 1. — Soit ¢4 un potentiel >0, fini continu dans ()
Il existe une famille dénombrable de potentiels p,, finis continus
dans ), majorés par ¢, et tels que, étant donné un ensemble E c ()
effilé au point z, € E, on puisse trouver un rang n pour lequel :

RE.(%0) < pa(@o)-

Il existe une famille dénombrable de compacts k,c (,
contenant un systéme fondamental de voisinages de tout point
e (), et tels que, & chaque point e dk, soit associée une fonction

de Bouligand pour Q n[:k,, (proposition 7. 3). Par suite, les

(?) En théorie classique, cette propriété résulte immédiatement du falt que
I’ensemble des points &€ dw, irréguliers pour w, est polaire.
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fonctions p, = R% forment une famille dénombrable de
potentiels finis continus dans Q (voir le critére de regulamte,
n° 5, B; propriété 7).

Smt d abord z, ¢ E, et @ un voisinage ouvert connexe de z,,
disjoint a E. Il existe un potentiel p, non harmonique dans w,
donc tel que R} (zo) < pa(®,).

Soit maintenant z, € E — E, et ¢ une fonction e S+, telle que

lim inf ¢(z) > ¢(z,);

T T,
z€E

on peut supposer que ¢(z,) = ¢¢(Z,), €t, si z, est non polaire,
que ¢ n’est harmonique dans aucune composante connexe de
Q-f{z4{. On a donc, pour un nombre A, >1 convenable et un
voisinage ouvert & de z,, 8cQ:

9 > Ay.vo sur Eng,
et a fortiort: ¢ >A,.p, sur Engd, quel que soit n.

D’autre part, on peut choisir un compact k,, voisinage
de z,, <& et assez petit pour que ¢ > R sur 23:

en effet, si w, désigne un systéme fondamental de voisinages
ouverts decrmssants de z,, ®,c3, hm Rer = Rl (n° 5, B;

propriété 8), et la convergence est umforme sur 38 d’aprés le
théoréme de Dini. Si z, est polaire, on a, sur a¢: R{® =0,
donc R¥» < ¢ pour un p convenable. Cette conclusion subsiste
sl z, est non polaire, parce qu’alors ¢ > R{%! dans (), et, grice a
I’hypothése faite sur ¢, ¢ > Ri%! dans Q- {x(,}

n étant ainsi choisi, de llnegahte ¢ > p, sur 33, on déduit,
pour un nombre A, > 1 convenable, ¢ > A,.p, sur 23, donc

aussi ¢ > A,.p, sur Qn [:3 (lemme 3. 1).
Conclusion : il existe un rang n et un nombre A > 1 tels que:
zoek, et v > A.p, sur E.
Alors ¢ > A.R} dans Q entraine: p,(z,) > R} (z,).
TrEoriME 9. 1. — Il existe un potentiel U, fini continu dans

Q, tel que, étant donné un ensemble E cQ et un point z, ¢ E,
la condition :

Ri(@o) < U(z,)

est nécessaire et suffisante pour que E soit effilé au point z,.
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Soit a, une suite de nombres > 0, formant une série conver-
gente, et p, la suite des potentiels déterminés par le lemme 9. 1.
La fonction U = Y «,p, répond a la question, grice a la

n

sous-additivité de R} par rapport a ¢.

10. Balayage d’une mesure.

On suppose Q a base dénombrable.

A
A. Erupe pE vapprmivité pE RE er peE RE rpar
RAPPORT A ¢.

Prorosition 10.1. — Soit E un ensemble fermé dans Q.
1) St ¢, est une suite croissante €St et v =limy,eSt:
n .

RE = lim RE, (1) et RE=1lim RE (1)
2) Si vy et vyeSt:
Eﬁ‘”c = RE{ + RE’ (2) et RUE{"'”! = RvEg + RUF; (2’)'

Les égalités (1') et (2') se déduisent de (1) et (2) (n°® 5, A;
propriétés 2 et 3).

Les égalités (1) et (2) étant vérifiées sur E, démontrons-les
sur o = Qn [:E

1) L’inégalité R% > lim R} est immédiate.

Soit z, un point € ® et ¢ un nombre > 0; pour chaque n,
il existe une fonction w,e ST, w, > ¢, sur E, et telle que

wa(21) — RS (21) < %

W= li:n RE + % (w, — RE)

- Alors, dans w:

est hyperharmonique, et > w, pour chaque n. Si yeQnow:
liminf w(z) > ¢,(y) pour chaque n, donc aussi iminf w(z) > ¢(y).
Ty

>y

zEwW TEW

On en déduit que la fonction

¢ dans E
1/

inf (¢, w) dans ©
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appartient a S*. Par suite u > R}, et dans w:
w > R’:, d’ou lim RE (z,) + ¢ > R¥x,).

2) Supposons d’abord @ < Q:

L’égalité (2) est alors vérifiée, car, dans w: R} = HY.
Soit E fermé quelconque :

On introduit une suite croissante d’ouverts

w, c &, <, Q=‘ |wq.
q

Pour tout potentiel p dans Q: R} =lim REV(® (n° 5, B;

propriétés 4 et 5) d’01‘1 Padditivité de R} par rapport au poten-
tiel p.

Si ¢ est une fonction e S*, ¢ est limite d’une suite croissante
de potentlels pn; de RF = hm R} résulte ’additivité de RY par
rapport a ¢.

Prorosition 10. 2. — Soit ® un ouvert < ().
1) St ¢, est une suite croissante €St et v =limy, e St:
. n

RY = lim R ‘ (1)
2) St ¢, et vyeSt: ‘
= Ry 4 RY (2)

1. D’une part: lim R < RY.

D’autre part, lim i‘l';; est une fonction e S+, égale 4 ¢ sur w;
d’o lim R > R

2. L';additivité de R¥ par rapport a ¢ résulte de celle de R¥,
pour k compact, car RY = linm Ri», pour toute suite crois-

sante de compacts k, dont la réunion est w (cf. n° 5, B; pro-
priété 2).
Prorosition 10. 3 (*°). — Soit E un ensemble quelconque < ).
St ¢, et v, sont deux fonctions e S*, finies continues dans ) :
Prw=RE+RE (1) e RE,,=REI4+RL (1)
Démontrons I'égalité (1). On sait que R}, << R} + RE.



RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THEORIE DES FONCTIONS 447

D’autre - part, pour toute ¢ eS*, finie continue dans Q:
R} = inf R? pour les ouverts w> E; Pladditivité de RY par
rapport a ¢ entraine alors: R} ., > R} + RJ.

B. DEFINITION DE LA BALAYEE D UNE MESURE.

Tatorime 10.1 (1°). — Etant donné une mesure de Radon
>0, @, sur Q, portée par un compact <(), et un ensemble
E cQ (), il existe une mesure de Radon > 0 sur () et une seule,
soit KE, telle que, pour tout potentiel p fini continu dans Q

SREdp = [pdu® (1)
St E est ouvert ou fermé dans Q,' pour toute v e St
‘[Rf dp. =fv dp* (2)

Existence de la mesure p.".

On a vu (corollaire du théoréme 6. 1), que I’ensemble 6
formé des différences de deux potentiels finis continus dans (,
égaux hors d’un compact <{), est un sous-espace positive-
ment riche de X((2). Toute fonctionnelle linéaire définie sur
%, > 0 sur ¥+, peut donc é&tre prolongée, de fagon unique,
suivant une mesure de Radon >0 sur ().

A chaque différence u = p — p’ €36, on fait correspondre
le nombre f RE du — j RE dy. Grace a Iadditivité de RE
relativement aux potentiels p finis continus dans (), on
définit ainsi une fonctionnelle linéaire sur #6; elle est > 0
sur #%, d’ou l’existence d’une mesure de Radon >0,
unique, @F, telle que, pour toute différence p—p'edb:

J(RE—RE) dp. = [ (p—p') dp™.
Démonstration de la formule (1).
La proposition 7. 1 prouve I'existence d’une suite croissante

d’ouverts réguliers ®,, tels que Q = Uw,,. Alors, p, = Rl

est un potentiel fini continu dans Q et égal & p hors de o,.

On a donc:
SRE—RE) dp. = [(p— p.) dp™.

(") Ces résultats seront complétés quand on supposera I'axiome D.

() Si E est un ensemble cQ, contenant (X, on notera encore uE la balayée de
sur E-{a}.
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Quand n— + o, p, décroit et — 0, ainsi que RE; d’on

S REdu = [pdy”.

Démonstration de la formule (2).

¢ est limite d’une suite croissante de potentiels finis continus
P» et RE = lim RE . (2) se déduit alors de (1), valable pour
les p,. "

Cas particulier : z étant un point (), prenons pour
la mesure ¢,; sa balayée sur E, ef, est telle que, pour tout

potentiel p fini continu: RE(z) = / p dei, et, si E est ouvert
ou fermé dans Q: R¥(z) = f ¢ def, pour toute ¢ € S*. Remar-

quons que si @ ={Qn tE est un ouvert d’adhérence < (), €f
coincide avec p2.

C. 1re8 pROPRIETES DE LA BALAYEE D’'UNE MESURE:

1) #¥ =0 si et seulement si1 E est polaire. _ :

2) sip = g + 2, OU Py €t (&, sont deux mesures de Radon
> 0 sur (, chacune portée par un compact c{, alors
p* = pr + pa

3) si ., est une suite croissante de mesures > 0, portées
par un méme compact Kc(), et vaguement convergente
vers une mesure . portée par K, alors pu7 est une suite crois-
sante, vaguement convergente vers @~

En effet, pour chaque différence p — p’ e 36,

S (p—p) (= —dpd) = [(RF —RE) d( — )
tend vers 0, quand n tend vers 4 co.

4) uF est portée par (EnS,)udE:

Partageons g en deux mesures, &, portée par EnS, et p,
portée par [:_E n S,.

a) pf = y,, car RE = p dans E.

b) w7 est portée par doE:

b;) ur ne charge pas CE(“); en effet, pour toute diffé-
rence p— p' €%, telle que S,_,c [:E, p=p sur E et
RE = RE dans , en particulier sur S,,.

b,) 15 ne charge pas E (*#); soit p—p’ e %6, tel que S,_, c E, et

(1) On utilise ici le théoréme 6. 1.
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soit w ={z e Q|p(z) —p'(z) #0}. Si V={veStlo=p sur E}
et V' = {¢'eSHy" = p’ sur E}, & chaque fonction ¢« on
peut associer une fonction ¢" € V', ne différant de ¢ que sur w;
en effet,

, _(p'dans o (oa] 3 p’ dans E
g _—30 dans Q n Cw’ encore egal & ¢ dans Q n (:E’

répond a la question. De méme, & chaque ¢’ €V’ correspond
0e, tel que v = ¢’ sur Qn [w. Donc, RE = RE sur Qn [:u),
en particulier sur S,,.

11. Etude des Yg fonctions, ou B est une base des ouverts de Q,
formée d’ouverts w c @ c ().
Les ouverts déterminants et complétement déterminants.

On reprend des notions dues a M. Brelot, sans supposer la
régularité des ouverts envisagés.
A. Les Yg roncTIONS.

DériniTioN. — St B est une base des ouverts de (), formée
d’ouverts wc®cQ, on appelle $5 fonction dans un ousvert
wo < Q toute fonction réelle v, localement bornée inférieurement
dans ©,, et telle que, pour tout ouvert we B, ®cw,:

o(@) > [0 dpy

dans o.

Cas particulier. — On appelle J fonction une Y4 fonction
relative a4 la base # formée de tous les ouverts w c @ < ().

Lemme 11. 1. — St ¢ est une g fonction, s. c. i. et >0 dans
un domaine wgyc (), alors: ou bien v >0 dans w,, ou bien
p = 0 dans w,.

Supposons que I'ensemble des points de w, ol ¢ >0 ne
soit ni vide, ni w,, et désignons par } une de ses composantes
connexes.

Il existe un point y, € 3f3, et situé dans w,, puis un domaine
w, composante connexe d’un ouvert € B, tel que ypew c® cw,

29
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et ®B. Alors, Bn [:G), ouvert non vide strictement contenu

dans f, a au moins un point frontiére z, € . z; appartient
aussi a 3@, donc, d’aprés le théoréme 8. 2, il existe dans f
au moins un point z, € dw régulier pour w; et § ndw, qui est
un voisinage ouvert de z, dans dw, est de mesure harmomque

> 0 pour ® (n° 4, B; propriété 1). En conséquence, fv dp?

est > 0 dans w, alors que: ¢(y,) = 0 entraine fv de2 =10
dans .

Lemme 11. 2. — Si ¢ est une g fonction s. c. t. dans un ouvert
wo < ®g <, telle que pour tout y e dw,: lim inf ¢(z) > 0, alors
v>0 dans ®g. vy

>y
Le raisonnement est classique. Soit A une fonction harmo-
nique dans w,, de borne inférieure > 0 dans w,.
Supposons qu’en un point e€w,, ¢ soit << 0, donc aussi

Y —a<0. Comme lim inf #lz) > 0 en chaque point y e dw,,

h T € w, h(.’L’)
. >y
il existe un voisinage ouvert & de dw, tel que: xewynd
. o(z
implique %% > a.
x
Soit «g << « la borne inférieure de Y sur w,; elle est atteinte

h

en un point xoswon(:& Alors, d’aprés le lemme 11. 1,

¢ — aoh est identique 4 O sur la composante connexe de w,
contenant z,, ce qui est contraire a ’hypothése.

TrtoriME 11. 1. — Toute Ig fonction ¢ s. c. 1. dans un ouvert
wo c (), est hyperharmonique dans w,.

En effet, pour tout ouvert régulier w, ® c w,, et toute donnée
0 continue sur dw et < ¢, v — Hf est une J5-fonction s. c. 1.
dans », dont la limite inférieure est >> 0 en tout point edw.

D’ou: ¢ > Hf (lemme 11. 2) puis ¢ > H? dans w.

CoroLLAIRE. — La régularisée s.c.i. d'une 9g fonction
dans un ouvert w, est hyperharmonique dans w,.

Les autres propriétés des J5 fonctions, données dans le
cas d’une base $ formée de domaines réguliers (n® 5, A),
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s’étendent sans modification; toutefois, '’extension de la pro-

priété 5 utilise HY(z) = f v dp?, donc suppose  a base
dénombrable.

Remarque. — Les lemmes 11. 1 et 11. 2, ainsi que le théoréme
11. 1, sont encore valables si 'on remplace 'hypothése « ¢ 9gy
fonction dans w,», par 'existence d’'une base # des ouverts
de Q, formée de domaines w c® c{, ¢ et B satisfaisant a la
condition (a):

(a) pour tout z e w,, et tout voisinage de z, il existe dans
ce voisinage un domaine we®H, rewcdcw, tel que

() > f v dp®. :

On obtient ainsi un critére local d’hyperharmonicité, qui
renforce celui qui a été donné au n° 2, C (propriété 1):

Une condition suffisante pour que ¢ soit hyperharmomque
dans 'ouvert ®, est que ¢ soit s. ¢. 1., > — o, et qu’il existe
une base B des ouverts de (), formée de domalnes wcoci),
¢ et B satisfaisant & la condition (a).

B. LEs OUVERTS DETERMINANTS ET COMPLETEMENT DETER-
MINANTS (NOTES D. ET C. D.).
On suppose Q a base dénombrable (12).

DerinttioN. — Un ouvert o est c. d. (resp. d.) st & <, et s,
pour tout potentiel p dans Q (resp. pour tout potentiel p locale-
ment borné dans ), harmonique dans », les fonctions e S+

majorant p dans ( n[:w, le majorent dans Q; autrement dit
Rl = p dans Q (14).

En utilisant I'additivité de RL® par rapport a ¢ (propo-
sition 10. 1), on voit que, st @ est un ouvert c. d. (resp. d.),
pour toute ¢ « S* (resp. toute ¢ e St localement bornée), har-
monique dans w: R{® = ¢ dans Q.

TatoriME 11. 2. — Soit B une base des ouverts de  formée
d’ouverts d’adhérence < (), ® un ouvert déterminant %, et ¢

(18) C’est essentiellement pour que la propriété 5 des Yg fonctions (n° 5, A) soit
valable avec une base B quelconque.

(14) En théorie classique du potentiel, tout ouvert régulier est c.d. et tout ouvert
relativement compact est d. Dans la présente axiomatique, rien ne prouve l’existence
d’ouverts d.
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une 95 fonction >0 dans (. Alors: ¢ = ¢ p%p. p. sur
ow (%),

1er cas: ¢ est localement bornée dans ().
¢ dans () n (: ®

w = ’
fv dp? dans w

est une Jg fonction dans (). & e S+, est localement borné dans ()

et harmonique dans w; d’oﬁf& do? =fvdpg’ dans o.
Pour chaque z € v, il existe une fonction ¢ définie sur dw et

borélienne, telle que ¢ < ¢ et fv dey =f<p de2. On a done:
w <9< o< g surdw etf&dpg’=fq>dp‘;’; par suite: ¢ =
Po-P- pP- sur dw.

2¢ cas: ¢ est quelconque.

Le résultat est encore valable, car ¢ est limite d’une suite
croissante de Jg fonctions ¢, localement bornées, et ¢ = lim ¢,.

CororLAIRE 1. — Soit # une base des ouverts de Q formée
d’ouverts d’adhérence < (), w un ouvert c. d. (resp. d.) e R, et
v une 9 fonction > 0 dans Q (resp. une Y4 fonction >0 dans
Q telle que ¢ soit localement borné) harmonique dans w. Alors

() —jvdpz pour tout z € w.
En effet, si zew:d(@) = [6dpy = [ v dpp.

CoroLLAIRE 2. — Etant donné une base ® des ouverts de )
formée d’ouverts d’adhérence < (), et un ouvert w € B, pour que o
soit c. d. (resp. d.), il faut et il suffit que, pour tout couple v,, ¢,
de 94 fonctions >0 dans Q (resp. de 95 fonctions localement
bornees > 0 dans (), harmoniques dans o et égales hors de o,
on ait v; = v, dans Q ().

() Le théoréme 11. 2 et le corollaire 1 sont directement inspirés du théoréme 8
et de son corollaire (M. BreroT [16]).

(*6) Cette caractérisation des ouverts d. et c.d. justifie le qualificatif qui leur est
donné. On peut montrer aussi la caractérisation suivante:

Un ouvert wcwcQ est c.d. (resp. d.) si et seulement si, pour tout potentiel p
dans Q (resp. tout potentiel p localement borné dans Q), la plus grande minorante

harmonique de p dans w est f p dgyz. (Méme raisonnement que dans [18], n° 34).

1l en résulte qu’il est équivalent de dire qu'un ouvert w cwcQ est c.d. (resp. d.), ou
que chacune de ses composantes connexes est c.d. (resp. d.).
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La condition est suffisante car, pour toute ¢ e St (tresp. toute
¢ € St localement bornée), harmonique dans ®, R!* coincide

avec ¢ dans () n[:m, donc dans Q.

Cororraire 3. — Soit © un ouvert déterminant. Les points
e dw trréguliers pour w forment un ensemble de p?-mesure nulle.

En effet, si V est une fonction e S*, finie continue dans Q
et non harmonique dans aucune composante connexe de w,
les points irréguliers pour ® sont caractérisés par Rl® < Rl
(propriété 7; n° 5, B).

CoroLLAIRE 4. — Supposons qu’il existe une base des ouverts de
Q, soit B, formée d’ouverts déterminants.

1) Pour toute Sg fonction ¢ >0 dans Q: ¢ =9¢ R p. p.

2) Réciproquement, soit, dans (, deux fonctions ¢ et ¢ telles
que:v' e ST, 0" v, et o' = ¢ B p. p.; alors v est une Ig fonction,
et v' = ¢ dans Q.

Démonstration de 2). — Pour tout we®B et zew,
o(z) > ¢'(z) >fv de?.
Donc vest une Yg fonction, et ¢, égale a ¢ B p. p., coincide avec ¢.

TrtorkME 11. 3. — Soit B une base des ouverts de ) formée
d’ouverts d’adhérence <, w un ouvert c. d. (resp. d.) € B, et ¢,
une suite de Ig fonctions 2> 0 dans Q (resp. une suite de 9g

fonctions >0 dans (Q, telles que liminfe  soit localement

n
borné dans Q). Alors, si f g dp? converge quel que soit x e w,
et st elle est localement bornée dans w indépendamment de n,
la limite vaut f lim infe_dp% (V7).
n

() Ce théoréme est analogue au théoréme 10 de M. Breror [16]; la démonstration
est inchangée.



CHAPITRE 1II

LE THEOREME DE PARTITION
ET QUELQUES CONSEQUENCES

Hypothéses de ce chapitre:
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q.

12. Démonstration du théoréme de partition.

DeriniTioN. — Etant donné une fonction VeSt et un
ouvert o c Q, on appelle w-majorant de V toute fonction U e St,
telle que, dans w : U = V + une fonction surharmonique dans w,
non nécessairement > 0.

On définit ainsi une relation de préordre dans S+, liée a
chaque ouvert ® c Q.

Prorosition 12. 1. — Etant donné un ouvert o c Q, et une
fonction V e St dont la partie potentielle dans o est p, alors, la
famille des w-majorants de V ne dépend que de p, et chaque
w-majorant de V est > p dans o.

Dans w: V = p 4 une fonction harmonique > 0 dans w;
donc la famille des w-majorants de V est la famille des fonc-
tions U e St, telles que, dans ®: U = p + une fonction u’
surharmonique dans w. En outre, u’, > — p, est > 0 dans w;
donc, dans o :

U = p + une fonction surharmonique >0 dans o.

CorOLLAIRE. — Les Q-majorants d’une fonction V eS+
]

sont les majorants spécifiques (**) de la partie potentielle de
V dans Q.

(18) Pour la définition de I'ordre spécifique, voir le n° 2, B.
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Tatortme 12.1. — Soit un ouvert v cQ, V une famille
w-majorée de fonctions Ve St, et U, Uenveloppe inférieure,
pour Uordre naturel, des w-majorants de V. Alors:

1) U, e St, est un w-majorant de U, est harmonique dans
Qn [:G)

2) U, est spécifiguement le plus petit w-majorant de .

1) Soit U la famille des w-majorants U de 9.

Pour V donné €?:

U =V + u dans », ou u est surharmonique dans w;

donc Uy, =V + u, dans o, avec u, = inf u.
vel
U, est une ¥ fonction (**) dans Q; u, est une ¥ fonction dans

o car, s1 h est la partie harmonique de V dans w,onau>—~h

dans o. . .
Par suite: Uy = V + i, dans » (propriété 2, n® 5, A); U,

est donc un w-majorant de U, et coincide avec U, dans .
Enfin U est, dans Q n [:(B, un ensemble saturé de fonctions

surharmoniques; U, est donc harmonique dans Qn [:6)
2) Soit Ue 4,

ot U’ — U — U, en tout point ou cette différence est définie
" (4 oo en tout point ou U= Uy, = + .

U’ est une 9 fonction dans Q, si, en tout point z o U— U,
est défini, et pour tout ouvert &, tel que zdc8cQ, on a:

U(z) — Uy(z) > H¥(z) — H,(2),
c’est-a-dire :

U — H} + Hy, > U, dans q.

Soit S une fonction surharmonique dans ¢, dont la limite
inférieure, en tout point €dd, est > — o et > U,, et s une
fonction sousharmonique dans &, dont la limite supérieure,
en tout point 2¢, est << + oo et < U; il suffit de prouver
que, dans 6: U —s 4+ S > U,.
Posons
inf(U—s+ S, U,) dans ¢

U= U, dans QnES;U1<U°’ et Uy e 5%

(*%) Définie au début du n° 11.
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car U—s+ S est une fonction surharmonique dans ¢, dont
la limite inférieure, en tout point €2, est >—o et > U,.
Pour que U, soit un w-majorant de VU, il suffit alors de
montrer que
inf (u—s+ S, uy) dans ¢no

U, =
1 U dans ESnw’

est surharmonique dans ®, ce qui, grace au critére local de
surharmonicité (propriété 1, n® 2, C), se rameéne alas. c. 1.
de u, en tout point yeddnw. Or, si u(y) = + o, ou si
Uo(y) = + @, on a:

lim [u(z) — s(z) + S(z)] = + oo,

TEJNW
Ty

donc > u,(y), et, dans les autres cas:

lim inf [1(a) — s(a) + S(2)] > u(y) — Uly) + Ua(y) = ua(y).

Conclusion: U; € U, donc U, = U, dans Q, U—s+ S > T,
dans &, et U’ est une 9 fonction dans (). A

Alors, U = U, + U’ dans Q entraine U = U, 4+ U’ dans Q,
avec U’ e S+,

CororLLAIRE 1. — P+, muni de Uordre spécifique, est réticulé.

On applique le théoréme 12. 1 en prenant w = ().

Sachant que H* est réticulé pour l'ordre spécifique, qui
est aussi I'ordre naturel, on en déduit que ST est réticulé.

CororLLAIRE 2. — Etant donné un ouvert o cQ, et une fonc-
tton Ve St il existe une fonction V, eSt, harmonique dans

Qn EE), qui est spécifiquement le plus petit w-majorant de V.

On applique le théoréme 12. 1 & la famille U =§V}.
Enoncé équivalent au corollaire 2:

TutoriMe 12. 2 (ou théoréme de partition). — Etant donné
un ouvert w c ) et une fonction V e St, il existe deux fonctions
V, et V, e St, caractérisées par les conditions:

1) V=V, +V, dans Q;

2) V., est, pour Uordre spécifique restreint a S*, la plus grande
minorante de V harmonique dans o (*).

(29) Cette caractérisation de la fonction V/ est due & M. BreroT.
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En outre, V,, minore spécifiquement tout w-majorant de V,
et est harmonique dans Qn | &.
Le corollaire 2 fournit en effet la décomposition :

V=V,+ YV, dans Q,

ou V,, est spécifiquement le plus petit w-majorant de V, et
V., € S*. On a bien V,, harmonique dans w; et, si W e S*, est
harmonique dans o et tel que V=W 4 U, ou U e S*, alors U est
un w-majorant de V, donc : dans Q, U=V, 4 une fonction e S+,
ou V, =W -+ une fonction eS+.

DeriniTion. — La fonction V,, définie par le théoréme de par-
titton sera appelée dans toute la suite « restriction spécifique
de V a Pouvert w».

On notera que V, =0, et que V,, = 0 équivaut a V harmo-
nique dans .

PREMIERES CONSEQUENCES
DU THEOREME DE PARTITION

13. Propriétés de prolongement
d’une fonction surharmonique dans un ouvert partiel.

Lemwme 13. 1. — Etant donné ¢ surharmonique dans un ouvert
wc ) et un ouvert o' c®’ cw, il existe deuxr potentiels P et P’
dans Q, P’ fini continu dans Q, tels que: P = ¢ + P’ dans o'.
St ¢ est fini continu dans w, on peut chotsir P fint continu dans ().

1) Supposons ¢ > 0 dans w.

On se rameéne au cas ou ¢ est fini continu dans » — &',
par exemple en formant (R¥’),, ce qui ne change pas ¢ dans o'

Soit & et &' deux ouverts tels que @ cd' cd cdclcw;
m et M deux nombres tels que ¢ << M sur d¢’, et ¢ > m sur d8.
On peut appliquer le théoréme d’approximation (cf. n° 6)

M -+ e surad’
m — ¢ sur 33
potentiels finis continus dans Q, P” —P’, approchant f a
moins de ¢ sur 23’ udd; donc:

(1) P"—P'>M>o¢ suroc’ et P"—P' <m<v suroe.

ala fonction f = . Il existe une différence de deux



458 R.-M. HERVE

Alors
(o 4+ P’ dans &'
p =inf (¢ + P, P”) dans P
P” dans Qn [:3

est un potentiel dans (2, grice aux inégalités (1) et au caractére
local de la surharmonicité; de plus,si ¢ est fini continu dans w,
P est fini continu dans Q.

2) Cas d’une fonction ¢ surharmonique quelconque dans .
Soit un ouvert ©”, ® cw”c®”"cw, h une fonction harmo-
nique dans o”, de borne inférieure >0 dans »”, A un nombre
> 0 tel que, dans w": ¢ = — Ah 4 ¢', ou ¢' est une fonction
surharmonique >0 dans ®”. De: h=P—P" et ¢ =Q—Q’
dans o', P, P/, Q, Q" e P+, P, P’ et Q' finis continus dans (,

on déduit la représentation cherchée.

Tutorime 13. 1. (). — Etant donné ¢ surharmonique dans
- un ouvert w c (), et un ouvert o' c ® c w, il existe deux poten-
tiels P et P’ dans Q, P’ fini continu dans Q et harmonique
dans o', tels que

P=v¢ + P dans o'.

St ¢ est fini continu dans w, P peut étre choist fini continu
dans Q.

D’aprés le lemme 13. 1, il existe deux potentiels P, et P,
dans Q, P, fini continu dans Q, P, fini continu dans Q si ¢
est fini continu dans o, tels que:

(1) P, =v¢+4 P, dans o’.

Appliquons les résultats du n°® 12: P, est un o’-majorant
de P,; donc (théoréme 12. 2): P, = (P,), + P, ou P e P+,
et est fini continu dans (), si ¢ est fini continu dans w. (1)
devient alors: P =¢ 4 (P,), dans o', ce qui est la décom-
position cherchée car P’ = (P,), est harmonique dans ', et
fini continu dans Q.

TratoriME 13. 2. — Soit ¢ une fonction surharmonique dans
un ouvert & c (), de support compact K. Il existe un potentiel P

(1) M. BreLor a donné une démonstration toute différente d’un résultat analogue
(théoréme 14 dans [18]).
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unique dans (), de support K, tel que P — ¢ soit harmonique
dans .

1) Existence d’un potentiel P :

Soit un ouvert ', Kc o’ ¢ ® c w. Le théoréme 13. 1 prouve
I’existence de deux potentiels P, et P, dans , P, harmo-
nique dans o', tels que:

P, = P, + ¢ dans o'.

P, est donc harmonique dans o’ — K. Sil’on prend sa restriction
« spécifique » & un ouvert w;, Kcw, c ®; c w’, on obtient un

potentiel P = (P,),,, harmonique dans Qn [: K; et P—y,

égal a P, — (P,).,, dans o’, est harmonique dans »’, donc aussi
dans w. Le support de P, a priori <K, est exactement K.

2) Unicité de P.

Supposons que deux potentiels P et P’ répondent a la
question. La différence P — P’ est une fonction A, harmonique
dans Q; et les inégalités h < P, et — h <C P’ dans Q, entrainent
h=0.

APPLICATION.

Prorosition 13. 1. — Pour qu’un compact K < Q soit polaire,
il faut et il suffit qu’il existe un ouvert v > K, @ c Q, tel que 0K
soit de mesure harmonique nulle pour w — K.

Démonstration de la condition suffisante:

K est contenu dans la réunion d’un nombre fini de compo-
santes connexes de ®, soit ;.

Par hypothése, 9K est de mesure harmonique nulle pour
o — K, donc il existe une fonction hyperharmonique ¢ > 0

dans » — K, finie en un point de chaque w; n [: K, et telle que
lim ¢(z) = 4 o0, pour tout y edK.
K
T>y
. v dans w; \-K
La fonction ¢’ = <LTJ ')
4+ oo surK
\ |wi (propriété 1; n® 2, C), et, si »' est un ouvert tel que

, estsurharmonique daus

Kcm’c&)':' 'wi, il existe un potentiel P dans (, valant
7

+ o sur K (théoréme 13.1); par suite, K est polaire.
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14. Une propriété des ensembles effilés.

TatoriME 14. 1. — Soit un ensemble E c Q, effilé au point
zo € E — E. Si z, est polaire, il existe une fonction V e St, finie
au point z,, et telle que m V(z) = + oo.

zer

St z, est non polaire, la propriété subsiste & condition de
supposer que tous les potentiels localement bornés dans (), de
support x,, sont continus au point x, (*).

Par hypothése, il existe une fonction ¢ e St telle que

(1) lim inf ¢(z) > o(z,).

T >z,

z €E
On peut imposer 4 une telle fonction ¢ les deux conditions
suilvantes :

a) ¢ est un potentiel localement borné dans Q : on remplace
au besoin ¢ par inf (v, ¢,), ot ¢, est un potentiel > 0, fim
continu dans (), et > ¢ au point z,.

b) Les minorantes spécifiques de ¢ ne comprennent pas de
potentiel de support z,: s1 z, est polaire, cela résulte de la
condition a). S1 z, est non polaire, le théoreme de partition,
appliqué a ¢ et a ouvert Q— §z,{, donne v =9, 4 p, ot p est
la plus grande minorante spécifique de ¢ de support z,;
d’aprés ’hypothése, p est continu au point z,, et 'on peut
remplacer ¢ par ¢, sans modifier I'inégalité (1).

Soit O I'ordonné filtrant décroissant des ouverts ® tels que
zpewcl), et v =y, + ¢, la décomposition du théoréme
de partition. Les ¢, forment un ordonné filtrant croissant,
donc w' =supy¢,eSt, et w=1infy, est une ¥ fonction,

w €Y w €
harmonique dans (@ — {z,}.

On a, dans Q: 9 =w + o', donc v = » + &' (propriété 2,
n® 5, A). Alors &, potentiel de support z, minorant spéci-
fiquement ¢, est nul; or w =&, donc ing g, =10

w€E
Ainsi, on peut trouver une suite d’ouverts w,e O tels que

(22) Cette hypothése est satisfaite si I’on suppose I’axiome D. M. BrReLoT a obtenu
aussi ce résultat & 'occasion d’une étude axiomatique de I’effilement [20].
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1 M r 1 .
vu,n(xo)g;ﬁ- La fonction V =3y, répond a la question,
car, pour chaque n:

lim inf ¢,, (2) — ¢, (2o) = lim inf ¢(2) — o(z,).
>, Tz )
xz€E z€E

15. Les mesures associées a une fonction V e S+,

Supposons () & base dénombrable; ce sera nécessaire aux
théorémes 15. 1, 2 et 3.

DEFINITION DE LA RESTRICTION SPECIFIQUE DE V e St

A UN OUVERT o c Q.

Pour tout ouvert o c (), on a défini la restriction spéci-
fique V,, de V a l'ouvert w (théoréeme de partition, 12. 2):
V., est spécifiquement le plus petit w-majorant de V. Par
suite :

Lemme 15.1. — S0it Ve ST, V=P 4 hou Pe Ptet he Ht,

Pour tout ouvert v c () :
vV, =P, et V., = P, + h.

Conséquence du lemme 15.1: Vg =P et Vo =nh.
I1 est alors naturel de considérer A comme la « restriction
spécifique de V au point @ », et de donner la définition suivante

de la restriction spécifique de V & un ouvert wcQ, wsa:
Soit V=P + h ou P e P+ et he H*; on appelle restriction

spécifique de V a louvert w c(, ws@, la fonction
Vm = Vu)—(.‘l + h = Pm—a + h.
Si I'on pose Vi, =P, _a, on a encore la décomposition

V=V,+ V.

ETUDE DE LA RELATION ENTRE L’OUVERT (DC() ET LA
RESTRICTION SPI;‘.CIFIQUE Vm CORRESPONDANTE.

Lemme 15.2. — Soit VeSt, w;, e w, deuxr ouverts,
w; c 0wy, c Q. Alors: V,,,—V,, = Vi, —V,, est une fonction e S+,

harmonique dans (1 n [: (wgy — wy).
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On se raméne aisément au cas ol , et w, sont deux ouverts

c Q.
Appliquons le théoréme de partition &4 V et aux ouverts
w; et wy: V, est harmonique dans ©,, donc
Vo, — Vo, = Ue St
U est harmonique dans w; et, égal 4 V,, — V,, est harmo-
nique dans Qn [G),.

S1 &, c w,, le lemme est démontré. Sinon, il suffit de montrer
que chaque point € Q ndw,, non adhérent & w, — w,, posséde
un voisinage » c { ou U est harmonique. Prenons & disjoint
a w, — w,, et appliquons le théoréme de partition 4 Uet 4 w:
U= U, + U, (1) dans Q. U, est harmonique dans w,; d’autre
part, V,, 4+ U, est une minorante spécifique de V, car, dans
Q: V= (V,, + U,) + (Vo,— U,) et, d’aprés (1):

Vm, - Uw = Vm, + U, eS*

Donc U, =0, et U est harmonique dans o.

Lemme 15.3. — Soit Ve S, 0, et w, deur ouverts quel-
conques < Q. Alors: V,uw, + Vo,ne, = Vo, + Vo, ou
V(In,Um, + Vcln.nw, = V(In, _I" V:n,'

Il suffit de considérer le cas ol ®w, et w, sont deux ouverts

cQ.
1) Posons U = Vi, uw, + Vi, q0, — Ve,
Grace au lemme 15. 2:

U - V,I_.,‘Um,‘l" (V:u,nm,_vfn,) € S+; Vzhn“’:——v'{"l

est harmonique dans w,, donc U est aussi harmonique dans w,;
et U minore spécifiquement V, car:

V—-U= (Vw,Uw,_'le) + Vm,nw, e S5t

Dou: U< V,, et méme V, — UeSH.
2) D’autre part,

U' =V, + Vo,— Vi ne, = (Vo,—U) + Vi, v, € SF,
est harmonique dans w,, donc aussi dans w,, et
V—-U =V, +V, —V,,0cSt

Dou: U < V,,ue, et 'égalité cherchée.
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LemME 15. 4. — Soit Ve S*, et w un ouvert c{, réunion
d’une suite croissante douverts w,cl). Alors: V,=hmYV,,.
n

Comme dans les deux lemmes précédents, 1l suffit d’envisager
le cas ou w < (.
La suite V,, est croissante et majorée par V,; donc

U=1lmV, 5% et UV,

D’autre part, la suite V,, est décroissante, et les V;,_ sont
harmoniques dans tout ouvert d’adhérence cw, pour n assez
grand; donc, dans w, lim V,, est harmonique. Alors, U, égal

n
4 V 4 une fonction harmonique dans ®, est un w-majorant
de V, et, d’aprés le théoréme de partition: U > V,,.

DEFINITION DE MESURES ASSOCIEES A UNE FONCTION V € S*.

Sur un espace localement compact E, on peut définir une
mesure de Radon de la fagon suivante (Bourbaki, Inté-
gration, chapitre IV, § 4, n° 10):

Soit a(®@) une fonction, & valeur [0, + o[, définie sur la
famille & des ouverts @ c @ c E; pour qu’il existe une mesure
de Radon ¢ >0 sur E, caractérisée par w(®) = a(®) pour
tous les ouverts @ e, il faut et il suffit que la fonction «
vérifie les trois conditions :

1) s1 @, et ByeT et By c@,, alors: a(®;) < a(B,);

2) 51 @y et Byew: a(B, UB,) < a(B,) + a(@,),
et, sl By N, = F: a(®B;, UB,) = a(B,) + «(B,);

3) pour tout ¢ >0 et tout @, ew, il existe un compact
Kc®,, tel que: @men et Kc @ c®, entrainent

%(m;) — a(®@) <.
10 Définition de la mesure p>* sur Q, associée a V a Iaide
d’un couple (w, z).

Dans la suite, on désigne par « couple (w, z)», ’ensemble
d’un ouvert wc®cQ et d’'un point zew.

TutoriME 15.1. — Soit Ve St. Pour tout couple (», z),
on peut associer d V une mesure de Radon p.»* >0 surQ, caracté-
risée par la condition p**(B) = [‘ Vu dp? pour tout ouvertw c Q.

On applique le critére ci-dessus & I'espace Q et a la fonction
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a(®) = [Vm dey, définie sur la famille de tous les ouverts
wcQ: les conditions 1, 2, 3 sont vérifiées, pour tous les
ouverts ® c (Q, grice aux lemmes 15. 2, 15. 3 et 15. 4.

20 Définition de la mesure p® sur Q, associée a V a laide
d’un point ze () tel que V(z) < + .

Tatortme 15.2. — Soit VeSt. Pour tout point ze()
tel que V(z) < -+ oo, on peut associer & V une mesure de Radon
w® > 0 sur Q, caractérisée par la condition p*(w) = Vg(x) pour
tout ouvert © c L.

La démontration est identique a celle du théoréme 15. 1.

30 Définition de la mesure p'* sur Q —{z}, associée a4 V
a l'aide d’un point quelconque z e ().

Tratorime 15. 3. — Soit Ve St. Pour tout point x(, on
peut associer & V une mesure de Radon p/*>0 sur Q—{z},
caractérisée par la condition v.'*(®) = Vg(x) pour tout ouvert
wcwcQ— {z}. Si V(&) < + 0, u'° est la restriction de u*
a Q— {azi.

Méme démonstration que pour les deux théorémes précé-
dents; la condition «(®) = Vg4(z)e[0, oo est réalisée
pour les ouverts @cwcQ— {z}, les lemmes 15. 2, 15. 3,
15. 4 sont appliqués a ces ouverts, et le critére ci-dessus a
Pespace Q — {z}.

PROPRIETES IMMEDIATES DES MESURES K%, u® ET ©'® (%),

1) [dupe = [Vdpy @); [ dys = V(z) et [ dp" = Vg_u(a)
si ces quantités sont finies. ’

pes(@) = [hdee et p*(@) = (@) = h(z), on h désigne la
partie harmonique de V.

2) Pour que V e P+, il faut (resp.: il suffit) que toutes ses
mesures associées sur L (resp. : I'une d’elles) soient des mesures
de masse finie sur (; il faut (resp.: il suffit) que, pour tout
(resp. : un) point z e (), +"* soit une mesure sur Q-f{z{.

3) Pour que V soit harmonique dans 'ouvert @ < Q, il faut

(22) Ces notations abrégées seront employées lorsqu’il s’agira d’une seule fonction
VeS+; sinon, on précisera py®, pg, po®.
(33) Par suite, la fonction V est parfaitement déterminée par la famille des mesures

uy .
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(resp. : il suffit) que toutes ses mesures associées sur Q (resp. :
P’une d’elles) ne chargent pas ®.
4) Pour tout couple (w, z) et tout ouvert o’ tel que

rew cw:

we"® > u® (théoréme de comparaison, n® 4, A).
W, T

5)

et w'° ont la méme restriction a Q — &.
AUTRES PROPRIETES DES MESURES W% u® ET 1'%

Lemme 15.5. — Soit une famille 3 de fonctions Ve S+
formant un ordonné filtrant décroissant pour Uordre naturel.

Sti, pour un couple (wg, z,), 1nf fV dpe = 0, alors, pour tout
couple (w, z), 1nf fV dpt = 0

On peut extralre de la famille ¥ une suite décroissante V,

telle que lim [V,dp2r =0; d'ou | (lim V,) dpgy =0 et
176?:0 dans Q. Alors f(lim V,,) dpg, <m(x), est

nul, et inf [V dpp = 0.
veg
Cororraire. — Etant donné V e S+, les ensembles @ *-
negltgeables sont indépendants du couple (m z); par suite,
u™?® s’exprime par une densité relativement a > (34).

Prorosition 15.1. — Etant donné une fonction Ve S+
et un couple (wo, Z,):

1) pour tout point x € Q, la mesure n'* s’exprime par une den-
sité relativement & la restriction de p>® ¢ Q —{z};

2) pour tout point z € () tel que V(z) < + oo, la mesure p*
s’exprime par une densité relativement d poo,

1) 11 suffit de montrer que tout ensemble Ec E cQ—f{z},
wee %-négligeable, est aussi w@'“-négligeable.

Soit @, un ouvert tel que Ec &y c®,<cQ —{z}; ¢ > 0 étant
donné, 1l existe un ouvert w s 2 pour lequel

Vo (z) <e+ f Vs, dp2.

(%) En outre, si I’on suppose 'axiome 3’ au lieu de 3, cette densité est comprise
entre deux nombres > 0 (cf. n° 2, C, propriété 7).

30
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Comme, pour chaque ouvert @c®,, on a (lemme 15.2)
Vg, = Vg + une fonction €S*, on en déduit:

V(@) <e+ [Vadey, soit p=(m) <ec+ [Vadpy;

d’ou inf (@) < e (cf. corollaire ci-dessus).
EcmcmcQ—iz}
2) Démonstration analogue; I'introduction de &, est inutile,
et Vg, est remplacé par V.

Prorosition 15. 2. — Soit U et V deux fonctions € S*, a et b
deux nombres >0, e¢ W = aU + bV. Alors, pour chaque
ouvert wc Q:

(1) Wg=alUs+ bVy;
par suile:

" = a4 b,
b = apd + bpy st W(z) <<+ o,
ww = apd + by,
I1 suffit de démontrer (1) pour un ouvert @ c ().
aUgz 4+ bV, est un ®-majorant de W. D’autre part, si
W', €St est un B-majorant de W, c’est d’abord un ®-majo-
rant de aU, donc W' = aU; + V', V' e St; puis W' est un
w-majorant de aUy + bV, donc V' est un ®-majorant de bV;
d’ou V' > bVy, et W > aUy + bV,

CoroLLaIRE. — Soit, dans S*, une suite V, spécifiquement
croissante et de limite V e St. Alors, pour chaque ouvert ®cQ :
1) Ve =1lim (V,)s;
n
par suite:

py © = lim py:%,
uwy = linm 15 st V(z) < + oo,
wf = lim 3,
D’aprés la proposition 15. 2, la suite (V,)5 est croissante;
d’autre part, V=V, + W, ot W, e 5%, donc
Vo= (Vo + (W)e et lm(W)s, <lmW,

est nul quasi-partout.
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Les relations entre mesures résultent de (1), du fait que
ces mesures forment des suites croissantes.

Prorosition 15.3. — Soit VeSt. Quels que soient les
ouverts & et ® < (2:
(1) (Voo = Venw = (Va)a;

par suite, les mesures, sur Q et Q —{z}, associées & Vg, sont les
restrictions & ©& des mesures correspondantes associées a V.

Il suffit de démontrer (1) pour deux ouverts & et & c ().

(Va)w, 6gal & V—V5— (Vg)y, différe de V d’une fonction
harmonique dans ® n®’; donc (Vg)g > Vgnw-

D’autre part (lemme 15. 2), Va4 différe de V5 d’une fone-

tion harmonique dans Q n [: (6 —® n ©), en particulier dans &';

donc Vgnw > (Vg)w-

CoroLLAIRE. — St V est localement borné, ses mesures associées
ne chargent pas les ensembles polaires.

Soit K un compact polaire c Q, et @ = Q — K. Les mesures
associées & Vg ne chargent pas K. D’autre part, Vg, potentiel
localement borné et harmonique dans Q— K, est =0.



CHAPITRE III

LES POTENTIELS A SUPPORT PONCTUEL
1’Te REPRESENTATION INTEGRALE DES FONCTIONS e S+
A L’AIDE DE CES POTENTIELS

Hypothéses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3';
il existe un potentiel > 0 dans Q;
Q admet une base dénombrable des ouverts.

16. Les potentiels & support ponctuel.

Construction de potentiels dans (, de support ponctuel donné,
et d’une fonction harmonique > 0 dans (.

Tutorime 16. 1. — 1) Etant donné un point y « Q, il existe
au moins un potentiel dans (), de support {y}.
2) Il existe au moins une fonction harmonique > 0 dans Q.
La construction étant la méme dans les deux cas, désignons
par Y un point quelconque de Q. Soit ¥, un systéme fonda-
mental de voisinages décroissants de Y; z, un point e,
n’appartenant pas a4 U;; et P un potentiel > 0 dans Q.
Pour chaque n, P,(x) =£{M est un potentiel dans Q,
_ R¥(2)
harmonique dans Q n [:"D,., égal 4 1 au point z,.

Grace a 'axiome 3': les fonctions P,, pour n > n,, sont
comprises entre deux nombres > 0 indépendants de n, en tout

point de chaque composante connexe de Qn [:"l_),,o (n° 2, C;

propriété 7); elles sont donc également continues dans chacune
de ces composantes connexes, et on peut en extraire une
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suite partielle, uniformément convergente sur tout compact
cQn [:“D,,o.

Par suite, & I'aide du procédé diagonal, on peut extraire de
la suite des entiers n, une suite partielle n’; telle que P,

converge uniformément sur tout compact <Qn [: {Y }, vers
une fonction h, harmonique > 0 dans Qn [: (Y.
Si'Y = @, h est harmonique > 0 dans Q.
’//\ .
Si Ye(, liminf P, est un potentiel dans (), desupport { Y},

n'>+

car lim inf P, est une 4 fonction et la régularisée un potentiel

n
(lemme 3. 2).
Remarquons que, s1 Y € Q est non polaire, on obtient plus
simplement, et sans recourir & I’axiome 3’, un potentiel de
support §{Y} en formant R{¥, pour Ve S+

Les potentiels extrémauz.

Les génératrices extrémales du cone convexe S* ne peuvent
contenir que des fonctions harmoniques > 0 dans Q, et des
potentiels dans Q, appelés potentiels extrémaux dans ().

TutortME 16. 2 (avec les seuls axiomes 1, 2, 3). — Tout
potentiel extrémal > 0 dans Q a un support ponctuel.

En effet, si le support d’un potentiel extrémal P dans Q
contenait deux points distincts y; et y,, le théoréme de parti-
tion, appliqué 2 P et 4 un ouvert wc (), tel que y, ew et
Y. ¢ ®, donnerait

P=P,+ P, dans Q,

ou P, et P, seraient deux potentiels > 0 dans Q, non propor-
tionnels; d’ou la contradiction.

Tutorime 16.3. — Tout point yeQ est support dau
moins un potentiel extrémal dans ().

En effet, les potentiels de support {y}, normalisés (i. e.
égaux 4 1) en un point z, # y, forment un ensemble convexe,
et compact pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact < Q-{y} (car, si P, est une suite de tels potentiels,

une suite extraite P, converge dans Q-{y} vers liminf P,,').
w
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Comparaison des potentiels extrémaux dans Q et dans un
ouvert partiel © c Q.

Les théorémes 16.1, 16.2, 16.3 sont valables dans un
ouvert wc(. Pour tout zew, comparons les potentiels
extrémaux dans Q et dans w, de support {z}.

TatoriME 16. 4. — Soit un ouvert w c Q, et un point z, € .

1) A tout potentiel P dans Q, de support {z,}, correspond un
potentiel unique, p, dans w, de support {z,}, tel que P=p+
une fonction harmonique dans o, et c’est p=P —R{® dans o.

2) Réciproquement, a tout potentiel p dans w, de support {z,},
correspond un potentiel unique, P, dans Q, de support {z,}, tel
que p = P + une fonction harmonique dans o.

Par suite, st U'un des potentiels est extrémal, Iautre Uest ausst.

1) Le potentiel p s’obtient en formant P — h, ot & est la
plus grande minorante harmonique de P dans .

h =Rl dans w: en effet, pour toute VeS+, > P sur
Qn [w, on a liminf [V(z) —h(z)] >0 quel que soit y € dw n Q,

TE€EW
>y

et V—h > —P dans w; donc, d’aprés le principe du mini-
mum (n® 3, propriété 3) V> h dans », et R > h dans o.

2) La réciproque résulte du théoréme 13. 2.

Enfin, si deux potentiels P, et P,, de support {x,{, sont pro-
portionnels dans (, les potentiels correspondants p, et p,
le sont aussi dans w, et réciproquement.

L’unicité, ou la muliplicité, des potentiels normalisés de
support ponctuel donné, a donc un caractére local.

Une condition suffisante d’unicité des potentiels normalisés
de support ponctuel donné.

Lemme 16.1. — Supposant qu’il existe deux potentiels P
et Q dans Q, de support {y}, non proportionnels, soit

A=}z <0 — {y}|P(e) < MQa)],
By =jzeQ — {y}[P(z) > AQx)!.

On peut trouver un nombre Ay >0 tel que nt Ay, ni B, ne
soit vide; alors, pour A assez voisin de Ay, ni Ay ni B, n’est
vide.
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Si y est polaire, (! — {y} est connexe, donc il suffit de
choisir A, tel que P(z,) — 2,Q(z,) = 0 pour un point z, £ y.
Si y est non polaire, on choisit un point z, dans chaque
composante connexe de  — {y}, une suite de nombres

a, > 0 tels que les séries Y o,P(z,) et Y a,Q(z,) convergent, et
Ao satisfaisant a Y a,P(z,) — Ao X, Q(z,) = 0.

TutorimMe 16.5. — Supposons Uaziome supplémentaire
sutvant (vérifié en théorie classique du potentiel) :

Quel que sott Uouvert régulier », pour tout potentiel P dans (),
harmonique dans », R{* = P.

ou, ce qui est équivalent:

Tout ouvert régulier est c. d.

Alors, quel que soit y € (), les potentiels dans Q, de support {y},
sont proportwnnels

Supposons qu’ill existe deux potentiels P et Q dans Q, de
support {y{, non proportionnels.

Appliquons le lemme 16. 1 : il existe deux nombres distincts,
A et X', tels qu’aucun des ensembles

A= 3we0—zyzlP<x><xQ<w>2,
3we0- IP(2) > 2Q(2)],
—oeQ— {g}|P(e) < ¥Q)!,
zxep—— y}|P(x)>7\' (x)%

ne soit vide.

Q — {y{ est la réunion de ces quatre ensembles; donc 'un
au moins, A par exemple, n’est pas effilé au point y. Alors,
pour tout ouvert régulier wsy, ' = wnB est un ouvert
régulier, ou '’ensemble vide; en effet, & tout point edw’, dis-
tinct de y, est associée une fonction de Bouligand pour o', et
le point y est régulier, car EC{)' contient A non effilé au point
y (cf. n° 5, D; propriété 2). ‘

D’aprés 'hypothése: R{VI® = P dans Q (1).

En vertu de la proposition 7.1, les ouverts réguliers w s y
forment un ordonné filtrant croissant, dont la réunion est Q.
Si z est un point « (), distinct de y, et ¢ un nombre > 0, on peut
choisir  régulier, contenant z et y, tel que: R{(z) e
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alors : R§°Vl%(z) — R{P(z) << e (propriété 5; n° 5, B). On en
déduit, grace a (1) : Ri® = P dans Q (2).

Sur Q n [: B, sauf peut-é&tre au point y : P<{AQ; et au point y,
la relation: P(z) << AQ(x) pour z< A, non effilé au point y,
entraine: P(y) <AQ(y). Dou: P<AQ sur Q n[B et

RE* <AQ dans Q, ce qui est en contradiction avec (2) et le
ch01x de A.

17. Représentation intégrale d’une fonction V e S+,
a laide d’une mesure sur
et d’un noyau dépendant de V.

Nous avons vu au n° 15 que, étant donné une fonction
VeSSt et un couple (w9, Zo), chacune des mesures @ ? w®”
(si V(z) < 4 ), w'® (sur Q —{x}) associées a V, s’exprime
par une densité relatlvement a la mesure p“» % ou a sa restric-
tion & Q-{z}.

Dans ce n% nous allons construire ces densités, et du méme
coup obtenir une représentation intégrale de V.

RESULTATS PRELIMINAIRES.

Lemme 17.1. — Etant donné, sur Q, une famille dénom-
brable de mesures ., > 0, chacune définie par une densité rela-
tivement d une méme mesure (. > 0, il existe un ensemble p-négli-

geable E c Q et, pour tout point Y € Q — E, une suite décroissante
de compacts B} Y et convergeant vers Y (®), tels que: w(BY) > 0

vp(Ba)
w(B7)

densité de ., relativement a . (%).
Soit &, une fonction-densité de ., relativement a w. 9,
étant p-sommable, on peut, pour chaque entier n > 0, déter-

et, quel que soit p, llm existe et définit une fonction-

(%) C’est-a-dire contenus dans un voisinage arbitraire de Y pour ¢ assez grand.

(%) On peut aussi utiliser un théoréme de différentiation des mesures sur un espace
métrisable et séparable [45 et 46]; on obtient alors des ensembles B¥ boréliens, définis
pour tout Y eQ, et tels que, pour tout couple de mesures @, v > 0, v définie relati-
vement & p par une densité, lim v(8Y)/w(3y) existe et définit une densité de v rela-
tivement a p. q
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miner un compact K;cQ, tel que pw(Q — K}) <% et que la

restriction de chaque ¢, & K soit définie et continue.
Si K, est le support de la restriction de g a4 K;, ’ensemble

E=0Q —U K, est p-négligeable.

n
Soit alors YeE: Ye un ensemble K,; partant d’une
suite décroissante de compacts a@; qui forment un systéme
fondamental de voisinages de Y, on définit une suite décrois-
sante de compacts B = «f n K, convergeant vers Y. ]
est de mesure >0 pour la restriction de g a K, done, a
fortiort, de p-mesure > 0, et

P"’(pg) ='/B“ygp dp._> $,(Y) quand ¢q— + oo.
P'(pQ) f’fd('l'

Lemme 17.2. — Etant donné une mesure >0 sur Q
et une fonction G(z, Y) possédant les propriétés suivantes:

(i) G(z, Y) est définie dans Q X (Q — E), ot E est un ensemble
w-négligeable indépendant de x;

(1) pour un ensemble dénombrable de points z,, dense dans
Q, Y - G(z,, Y) est p-sommable;

(iit) pour chaque Ye Q —E: 2 — G(z, Y) est un potentiel
de support {Y} si Ye(, une fonction harmonique >0 si
Y =a;

— alors, il existe une suite croissante de compacts K, c Q, tels
que: d’'une part, im p(K,) = w(Q); d’autre part, pour chaque n,

G(z, Y) est fonction s.c.i. de (z, Y) dans Q X K,, et méme
continue pour z =+ Y.
D’apres (it), on peut, pour chaque entier n > 0, déterminer

un compact K,cQ, K,>K, ;, tel que p(Q —K,) << 711— et

que la restriction de chaque fonction Y — G(z,, Y) a K, soit
définie et continue.

a) Pour chaque n, G(z, Y) est fonction continue de (z, Y)
dans Q X K,, si £ Y.

Soit (zy, Y;) un point €Q X K,, z; 5 Y;; & un voisinage
ouvert de z;, d <, A un voisinage de Y, & et A étant dis-
joints.
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Grace a 'axiome 3, ¢ > 0 étant donné, il existe un voisi-
nage 8, de x;, ¢, c¢d, tel que:

u harmonique > 0 dans ¢ . . u(z)
veta ed, entrainent 1—e < ) <1+

Dans ¢, il y a au moins un point z,; la restriction de G(z,, Y)
a K, étant continue, pour un voisinage A; de Y;, A, cA:

G(zp, Y)
Gz, Yy <1+ -

Alors, si zed; et YelA, nK,: E(:v_,_Yl
(1 = e)d. Gz, Yy)

b) Pour chaque n, G(z, Y) est fonction s. c. i. de (z, Y) dans
Q x K,.

Il suffit de montrer qu’étant donné un couple (z,, z,),
2, € QnK,, et un nombre A < G(z,, z,), 1l existe un voisi-
nage U de z,, VcQ, tel que zeV et YeVn K, entrainent
G(z, Y) > A

Soit un ouvert ®, z,ewc®c{), assez petit pour que
A <fG(., z;) dpy. Posons 2e :fG(., z;) do — A.

La continuité de G(z, Y), établie dans I’alinéa a), permet
de déterminer un voisinage A de z;, A c , tel que:

tcowet YeAn K, entrainent |G, Y)—G(E, z)|< LR

J dst:
Donc, pour YeAn K, : fG(., Y) dp2 > A+ .
D’autre part, d’aprés ’axiome 3’, il existe un voisinage &
de z,, dco, tel que:

Ye), nK, entraine 1 —eK

est compris entre

u(x) A
u(z,)” A+t
En particulier, pour YeAn K, et ze¢: fG(., Y)dp2 > A;

et le voisinage cherché est U= And.

u harmonique >0 dans », et z= § entrainent

Prorosrtion 17.1. — Soit une mesure p. >0 sur Q et
une fonction G(z, Y) possédant les propriétés (i), (iv), (i)
du lemme 17. 2. Alors:

1) V(z) = f G(z, Y)du(Y) est une fonction St et, pour
tout couple (o, a), [ Vdez = [ [G(., Y)dpz]dp(Y);
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2) pour tout ouvert &cQ, Vg /‘ G(z, Y) di(Y).
1) D’aprés le lemme 17. 2, Y—> G(z, Y) est - mesurable,

ainsi que Y — f G(., Y) dpy.
Posons Ix (z f G(z, Y) dw(Y), ou K, désigne la suite

de compacts determlnee par le lemme 17. 2.
Ik, est s. c. 1. et, d’aprés le théoréme de Lebesgue-Fubim,
pour tout couple (w, z):

Sk dez = [ [ [G(., Y) dp2] dn(Y) < Ix,(2).

On en dédut:
Ix, est hyperharmonique dans (), donc aussi V = hm Ik ;

comme V(z,) < + o, VeSt;
Ix,, donc aussi V, est harmonique dans Qn[:S‘u, ou S,
désigne le support compact de w;

quand n— +oo, [Vdgz = [| [G(., Y) dg2] du(Y).
2) Pour tout ensemble borélien B ¢ Q, Iy(» fG (2, Y)d

est une fonction e S*, harmonique dans Qn[:B, et

V= IB + Iﬁ—‘B‘
Montrons maintenant que, si BcQ, IzeP*. Soit w un
ouvert tel que Bcowcac Q, et z, un point e dw. %gg;,YY)')

est compris entre deux nombres > 0 fixes pour YeB et z
donné edw (propriété 7, n° 2, C), donc aussi pour YeB et
z voisin d’un point donné edw (axiome 3'), finalement pour
YeB et zed0.

Alors, Y, étant fixé e B, il existe un nombre A > 0 tel que :

G(z, Y) G(z, Y,)

Glzo, ) S M Glow, Yo)

pour YeB et zedw,

donc aussi (lemme 3. 1) pour YeB et zeQn [:(o. Par suite:

V(z,)

Vo) <A Gy, Yo)

G(z, Y,) pour zeQn [:co.
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Soit un ouvert @ c(); I; différe de V d’une fonction har-
monique dans &, donc est un ®-majorant de V, Iz > V.

Pour obtenir Iz = Vg, il suffit de prouver qu’un ®-majo-
rant quelconque de V, soit V', est > Ix pour tout compact
Kec®. Or, V' — Ig est surharmonique dans ( — K, et aussi
dans @, puisque V' — V est surharmonique dans ®. Par suite,
V'’ — Ix est surharmonique dans Q (propriété 1, n° 2, C), et
> 0 puisque > — I, ot Ix est un potentiel dans Q (principe
du minimum, n° 3).

Ainsi, Vg5 = I; pour tout ouvert ® c(); en particulier, la
partie potentielle de V, qui vaut Vg, est Ig, donc la partie
harmonique de V est I, et la relation V5= I; s’étend aux
ouverts @ c Q.

CororrAtre. — Etant donné une mesure >0 sur Q et
une fonction G(z, Y) possédant les propriétés (1), (1), (1it) du
lemme 17. 2, sout

= [ Gz, Y)du(Y).
1) Les mesures associées & V sont données par:

dp=(Y) = [G(., Y) dpz] dpx(Y),
(V) = Clay V) dolY) si V@) <+
dp'*(Y) = G(z, Y)dp(Y) pour YeQ —fzi.
2) Si . est portée par Q, Ve P+,

Tutorime 17.1. — Etant donné une fonction VeS+ et
un couple (w,, o), V admet une représentation intégrale unique
(dans la mesure précisée a la fin de Uénoncé)

V(z) = [ Gz, Y) dp.(Y),

ol . est une mesure > 0 sur Q et G(z, Y) posséde les propriétés
sutvantes :

a) G(z, Y) est défini sur Q X (Q — E), ou E est un ensemble
u-négligeable indépendant de xz;

b) pour tout point xeQ, Y — G(z, Y) est p-mesurable;

¢) pour tout point YeQ —E, z — G(z, Y) est un potentiel
de support Y st Y € ), une fonction harmonique >0s1 Y = @,
et, dans les deux cas: f G(., Y)dpze = 1.
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i est déterminée de fagon unique: c’est la mesure associée d
V a Paide du couple (®,, z,). £ — G(z, Y) est déterminé pour
w-presque tout Y par la condition: pour tout couple (w, z),

G(., Y) dp est une fonction-densité de u.»* relativement a p..

La détermination de w et de G résulte du corollaire précé-
dent.

Pour montrer I'existence de la représentation intégrale
ci-dessus, on prend p = po0 %,

Construction de Uensemble E: Soit % un ensemble dénom-
brable de points z;, denses dans (, non chargés par &, et
tels que V(z;) < + . Soit, d’autre part, # une base dénom-
brable des ouverts de , formée d’ouverts w;,c ®,c (), dont
les frontiéres sont w-négligeables (proposition 7. 2).

On applique le lemme 17.1 aux mesures @ et @, = p*r?,
ou w;e®B et z;eBnow;: i1l existe un ensemble @-négligeable
E cQ et, pour tout point YeQ —E, une suite décroissante
de compacts B7 > Y et convergeant vers Y, tels que w(f7) >0
et

im P 2(BT)
@ b «(B7)

existe et définit une fonction-densité de @w”r% relativement
a w, et cela pour chaque couple (v, z;).

Construction de la fonction G sur Q X (Q — E) Pour
Ye(Q —E, posons &f = Q — B et G,(z, Y) = B Var ().
: 9

G,(., Y) est harmonique > 0 dans Q n &;. Pour tout couple
(0, ) :

@ o ¥ dey =t

or, si ®; » Y, le premier membre vaut G,(z;, Y). Alors, d’aprés
(1), la suite G,(., Y) converge aux points z;5 Y, donc aussi
uniformément sur tout compact <Qn [: §Y{, vers une fonc-
tion harmonique >0 dans Qn [: {Y}.

On pose, toujours pour YeQ —E:

//\
G(z, Y) =liminf G,(z, Y) (régularisée s. c. i. par rapport a z).
q
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Propriétés de G :

1) z — G(z, Y) est harmonique >0 dans Qn E{Y;, est
un potentiel dans Q si Ye (.

La premiére assertion résulte de ce qui précéde.

Soit Y € Q : pour q assez grand, @) > @; alors G,(., Y) e PH,
donc aussi G(., Y)(lemme 3. 2).

2) G(z, Y) > 0.

Etant donné un couple (w, z), il existe un nombre a > 0
tel que (propriété 7, n° 2, C):

fV de? > fV dpe pour toute Ve St

D’apres (2): qu(., Y) dpee =1, donc Gy(z, Y)>a et,
pour z# Y, G(z, Y) > a

3) Pour chaque pomt zje®, Y - G(z;, Y) est pu-sommable.

Tout d’abord, j G(., Y)dpy! est une fonction-densité de
e % relativement a p. en effet, pour Y ¢dw;, c’est-a-dire
pour w-presque tout Y, fG(., Y) dpgi = limqu(., Y) do%,
et cette limite est, d’aprés (1) et (2), une foqnction-densité de

% relativement a .
Par suite:

(3) [Vdew = [[[G(., Y) dpw] dw(Y)

donc
JoaGl@n Y)dp(Y) < [V dey < V(z

et Y —> G(z;, Y), limite de ses restrictions 3 Q — &, pour
w; > z;, est p-sommable.

4) La formule intégrale.

Les conditions (1), (it), (it2) du lemme 17. 2 étant réalisées,
Y - G(z, Y) est p- mesurable quel que soit zeQ; d’aprés la
proposition 17.1, I(z f G(z,  Y)dp(Y) est une fonction
e St et, pour tout couple (0, @) :

[1dozi = [[[G(., Y) dpgr] dus. ().

Alors, I et V sont %-équivalentes en vertu de (3), done
1dentiques.

5) [G(., Y)dpte = 1.
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On a déja vu quequ(., Y) doje=1, donch(., Y) dpe < 1.
D’autre part, (proposition 17. 1)

SUSGl V) dez]dp(Y) = [V dpzz = [ ds,

d’ou la propriété, en augmentant au besoin I’ensemble E.

18. Etude du cas ou, pour tout ye ()
les potentiels dans (), de support y, sont proportionnels.

Pour simplifier le langage, ce cas sera appelé cas de Uunicité.

CONSTRUCTION D’UN POTENTIEL p, DANS (), DE SUPPORT
Y, TEL QUE p,(Z) SOIT FONCTION CONTINUE DE Y POUR Z 7 ¥.

LemMe 18. 1. — Dans le cas de Vunicité, soit q, le potentiel
de support y, tel que, pour un couple (w,, z,): fq, dpe = 1.
Alors, pour chaque z €, q,(x) est fonction continue de y dans

“‘(‘”o {wi)

Soit, dans 'ouvert Q—@&,, un pomt Yo limite d’une suite de

points y,. Supposons que, pour un point z e Q, distinct de y,,
il existe une suite partielle n’ et un nombre o« > 0 tels que:

|95(@) — gre(@)| > ().

Pour n’ assez grand, les potentiels ¢, . sont harmoniques dans
Q, hors d’un voisinage fermé arbitraire de y,, et sont égaux
a 1 au point z,. A I'aide du procédé diagonal, on peut extraire
de la suite n’ une suite partielle n”, telle que q,. converge
uniformément sur tout compact <Q — {y,}, vers une
fonction harmonique dans Q —{y,}{, égale a 1 au point z,. En

. .
vertu du lemme 3. 2, lim inf ¢, . est un potentiel dans (, de
L Y
support y,, égal 4 1 au point z,; d’ou ¢,, = hminfgq, ., et
w

95,(x) = lim ¢, .(2), ce qui est incompatible avec (1).

TrtoriME 18. 1. — Dans le cas de Uunicité, on peut choisir,
pour chaque point ye(); un potentiel Py de support y, de
maniére que, pour x donné €, p,(x) soit fonction continue
de y dans QO —{z}.
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Soit deux couples (wg, z,) et (wq, z,), ®, et ®, disjoints;
g, et g, les potentiels dans Q, de support y, tels que

f gdoze=1 et f gy dp2 = 1.
On a g(a) = g,(). [ g dpi-

A ant ChOlSl un ouvert w, tel ue Wwogcwy;cmyc Q —_— (.!):,
1 0 1 1 ’
prenons par exemple

_ $9(=) si yed,
P = L@y G yel—on
ou ¢(y) est une fonction continue >0 de y dans Q — @,,
coincidant avec fq; dpg dans &; — ®,.

Pour chaque z«Q, p,(z) est, d’aprés le lemme 18. 1, fonc-
tion continue de y dans Q —{z}.

Remarque. — Tous les potentiels satisfaisant 4 I’énoncé
du théoréme 18.1 se déduisent de I'un d’eux par multipli-
cation par une fonction ¢,(y) continue et > 0 dans Q.

ProrosiTion 18.1. — Supposons que, pour chaque point
y e Q, il existe un potentwl p, de support y, tel que Uapplication
y — p,( x), restreinte & Q — §x}, soit continue, pour chaque
z € Q. (Cette hypothése est réalisée en particulier dans le cas de
Vunicité, d’aprés le théoréme 18. 1.)

Alors Uapplication (z, y) — p,(z), de Q X Q dans R+, ests. . 1.,
et méme continue si x 5= y; et, pour tout couple (v, z), la fonction

y—> f Py dp2 est s. c. i. et localement bornée.
1) p,(z) est fonction continue de (z, y) dans Q X Q, pour

TFEy:

Soit (z;, ¥;) un point € Q X Q, z; #* y,;, X et Y deux voisi-
nages dls]omts cQ, de z; et y, respectlvement

Gréce a ’'axiome 3’, ¢ > 0 étant donné, il existe un voisinage
X, de z;, X;cX, tel que: yeY et ze X; entrainent

1_E<p,(x) <1+ -
\py(xl)\

D’autre part, pour un voisinage Y; de y;, Y;c Y:

Y, entraine 1 —¢ <£’(i)<1+s.
yel, \pn(xl)\
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Alors, si zeX; et ye Y, :

) Py() )2
(1—¢) <Py.(x1)<(1+ ).

2) p,(z) est fonction s. c. i. de (z, y) dans Q X Q:

La démonstration est identique a celle du lemme 17. 2,
alinéa b).

3) Pour tout couple (w, z), fp, dp? est fonctions. c.i. de y:
c’est une conséquence de 2).

4) y— f py dp? est une fonction localement bornée dans Q :

C’est immédiat dans Q —dw; et la propriété s’étend a
car, si (0, z,) est un couple tel que dw; ndw = @, il existe
une constante k& > 0 telle que, pour tout y e (Q:

fp, dee < k.fp, dpys  (propriété 7; n° 2, C).

CororLAIRE. — Dans le cas de Uunicité, si q, est le potentiel
de support y, tel que f gy dgze =1 pour un couple (wo, %),
alors, pour tout z e (), la fonction y —> q,(x) est borélienne dans ().

En effet, ¢,(z) = M
j py dpze

LA REPRESENTATION INTEGRALE DES POTENTIELS DANS (),
DANS LE CAS DE L’UNICITE.

TrkoritMmE 18. 2. — Dans le cas de Vunicité, soit q, le poten-
tiel de support y tel que, pour un couple (w,, z,), fq, dpe =1,
et soit p, un potentiel de support y tel que, pour chaque z e Q,
Papplication y — p,(z), restreinte 4 () —{z}{, soit continue.

Alors :

1) Tout potentiel P dans Q admet une représentation inté-
grale unique de la forme

(1) P(z) = [g,(z) duy),

ot p. est une mesure > 0 sur ); cette mesure . est la mesure [Tt
associée a P, a Uaide, du couple (w,, z,).
31
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2) Par suite, P admet ausst une représentation intégrale
unique de la forme

@) P(2) = [ pyla) 4\ (),

ot A est une mesure >0 sur Q; cette mesure X est définie
par ; '

dpe o
i (y) =B
fpy dp%s

1) L’existence de la représentation intégrale (1) résulte
du théoréme 17. 1, car le noyau G(z, y) associé a P coincide
avec g,(z), pour tout point y € Q ou il est défini.

Unicité de la représentation intégrale (1): Le noyau

G(z, y) = g,(2)

satisfait aux conditions a), b), ¢) du théoréme 17. 1; il suffit
donc de montrer que toute mesure {x > 0 sur Q, satlsfalsant
a (1), est de masse finie: en effet, la restriction de ¢ & un

compact quelconque < est de masse < f P dpy» (propo-
sition 17.1). :

2) L’existence et I'unicité de la représentation intégrale (2)
résultent de celles de (1).

Remarque. — Pour tout potentiel P dans Q, il y a identité
entre ensembles @-négligeables et ensembles A-négligeables;
par suite, si P est localement borné, la mesure' A qui lui est
associée ne charge pas les ensembles polaires (corollaire de la

proposition 15. 3).

THEOREME 18. 3. — Supposons que, pour chaque point y e},
il existe un potenttel py de support y, tel que lapplwatl.on
y — p,(x), restreinte a Q —{z{, soit continue, quel que soit
zel). (Cette hypothése est réalisée en particulier dans le cas
de Dunicité, d’aprés le théoréme 18. 1).

Alors, étant donné une mesure XA >0 sur Q, la fonction

z) = [ p,(z) dA (y)
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est hyperharmonique dans Q. Si P eSt (en particulier, st A
est portée par un compact < Q), pour tout ouvert ® cQ:

) Pa(z) = J.p,() d) (y)

et par suite, P e P+,

L’hyperharmonicité de P résulte de la proposition 18. 1
et du théoréme de Lebesgue-Fubini.

Soit PeSt. Si A est portée par un compact <, A est

une mesure sur {; cette mesure et le noyau p,(z) satisfont aux
hypothéses de la proposition 17. 1, d’ot1 (1).

Dans le cas général, soit K, une 'suite croissante de compacts
dont la réunion est Q, et P,(z f py(®) dX (y). Alors, la

suite P,e St est spemﬁquement crmssante et de limite P,
donc (corollaire de la proposition 15.2):

Py(e)=lim (P,)a(a) =lim [ . p,(a)dA(y) = [ Py(a

CoroLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme 18. 3, soit
A une mesure >0 sur Q, telle que P(x f py(x) dA (y) sout

un potentiel dans (). Alors, les mesures associées a P sont données
par:

dpe=(y) = ( [ p, dp2) d) (),
dp™(y) = py(x) dA(y) st Pz) < + oo,
dp'*(y) = py(z) dh(y)  pour  yeQ—{az}.

Remarque 1. — Pour que P e 5%, 1l faut et il suffit que,
pour un couple (v, z):

[Pde* = [([p,de2) d\(y) < + oo.

Remarque 2. — Dans le cas de I'unicité, g, désignant toujours

le potentiel de support y tel quefq, dpe =1, & toute mesure

de Radon @ sur (), >0 et de masse finie, correspond un
potentiel P dans () défini par

P(z) = [ ¢,(z) dp(y)

et dont la mesure associée, a ’aide du couple (w,, z,), est .
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11 suffit en effet d’appliquer le théoréme 18. 3 a la mesure
d\(y) = dy)
f py dpge
Par suite, le lemme 17.2 s’applique a la mesure . et au
noyau G(z, y) = ¢,(z) : pour tout ¢ > 0, il existe un compact
Kec(, tel que (2 — K) <e, et que 'application
(@, y) = g,(),
restreinte 4 (0 X K, soit s. c. 1., et méme continue si zFy.
Ces propriétés de I’application (z, y) — ¢,(z) ne s’étendent
pas en général 4 Q X Q: en effet, une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il en soit ainsi est la continuité de la
fonction y — j pyde> dans (). On montrera, au chapitre

suivant, que, si 'ouvert w, est c. d., cette continuité est
réalisée.



CHAPITRE IV

DEFINITION ET ETUDE D’UNE TOPOLOGIE
SUR L’ESPACE S+.
REPRESENTATION INTEGRALE DES FONCTIONS e St
A L’AIDE DES ELEMENTS EXTREMAUX
D’UNE BASE DU CONE S+.

Hypothéses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3';
il existe un potentiel > 0 dans Q;
Q admet une base dénombrable.

19. A) Définition d’une topologie sur I’espace S.

Définition, pour chaque point xze(), de la mesure w3, v,
sur O — {xz}, associde & un élément (V, V') eS.

Etant donné une fonction V e S+, on lui a associé (théoréme
15. 3), pour chaque point ze(), une mesure de Radon
y® >0 sur O — ff.

Soit (V, V') un élément €S, c’est-a-dire une classe d’équi-
valence de couples de fonctions V, V' e S+ (n° 2, B) : py®—pi7
est une mesure quelconque sur 3 — {z}; d’aprés la proposition
15. 2, elle ne dépend que de la classe considérée, donc peut
&tre notée ¥, vy, et I'application (V, V') - w§ v, est linéaire.

Définition de la topologie T sur Uespace vectoriel S.

T est la moins fine des topologies sur S, rendant continue,
pour chaque z (), Papplication linéaire (V, V') = u@ vy de S
dans I’espace des mesures sur  — {z{, muni de la topologie
vague.
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T est donc une topologie d’espace localement convexe,
définie par la famille des semi-normes (V, V’) —>] f fawE, v )l
ot z déerit Q et f décrit K+Q — {z}).

TratorimMe 19. 1. — L’espace vectoriel S, muni de la topo-
logie T, est séparé.

Soit (V, V) un élément de S, dont toutes les semi-normes
sont nulles, c’est-a-dire, pour tout ze Q: p{¥ = pi.

Si z est un point (), négligeable pour la mesure @y
et tel que V(z) 4+ V'(z) < + o0, les mesures uf et pi: existent
et ne chargent pas le point z (proposmon 15 1); comme gy
et ui® sont leurs restrictions & Q—{z}, ui=pi, V(z)=V'(z).

Ainsi V et V' coincident hors d’un ensemble polaire et d’un
ensemble dénombrable, donc aussi dans Q, grice a I’existence
d’une base des ouverts de Q formée de domaines réguliers
dont les frontiéres ne passent par aucun point de I’ensemble
dénombrable (proposition 7. 2).

19. B) Deux cas particuliers
ou la topologie T se traduit simplement.

1€r cas pARTICULIER : La topologie induite par T sur Uespace
E+ des potentiels a support ponctuel et des fonctions harmo-
niques > 0 dans Q.

Pour p € E*, nous noterons ¢(p): le support de p si p est
un potentiel & support ponctuel, le point @ si p est une fonc-
tion harmonique > 0 dans Q.

Soit p e E+: pour chaque ouvert &< Q:

0 si ®@»¢(p),

Pal®) = (pa) si w=g(p).
Par suite:
o |
o 0 s1 z=g(p),
#2" = lla restriction de p(). e 4 Q—fz§, si z59(p)

Autrement dit, pour f e Bt (Q —{=}):

i o= g4(p),
@ S1E = o) o) s s alp).




RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THEORIE DES FONCTIONS 487

Prorosition 19. 1. — La topologie induite par T sur Et
posséde les deux propriétés suivantes :
a) Vapplication p — ¢(p), de E+ sur Q, est continue;
b) lapplwatwn (p, ) > p(z), de E* X Q dans RY, est
§. c. i., et méme continue pour x =+ ¢(p).
a) Continuité de ¢: Etant donné un voisinage compact 3,

3 (), du point ¢(p,), choisissons un point zeQn [:3 et une
fonction fe%+(Q —{z}), nulle sur [:3 et >0 au point

¢(po): d’apres (2 ffdp. >0, donc ffdp. >0 définit un
voisinage A de p,, dans E+, et peA entraine ¢(p) e a.

b,) Continuité de p — p(z) pour ¢(p )Fx:

Etant donné z 5 9(p,), et un V01s1nage ¢ de ¢(p,) dans Q,
tel que x@g chomssons fe R+ —gxf telle que f=1

sur d: si ¢(p)e f f dy. = p(x); les conditions ¢(p)ed et

| fduwr— f f dys:
dans E+, et pe A entraine |p(z) — po(z)| < €.

bs) Continuité de (p, ) = p(z) pour z = ¢(p):

Etant donné p, € E*, z, € Q distinct de ¢(p,) et un domaine
8=y, 09 ¢(p,), il existe un voisinage A de p, dans E*, tel
que p € A entraine ¢(p) e [:3; puis, grice a 'axiome 3’, ¢ >0
étant donné, il existe un voisinage ¢, de z,, 8o c ¢, tel que

pel et zed, entrainent 1—-—s<;1)(%—))<1+e; enfin,
0

pour un voisinage A, de p, dans E+, Ajc A, pe A, entraine

1_€<p(xo) <1-+c Alors, si peld, et zed,:
Po(%o)

1 — p(z) 14+ ¢
A= <oy S A+ e

bs) S. c. i. de (p, ) = p(z) dans E+ x Q:

11 suffit de montrer que, étant donné p, e E+ et z, € Q, tels
que o = §(po), et un nombre A < po(z,), il existe un voisi-
nage A de p, dans E* et un voisinage ¢ de z, dans (, tels
que peA et zed entrainent p(z) > A.

Soit un domaine ®, r,€wc®c{), assez petit pour que

A <fpo dpe2, et posons 2e =fpo del — A
D’apres b,), étant donné &, € dw, on a |p(§) — po(§)| <-L

S ez,
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pour p dans un voisinage convenable de p, et § dans un voisi-
nage convenable de £,; il existe donc un voisinage A de p,
dans E+, tel que peA entraine r pde >N+«

D’autre part, d’aprés ’axiome 3’, il existe un voisinage &
de zy, Ccw, tel que: u harmonique >0 dans ® et zed

N u(x)
entrainent = (xo) > .
p@) > [pde2 >

; en particulier, pour peA et zeg,

Prorosition 19.2. — La topologie induite par T sur Et
est la moins fine des topologies sur Et+ rendant continues:
d’une part Uapplication p — ¢(p), de E*+ sur Q, d’autre part,
pour chaque z<(), Uapplication p — p(z), de ¢™{(Q—{z})
dans R+,

D’apres la proposition 19.1 (a et b,), la topologie induite
par T sur E* rend ces applications continues.

Inversement, toute topologie sur E*, rendant continues
ces applications, rend aussi continue l'application p — ©,%

de E* dans I'espace des mesures sur O — {z}, pour chaque
ze () (cf. relation (1)).

28 CcAS PARTICULIER.

ProrosiTion 19. 3. — Supposons qu’il existe, pour chaque
y € Q, un potentiel p, de support y tel que Uapplication y — p,(z),
restreinte a 2 —}x}, soit continue, quel que soit xz e Q. (Cette
hypothése est réalisée en particulier dans le cas de Uunicité,
d’aprés le théoréme 18.1.)

Soit P{; xy Uensemble des potentiels Py dans Q associés
biunivoquement aux mesures de Radon A > 0, portées par un
compact Kc{), par la formule

Py(z) = [ py(#) dA (y).
Alors, la topologie induite par T sur Uespace P( x) est
Pimage réciproque, par Uapplication Py — A, de la topologie
vague sur lespace des mesures portées par K.

On a vu (théoréme 18. 3 et corollaire) qu’a toute mesure
A >0 portée par K correspond un potentiel

P(z) = [ p,(z) d)(y),
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dont la mesure associée a ’aide d’un couple (w,, z,) est donnée
par dpge *(y) = ( f Py dp;;’;) dA (y); 11 y a donc bien corres-
pondance biunivoque entre A et P, qu'on peut noter P,.
En outre, pour chaque zeQ: dui(y) = py(a) dA (y).

L’application y — p,(z), restreinte & ( —{z}, étant conti-
nue, la topologie vague des mesures sur K rend continue
Papplication A — pif, pour chaque ze(). Par suite, son
image réciproque dans l’espace P x) rend continue I'appli-
cation Py — pg;, pour chaque ze(); elle est donc plus fine
que T.

Inversement, choisissons z e Qn [:K. Quand f décrit
E+Q —{=}), la restriction & K de la fonction y — p,(z)f(y)
décrit C*(K). Comme la topologie T rend continue l'appli-
cation Py — pg, elle est plus fine que 'image réciproque de la
topologie vague sur les mesures portées par K.

CoroLLAIRE. — Si p, est un potentiel de support y tel que,
pour chaque z € Q, Uapplication y — p,(z), restreinte 4 Q —{z{,
soit continue, alors Uapplication y — p,, de ) dans E*, est
continue. '

Puisque la topologie vague rend continue I'application
y —> ¢, la topologie T rend continue I’application y — p,.

20. Les fonctions V, associées a une fonction V e S+,
f décrivant CH(Q).

Etant donné une fonction V e S+, on lui a associé (théoréme
15. 2), pour chaque point ze( tel que V(z) < + o, une
mesure de Radon p5 > 0 sur (. f étant fixé e CH({2), f fdups
est donc défini pour quasi-tout z (); une propriété remar-
quable de la famille des mesures w§ est que cette fonction

z— f f du$ peut étre prolongée 4 ( en une fonction e S+,
harmonique dans Qn CS, (¥), et notée V..

En outre, la fonction z — f f duy, définie dans louvert
Qn [:Sf, coincide avec V, dans cet ouvert, donc y est harmo-
nique.

" (%7) S, désigne le support compact de f.
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Ce résultat permet de donner une nouvelle forme a la
définition de la topologie T, et il est utilisé, de fagon essentielle,
dans la démonstration des propriétés de T.

Tutorime 20.1. — Etant donné une fonction Ve S+, il
existe, pour chaque fe C*(()), une fonction S+ et une seule,
notée V, dont les mesures associées sont: fuy®, fui (st

V(z) < + ) et fus¥ (sur Q@ —{z}). Par suite:
(1) [V dee = [fdpsye,

2) Viz) = [fdus si V(z) <+ oo.
En outre:
3) Viz) = [fdu? si zeQa (S,

Unicité de V,: La formule (1), ou la formule (2), détermine
V,. .
Existence de V,: Toute fonction fe C*(Q) est limite d’au
moins une suite croissante de fonctions ¢, qui sont des sommes
finies de la forme _

Pg = D%, gfw, » OU les &, sont des nombres >0 et les v, ,

i

des ouverts < Q).
Posons V%::Za,,qui,q; pour tout couple (w, z):

f’v?q dP“ — f?q dy.m :z:'
Done, Vg, ne dépend que de ¢, (ce qui justifie la notation Vj )
f Ve, dp,, est une suite croissante, et hm J Vo, dp3 = f fdupy

Comme V, e S5+, la suite V,, est crmssante et sa limite est
une fonction e S+ notée V_,, V, ne dépend pas de la suite ¢,
considérée, puisque

&) S Vodes = [fapes;
ou encore, s1 V(z) << + o

(2) Via) = [fdps.

Pour démontrer (3), notons d’abord que les V,_sont harmo-
niques dans Qn ESf, donc aussi V. Alors, étant donné
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zeQn [: S, on peut trouver unouvert w s ztelque® <« Q n [: Sy;
comme py*® et ¥ ont la méme restriction 4 Q—& (cf. no 15,
propriété 5 des mesures associées & une fonction V), (3)
résulte de (1). B

Montrons que la suite V, est méme spécifiquement crois-
sante : soit

Vo, (2) — Vo (2) _en tout point z ou cette diffé-
rence est définie,

{+ o s1 Vg (2) =+ .

Uyz) =

Pour tout couple (w, z) et tout ouvert w’' >z tel que & cw:

qu deg’ =f(°f‘q+1_‘?q) d('*uff’z>f(?q+l_?q) dl“m’z=qu dpg

(propriété 4 des mesures %, n® 15); donc Uy (z) > f U, dp2,
ce qui signifie que U, est une ¢ fonction dans O Al}ors

V%ﬂ =V, . T U, entraine V, , = V% + une fonction e S+
(propriété 2; n° 5, A). '
. La suite Vg, étant_spéciﬁquement croissante, on a, quel
que soit 'ouvert @ c Q:

g+l

(Vo)w = lim (Vg )5 (corollaire de la proposition 15. 2)
. .
= lim Ea, oV, Jw (proposition 15. 2)
q9
= hmZa, «(Vs)w,, (corollaire 1 de la proposition 15. 3)

- ( m)h
donc:

b7 (@) = [ (Va) o2 = [of dps

3 1$1 0,z ___ ,z
(relation (1) et proposition 15.3), et pv," = fuv™.
Méme démonstration pour la mesure .,
Pour la mesure (¥, on raisonne comme on a fait pour

établir (3).

- Remarque importante. — On peut démontrer immédiate-
ment le théoréme 20. 1 et donner une construction plus
explicite des fonctions V, en utilisant la representatlon inté-

grale du n° 17.
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Fixons le couple (v, z), soit (w,, ,); alors (théoréme 17. 1) :

= [Glz, V) du(Y), o p=pp=.

Posons

Via) = [ Gz, Y) f(Y) dp(Y);

d’aprés la proposition 17.1 et son corollaire, V,e St et ses
mesures associées sont données par:

=[[G(., V) de2 ]F(Y) d(Y) = F(Y) du=(Y),
duv <Y> Glo, Y (V) ds(Y) =f(V) dui(Y) si V(z) <+ oo,
A (Y) = Gz, Y)f(Y) dY) =f(Y) dp#(Y) pour Y <0 —{z}.

ProrrIETES DES FONCTIONS V.

1) V; est harmonique > 0 dans Q n [:S,.

Si fl(a) =0, V,ePt (cf. n°® 15, propriété 2 des mesures
associées a une fonction e S*).

2) Pour que V,=0, il faut et il suffit que f=0 sur le
support compact commun des mesures @y °.

3) S1 f=1 sur le support compact commun des mesures
py© alors Vo= V: en effet, py,® = fuy® = pp® pour tout
couple (v, z).

4) Pour a et b >0, f et ge CH(Q): Vo, = aV, + bV,.

5) Pour a et b >0, U et VeSt et W=alU + bV:

Wf == an + ij

(cf. proposition 15. 2).
6) Pour feC*H{) et tout ouvert ®cQ: (V)z= (Vg).
Pour f et ge CHQ): (V), = V.

Tutorime 20.2. — Etant donné une application f— U,
de CH(Q) dans S+, pour que les U, sotent les V; associées a une
fonction V e S+, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes

sotent remplies : U, est harmonique dans Q n [: S;; @ € S, entraine
U;e P*; pouraet b >0, fet g CHQ), Upyrypy = aU,—l— bU,.
Ces conditions sont nécessaires d’aprés les propriétés 1 et 4
des fonctions V.
Les conditions étant supposées remplies, posons V = U, :
Ve S*, donc on peut lui associer une famille de fonctions
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V,eS*, f décrivant C+@). Etant donné un couple (v, z),
I’application f— f U,dp?, de C*+(QQ) dans R+, définit une
mesure A“>® sur {; pour montrer que U, =V, il suffit de
vérifier (cf. théoréme 20.1) que A*® = u$*, ou encore que
A23(®) > pe*(®) pour tout ouvert @c (), puisque

[aree= (U, dgg = [V dgs= [ dps=.

Etant donné & c (, soit ®, une suite croissante d’ouverts
tels que &, c &, & = l |m,,, puis, pour chaque n, f, € C+(Q) telle

que 01, <1, f. =1 sur ®,, =0 sur[:m: on a
we@)>[U,dpe et V=U=U,+U,_,

Si ®cQ: U,_, est harmonique dans @, et, d’aprés le
théoréme de partition, U, > Vg5, dou A%(®) > uy(w,)
et, a la limite, A*%(®) > py*(®).

Si ®sa@: pour n assez grand, &,>a&, donc U,_, e P+ et
U, > h, partie harmonique de V dans Q; d’ou A*%(m) > uy(a)
et, comme cette inégalité vaut pour tout ouvert @aa,
AvE(@) > py(e).

AUTRE FORME DE LA DEFINITION DE LA TOPOLOGIE T.
On appelle « couple (f, z) » tout couple formé d’une fonction
feCHQ) et d’un point zeQ n [: S, ou. ce qui revient au méme,

d’un point ze() et d’une fonction feX+(Q— {z}).
Etant donné un couple (f, z), pour (V, V))eS:

(V, V')2) = V{=) — Vi)

est défini, ne dépend que de la classe (V, V'), et
(V, V') = (V, V')(z) est une forme linéaire sur S (propriété 5
des fonctions V;). En outre:

(V, V')f2) = [fdps.vy

d’aprés la définition de pF,vy (n°19) et la relation (3) du
théoréme 20. 1.

T est donc la moins fine des topologies sur S rendant con-
tinue la forme linéaire (V, V') — (V, V'){z), pour chaque
couple (f, 2.
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Remarque. — Etant donné (V, V)eS et CHQ), la
fonction & — (V, V’)(z) est harmonique, de signe quelconque,
dans 'ouvert Qn ':Sf‘ Pour de telles fonctions, on ne dispose
pas de I'axiome de Harnack, qui va étre utilisé, au n° 21,

dans la démonstration des propriétés de T: c’est pourquoi
nous les obtiendrons seulement dans S+,

. 21. Propriétés de la topologie T sur I’espace S+.

A) METRISABILITE DE LA TOPOLOGIE T SUR L’ESPACE S+,

Lemme 21.1. — Il existe une famllle dénombrable F de
fonctions f, e C+(Q), possédant la propnete suivante: Etant
donné ze (), fe AH(Q —{x}), un voisinage compact X de z,
disjoint a Sy, et € > 0, on peut trouver deux fonctions f; et f;e &,
nulles sur X, telles que

[SI<fi et |[f[—fi|<e dans 0, k=i I

1l existe une famille dénombrable § de fonctions g, e C(Q),
partout dense dans C(Q) pour la topologie de la convergence
uniforme; montrons que la famille & des fonctions

fa =sup (0, g,)

répond & la question.
1) Détermination de.f}.

On choisit g;e(, approchant f——- a % prés dans Q:

on a f—e<L g <[ dans Q, f}—sup (0, g;) satisfait aux
mémes inégalités, et f= 0 entraine f; =

2) Détermination de f.

On construit f e AHQ —{z}) telle que:

ff=0 sur X; 0L <Ke sur {:X——S,;
‘ ff=1F+¢ sur S

le procédé employé dans 1), appliqué a f’ au lieu de f, donne
fi au lieu de f;

TatorkME 21. 1. — Sur Uespace S+, la topologie T est métri-
sable.
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La topologie T étant séparée, elle est métrisable sur S+
si elle peut étre définie, sur St par une famille dénombrable
d’écarts.

Soit % un ensemble dénombrable partout dense dans Q, et F
une famille dénombrable possédant les propriétés du lemme

21. 1; & chaque couple (2, f.), z,&B, f,eFn KHQ — {z,}),
faisons correspondre 1’écart sur S+:

(V, V) = EpulV, V') = [V, (@) — Vi(a)] |
Montrons alors que, étant donné un T-voisinage de V, e S+,
défini par

fVeSHE(V, Vo) < «f,
ou E(V, V) = |V{z)— (V f(a:)[, a:e.Q fek+Q — {=z}),
a > 0, il contient un T-voisinage de V, de la forme :
{VeSHE, n(V, Vo) <a,k=1,2,...,N}.
1) Remarquons d’abord :

— Pour tout couple de fonctions f, f;eFnXHQ — {z}),
et telles que f; <<f< f,-, les inégalités . :

(ak> |ka( f(x <a, k=i, I
entrainent |V {z) — (V j(x| < a. :

— Pour réaliser les inégalités (a), k=1, j, il suffit de
satisfaire les inégalités '

(B 1(Vo)fa) — (Volu@)] <7

(@) 1(Volule) — (Voula)l <5 o z,e%n [,
(@) 1(Vola(z) — Valan)l < |

(e 1Val@s) — Vafa) <

2) Détermination des fonctions f; et f

Soit X un domaine =z, X disjoint & S;; d’aprés le lemme
21. 1, 1l existe deux fonctions f; et f;e &, nulles sur X, telles

que f,<fF<fi et lf_fk|<’T%—— dans Q, k=1, j
4,/@_‘dp'k‘£’n
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L’inégalité (b,) est alors réalisée; d’ou
(54) (Volal@) < (Vo) (2) + -

3) Détermination du point z,:
Etant donné ¢ > 0, il existe un voisinage § de z, & c X, tel
que

yety el

u harmonique >0, entrainent uy’) Luly) < (1 + ¢)uy).
14 ¢
dans X
&
.. 4 .
T L e—— % -
Choisissons ¢ Voi@) + « et prenons z,e L, et situe

dans le voisinage ¢ correspondant.
On en déduit, grace a (bi), I'inégalité (c,), ainsi que

(ck) (Vol(ms) < (Voly(a) + 5

On en déduit aussi I'inégalité (e,) dés que (d,) est réalisée
g q ’

car (cx) entraine alors : V,(z,) << (Vo) (2) + '?’Z“.
Le T-voisinage cherché est donc:

VeSHE,(V, Vo) <5 k=i, j

Conséquences. — Grace a la métrisabilité de St muni de
la topologie T, nous raisonnerons désormais sur des suites
de fonctions e S*. Notons les deux énoncés suivants:

Scorie 21. 1. — Soit p et p, des potentiels & support ponctuel
ou des fonctions harmoniques > 0 dans ). Il y a équivalence
entre:

T
1) pn—>p;
2) ¢(pa) = ¢(p) et pa(x) = p(z) pour tout z g(p).

C’est une traduction de la proposition 19. 2.

Scouie 21. 2. — S, dans S*, la suite V, est T-convergente
vers V, alors, pour toute fe CHQ), la suite (V,), est T-conver-
gente vers V.

Cela résulte de la propriété 6 des fonctions V, (n° 20).
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B) CompaciTE LocALE DU cONE St
Un couple (wo, o) étant choisi, désignqns par S7, .,z (par
abus d’écriture S;) I'ensemble des fonctions Ve St telles

querdp;’:ga, a>0.

Lemme 21. 2 (28). — Etant donné une suite V, e S¥, on peut
en extraire une sutte partielle V,, telle que: pour chaque z e,
les mesures .\, convergent vaguement, dans Uespace des mesures
sur Q — {z}, vers une mesure sur Q — {z}.

Si z, est un ensemble dénombrable dense dans (), considé-
rons, pour chaque p, les mesures p& sur  — {x,}.

Quel que soit le compact K < — {z,}, les restrictions & K
des mesures py? ont des masses bornées dans leur ensemble:
en effet, soit feXtQ— f{z,}), 0K f<1, f=1 sur K;
Jrdpizr < [ fdpzr = (V) (x,), et (V,), majoré par V,eS;
et harmonique au voisinage de z,, est borné au point z, indé-
pendamment de n (propriété 7; n° 2, C).

Le procédé diagonal permet alors de déterminer une suite
partielle n,, telle que, pour chaque p, py? converge vague-
ment.

Montrons que, pour tout ze(), p{¥ converge vaguement

soit fe AH(Q — {z}); sur Qn {:Sf, (V.,.); est harmonique > 0
et converge aux points z, denses dans {n [:Sf. Donc elle
converge en tout point €(Qn ES,, en particulier au point z.

Prorosition 21. 1. — Soit une suite V, e St, telle que, pour
chaque x € (), les mesures .y, convergent vaguement, dans Uespace

des mesures sur () —-——ﬁi_, _vers une mesure v sur Q—{z}.
Alors, f— U, =hminf(V,), est une application de C+(Q)
dans St et, pour a et b n> 0,fet ge CHQ):
Ugitsg = aU; 4+ bU,.
L’hypothése signifie que, si fe C+(Q): pour toutze Q n [ Sy,

la suite (V,){z) = f fduy, converge vers f fdv®; comme

(%8) Je dois & M. BreroT I'idée de considérer ce lemme, et d’en faire le point de
départ d’'une démonstration de la compacité locale du céne S+.

32



498 R.-M. HERVE

(V.); est harmonique >0 dans Qn [:Sf, la convergence est
uniforme sur tout compact < Qn [:Sf, et la limite est harmo-

nique dans Q n (:Sf. Par suite, pour toute fe CHQ) telle que
S;»Q, Uye St

Si @ est un nombre >0, U,,= aU; il suffit donc de montrer
que, si f et ge CH(Q), Uy, = U;+ U, : comme toute fonction
de C+(Q) peut se mettre sous la forme f+ g avec S;»Q,
S, Q, on aura bien U, e S+ quelle que soit fe CH(Q).

1) Pour chaque n, (V,)/+, = (V.); + (Va)y (n® 20, propriété 4
des fonctions V,). On en déduit I'inégalité :

lim inf (V,)4, > lim inf (V,), - lim inf (V}),.

Je vais montrer d’autre part qu’il existe une base # des ouverts
de Q ou, ce qui revient au méme, pour chaque ouvert (,
strictement contenu dans Q, une base B, des ouverts de Q,,
telle que:

(1) lm lnf(V Ve S lm_f(\,,)f + ]mg%o-p.p.

dans (.

Il en résultera I’égalité cherchée ®-p.p. dans Q, donc partout.

2) Soit V, une fonction e St, finie continue et > 0 dans Q.
Zo un point €Q —Q,, et B, une base des ouverts de QQ,
formée de domaines w c ® c(),, dont les frontiéres sont de
v®-mesure nulle (proposition 7.2 appliquée a Iespace ().

Pour établir (1) Bo-p.p., il suffit de montrer que, étant
donné un domaine w e %, et un entier p >0, tout compact
Kcdw tel que:

z e K entraine

(2) lim inf (V)4 (@) > Fm inf(V,){) +lm( )+ ‘;f””)

est de mesure harmonique nulle pour w.
3) Etant donné ¢ > 0, choisissons :
un ouvert B, KcfcBcQ,, tel que

3) Jof + g v <

une fonction ce C+(Q), 0 << e <1, ¢=1 surun voisinage
ouvert ¥V de K, et ¢ =0 sur [:B
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Montrons alors:
a) hf‘n (Vn)c(f+9)(x0) e
En effet, z,eQn (_:Sc(f+y)§ donc

lim (V)esa(@a) = [off + 8) v, <e daprés (3).

Vo(x).

p
En chaque point zeV: (1 —¢)f, 1 —c)get (1 —c)(f + 8)

sont nuls; donc

ﬁf.n (Va)a-ors(2), lil’}l(vn)(l—c)g(x) et ﬁ?} (Va)a-a+0(@)

b) ze K entraine liminf (V,),p1p(2) >

existent, sont harmoniques dans VU et:
(4) hm (Va)a-gea(®) = him (V)a-o(z) + Hm (Va)a—o(2)-
On peut alors écrire. pour ze9:

(5) Xmin(V,),(z) =liminf (V,)o(2) +5m (Vadaoagia(2)-

De méme, pour tout ze9:
lim inf (V,)/(z) = lim inf (V,)(2) + hm (V,)q—q(2),
d’ou
_——/\ —-—’/\
(6) liminf(V,){z) =lminf(V,).Az) + hm (V,)q-g{z),
et une relation identique avec g, soit (7).

Prenons, a présent, z e K.
En tenant compte de (4), (5), (6), (7), 'inégalité (2) devient :

.. T e Y TRy Vo(z)
Liminf(V,). o) > liminf (V,).Az) + liminf(V,),(z) + >
et a fortiori:

Vo(x).
P

Conclusion: Etant donné ¢ > 0, il existe une J fonction
dans Q, U = lim inf (V,),(s+y), satisfaisant a
n

V(=)
P

lim inf (V,)ogrsa(2) >

Ulz) <e¢ et Ux) > pour ze K.
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Il existe donc une 4 fonction dans (), finie au point z, et

valant 4 oo en tout point de K; par suite, K est de mesure
harmonique nulle pour w.

ProrosiTion 21.2. — Soit une suite V,eSt, telle que,
pour chaque xz € (), les mesures uy, convergent vaguement dans
\ g
Vespace des mesures sur () —{={. —

Alors la suite V, est T-convergente vers lim inf V,.

Le théoréme 20.2 s’applique a la famifle des fonctions
/\ —_
U; = liminf(V,),, feCHQ):

En effet U,eS*; d’aprés I’hypothése, dans Qn [:Sf,
U; = lim (V,); est harmonique; @ ¢ S, entraine U,e P+ grice
au lemme 3. 2. Enfin, on a vu (proposition 21. 1) que,sia et b
sont >0, fet ge CHQ): Ugyy, = aU, + bU,.

Les fonctions U; sont donc associées & une fonction de S+,

- . s
soit V= U; =liminf V,.

La suite V, converge, selon T, vers V, car, pour tout couple
(f, z):

lim (V,), () = Ufz) = VA{z).

Comme corollaires, indiquons deux propriétés des suites
T-convergentes.

CoroLLAIRE 1. — Si une suite V, est T-convergente dans S+,
.. , o
sa T-limite est égale a liminf V,.
n
CoroLLAIRE 2. — Soit une suite V,, T-convergente dans S+.
St les fonctions V, sont harmoniques dans un ouvert »c(,
leur T-limite, V = lim inf V,, est harmonique dans w,et V, -V

n
uniformément sur tout compact c .

Pour tout ouvert $cdcw, soit fe CHQ), f=1 sur [:w,
f=0 sur é. '

Quel que soit n, (V,),=V, (n°® 20, propriété 3 des V,).
D’aprés I’hypothése, la suite (V,), converge, uniformément
sur tout compact <{n [:S,, en particulier sur tout compact
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c 9, vers une fonction harmonique dans J; il en est donc de
méme de la suite V,.

Ainsi, V =lim inf V, est harmonique dans &, et V, >V

uniformément sur tout compact cd.

Lemme 21. 3. — Soit une suite V,, T-convergente dans S+,
et un couple (w,, x,).

1) f V., dp2e est borné indépendamment de n.

2) Si la T-limite de V, est 0, [V, dpi—0.

1) Soit ce_C"‘(L).), 0<<e< ], S, et S, étant tous deux
distincts de . On peut donc choisir deux couples (w;, z,)
et (w,, T,), tels que @, cQn [:Sc et ®,cQn [:Sl_,,. On a:

Vn = (Vn)c + (Vn)l—-c)
[(Vedgzr = (Vadz) et [ (Vaae dt= (Va)ielza)

bornés indépendamment de n, donc aussi

S (Voede et [ (Vi) dpi

(propriété 7; n° 2, C).
2) Méme raisonnement, en remplagant « borné indépen-
damment de n» par « tendant vers O».

Cororrare. — Etant donné un compact A c S* et un couple
(wo, Zo), il existe un nombre a > 0, tel que: Ve A entraine
Ve <o

Takorime 21.2. — 1) Etant donné un couple (w,, z,) et
un nombre o > 0, U'ensemble S; des fonctions V e S+ telles que
J V de2 < «, est compact pour la topologie T; donc le cone S+,
munt de la topologie T, est localement compact.

2) On peut obtenir une base (*"*) compacte du céne S+ en considé-
rant l’ensemble des fonctions V e S* telles que V() + V,(z,) =1,
(f1, 1) et (f2, x3) étant deux couples convenablement choists.

1) S; est compact pour la topologie T:

En effet, de toute suite V, e S}, on peut extraire une suite

(%8 bis) Une base du cone S+ est I'intersection de S+ avec un hyperplan ne passant
pas par l'origine et rencontrant toutes les génératrices.
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partielle V,, satisfaisant & ’énoncé du lemme 21. 2, donc telle
I T oo
que V,, T-converge vers liminf V, (proposition 21. 2). Et
k

iminf V, e S, car
k
[Tm inf V,, dp2 < lim inf [V, dp2r < «
k k

Comme S} est un T-voisinage de l'origine dans le céne S+
(lemme 21. 3), celui-ci est localement compact.
2) Quels que soient les couples (fy, ;) et (fs, z2), 'ensemble

A = {VeSHV(z) + Vj(z,) = 1}

est fermé, donc compact s’il est contenu dans un S%.
Pour réaliser cette condition, reprenons les éléments utilisés
dans la démonstration du lemme 21. 3: ¢, w;, z;, ©,, Z,; et

posons fi=¢ fa=1—c. Alors, Ve A entraine fV dpys et
Vi dpy: bornés par des nombres fixes, donc aussi f V dpge.
"autre part, V,(z;) + V,(z;) = 0 entraine V=V, 4V, =0,

donc A rencontre chaque génératrice du céne S+.

Remarque. — La compacité locale du céne E+u {0} peut
s’établir, indépendamment de celle de S*, de la fagon sui-
vante.

Prorosrtion 21. 3. — Etant donné un couple (woy Zo) et un
nombre a > 0, U'ensemble Ei des fonctions p e E+u {0} telles
que f p dese < @ est compact pour la topologie T.

Soit une suite p, e E%, p, % 0. Pour une suite partielle n’,
les pomts ¢(p.) tendent vers un point Ye{. Si Uy est un
voisinage fermé de Y, pour n’ assez grand, p, est harmonique

>0 dans Qn l:‘Dy, et borné indépendamment de n’ en tout
point € Qn t‘Dy. Le procédé diagonal permet donc d’extraire
une nouvelle suite partielle n”, telle que p,- tende, uniformé-
ment sur tout compact cQn E §Y}, vers une fonction har-
monique >0 dans Qn [{Yg
SiY=a, p= hm P est harmonique > 0 dans Q.
/\

S1 Ys£a, soit p = hm inf p,.; peP* par application du
lemme 3. 2.
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Dans les deux cas : p,- — p, d’aprés la scolie 21. 1 si p =0,
en utilisant I'expression de (p,)(z) st p=0; et

[pdez < lim inf [ pw o < .

CoroLLAIRE. — Si A est une base compacte du céne St, Et n A
est compact.

22. Réprésentation intégrale des fonctions e S+,
a laide des éléments extrémaux d’une base du coéne S+.

Rappelons deux théorémes de G. Choquet sur I'existence
et l'unicité des représentations intégrales au moyen des
points extrémaux dans les cones convexes.

Dans un espace vectoriel topologique S, séparé et loca-
lement convexe, soit un cdne S*, convexe, saillant, pointé, de
base compacte A, et soit & I’ensemble des points extrémaux

de A.

TuatortmMe 1. — Si A est métrisable, tout point e St est
la résultante d’au moins une mesure de Radon > 0 portée par 8;
c’est-d-dire :

Tout point de St posséde au moins une représentation de la
forme f p dv(p), ot v est une mesure de Radon > 0 sur A, portée

par &.
TutoriME 2. — Si le cone St est réticulé pour la relation

d’ordre qu’il définit dans S, la représentation intégrale précédente
est unique.

Lemume 22. 1. — Etant donné une base compacte A du céne S+
et une mesure v >0 sur EtnA, soit V() =fp(:c) dv(p).
Alors :

1) VeSt;

2) pour tout ouvert &c Q, Vg(z) =Atm)p(x) dv(p);

3) par suite: pour tout couple (w, z), uy'® est la projection (*°)
sur Q de la mesure (fp dpﬁ) dv(p); pour tout zeQ tel que

(#%) Etant donné une mesure v sur E+n A, on appelle projection de v sur Q, la
mesure p sur Q définie par fc dy. =fc o 9(p) dv (p), pour toute ceCﬂb).
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V(z) < + o, p.v‘est la projection sur Q de la mesure p(x) dv(p);
pour tout x e Q wy est la pro]ectwn sur O — §z} de la mesure
p(z) dv(p) sur E+nAnq:(Q~—§x})

1) D’aprés la proposition 19. 1 et le théoréme de Lebesgue-
Fubini, V est hyperharmonique dans (.

D’autre part, Etn A étant compact (corollaire de la
proposition 21. 3), pour chaque couple (w, z), la fonction
p— f‘ p dgy, définie sur Etn A, est bornée (corollaire du
lemme 21. 3); alors

(1) [Vdgz = [([pde2)avip) < + oo,
et VeSt 4
2) La démonstration est paralléle a celle de la proposition

17. 1, partie 2.
Pour tout ensemble borélien B<cQ, Iy(z f; 15,P() dv(p)

est une fonction eS+, harmonique dans Qn [:B, et
= Is + Ig-p

En outre, si BcQ, IzeP+: en eﬂ'et soit ® un ouvert tel
que Bcoc®dcl) et ppeEtnAn q:(B). Quand p décrit

—-1__
le compact Et n A n ¢(B) et z le compact dw, p(z) est compris
entre deux nombres > 0 fixes. On en déduit p(z) << A. po(x)
pour pe EtnA n¢(B) et z<dw, donc aussi pour zeQn [:w
d’aprés le lemme 3. 1. Alors Iy, majoré par un potentiel dans
Qn ["w, e P+,

Soit un ouvert @ c(: I est un ®-majorant de V, donc
Is > Vg Si V' est un ®-majorant quelconque de V, on a
V’ > Ix pour tout compact Ke®: en effet, V' — I, surhar-
monique dans {2 — K et dans &, est surharmonique dans (, et
> 0 puisque > — I, ou Ixe P+

Ainsi, Vg5 = I; pour tout ouvert @ c(Q; en particulier, la
partie potentielle de V, qui vaut Vg, est Ig, donc la partie
harmonique de V est la, et V5 = I pour tout ouvert @< Q.

Tatorime 22.1. — Etant donné une base compacte A du
cone St, toute fonction V e St admet une représentation inté-

grale unique:
Viz) = [ p(z) dv(p),
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d Uaide d’une mesure de Radon v > 0 définie sur A, et portée
par Uensemble & des éléments extrémaux de A.

Ezistence de la représentation intégrale:

a) Le théoréme 1 de G. Choquet s’applique grice aux
résultats du n® 21: S* est métrisable et posséde une base
compacte A, déterminée par le théoréme 21. 2. Ainsi, pour
toute Ve S*t:

(1) V= {pdv(p)

ou v est une mesure de Radon > 0 sur A, portée par 8.

On a vu, au n° 16, que les éléments extrémaux d’une base
du cdéne ST sont des potentiels & support ponctuel ou des
fonctions harmoniques > 0 dans {); donc & c E+ et, quels que
solent pe& et le couple (f, z): p,(z) = p(x).fo¢(p), avec la
convention p(x).feq(p) =0 pour z = ¢(p) (n® 19, 1T cas
particulier).

L’intégrale vectorielle (1) signifie que, si (V, V') — L(V, V')
est une forme linéaire continue sur S, L(V) =fL(p) dv (p);
donc, pour tout couple (f, z):

V(@) = [pla) dv(p) = [ p(a).foq(p) dv (p).
b) Démontrons, pour tout ze!), la formule intégrale
(2) V(z) = [ p(x) dv

11 suffit d’établir (2) pour z n’appartenant pas a la réunion
d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble polaire: grace
4 une base des ouverts de (), formée de domaines w c ® c (),
dont les frontiéres ne passent pas aucun point de lensemble
dénombrable (proposition 7. 2), on en déduira (2) pour tout z,
car le 2¢ membre St (lemme 22.1).

Pourchaquez e (), il existe unesuite croissante f, € KH(Q—§z}),
telle que f, > yg—1a-

Alors :
—sizest négligeable pour la mesure w9 % associée 4 V a I'aide

d’un couple (w,, z,), et si V(z) < + oo : V(z) = lim V().
En effet, V() =ff,‘ dpy (théoreme 20.1), d’ou

lim Vy@) = f5_,, dut:
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le point z n’est pas chargé par la mesure i d’aprés la propo-
sition 15. 1, donc:

lim V,,(2) = [ dus = V(a).

— Si I’ensemble borélien Sn—q( ) est de v-mesure nulle:

lim [ pe).f, e #(p) dv (p) = [ p(=) dv (p
D’ou la formule (2) pour z tel que : V(z) < 4- o0, py*({z}) =0,
W(8n4(@) = 0.

Unicité de la représentation intégrale: Supposons que V
admette la représentation intégrale

=fpxdv

Pour tout couple (f, z): V,(:v f fduv (théoréeme 20. 1)
et, d’aprés le lemme 22. 1, p.v¥ est la pro]ectlon sur Q — §z,

de la mesure p(z) dv(p) sur EtnAn q«(Q —{z}); on a donc

Vz) = [fo3(p)p(z) dv (p).
Ainsi Viz) = [ pfa) dv (p)

ou encore

L(V) = [L(p) dv(p)
pour toute forme L, linéaire et continue sur S, du type
(V, V)= L(V, V') = (V, V')p2).

Comme ces formes linéaires L séparent les points de S
(théoréme 19. 1), on a la formule vectorielle

(1) V= [pdv(p)

Or le cone St est réticulé pour Pordre spécifique, donc la
représentation intégrale (1) est unique lorsque v est portée
par &.

Cas pE L’UNICITE.
Dans ce cas, on a déja construit (théoréme 18.1), pour
chaque point y € (), un potentiel p, dans Q, de support {y},



RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THEORIE DES FONCTIONs 507

tel que Papplication y — p,(z), restreinte a Q — {=z{, soit
continue, quel que soit ze(). La connaissance d’une base
compacte du cdéne S+ permet une nouvelle construction,
plus élégante, d’un tel potentiel:

Prorosition 22. 1. — Dans le cas de lunicité, étant donné
une base compacte A du céne S+, soit, pour chaque point y « Q, p,
le potentiel de support {y} situé dans A. Alors, U'application
y — py de Q dans E* n A est continue. Par suite, U'application
(z, y) = py(z) de Q X Q dans Rt est s. c. i., et méme continue
pour zFy.

Montrons que I'application y — p,, restreinte 4 un compact

K cQ, est continue: 'application Py =Y, de I’ensemble des
potentlels e E*tn A dans Q, est continue (proposition 19. 1),
et 'image réciproque de K par cette application est un
ensemble fermé < E+n A, donc compact (corollaire de la
proposition 21. 3).

L’application y — p, de Q dans E*n A est donc continue.
On en déduit (proposition 19. 1) que I'application y — p,(z x),
restreinte & Q — {z}, est continue quel que soit x <, puis
(proposition 18. 1) que 'application (z, y) — p,(z) de 0 X Q

dans Rt est s. c. i., et méme continue pour z - y.

TratoriME 22. 2. — Dans le cas de l'unicité, étant donné une

base compacte A du céne St, soit p, le potentiel de support {y}
situé dans A. Tout potentiel P dans Q0 admet une représentation

intégrale unique:
z) = [ p,la) dr

a Uaide d’'une mesure de Radon A >0 dans Q.
Cela résulte de la proposition 22. 1 et du théoreme 18. 2.

APPLICATIONS DE LA REPRESENTATION INTEGRALE.

A. TutoriME 22. 3. — Soit E un ensemble ouvert ou fermé (2°)
dans Q, et V une fonction eS*, admettant la représentation
intégrale

= [ p(z) dv(p)

(%) Avec I’axiome D, les conclusions seront étendues & un ensemble E quelconque
(théoréme 28. 2).
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a Uaide des éléments extrémaux d’une base compacte du céne St.
Alors, pour toute mesure de Radon p. > 0 dans (Q, portée par
un compact <(:

[ Ry dy = [([RE du) dv(p).

En particulier, si p. =¢,:

= [ R() dv(p)

Pour chaque Ve S"‘:ff"{‘f, dp. = f‘V du® (théoréme 10. 1).

La formule cherchée résulte alors du théoréme de Lebesgue-
Fubini, appliqué a I'intégrale f f p(u) dpF(u) dv(p).

TatoriME 22. 4. — Supposons que, pour chaque point y e (Q,
il existe un potentiel py de support {y!, tel que Uapplication
Y — p,(x), restreinte a4 () — {x}, soit continue (hypothése réalisée
en particulier dans le cas de Uunicité). Alors, étant donné un
ensemble E, ouvert ou fermé dans (), et un potenttel P dans (),
admettant la représentation intégrale

= [ p,(z) dA(y),

pour toute mesure de Radon p. >0 dans (), portée par un
compact <(, on a

S Redw = [([ R, du)ry

En particulier, st p=c¢,:

= [ RE (2) dh

Méme démonstration que pour le théoréme 22. 3.

B. Lemme 22.2. — Tout potentiel P dans Q, harmonique
dans un ouvert w cQ, est T-limite de combinaisons linéaires
finies, @ coefficients > 0, de potentiels extrémaux dont les sup-

ports sont contenus dans Qn [:w.

= fp(a:) dv (p), ou v est une mesure > 0 définie sur
une base compacte du céne S*, et ne charge que I’ensemble des

potentiels extrémaux e.c_pl(Q n [:w) (lemme 22. 1). v est limite
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vague d’une suite de mesures discrétes v, > 0 portées par
Iensemble des potentiels extrémaux eSS, (3!).

Pour chaque couple (f, z), la fonction p — p[{z) est continue
sur E+, en particulier sur S,, donc P est T-limite des potentiels

P, définis par P,(z) = [ p(z) dv, (p)-

TaktoriME 22.5. — Pour que deux systémes ¥ et H' de
fonctions harmoniques dans () coincident, il faut et il suffit
que tout ¥6-potentiel extrémal dans Q de support §y} soit aussi
#'-potentiel extrémal dans() de support {y}, et réciproquement.

Condition suffisante: Soit A une fonction #b-harmonique
dans un ouvert w; montrons qu’elle est aussi #6’-harmonique
dans tout ouvert o' c &’ cw.

Dans o’ h est différence de deux #6-potentiels dans  harmo-
niques dans o’ (théoréme 13. 1), donc h est limite uniforme,
sur tout compact cw’, de combinaisons linéaires finies de
6-potentiels extrémaux dans (, soit p;, dont les supports
eQn [m' (lemme 22. 2 et corollaire 2 de la proposition 21. 2).

Par hypothése, chaque p; est #'-harmonique dans w’; il en
est de méme de h.

23. Suites monotones. Enveloppe inférieure d’une famille
de fonctions e S+,

T-CONVERGENCE DES SUITES MONOTONES.

Tatortme 23.1. — Soit une suite V,e S*, décroissante
(resp. croissante et telle que sup V, e S*). Alors, V, est T-conver-
gente vers V = iﬁn (resp. V= sup V,,) .

Supposons que V, ne soit pas T-convergente vers V = inf V,
(resp. V= sup V,,); il existe alors un couple (f, z), un nor';lbre
a >0 et une suite partielle n’, tels que:

1) (Vafe) — VAa)| > a.

La suite V,, appartient 4 un ensemble Sy, pour « convenable.

(1) On rappelle que S, désigne le support fermé de la mesure v.
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Donc, on peut extraire de la suite V., une suite partielle V,
T-convergente vers m (théoréme 21. 2 et corollaire 1 de
-

la proposition 21. 2). Commem = irﬁ (resp. sup V,,) ,

on obtient une contradiction avec (1).

CorovrraIre 1. — Supposons qu’il existe, pour chaque y e (),
un potentwl py de support fy} tel que Vapplication y — p,(z ),
restreinte a () —{z}, soit continue, quel que soit x<(); et soit

= f py(z) dX (y) le potentiel dans Q assocté biunivoque-
ment t‘z une mesure 7\ > 0 portée par un compact < Q.
St A, est une suite de mesures >0 poriées par un méme
compact < (), et telles que la suite des potentiels Py soit décrots-
sante (resp.: croissante et denveloppe supérieure=E - oo)

alors les mesures A\, ont une limite vague A, et Py = 1nf P;.
(resp P, = sup P; )

P,, est T- convergente vers 1nf P;, (resp: sup Pl,.)- D’autre
n

part, les masses des mesures A, étant bornées dans leur
ensemble, on peut extraire de la suite A, une suite partielle
Ay Vaguement convergente vers une mesure A, et (proposition
19. 3) la suite P, est T-convergente vers P,. Donc

P, = iﬁ;ﬂ (resp. : sup Px,.),
et A, indépendante de la suite partielle, est limite vague de A,.

CoroLrLAIRE 2. — Soit F un ordonné filtrant décroissant
(vesp. : croissant et d’enveloppe supérieure 5= + ) de fonctions

V e 5t. Alors, cet ordonné T-converge vers W = inf V (resp. :
W = sup V). vegF

veg

Dans les deux cas, on peut supposer F majoré par une
fonction e S+: alors & est contenu dans une partie compacte
Sa de St (théoréme 21. 2). Si, pour chaque Ve &, on note Jy
Pensemble des fonctions €% qui sont <V (resp.: > V),
la base de filtre {Fy} dans 'ensemble compact S; a au moins
un point adhérent: il suffit de montrer que W adhérent a

cette base de filtre entraine W = inf V (resp.: W =supV).
VEF veg
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En effet, si W est adhérent a4 chaque %y, pour chaque
Ved il existe une suite V,eJy (dépendant de V) telle que

V,-> W; alors (corollaire 1 de la proposition 21.2),
—/\
W=Iliminf V,,

donc inf V KWLV (resp.: VLW Csup V). Ces inégalités
€

veg v
étant vérifiées pour chaque Ve, on en déduit

mQWQian, donc W =inf V
veg VeF VeZ

(resp: W =sup V).
veg
ETupE DE L’ENVELOPPE INFERIEURE D’ UNE SUITE DE
FONCTIONS e ST,

TrtortME 23. 2. — Pour toute famille F de fonctions V e S+,

infg V= in/fj q. p- sur tout ensemble borélien <, négligeable

ve ve —

pour la mesure 1. associée a nf V a Uaide d’un couple (w,, z,) (32).
Veg

Donc, si B est une base des ouverts de (), formée d ouverts
© c ® c Q dont les frontiéres sont p.-négligeables (33) :

inf V = inf V %-p.p.

veg vVeg

1) 11 suffit d’étudier le cas d’une suite décroissante :

Le raisonnement est classique. Etant donné une famille
quelconque de fonctions V, on peut, grice a un lemme de
MM. Brelot et Choquet [22], en extraire une suite V, telle

que inf V= iﬂ.

Soit E un ensemble borélien <, négligeable pour la
mesure ¢ de I’énoncé. Si inf V, = inf V, q-p sur E, on en
déduit inf V < inf V q-p sur E, donc aussi inf V = inf V q-p
sur E. On se raméne & une suite décroissante W, en posant :

W1 - Vl’ ceey Wn == inf (Vl’ Vz, ceey Vn).

2) Soit V, une suite décroissante e S+.

() Ce qui ne dépend pas du couple (wg, x,) (corollaire du lemme 15. 5).
(32) 11 existe de telles bases (proposition 7. 2).
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. roa o xF ’ Py
On sait déja que V, T-converge vers V = inf V, (théoréme
n

23.1). Soit E un ensemble borélien < (), négligeable pour les
mesures (%, V, une fonction finie continue eS*, et p un
entier > 0. Tout revient & montrer que, si K est un compact
cE tel que:

ze K entraine inf V (z) > V(z) + \L’é—@,
alors K est polaire.

Choisissons un couple (wg, z,) tel que &, soit disjoint & K,
et posons g = py» %, ¢ > 0 étant donné, on peut trouver un
ouvert § > K, d’adhérence disjointe & @,, et de p-mesure ¢,
puis une fonction ¢ € C+(Q), 0 < ¢ << 1, ¢ = 1 sur un voisinage
de K et ¢ =0 sur E(ﬁ

Montrons alors que:

a) (Va)(@s) < 2 pour 3> ny.

En effet, z,eQn [:Sc, donc (V,).(ze) = V.(z,), et

Vi(wo) = | V. dple = [edp. < e.

b) ze K entraine (V,)(z) > V2°(x)
dant de z). p

K étant un compact <(n [:Sl_,: (Vai—e(x) = (V)1-c(2)
uniformément pour z e K.

D’autre part, pour chaque n:

pour n > n, (indépen-

ze K entraine V.(z) > V(z) + V°—p(xl-

Donc, pour n assez grand, indépendant de z:

Vo(z)  Volz)
% = 2p

Conclusion : Etant donné ¢ > 0, il existe une fonction U e S+
satisfaisant &

U(zy) <2 et U(x) >

ze K entraine (V,).(z) > V.(z) +

Vo(z)
2p
On en déduit l’existence d’une fonction e St valant + o

en tout point e K. Par suite K est polaire.

pour ze K.
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CororLLAIRE. — Soit V, une suite e St. Il existe une mesure
— —/\
w sur Q, telle que liminf V, = lim inf V, ¢-p sur tout borélien
n n

c (), m-négligeable. Donc, si ® est une base des ouverts de (2,
formée d’ouverts w c @ c () dont les frontiéres sont de w-mesure
nulle :

//\
lim inf V, = Tim inf V, #-p.p.

On se borne au cas ou liminf V,=£E 4 oo.

Soit W, =inf (V,, V.43, ...); on a: liminf V, =lim W, et
— T — A n n
lim inf V, = lim W, (n°® 5, A; propriété 3).

Soit @, =pgn™ et w=Yau, la somme dune série
n

)

convergente, a4 termes > 0. Pour tout ensemble borélien
Ec(, de p-mesure nulle: W, = WA g-p sur E,; donc aussi

_/\
liminf V, =liminf V, ¢-p sur E.

Remarque. — Le résultat du théoréme 23. 2 est & comparer
a celui que 'on obtient moyennant I'existence d’une base des
ouverts de Q, formée d’ouverts déterminants (corollaire 4 du
théoréeme 11. 2). Il est trés éloigné du théoréme de conver-
gence (**), démontré par M. Brelot [16 ou 18] en ajoutant
I’axiome D aux axiomes 1, 2, 3, et () & base dénombrable;
néanmoins, 1l sera utilisé dans la démonstration de la propo-

position 24. 2.

24. Etude des applications V — f Vdp2 et V> REe.
Comparaison des topologies T et G(%, X).

LES APPLICATIONS V—>]‘V de? ET V> Rie.

Prorosition 24. 1. — 1) Pour tout couple (v, z), Uappli-

cation V — | Vdp? de St dans Rt est s. c. 1.
2) Pour tout x(Q, Uapplication V— V(z) de St dans R+

est s. ¢. 1.

(34) Selon ce théoréme: inf V = WiV g-p dans Q.
33
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3) L’application (V, z) — V(z) de St X Q dans R+ est s. c. i.
1) Soit, dans S*, une suite V, T-convergente vers V.

V = liminf V, (corollaire 1 de la proposition 21.2); donc

n

[V dgy <lim inf [V, d2.

2) V(z) = sup fV de2 pour les ouverts wcoc(), wasux;
d’ou la s. c. 1. de Papplication V — V(z).

3) Soit (V4, @) €St X Q, et A << Vy(z,). Il existe un
domaine wc®cQ, wszx, tel que A <fVo dp2. Posons
2% = [Vodpy,— .

L’application V — f Vdpy étant s. c. 1., 1l existe un
T-voisinage de V,, soit VU, tel que:

Ve entraine dep;’n> fVo des —e, ou depg’o>)\-}—e.

D’autre part, il existe un voisinage X de z,, X c w, tel que:

v harmonique > 0 dans ® . A
ot 2o X entrainent u(z) > e u(zy)-
Par suite, si Ve et ze X: fV de2 > A, et a fortiort
V(z) > A.

Désignons par st la partie de S+ formée des fonctions
localement bornées dans ().

ProrosiTion 24.2. — Soit un ouvert wcacQ. Il y a
équivalence entre :

d’une part, la continuité, pour un point x de chaque compo-

sante connexe de w, de Uapplication V — f V dpy de St dans R+
(resp de st dans R*);

d’autre part, la continuité de Uapplication V — R de S+
dans ST (resp. de st dans s¥).

Soit dans S* (resp dans s*), une suite V, T-convergente

—’/’\
vers V= lim inf V, e 5* (resp. s7).

1) Si R{® T-converge vers R{®, alors, pour tout zeow,
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/V dey —>fV dpy : cela résulte du corollaire 2 de la
proposmon 21. 2.

) Si fV,, dpy — fV dpy pour un point z de chaque com-

posante connexe de , alors:
a) pour chaque zew: fV,, dey — fV de?.
Supposons qu’il existe un point z, € w, tel que fV,,dp;;;

ne converge pas Vers fV dpy, donc aussi un nombre a > 0
et une suite partielle n’ tels que:

0 | Veden— [Vdpi|>a

Par hypothése, /‘ V. dep — f Vdpy, ou x; est un point
de la composante connexe w, de w, contenant z,; donc on
peut extraire de la suite n’ une suite partielle n”, telle que

f V. dp? converge, pour chaque zew,, vers une fonction
h(z) harmonique dans w,. On a:

f‘V dpy < h(z) pour tout Tew,

(proposition 24.1,1), et
fV dpg, = h(z1);

par suite, f V dp? = h(z) dans w,, ce qui est incompatible
avec (1). v
b) R{ T-converge vers R{”. Pour cela, démontrons suc-
cessivement :
b,) Si la suite R{® est T-convergente, sa T-limite est R
Soit , la mesure associée a ﬁc\,“’, a laide d’'un couple
(wo, Zy), Za,,p.,, la somme d’une série convergente a termes
T —
> 0, et . une mesure, telle que hm mmfV, = hm inf V, ¢-p
sur tout borélien p-négligeable (corollalre du theoreme 23. 2).
Si E est un ensemble borélien <(); négligeable pour la
mesure . Z ylh, ON A

f{Q,n = R g¢-p sur E (théoréme 23.2),
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d’ou
liminf V, dans Qn [: o

lime,, dpy dans o,

b

lim inf R = g-p sur E,
donc aussi lim inf R{® = R{® ¢-p sur E.

n
Donc, pour toute base & des ouverts de Q, formée d’ouverts
o c ® c (), dont les frontiéres sont négligeables pour la mesure

Wt Dtay :
/\
lim inf R{® = R{* B p-p, et liminf RE = R{* dans Q.

b,) Si la suite R{® n’admettait pas R pour T-limite, il
existerait un couple (f, z), un nombre @ >0 et une suite par-
tielle n', tels que:

|(RE2)(2) — (RE) ()| > a.

Et ceci est impossible, car la suite R{" e S%, pour « convenable,
donc on peut en extraire une suite partielle T-convergente

vers R

ProrositioNn 24.3. — St o est un ouvert c. d. (resp. d.),
Vapplication V — f V dp?, x quelconque €, de St dans Rt
(resp. de st dans RY), est continue, donc aussi Uapplication

V — Rl de S+ dans S* (resp. de s* dans s*).
Donnons-nous, dans St (resp. dans s+), une suite V, T-conver-
i

—
gente vers V = lim inf V,; et supposons que, pour un point
n
Z, €W, f V. dp2 ne converge pas vers f V dp2. 11 existerait
alors un nombre a > 0 et une suite partielle n’, tels que:

(1) [V des — [V o

f V. dp? est borné indépendamment de n’, en tout point
ze o (lemme 21. 3); donc, pour une nouvelle suite partielle,

> a.

n”, J V. dp? converge en tout point zew, uniformément
sur tout compact < w.
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Les théorémes 11.3 et 11.2 s’appliquent:
en tout pointz € w,

lim [V, de2 = [lim inf V- dg2 = [Tm inf Vy; dp?;
ce qui est en contradiction avec (1).

CororLLAIRE. — S’il existe un ouvertc. d. », la base du cone S+
située dans Uhyperplan d’équation f Vde2 =1, z point
quelconque e w, est compacte.

Etude de la réciproque de la proposition 24. 3, dans le cas de
Punicité.

Lemme 24.1. — Soit un ouvert w c® cQ. Dans le cas de
lUunicuté :

1) Pensemble B des points y edw, tels que les potentiels de
support y ne soitent pas conservés par balayage sur [:m, est
un Fg;

2) © complétement déterminant équivaut a B = ¢;

3) ® déterminant équivaut: soit & B polaire;

soit @ la condition: (a) Etant donné V, e s*, pour tout com-
pact non polaire K cdw, f{ﬁo est conservé par balayage sur [:w.

Pour chaque ye(, il existe un potentiel p, de support y,
tel que l'application y —> p,(z), restreinte a Q —{z{, soit
continue (théoréme 18.1 ou proposition 22.1). Alors, tout
potentiel P dans ) admet une représentation intégrale unique

(1) P(z) = [ p,(a) d\ (y),

a laide d’une mesure A >0 portée par le support de P
(théoréme 18. 2); et A ne charge pas les ensembles polaires si

P est. Enfin, (théoréme 22.4):
2) Rio(z) = [RE(2) dA (y).

1) Soit z; un point de chaque composante connexe ®; de .
B est la réunion des ensembles

B, = {y = du|p,(z) — R{(z) > 0};

et chaque B; est un F;, car application y — p,(;), restreinte
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a dw, est continue, et I'application y»ﬁg‘;’(azi) est s. c. 1.
(corollaire de la proposition 19. 3 et proposition 24. 1).

2) résulte des formules (1) et (2).

3) ® déterminant entraine (a).

(a) entraine B polaire: en effet, si B n’était pas polaire,
il existerait un compact non polaire K< B, et, d’aprés les
formules (1) et (2) appliquées & P = REX, P ne serait pas
conservé par balayage sur | o.

B polaire entraine w déterminant.

ProrositioN 24. 4. — Soit un ouvert wc®c Q. Dans le
cas de Uunicité, si, pour un point x de chaque composante connexe

de w, Uapplication V ——>] V de?, de st dans RT, est continue,
ou bien si Papplication V — R{®, de st dans s+, est continue,
alors » est déterminant.

I suffit de montrer que, si V, est une fonction finie continue
e S+, pour tout compact K non polaire cdw, RE, est conservé
par balayage sur [:m (cf. lemme 24.1).

Soit ¢, une suite décroissante d’ouverts, formant systéme
fondamental de voisinages de K; R}, =lim R, donc la

suite V, = R¥% est T-convergente vers V — RE  (théoréme
23. 1), et, d’aprés ’hypotheése, la suite f{l},“; est T-convergente
vers Ri®.

D’autre part, toute fonction €S+, >V, sur Qn [:w, est

A A A (‘*
> V, sur K. Donc: R > RE | et R{* = liminf R{® > R¥,
On a donc bien RE® = V dans Q. "

Ezemple prouvant que, méme dans le cas de l'unicité, la
partie de la proposition 24. 3 relative & un ouvert c. d. n’admet
pas de réciproque sans condition supplémentaire :

On considére, en théorie classique du potentiel, dans R?
une boule w de centre z,. Soit w, = w —{z,}; pour toute
VeSt: R =RI» dans Q. L’application V — Rl* est
continue, puisque ® est c. d. Cependant, w, n’est pas c. d.
car, si p, est un potentiel de support z,, ]?{E,:?q&p%.

ProrosiTioN 24. 5. — Soit un ouvert w c ® cQ, tel que tout
point €dw soit adhérent a [:G) Dans le cas de Uunicité, su,
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pour un point x de chaque composante connexe de w, l’application
\Y% —>fV dp?, de ST dans R*, est continue, ou bien l’application

V — RE, de St dans S+, est continue, alors o est c. d.

On désigne encore par p, un potentiel de support y tel que
I'application y — p,(z), restreinte a () —{z}, soit continue;
alors y — p, est continue, donc aussi, griace a I’hypotheése,
y — Rl*. Comme 1?{9,';’ = p, pour tout ye | &, cette identité
s’étend a tout y € dw, et © est ¢. d. (lemme 24. 1).

COMPARAISON DE LA TOPOLOGIE T ET DE LA TOPOLOGIE
(%, () pe CarTaN-BreLOT.

Etant donné une base $ des ouverts de (), formée d’ouverts
wc®dc(), et un ensemble X dense dans (2, on désigne [16] par
©(%, %) la moins fine des topologies sur S, rendant continues
les applications

(V, V') = [(V— V') deg,

de S dans R, pour we® et zewn®.
Sur S*, G(B, %) est identique a T(R, Q).

ProrositioN 24. 6. — Pour toute base %, la topologie T(B, )
est plus fine que la topologie T, sur Uespace S+.

Si $, est une base dénombrable extraite de B, la topologie
(R, () est métrisable et moins fine que (%, Q).

Il suffit donc de montrer que, étant donné une suite V, e S+
convergente, selon la topologie G(%, Q), vers Ve St alors V,
T-converge vers V.

1) S1 la suite V, est T-convergente vers V’'eS*, alors
V'=V: On a V>V car, pour tout ouvert we®, rew:

fV de? = lime,1 dey >fV'dp§;’ (proposition 24. 1).

D’autre part, V' > V: en effet, pour tout ouvert we®,
woT:

' s N ’ IV T ?
Vi(2)> [Vode2, don V'(z) = lim inf V,(2) > SV dgp.

2) La suite V, est T-convergente vers V:
Sinon, 1l existerait un couple (f, z), un nombre a > 0 et

une suite partielle n', tels que [(V,){x) — (V){z)| > a; et
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ceci est incompatible avec l’existence d’une suite partielle
T-convergente, extraite de la suite V,. (théoréme 21.2), et
dont la T-limite serait V, d’aprés la partie 1).

CoroLLAIRE. — Si une suite V, e St est convergente, selon

la topologie T(%H, Q), vers V e S*, alors V =m
Prorosition 24. 7. — S’il existe une base D formée d’ouverts

c. d., (¥") les topologies ©(D, Q) et T sont identiques sur S*.
En effet, la topologie T rend continue chaque application

V—>fV dey de St dans R*, pour we®d et zew (propo-
sition 24. 3); donc elle est plus fine que ©(9D, Q).

Remarque. — L’axiome 4 entraine donc ’existence d’une
base compacte du céne S* muni de la topologie &(%, (), ou
% est la base des ouverts de Q formée d’ouverts réguliers c. d. :
c’est ce que montre directement [16] M. Brelot pour obtenir
la représentation intégrale, d’une fagon qui est alors bien
plus courte.

(34 bis) En particulier si 'on suppose I'axiome 4 : Il existe une base des ouverts
de Q formée d’ouverts réguliers c. d..



CHAPITRE V

CONSEQUENCES DE L’AXIOME D
ET PROPRIETES EQUIVALENTES.

Hypothéses de ce chapitre:
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q;
la topologie de Q admet une base dénombrable.

25. Recherche de propriétés équivalentes a ’axiome D.

Rappelons que M. Brelot a introduit I'axiome suivant:

(D) Si P est un potentiel es*, c’est-a-dire localement borné
dans (), toute fonction € S*, majorant P sur son support S,
le majore dans Q; autrement dit: R} = P dans Q.

Enoncé équivalent () : Tous les ouverts w c® < sont
déterminants.

Conséquences de D [18 et 23]:

(D’) Pour tout potentiel P e st, si la restriction de P a son
support est finie continue, alors P est fini continu dans Q.

(D") L’ensemble des points d’effilement d’un ouvertw c ® < Q,
situés sur dw, est de mesure harmonique nulle pour w.

(C) Pour toute famille # de fonctions V& S*: inf V = inf V
q.p- dans Q (théoréme de convergence). veF  Ved

Notons une application fondamentale de C au probléme
de Dirichlet dans un ouvert ® c® cQ: les points irréguliers
pour ® coincident avec les points d’effilement de (:w situés
sur dw, et forment un ensemble polaire.

(34 ter) I1 suffit de voir que, étant donné Pes™*, la relation Rg"' = P, pour tout

ouvert wc®cQ ol P est harmonique, entraine RQ“ = P pour tout ouvert §cQ ou
P est harmonique; on utilise pour cela la propriété 5 (n°®5, B).
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Nous allons montrer que D’ ou D” est équivalent a D et,
dans le cas de I'unicité, que C est équivalent a D.

Equivarence pe (D) er pe (D).

TutoriMeE 25.1. — Supposons que, pour tout potentiel
P e s, la continuité de la restriction de P a son support entraine
la continuité de P dans (). Alors, Vaxiome D est vérifié.

Soit P un potentiel es*, de support S; montrons que, dans
Q: Ry =P (1)

Si P est continu dans (Q; I’égalité (1) résulte du lemme 3. 1.

S1 P est quelconque, il suffit de montrer I’égalité (1) en

un point de chaque composante connexe de n [:S. Soit w;

une composante connexe de Qn [:S et (wq, x,) un couple
tel que @y cw;; le théoréme de Lusin permet de déterminer
un ouvert ¢ c (), de pg» ®-mesure < ¢, et tel que la restriction
dePaQn [3 soit continue. Le théoréme de partition fournit
la décomposition :

P=P5+Péa

ou Pj est la plus grande minorante spécifique de P, harmo-
nique dans ¢. D’aprés I’hypothése, Py est continu dans Q;
d’ot R}, = P; dans (, et Rp > P; dans Q. Comme

Py(zo) = [Py dpte <,

R} est arbitrairement voisin de P au point z,, et I’égalité (1)
est réalisée au point z,.

Equivarence pe (D) er pe (D”).

TrtoriME 25. 2. — Supposons que, pour tout ouvert w c ® < (),
les points d’effilement de ®, edw, forment un ensemble de
mesure harmonique nulle pour w. Alors, Uaziome D est vérifié.

Soit P un potentiel e st, de support S, et dont la restriction
a4 S est continue. Démontrons la continuité de P dans Q,
c’est-a-dire, pour tout z,eQndS:

(1 lim sup P(z) = P(z,).
zeQnls

z > T,
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1) Démonstration de I’égalité (1), en tout point z, ou fS
n’est pas efhilé.
L’inégalité lim s%p P(x) > P(z,) est immédiate.
z€Q NS

Z >y

Supposons qu’il existe un nombre A tel que

lim sup P(z) > A > P(z,).
=Qne

Si h est une fonction harmonique > 0 au voisinage de z,,
égale 4 1 au point z,, il existe un voisinage ® de z,, qu'on
peut supposer ouvert et régulier, tel que P << A.h sur @ n S.

Reprenant une 1dée de M. Brelot, on considére ’ensemble
ouvert ¢ des points e, ou P > A.h. La frontiére de & com-
prend : :

des points €dw n [:S: ils sont réguliers pour ¢, puisqu’ils
le sont pour w;

des points €3¢ et situés dans wn [:S: en chacun de ces
points, P = A.h, donc ils sont réguliers pour ¢, P—2A.h
étant une fonction de Bouligand associée a chacun d’eux;

des points e ® ndS, en particulier z,: ce sont des points
d’effilement de ¢, donc ils forment un ensemble de mesure
harmonique nulle pour &.

Par suite, la fonction P — H}, harmonique dans ¢ et bornée
au voisinage de chaque point edg, tendant vers 0 a la fron-
tiere sauf peut-étre sur un ensemble de mesure harmonique
nulle, est identiquement nulle dans ¢.

D’autre part, I'hypothése faite sur [:S entraine la régularité
du point z, pour ¢: en effet, & est effilé au point z,, ainsi
que I’ensemble des points € w n E SouP =2%A.h(car P(z,) <Rh);

par suite, [:g n [:S n’est pas effilé au point z,, a fortior: [:3
n’est pas effilé au point z,, et z, est régulier pour ¢ (propriété

2; n° 5, D).

La contradiction cherchée est obtenue, car:

lim sup P(z) = 11m sup H(z) <limsup P(y) <A,

TEY YEI
z >z, z~>:zr,, Y>3,
donc Iim sup P(z) < A
z€Qnls

T3>y
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2) Démonstration de I’égalité (1) en un point z, queclonque
e QndS.

D’aprés le lemme 7. 4, il existe deux ouverts disjoints ®
et ©' non effilés au point z,. Le théoréme de partition appliqué
a P, et 4 Pouvert w par exemple, donne : P = P,, + P, ou P,
et P, sont deux potentiels est, dont les supports ont un
complémentaire non effilé au point z,. La partie 1) du raison-
nement prouve la continuité de P, et de P,, au point z,, donc
aussi celle de P.

EquivaLence pE (D) et pE (C), DANS LE CAS DE L’ UNICITE.

TatorkME 25. 3. — Dans le cas de Uunicité, le théoréme de
convergence entraine 'axiome D.

Une conséquence du théoréme de convergence (sans suppo-
ser I'unicité) est, que la balayée d’une fonction Ve St sur
un ensemble E c Q; est la plus petite fonction e S*, majorant
V q.p sur E; par suite, pour tout compact K non polaire,
RE est conservé par balayage sur K.

Si 'on se place dans le cas de l'unicité, cette propriété
entraine que tout ouvert w c ® c Q) est déterminant (lemme
24.1); donc 'axiome D est vénifié.

26. Une notion de capacité; un autre équivalent de I’axiome D.

DEFINITION D’UNE CAPACITE.

TutoriME 26. 1. — Sout une fonction finie continue V, e S,
et un couple (wg, ,). ¢(K) = fR%., dpge définit, pour K compact
variable < (), une capacité forte de Choquet (c’est-a-dire est une

fonction croissante, continue & droite et fortement sous-additive
de K); la capacité correspondante d’un ouvert wc () est

= ['Rg, dpge (*%).
Pour tout ensemble E ouvert ou fermé dans Q, Ry, est

(38) M. BreELoT a montré, avec les axiomes 1, 2, 3, que RX,(xy) est une capacité
forte de Choquet. Pour éviter que le point z, ait une capacité > 0, on définit ici une
capacité voisine, et méme coincidant avec la précédente pour les compacts K dis-
joints & @,.
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une fonction borélienne localement bornée, donc f RY, dpye
a un sens; en outre, c’est une fonction croissante de E.
Pour K compact, ¢(K) est continue a droite: en effet, si
®w, est une suite décroissante d’ouverts formant systéme
fondamental de voisinages de K,
RE, =limR* et [ RX dp =lim [ Rendps;
n n
elle est fortement sous-additive, car, pour chaque z, Rj ()
est une fonction fortement sous-additive de K (cf. [18]).

Donc, ¢(K) définit une capacité forte de Choquet.
La capacité correspondance d’un ouvert wc() est

¢(w) = sup ¢(K).
KCw

o est réunion d’une suite croissante de compacts K,, et
v, = lim R§» (propriété 2; n® 5, B); par suite,
n

J R, der = lim ['RY; o = g(w).

Remarque. — La capacité extérieure correspondante d’un
ensemble E c () est ¢*(E) = inf ¢(w); si w, est déterminant,
wDE
fRE° deye a un sens quel que soit E (théoréme 11.2), et

I’on peut montrer que c’est ¢*(E)..

Prorosition 26.1. — Il y a identité entre les ensembles
polaires de Q et les ensembles de capacité extérieure nulle.

Si (P*(E) = O, on a:
inf | R®, do% = 0, donc aussi f ﬁfro doze = 0.

Zo
wDE

Par suite RE, = 0 dans (, et E est polaire.
Réciproquement, soit E polaire et V une fonction e S* valant

+ o sur E. Si w,={zeQ|V(z) > n.V,(z)}, on a

[V dp2
V> n.Rg dans Q et  ¢(0,) < —;——" ;

d’ou inf g(w) = 0.

wDE
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APPLICATION : UN EQUIVALENT DE L’AXIOME D.

La capacité dont 1l est question dans la suite de ce n° est
celle qui vient d’étre définie par le théoréme 26. 1, & Paide
des éléments V, et (w,, %), choisis une fois pour toutes.

Lemme 26. 1. — Supposons Paxiome D vérifié. Etant donné
V e st, et deux nombres > 0, ¢ et v, il existe un ouvert » c Q,
dont la capacité est < e, et deux fonctions V; et V;e St telles
que:

dans Q: V=YV, + V;;

J Vi dege <
@ ’ V dp®s
V. est finie continue dans (), et majorée par L—LV

€

*

1]
sur Qn [w.

V dp2e
Soit w:éerlV(x)> - x“Vo(x)g; dans Q:

V dpge
V > L_[_—-e_ R(‘L’)o’
dot g(w) = [RY, dptr <.
D’autre part, le théoréme de Lusin permet de déterminer
un ouvert ¢ c (), de w® ®-mesure < 1, et tel que la restriction

de VaQn [:3 soit continue. Done, si V= V; + Vj; est la
décomposition du théoréme de partition, on a: f Vs dple < v,
et V;, fini continu sur son support, est fini continu dans

(conséquence de I’axiome D).
Alors V, = V5 et V; = Vy répondent a la question.

Tuktorime 26.2. — Supposons Paxiome D vérifié. Etant
donné une fonction Ve St et un nombre a>0, il existe un
ouvert ® c (), de capacité < a, et tel que la restriction de V a

Qn [:w soit continue ().

1) Cas ot V est localement bornée.

On applique le lemme 26. 1, a la fonction V:

il existe un ouvert w, et une décomposition V=V, + V;,
(36) Ce théoréme est analogue au théoréme 1 de G. Croquer [30]; sa démonstra-

tion, dans le cas ou V est localement bornée, est directement inspirée de celle de
M. CuoouEr
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tels que g(w,) fVl doe < < 2> V; fini continu dans Q
V dp®e
et majoré par ——a—P—"V0 sur QO n [:wl;
| 2

puis, successivement, a chaque fonction V,, n>1:
il existe un ouvert w,;; et une décomposition

‘ Vn - Vn+1 + V;t+1)

P(0041) << 2,, o’ f Vit dpze < <2n+1> )

n+1 fini continu dans () et majoré par

V, dpt
/ Ly, <20,

tels que

2n+1
sur Qn [: W1
Soit W—hmV et W’ ZV W est une 9 fonction,
W’ e S+, e, dans Q: V_W+W', dot V=W W
(n® 5, A; propriété 2) et W = W. Comme fV,, dpye — 0,
W =0 dans Q et V=)V,.

Alors, 'ouvert © = Uw,, répond a la question: ¢(0) < a,

et, sur Qn [:w, la série des fonctions continues V, a une
somme continue, car elle est normalement convergente sur
tout compact.

2) Cas général.

V est limite de la suite V, = inf (V, nV ) et, pour chaque n,

il existe un ouvert w,, de capacité <. . tel que la res-

2"'“
triction de V, 4 Qn [m,, est continue.

Soit, d’autre part,

d
o — ey >V p‘”"V( B(") <
2

)

2
2
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done, si

w=ownu (U m,,), ¢(w) < a.

nz=1

Montrons que la restriction de V a Qn (:w est continue.
Soit ze Qn (:m; il existe un rang N tel que V(z) < N.V(z),
d’ott Vx(z) < N.Vo(z). La restriction de Vx a Qn [o est

continue; par suite, sur 'intersection de Q n [w et d’un voisi-

nage de z: Vy<<N.V, et V=V

TatoriEmMe 26. 3. — Si, étant donné V est et un nombre
a >0, il existe un ouvert »c (), de capacité < a, et tel que

la restriction de V a Qn Cw soit continue, alors U'axiome D
est vérifié.

Grice au théoréme 25. 2, 1l suffit de démontrer la propriété
D”: Etant donné un ouvert & c § < Q, les points d’effilement de
¢, €0, forment un ensemble e de mesure harmonique nulle
pour &; ou encore: H3, = 0 en chaque point z, €.

Choisissons w, > z,, tel que &, <3, ce qui est loisible, car
I'hypothése est indépendante du couple (w,, z,) servant a
définir la capacité (cf. lemme 15.5). '

Les points d’effilement de ¢ sont caractérisés par la condi-
tion

R}(z) < U(a),

ou U est le potentiel continu déterminé par le théoréme 9. 1.
D’aprés ’hypothése, étant donné a > 0, il existe un ouvert
w c Q tel que: fR‘{,’o dp2» < a et la restriction de R} a Q n [:w
est continue.

Donc, a chaque point x,3d ou & est effilé, est associé
un voisinage de z, dont lintersection avec ¢ est contenue
dans o, et

lim inf RY,(x) = V().

z €Y
Z >,

Conclusion : H3,, , majoré par R}, dans 8, est arbitrairement
petit au point z,.
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27. Recherche de propriétés équivalentes
au théoréme de convergence.

Rappelons le théoréme de convergence: .

(C) Pour toute famille F de fonctions € S*, inf V=inf V
q.p- dans Q. veg veg

Nous allons montrer que les énoncés suivants, qui sont tous
des conséquences du théoréme de convergence, lui sont équi-
valents :

(C,) Etant donné un compact KcQ non polaire et un
potentiel P, fini continu dans ), R%o = P, en un point au
moins de K.

(C,) Etant donné un compact K< Q non polaire, il existe

un point z, € 3K, régulier pour l'intersection de EK et de
tout ouvert ® tel que zpewcdc (3.

(Cs) L’ensemble des points-frontiéres irréguliers de tout ouvert
wc®c()est de mesure harmonique nulle pour » (3°).

Lemme 27. 1. — C,; entraine C,.

Soit un compact K c (), non polaire, et un ouvert w>s K,
® < Q. 3K est de mesure harmonique > 0 pour @ — K (propo-
sition 13. 1); 1l existe donc un point z, € 3K, régulier pour

o — K.

Lemme 27.2. — C, entraine C,.
Soit un compact K < Q, non polaire, et ® un ouvert > K,
® c Q. 5i P, est la fonction, définie sur la frontiére de w — K,

égale a P, sur 3K et 4 0 sur dw, on a par hypothese

lim go_x(x) - Po(xo).
zE€w—K %
T >z,

Comme Hg;‘g R}, <P, dans w —K, on en déduit

lim RE (z) = Py(z,) et la continuité de R, au point z,.
r€w—K
z>z,

(%) Pour tout compact K d’intérieur non vide, C, est vérifié sans supposer le
théoréme de convergence, ainsi que C, d’aprés le théoréme 8. 2.

(*%) Le théoréme de convergence entraine méme que cet ensemble est polaire.
Remarque analogue pour G, et C,.

34
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Lemme 27.3. — C, entraine: RE =V q.p. sur K, pour
tout compact Kc(Q et toute VeSt

— Pour tout potentiel P, fini continu dans Q, RE = P,
q.p- sur K:

En effet, s’il existait un compact K; non polaire < K, tel
que

(1) l?{%o(x) < Py(2) pour tout ze K,
on aurait, d’aprés I’hypothése, en un point z,eK;:
ﬁg;(xl) = Py(z,) et a fortiori ﬁgo(xl) = Py(z1),
en contradiction avec (1).

— 51 V est une fonction quelconque e S*, elle est limite
d’une suite croissante de potentiels P, finis continus dans Q,
et RE = P, q.p. sur K entraine R = V q.p. sur K (proposi-
tion 10. 1).

TatoriME 27. 1. — Chacun des énoncés C,, C,, C; est équi-
valent au théoréme de convergence.

Il suffit de montrer que C, entraine le théoréme de conver-
gence pour une suite décroissante de fonctions V,e S+
(cf. théoréeme 23. 2).

Soit V, une fonction finie continue € S*, et p un entier > 0;
on va montrer que tout compact KcQ sur lequel

inf V, > inf v, + ¢
est nécessairement polaire.
Posons V =iﬂ,,. Pour chaque n: V, >V —f——YQ sur K;
donc: V,> ﬁ§n+ iﬁﬁ dans () (proposition 16. 1), et
V> RE+ %ﬁ%o dfns Q. Or, si K est non polaire, RE =V

en un point au moins (lemme 27. 3).

28. Balayage d’une mesure, moyennant Paxiome D.

Dans une 1T¢ partie, on compléte, grace a I'axiome D, les
résultats obtenus principalement au chapitre I, n® 10; puis
on donne des propriétés de la mesure balayée.
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A) PROPRIETES COMPLEMENTAIRES DE LA BALAYEE D UNE
FONCTION, MOYENNANT L’Ax1oMeE D.

Tatorime 28.1. — Il existe un potentiel U, fini continu
dans Q, tel que, pour tout ensemble E c Q, les points €Q ou
E est effilé, coincident avec les points (Q ou RE < U.

Reprenons la fonction U déterminée au théoréme 9. 1.

1) Soit E effilé au point z,:

si 2o ¢ E, RE(z,) < RE(z,) < U(w,) (théoréme 9. 1);

si ¢ e E, z, est polaire et RE(z,) = RE-1%}(z,) < U(z,).

2) Inversement, soit E non effilé au point z,.

D’aprés I’axiome D, pour toute fonction ¢ € S, on a RE =0
q.p. sur E. Donc, RF est égal & ¢ sur un ensemble non effilé
au point z, et f{f(xo) = ¢(z,).

Conséquences :

1) L’ensemble des points € E, ou E est effilé, est polaire (*°).

2) L’ensemble des points e (), ou E est effilé, est un F..

Prorosition 28. 1. — Soit E un ensemble quelconque < Q.
1) Si ¢, est une suite croissante € St et ¢ =limy, e St:
n

(1) RE = lim RE.

2) St ¢, et v,eSt: '

(2) RE ., = RT, + R

1) RF > lim RE. D’autre part, R? est la plus petite fonc-
tion e St, mnajorant ¢ q.p. sur E, d’ou RE < lim RE.

n
2) Toute ¢ € St est limite d’une suite croissante de ¢, e S*,
finies continues dans (), et 1’égalité (2) se déduit de la propo-
sition 10. 3.

CoroLratre. — Etant donné une mesure de Radon >0, .,
sur Q, portée par un compact < (), et un ensemble E cQ, alors,
pour toute v e St:

(1) SREdy = [0 dyr,
ot uF est la balayée de p. sur E.

(49) Pour ce théoréme fondamental, I’emploi d’une telle fonction U remonte au
cas classique [4, 6 et 25]; il n’est d’ailleurs pas indispensable, méme dans le cas
général (cf. [18]; théoréme 31).
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Cette propriété compléte le théoréme 10. 1, et la formule (1)
s’obtient en considérant ¢ comme limite d’une suite croissante
de potentiels finis continus dans (.

TutoriME 28. 2 (en remplagant 'axiome 3 par 3'). —
Soit un ensemble quelconque E c(Q, et V une fonction e S+,

admettant la représentation intégrale V(z) = f p(z)dy (p), a
Vaide des éléments extrémaux d’une base compacte du céne S+.

Alors, pour toute mesure de Radon p. > 0 sur Q, portée par
un compact < :

SREdp. = [( [RE dp.) dv (p)-

Méme démonstration que celle du théoréme 22. 3.

B) NoUVELLES PROPRIETES DE LA BALAYEE W(F D’UNE
MESURE DE RApoN g > 0, PORTEE PAR UN compacT c ()
SUR UN ENSEMBLE Ec(Q (%)

Prorosition 28.2. — L’ensemble des points (), ot E
est effilé, est de uF-mesure nulle.
L’ensemble des points (), ou E est effilé, est caractérisé

par RE< U (théoréme 28. 1). RE est invariant par balayage
sur E; donc /RE dp. = ff{f, dpf = fU dpF, et RE = U g -p.p.

Prorosition 28. 3. — Pour que y. = p¥, il faut et il suffit
que p. soit portée par Uensemble des points € Q ou E n’est pas
effilé.

La condition est suffisante, car, pour toute ¢ € S*, RE=vyen
tout point ou E n’est pas effilé.

Réciproquement, si . = @F, ® est portée par I’ensemble
des points € ou E n’est pas effilé, d’aprés la proposition
28. 2.

Prorosition 28. 4. — Tout ensemble <, polaire et de
p-mesure nulle, est de v.E-mesure nulle.

Soit B <, un ensemble polaire de @-mesure nulle, qu’on
peut supposer borélien.

(41) Ces propriétés sont inspirées de celles que M. BreLor a démontrées dans le
cas classique [6 et 12]. On notera toutefois que, dans le cas classique, si p. engendre
le potentiel p, p® engendre le potentiel RE; cette relation entre les mesures et uk
n’existe pas ici.
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1er cas: B est disjoint a S,.
Soit K un compact <B. Il existe une fonction ¢e St,

valant + oo sur K et continue sur le compact S,, donc RF

est -sommable. Par suite, K est de wP-mesure nulle, ainsi
que B.

Cas général :
Soit E; I’ensemble des points €Q ou E est effilé, et

E2=Q—E1.

On peut partager B en ses intersections B, et B, avec E,
et E,, et 1 en ses restrictions p,; et i, & E; et E,. D’aprés la
proposition 28. 2, il suffit de raisonner sur B,, et d’aprés
la proposition 28. 3, il suffit de raisonner sur w,. L’ensemble
E, est réunion d’une suite croissante de fermés F,, donc p,
est limite vague de la suite croissante v,, restriction de
& F,, et uf est limite vague de la suite croissante vF (pro-
priété 3 de la mesure p.F, n° 10). B, est disjoint a S,, donc,
d’apreés le 1°T cas, B, est de vi-mesure nulle, et par conséquent,
de pr-mesure nulle.

Lemume 28. 1. — Soit w, une suite décrotssante d’ouverts < QQ,

A =mm,, et E un ensemble tel que Qn EAcEcQ. Pour

toute \'fl e St:
RE = lim [R{> 4 (RENA), ] dans A,

avec v, = V— Rl dans o,.
1) Pour chaque n, RE> R + (REN4),  dans o,:
Soit WeSt, W> V surE; W— ﬁ%"’" est > 0, surharmo-
nique dans w,, et > ¢, sur En A en particulier. Donc:
W — R > (RENY) dans w,.

A

2) RE < lim [R{> + (RE4), ] dans A :
Soit
\Y% dans Qn (:w,,,
Vll — A
R‘,:,""' + (R}14),, dans o,
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n étant fixé, V, est I'enveloppe inférieure des fonctions e S+:

\Y dans Qn [:w,,,
inf [V, u -+ (RE”A)m | dans o,

ou u décrit I’ensemble des fonctions surharmoniques > 0
dans ¢,, dont la limite inférieure, en chaque point () now,,
est > V. Donc V,=V, q.p. dans Q (conséquence de ’axiome
D), et V, =V, dans o,.

La suite V, est croissante: en effet, V,,, — R surhar-
monique > 0 dans o, et > ¢, q.p. sur En A, est > (REn4),
dans w,; d’ou V., > V. dans ®,, donc aussi dans (.

Alors, lim V, est une fonction €S+, >V q.p- sur E, donc

> RE dans Q.
Lemume 28. 2. — Soit P et Q deux potentiels dans Q, P fint
continu dans Q, P> Q dans (), et A ={zeQ|P(z) = Q(z)}.

Alors, pour tout ensemble E tel que Qn [:A cEcQ: RE= f{g

dans A. 1
Soit ®, = 3x e Q|Q(z) > <1 —;) P(”c)% ; les w, forment

une suite décroissante d’ouverts c(), et A =| Iw,,.

Comme P et Q sont des potentiels es*, les plus grandes
minorantes harmoniques de P et Q dans w, valent Rl et
f{g"" dans w, (conséquence de ’axiome D). On a donc, dans w,:

R > (1 — )R soit R — R <Rl
et, d’autre part, dans w,:

PR <L R = L4 Q— Ri
1__

n

En posant, dans w,, p, = P — Ri et .= Q— ﬁg"", on a,
dans A, d’aprés le lemme 28.1:

R Rg — hm R[{‘)to,. Rg.on EﬁA)mn EOA) ]
<tim [ R+ 2R =0
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Prorosition 28. 5. — Tout ensemble p.-négligeable, situé
dans U'ensemble des points e Q) ot [: E est effilé, est pF-négligeable.

Soit i, la restriction de g & I’ensemble des points de Q ou
E est effilé; grace a la proposition 28. 3, il suffit de montrer

que ’ensemble des points de Q ou [:E est effilé, ensemble qui
est w,-négligeable, est aussi wy-négligeable.

Soit A I’ensemble des points de Q ou [:E n’est pas effilé;
A= zer|R¥}3(x) = U(z)} (théoréme 28. 1), et I'ensemble
Qn [:A est contenu dans E & un ensemble polaire prés.
D’apreés le lemme 28. 2, on a donc F{gg,“ = RE dans A, en

particulier en tout point de Q ou E est effilé. Par suite
JBipudps = [REdw, cesta-dite [REdul = [Udps,

et Qn [A est de pr-mesure nulle.



CHAPITRE VI

LES FONCTIONS HARMONIQUES ADJOINTES.

Hypothéses de ce chapitre:
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3’, et Q est 4 base dénom-
brable;
il existe une base des ouverts de Q, soit 9, formée de domaines § c.d. (cf. n® 11);
. il existe un potentiel > 0 dans Q, et, pour tout yeQ, les potentiels dans Q de
support y sont proportionnels.

Sous ces hypotheéses, on a montré (n° 18, ou proposition 22. 1)
que, pour chaque y € (), on peut définir un potentiel p, dans Q,
de support y, tel que l'application (z, y) - p,(z), de Q X Q
dans R+, soit s. c. 1. et continue pour z =~ y.

Cela étant, d’aprés les théoréemes 18. 2 et 18. 3, il y a
correspondance biunivoque, par la formule

Py(2) = [ p,(x) dA(y),

entre les potentiels dans Q et les mesures A >0 dans
satisfaisant a

S ([ p, de2) dry) < + oo

pour un couple (w, z).

Remarque. — Les fonctions harmoniques adjointes qui
vont &tre définies dépendent du choix de p,; lorsque ce sera
nécessaire (n°® 3b), on dira qu’elles sont associées aux fonc-
tions harmoniques données a I'aide du potentiel p,. Comme
deux potentiels, p, et p), satisfaisant & la condition indiquée,
se déduisent I'un de 'autre par multiplication par une fonction
f(y) continue >0 dans (), les systémes correspondants de
fonctions harmoniques adjointes se déduisent aussi l'un
de 'autre par multiplication par f (cf. définition de s%).
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29. Définition des fonctions harmoniques adjointes.

Pour définir les fonctions harmoniques adjointes, on peut
s’inspirer de cette propriété classique: la fonction de Green
relative 4 une équation aux dérivées partielles du second
ordre, de type elliptique, devient, par échange des deux
variables, la fonction de Green relative a I’équation adjointe,
lorsque celle-ci existe. Dans la présente axiomatique, y — p,()
devra étre un potentiel adjoint dans Q de support z.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la mesure harmonique
adjointe, o7, de 'ouvert w c® c (), au point y e v, satisfasse
aux conditions suivantes:

[ p:(a) ds3(z) < py(a),

avec = sl z¢®, et <<si x est dans la méme composante
connexe de w que y; autrement dit, le potentiel

2~ [ pe) do(z)
minore p,(z), avec = sl z¢®, et << si « est dans la méme

composante connexe de ® que y. Or R remplit ces
conditions, d’ou la définition de la mesure harmonique
adjointe :

Derinirion 1. — Etant donné un ouvert v c®c(Q et ye v,
on désigne par ¢y la mesure > 0 de Radon, portée par dw,
définie par

Ri(2) = [ pu(a) dop(a).

DeriniTioN 2. — Une fonction réelle h*, définte dans U'ouvert
w c (), est dite harmonique adjointe (ou harmonique®) dans o,
si:

1) R* est finie continue dans w; B
2) quels que soient Pouvert c. d. Scdcw et yed:

W(y) = [ dos.

Ezemple. — y — p,(z) est harmonique* dans Q —{z};
plus généralement, si @ est une mesure de Radon > 0, portée
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par un compact Kec(Q, y— fpy ) di (z) est harmonique®
dans Q — K: en effet, pour tout ouvert wc®cQ —K, et

yeo, [[pa)du (@) dop(z) = [RE(a) du (2) = [ py(a) dyx (a)

Nous allons montrer que les fonctions harmoniques* satis-
font aux axiomes 1, 2, 3, ce qui justifie le qualificatif « har-
moniques ».

Toutes les notions relatives & ces nouvelles fonctions har-
moniques seront distinguées par une étoile ().

Lemme 29. 1 (). — Etant donné un ouvert wc®cQ, un
compact K c v, deuz potentiels dans Q, p, et p,, dont les sup-

ports sont contenus dans K et tels que p, — RI® << p, — R
dans o — K (donc aussi dans O — K), alors: dans Q,

ﬁﬁ“’ = Rc‘” + une fonction e St.
Smt p = Rc"’——Rc"’. Dans ®, ¢ est harmonique; donc
v =¢=Rl —RE dans .
Montrons que ¢ est une ¥ fonction dans Q—K: ¢, >—p,,
est localement bornée inférieurement dans  — K.

L’'inégalité ¢(z) > Hy*(x) (1) est satisfaite pour tout ouvert
»; tel que ®, soit disjoint & dw. Supposons &; disjoint a K
et @, Ndw =~ 4,

si zewn(w: o(2) = pia) — po(a) = Hp,,(¢) > He(a)
d’aprés ’hypothese; _

si zewyno: o) =H)_,(z) = HPM(z) (théoréme de
comparaison, n® 4, A), et H(z) = H2M(z) ou
, (¢ surownd(wnw,)
£ = HY sur w; n (o n wy)’
d’apres le cas précédent, ¢ > ¢’ sur d(w n w,), et 'inégalité (1)
en résulte.

Conséquence :

Dans Q — K: RE> = RI” 4 une 9§ fonction ¢; donc

Rl = R 4 & (propriété 2, no 5, A).

(42) Ce lemme ne suppose que les axiomes 1, 2, 3 et Q & base dénombrable.
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Par suite, R{* — R = ¢ est surharmonique dans (
(propriété 1; n° 2, C).

Enfin ¢, > — p, dans Q, est >0 dans Q (principe du
minimum).

Lemume 29. 2. — Etant donné un ouvert © c ® <, un point
Yo € w, un voisinage compact K de y,, situé dans la composante
conneze de ® contenant y,, et € > 0, il existe un voisinage Y
de yo, Y K, tel que: ye Y entraine

(1 —¢) (pn— REY) <p, — RE < (1 + ¢)(p,, — RE)

sur o — K.
Quand y — y,, p,(xz) = p,(z) uniformément pour zedw et

zedK; et RE(z) > RE2(x) uniformément pour zedK.

Il existe donc un voisinage Y de y,, Yc K, tel que: ye Y et
z € 3K entrainent

(1 — &)[pu() — RE(2)] < py(@) — RE(2)
< (1 + o)[pu(@) — RE(a)]:

et, p, — Rf,‘;’ étant un potentiel dans v, la double inégalité
est valable pour z € w — K (lemme 3. 1 en remplacant ’espace

Q par o).

TatoriMmE 29. 1. — Etant donné un ouvert v c®c (), yoew
et £ > 0, il existe un voisinage Y de y,, Yco, tel que yeY
entraine

(1 —e)of, <oy < (1 + €)oy,.

La double inégalité de I’énoncé est équivalente aux deux
conditions :

V=R —(1—eRPeSt et V' =(1+4 )R> —Riest

On se donne un voisinage compact K de y,, situé dans la
composante connexe de ® contenant y,; le lemme 29.2
détermine un voisinage Y de y,, YcK, tel que yeY
entraine

(1 - E‘)(p!o - th’:, < p.Y - Rgl;) < (1 + 5)(Pyo — quf::

sur ® — K; et le lemme 29. 1 prouve alors que V et V' e S+,
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Remarque. — Le théoréme 29. 1 montre que, dans la défi-
nition 2, la condition 1) peut étre remplacée par: A* est som-
mable pour toute mesure a2, & ouvert c. d., cdcw et yed.

CoroLLAIRE. — St y, et y, sont deux points d'un domaine
wc®c, il existe un nombre k > 1 tel que ?0';: <L oy <L kay.

Soit Y Densemble des points yew, auxquels on peut

associer un nombre k tel que icﬁ<6?<kc§f’(1). Y est

k
non vide et ouvert dans o (théoréme 29. 1); il suffit donc de
prouver que Y est fermé dans w. Soit ¥’ € w, adhérent & Y;
e > 0 étant donné, il existe un voisinage Y’ de y’, tel que,
pour toutye Y': (1 —e)op <o << (14 ¢€)o2 (2). Y' rencontre
Y en un point y satisfaisant a (1) et a (2); il en résulte que
y eY.

LemMEe 29. 3. — Si & est un domaine c. d., tout ouvert non
vide de d5 est de od-mesure > 0 quel que soit y e d.

Supposons qu’il existe un point y, <23, et un voisinage
ouvert Y de y,, tels que 30 n Y soit de s}-mesure nulle pour
un point y &, donc aussi pour tout y € ¢ (corollaire du théoréme
29. 1). lf{g,? serait alors harmonique dans Y, quel que soit y e d.

Si y, est une suite de points e ¢, tendant vers y,, ﬁﬁ?ﬂlﬁﬁfo,
grice 4 la continuité des applications y — p, (corollaire de la
proposition 19. 3) et p, — RE? (proposition 24. 3). Par suite,
ﬁgfo est harmonique dans Y (corollaire 2 de la proposition 21. 2),
alnsl que p, = ]?{',:,fo, ce qui est absurde.

Tatortme 29. 2. — Soit I* une fonction harmonique* > 0
dans un domaine »; alors, ou bien k* > 0 dans v, ou bien h* =0
dans .

Supposons que l’ensemble des points ew ou A* >0 ne
soit, ni vide, ni ®, et désignons par 8 une de ses composantes
connexes.

Il existe un point y, € 9B n w, puis un domaine ¢ c. d. tel
que yoedcocw et dppP. Alors 93 n 8 est un ouvert non vide
de o¢; il est de o -mesure >0 (lemme 29. 3), ce qui est incom-

patible avec 0 = h*(y,) = [ k* dsd.
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Conséquence. — 11 résulte des théorémes 29.1 et 29.2
que les fonctions harmoniques® satisfont & I’axiome 3.

Tratorime 29.3. — Soit h* une fonction harmonique*
dans un ouvert w c & c Q, et telle que, pour tout y € dv,
lim inf A*(z) > 0;

z>y
T EW.

alors B* > 0 dans o.

La démonstration est analogue & celle du lemme 11. 2 (on
peut prendre pour fonction harmonique® dans ®, de borne
inférieure > 0 dans o, y — p,(z;), avec z, ¢ ®).

Remarque. — Les théorémes 29. 2 et 29. 3 sont encore vrais
si 'on suppose seulement A* définie dans » et harmonique*
dans un voisinage ouvert de chaque point de w.

Lemme 29.4. — 1) Pour tout ouvert & c. d. et tout point
zed, la fonction y—fs.(y) fp, ) ded(u) est continue
dans Q.

2) Etant donné un ensemble % dense dans (, pour tout
compact K <, les restrictions a K des fonctions fg o 0Uled
zednd, forment un sous-ensemble total de C(K); ce sous-
ensemble est dénombrable s D et % le sont.

1) La continuité des fonctions f; , résulte de la continuité

des applications y — p, et p,——>/‘py dpd pour ¢ c. d.

2) Soit A = AT — A~ une mesure de Radon de signe quel-
conque portée par K. Si, pour tout S € D et tout zedn %, on a:

f f Py (u) ded(u) dit(y) f f py(u) dpd(u) dA=(y),

¢’est-a-dire

Hg, () = H},_(2),

alors: pour tout ¢e®, H} =H} dans &; d’ou Py = P;_
dans Q, et At = A,

TatoriME 29. 4. — Tout ouvert c. d. 8, est régulier*, la
mesure harmonique* de 8, au point yed, étant c¥. La base D
réalise donc Uaxiome 2 pour les fonctions harmoniques®.

Soit f une donnée continue sur 29;.
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1) y—>‘/‘fdc§' est harmonique* dans ¢;:

Grace au lemme 29.4 et au théoréme 29.1, il suffit de
prouver I’harmonicité* de /‘ fds, pour les fonctions f(z)
de la forrnefpz dod, ou €D et zed. Posons pd = p;

S p-(u) du(u) do(z) = [REP(u = [ p,w) dpt(u)

(theoreme 10. 1), est bien fonction harmonlque de y dans ¢,
car 0% est portée par le compact ( |: g n 03) u 29, (propriété &
de la balayée d’une mesure, n° 10).

2) ff ds effectue un prolongement continu de f dans 3, :

Soit y, €23, et yed, tendant vers y,; il y a équivalence
entre :

J'f st — f(y,) pour toute fe C(3;) (1),

et c¥ converge vaguement vers e, (2).

La convergence vague des mesures portées par un compact
est équivalente & la T-convergence des potentiels engendrés
par ces mesures (proposition 19. 3); par suite, la condition (2)

by

est équivalente a
A T
(3) REE. - py‘:'

Et la condition (3) est bien réalisée, car les applications y — p,
et p, = f{EE' sont continues, et RE?‘ = p,, dans Q.

) f fdod est >0 s1 f> 0; et le prolongement est uniqﬁe,
en vertu du théoréme 29. 3.

TutortME 29. 5. — Les fonctions harmoniques™ satisfont
a Uaxiome 1.

Si h* est définie dans 'ouvert w cQ; et harmonique* dans
un voisinage ouvert de chaque point € w, h* est harmonique*
dans w: en effet, A* est continue dans w; d’autre part, pour
chaque ouvert c. d. £ <8 cw, la donnée 1* sur o8 est prolon-
geable dans ¢ selon une fonctlon k™, harmonique* dans ¢,
continue dans & (théoréme 29. 4), et qui coincide avec h*
dans ¢ (cf. théoréme 29. 3, en tenant compte de la remarque).

Conclusion. — A partir des fonctions harmoniques®, qui
satisfont aux axiomes 1, 2, 3', on peut définir:
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les fonctions hyperharmoniques*, en particulier les fonc-
tions surharmoniques® > 0 dans (), dont ’ensemble sera
noté S*t;

la topologie T* sur S*+;

les ensembles polaires*;

la balayée* d’une fonction ¢*e S**, sur un ensemble E,
notée R*F;

la balayée® d’une mesure de Radon @ > 0, portée par un
compact <, sur un ensemble E, notée w**.

30. Une classe de fonctions e S**: lés potentiels* Pj;.
Applications.

De&riniTiON DES poTENTIELS® Pp.

Lemme 30. 1. — Pour toute mesure de Radon p. > 0 sur Q,
la fonction

Pi(y) = [ p,(@) dpx(z)

est hyperharmonique* dans Q; si . est portée par un compact
cQ, PieS*. En particulier, y — p,x), encore noté pi(y),
e S*+.

La fonction P est s. c. i. dans Q. D’autre part, pour tout
ouvert » tel que yewcadc:

[Ptdoy = [[p.(a) dp(z) ds}(z)
= [RE () dwi2) < [ p,(a) din(z) = Pi(y).
Comme les domaines ¢ ¢. d. forment une base de domaines

réguliers®, dont la mesure harmonique* est o¢ (théoréme 29. 4),
Py est hyperharmonique® (n® 2, C, propriété 1).

Lemme 30. 2. — Quels que soient Uouvert o c Q, et les points
w et yeQ: Ry (x) > RP(y).
y—>Rj(z)e S*,
car Ry,(2) = [ py(u) de2(u)  (théoréme 10. 1).

D’autre part, si y e w, Ry (2) = p,(z) quel que soit zeQ:
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en effet, 3 étant un voisinage ouvert de y, tel que dc o,
toute ¢ € S*, majorant p, sur w, donc en particulier sur 29,

le majore dans Qn ta d’aprés le lemme 3. 1.
On en déduit Rj(z) > RjP(y) quels que soient z et ye ().

Remarque. — Le méme raisonnement donnera I'inégalité
inverse dés qu’on saura que p; est un potentiel* (cf. propo-

sitions 30. 1 et 30. 2).

Prorosition 30.1. — 1) Pour tout x e (), p; est un poten-
tiel* dans Q, de support x.
2) Pour toute mesure de Radon u. > 0 sur Q,

Piy) = [ pay) du ()

est = o ou est un potentiel* dans (), harmonique* hors de S,,.
En particulier, si i est portée par un compact < (), Py est tou-
jours un potentiel®.

1) Appliquons le lemme 30.2 aux ouverts ®c () tels que
Q —w soit compact: Rj(z) >0 selon l'ordonné filtrant
décroissant formé par ces ouverts, donc aussi RjP(y), et
cela quels que soient z et y. Par suite, p; est un potentiel”
dans Q (propriété 4; n® 5, B).

2) D’aprés le lemme 30. 1, Pi est hyperharmonique®.
Alors, ou bien Pi= 4 o, ou bien PpeS** et dans ce
cas le théoréme 18.3 s’applique: PjeP*t

Applications.
A) LE BALAYAGE® SUR UN OUVERT.

Prorosition 30. 2. — Quel que soit Uouvert w c(Q:

1) pour tout couple de points z et yeQ, Ry (z) = Ri¢(y);

2) pour toute mesure p. >0 sur (), portée par un compact
cQ, Ry = Py, et RY, = Ppoe.

1) Cf. lemme 30. 2 et remarque.

2) Riz(y) = f R*“’(y) dp. (z) (th. 22. 4 appliqué au balayage®)

= [‘Rp() du(z) = [ py() du() [th. 10. 1, (2)]
= Pr.(y)

Méme raisonnement pour la seconde formule.
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B) SurTEs MONOTONES DE POTENTIELS ET DE POTENTIELS” P{.

Prorosition 30.3. — Soit une suite de mesures A, > 0,
portées par un méme compact <, telle que la suite des potentiels

. . . . -~
Py, soit décroissante. Alors: infP; =infP; p-p.p. pour toute
n n

mesure . > 0 telle que P} soit fini continu dans Q, done, en
particulier (lemme 29. 4), ¢3-p.p. pour tout ouvert & c. d. et tout
point z e d.

On a vu (corollaire 1 du théoréme 23.1) que la suite A,

. . ./\ .
a une limite vague A, et que Py =inf P, . Par suite, pour tout
n

potentiel* Py fini continu dans Q:

S Prdx =1lim [P} da,

c’est-a-dire
[ Prdp. =lim [Py, dp. =f(ian;n) de.

CoroLLAIRE. — Soit F une famille de fonctions Ve S*:
alors inf V= inf V -p.p. pour toute mesure (. >0 telle que Py

veg veg
soit fini continu dans Q, donc, en particulier, p3-p.p. pour tout
ouvert 8 c. d. et z ¢ (*3).

On se raméne: d’abord au cas d’une suite décroissante de
fonctions V, e St (cf. alinéa 1 de la démonstration du théoréme
23. 2), puis, en balayant les V, sur un compact Kc(Q, au
cas d’une suite décroissante de potentiels harmoniques dans
Q — K, et coincidant avec les V, a l'intérieur de K.

Prorosition 30. 4. — Soit une suite de mesures p, >0,
portées par un méme compact < Q, telle que la suite des potentiels*

. . . -y
Py, soit décroissante. Alors: 1rnlf P;“=I’I.1f Py, A-p.p. pour

toute mesure A > 0 telle que Py soit fint continu dans Q, donc,
en particulier (*%), o3-p. p. pour tout ouvert w regulwr et ye w.
Méme demonstratlon que pour la proposition 30. 3.

(43) Ce dernier résultat était déja connu, car (théoréme 11.2) inf V = Tnf V
veg veF
pe-p-p. pour tout ouvert o d. et €w (et méme avec les seuls axiomes 1, 2, 3, Q
a base dénombrable, existence d’un potentiel > 0 dans Q).
(*) En effet: Poy = ﬁE'; (définition 1, n® 29), qui est continu dans Q si w est
régulier (propriété 7; n° 5, B).
35
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Remarque. — On ne peut donner d’énoncé analogue au
corollaire de la proposition 30. 3, parce qu’on ignore si I’en-
veloppe inférieure d’un nombre fini de potentiels* Pj est

%

encore un potentiel* Pj.

31. Relation entre balayage et balayage*.

Le but de ce n® est d’étendre & un ensemble quelconque la
formule R} (z) = R} (y), démontrée pour » ouvert (propo-

sition 30. 2).

RESULTATS PRELIMINAIRES.

Désignons par:

€, une famille dénombrable de potentiels P, finis continus
dans (), telle que toute fonction continue sur un compact K < Q
puisse étre approchée, uniformément sur K, par des différences
de deux potentiels € £ (lemme 6. 2);

£*, une famille dénombrable de potentiels* Pg, finis continus
dans (), chacun ayant un support compact <, et possédant
la méme propriété d’approximation (lemme 29. 4 et proposi-
tion 30. 1, partie 2);

4, Pensemble des mesures de Radon A > 0 sur Q, telles
que Py soit fini continu dans Q (£ contient en particulier
les mesures ¢, ou ® est un ouvert régulier et y e w);

M, ’ensemble des mesures . > 0 sur (), telles que P} soit
fini continu dans Q (M contient en particulier les mesures 3,
ou ¢ est un ouvert c. d. et ze3).

Lemme 31. 1. — Etant donné un ensemble E c(, il existe
une suite décroissante d’ouverts w,> E, telle que:

l':\{f;l = hm Rgr pour tout potentiel Py e 4.
n

D’aprés un lemme topologique [22], pour chaque Py e £, il
. . A —
existe une suite d’ouverts w, ) > E, telle que R§, = inf Rpr.
En énumérant I'ensemble des ouverts w, ), pour neZ*t

et P, e %, on forme une suite, qu'on rend décroissante par le
procédé classique.
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Remarque. — De facon analogue, on détermine une suite
décroissante d’ouverts w,> E, telle que:

b= 11m R pour tout potentiel Pie 2.

Prorosition 31.1. — Etant donné un ensemble EcE cQ,
soit Op Uordonné filirant décroissant des ouverts o tels que
EcocacQ.

1) Pour toute @ e, portée par un compact <(), ®E est

- p p P [
limite vague de .° selon O.
8 -
2) Il existe un ensemble ec (), p-négligeable pour toute
y H-neghig p
u € N, tel que, pour x € 2 —e, €f soit limite vague de €2 selon Og.
+© converge vaguement vers (¥, selon Og, si, pour chaque

P,el: o
P dﬁ:lg? [Py dye,

c’est-a-dire, d’apres le théoréeme 10. 1, en supposant seulement
4 portée par un compact < {):

(1) fR dp. = hmprl dp. = 1nf ‘/‘Rpl d..

0 €0,

Soit ®, la suite décroissante d’ouverts > E déterminée
par le lemme 31. 1. Alors, pour toute mesure g dans (2, on a

S RE dp = fhmR rdy et lim [Rgrdu = [limRird

1) Si p. e M, on a en outre (corollaire de la proposition 30. 3)

2) S lim Ry; dy = S lim Ry; dg,

ce qui entraine (1).
2) Pour chaque Pje %, I’ensemble

ep, = 3:1: « Q|lim Rij(z) < lim Rix(2)

est p-négligeable pour toute @e M, donc aussi ’ensemble

e=| ' ep,. Pour 2 Q —e¢ et p =¢,, (2) est satisfait, donc
heg
aussi (1).

CoroLLAIRE. — Soit un ensemble EcE cQ.
1) Pour toute 1. € M, portée par un compact < (), RP‘ = Pl
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2) Il existe un ensemble ec (), p-négligeable pour toute
we M, tel que, pour zeQ—e, RIF = (%),

Considérons d’abord une mesure @ >0, portée par un
compact < Q, telle que p.* soit limite vague de . selon Og. Alors
Pz est la T*limite, selon Oy, de Pj. (proposition 19. 3).

D’autre part (proposition 30. 2), Pi. = R, donc les
Pi. forment un ordonné filtrant décroissant de fonctions

. . T . »
e S**, et leur T*-limite est inf R’;’f (corollaire 2 du théo-

réme 23. 1). D eSO

En conclusion : inf Rpp = Pj.

we O —

1) Si peM, P§ est continu, donc Rsf =inf REp, d’ou
I’égalité cherchée. ©€0e

2) SizeQ—e et n =¢, on peut seulement affirmer que
R:F <inf Ri7, d’ou Pinégalité cherché

i < nf B2, galité cherchée.

w €O
Prorosition 31. 2. — Etant donné un ensemble EcEcQ:

1) pour toute Aed, portée par un compact <, A*® est
limite vague de \* selon Og (défini dans la proposition 31. 1);

2) il existe un ensemble e*e(), A-négligeable pour toute
Aed, tel que, pour yeQ—e*, & soit limite vague de €;*
selon Og.

La démonstration est identique & celle de la proposition
31. 1; toutefois, le corollaire de la proposition 30. 3 est rem-
placé par la proposition 30. 4: pour appliquer on utilise la
proposition 30. 2, partie 2, et on suppose &, Q.

CoroLLAIRE. — Soit un ensemble EcEc(Q.

1) Pour toute k 4, portée par un compact <, Rf = Pj..

2) Il existe un ensemble €*c (), A-négligeable pour toute
Aed, tel que, pour yeQ —e¢*, R} << Pge.

BALAYAGE ET BALAYAGE® SUR UN ENSEMBLE FERME DANs ().
MESURE HARMONIQUE® D’UN OUVERT wc @ c ().

Prorosition 31. 3. — Quel que soit 'ensemble F fermé dans ()

1) pour tout couple de points x et yeQ, RE(z) = RiF(y);

(4%) Les résultats de la fin du n® 31 (corollaire 2*; corollaire 1, formule (3), et
théoréme 31. 1) étendent les conclusions de ce corollaire au cas de E quelconque, et

montrent que 'inégalité ﬁ’;E < P*,g est en fait une égalité, valable pour tout ze Q.
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,. 2) pour toute mesure . > 0 sur Q portée par un compact <(Q,

v = Pir, et R, = Por.

1) a) Supposons d’abord F compact < (.

Pour toute pe M, portée par un compact <, donc en
particulier pour toute . = p3, ou ée D et ue d, on a (corollaire
de la proposition 31.1):

D*F __ D*
(1) p; = Ppr.
Comme F est fermé, les deux relations suivantes sont vérifiées :

/‘ RiF(y z) (th. 22. 4 appliqué au balayage®),
et
Pir(y) = [ p,(@) duF(z) = [RE,(2)dp(x) [th. 10.1, (2)].
On déduit alors de (1):
f RE (z) dpd(x) f R*F ) do¥(z) pour ce D et ueld.

D’autre part, comme F est fermé, le théoreme 10. 1, appli-
qué au balayage® de la mesure ¢,, donne

R (y) f Pz(z) dey¥ (z / p:(x) d&iF (2),
done, pour chaque y<Q, la fonction & — R}¥(y) appartient
a S+.

Conclusion. — Pour chaque yeQ, z— RF( ) et x— R*F( )
sont deux fonctions e St egales J) -p-p-, donc identiques.

b) F étant fermé dans (), soit une suite croissante d’ouverts
w,c ®,c (), dont la réunion est (. On est ramené au cas a),
car:

R}, = lim R;N“»  (n° 5, B, propriété 5),

donc aussi R}, —-hm Ry Nen,
puis RF —-hm Rann (n° 5, A, propriété 3).
2) Méme démonstration que pour la proposition 30. 2,

partie 2.

CoroLLAIRE 1. — Pour tout ouvertw c ® c Q et tout pointy e v,
la mesure harmonique® de w au point y est 3 (*).

(46) Ce résultat n’était connu que pour un ouvert c.d. (théoréme 29. 4&).
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Si o, désigne la mesure harmonique* de @ au point y, on a
(n° 5, B, propriété 1):

f{*cm = f pi(z) doy® (z),
done RE(z) = [ pi(x) doye (2).
Cette relation, vraie pour chaque z e (), implique ;® = ¢%.

CoroLLAIRE 2. — Etant donné un ouvert » < (), a chaque point
y € w on associe le potentiel q, dans w, de support y, défini par

9,() = py(z) — RE(a).
Alors, pour chaque xz e », y — q,(z) est un potentiel* dans o,
de support z.

BALAYAGE ET BALAYAGE® SUR UN ENSEMBLE QUELCONQUE.

Lemume 31. 2. — Soit un ensemble E c ( et une fonctionV e St :
pour toute suite croissante de potentiels p,, finis continus dans
et tendant vers V,

[V deE = lim R (2);
par suite, x — f V del est une fonction e S*, et

SV deE < Ri(z) ().

En effet, p, étant un potentiel fini continu, on a (théoréme

10. 1) :
JS padel = Ri(a).
Remarque. — Enoncé analogue pour une fonction V*e S*+,
TutoriME 31. 1. — Quel que soit Uensemble E < Q, pour tout

couple de points x et ye(): Rpﬁ(x) = l?{:g(y)

1) Supposons EcE c (.

D’aprés le lemme 31. 2 et le corollaire de la proposition 31. 2,
on a

(1) [ polw) de¥(u ) < pila) de*(a)
pour tout z € Q et y € Q —e*, ol1 €" est de o¥-mesure nulle pour

(#) SansI’axiome D, pour E quelconque, je ne sais passil’on a ﬁ% = hm Rp,_, c’est
ce qui complique I'étude du balayage dans le cas général.
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tout ouvert régulier ® et tout point ze w. Donc, si $ est une
base formée d’ouverts réguliers, ¢* est de mesure harmonique*
nulle pour tous les ouverts e ® (corollaire de la proposition

31. 3).

De fagon analogue, on a

2) S piz) de3T(z) < RIE(y) < [ pily) dek (u)

pour tout yeQ et z Q. —e, ol e est ;D-neghgeable.

Par suite, les doubles inégalités (1) et (2) deviennent des
égalités pour ze Q —e, yeQ — ¢*; elles s’étendent a = et y
quelconques par le raisonnement suivant:

a) r— f p,( )da;E() est une fonction eS+*, ainsi que

w»fp, u) (lemme 31. 2); y étant fixé dans Q —¢*,
ces deux fonctlons e S+, égales D-p. p., sont égales pour tout
zel)

b) De méme, y——>fpf,(y) del(u) et y—>fp§(z) dey®(z) sont
deux fonctions e S*t; z étant fixé dans (), leur égalité
#-p.p*. entraine leur égalité pour tout ye ().

2) S1 E est quelconque, on se raméne au cas précédent
par le raisonnement de la proposition 31. 3, partie 1, b.

CoroLLAIRE 1. — Soit un ensemble E c Q.
1) Pour toute suite croissante de potentiels p,, finis continus
dans Q et tendant vers p,:

(1) RE =lim R.
2) Pour toute mesure y. >0, portée par un compact <(:
(2) JRE dp. = ['p, du*;
en particulier
(3) R (2) = [ p, det.

1) Pour Ec E c Q, on vient de montrer (3), qui entraine (1)

(lemme 31. 2).
Cas général : Soit une suite croissante d’ouverts w; c &; c (),
dont la réunion est ().
flﬁy = lim IA{,‘?y““’i, car p, est un potentiel dans (2,

i A . . A N A
= lim im R;"* = lim lim R®*"* = lim R}.
n

i n n i
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552
2) La formule (2) résulte de fﬁ}f‘n dy.=fp,, dur.

Cororraire 1*. — Soit un ensemble E c ().

1) Pour toute suite croissante de potentiels Pas fints continus
dans Q) et tendant vers p}: hm R*E
