
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ROSE-MARIE HERVÉ
Recherches axiomatiques sur la théorie des fonctions
surharmoniques et du potentiel
Annales de l’institut Fourier, tome 12 (1962), p. 415-571
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1962__12__415_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1962, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1962__12__415_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


A.nn. Inst. Fourier, Grenoble
12 (1962), 415-571.

RECHERCHES AXIOMATIQUES SUR LA THÉORIE
DES FONCTIONS SURHARMONIQUES ET DU POTENTIEL

par M"8 R.-M. HERVÉ (Nancy).

INTRODUCTION

Les premières études axiomatiques généralisant Ridée des fonc-
tions harmoniques et surharmoniques, sans notion préalable de
potentiel, dans des espaces topologiques plus ou moins généraux,
sont dues à G. Tautz (1949) ([50], [51]) et J. L. Doob (1955) [35] :
G. Tautz recherche aussi des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une famille de fonctions données soit l'ensemble
des solutions d'une équation aux dérivées partielles du second
ordre de type elliptique; J. L. Doob introduit des fonctions
harmoniques généralisées, contenant à la fois les solutions
d'équations de types elliptique et parabolique, et se préoccupe
surtout des interprétations probabilistes possibles.

En 1957, M. Brelot, en modifiant les axiomes de Doob,
fonde une nouvelle théorie axiomatique, adoptée ici, qui ne
s'applique plus aux équations de type parabolique, mais
permet un développement beaucoup plus avancé, en théorie
pure du potentiel (1), voisin de la théorie classique. Après des
Notes aux Comptes rendus (2), un exposé d'allure définitive
a été publié dans [16] et [18].

(1) On définit alors un potentiel dans un domaine (Q comme une fonction surhar-
monique dont la plus grande minorante harmonique est 0 (c'est identique dans le
cas classique au potentiel d'une mesure ̂  0 pour le noyau de Green de co).

(2) Dont l'une en collaboration [23].
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Dans un espace localement compact, connexe et localement
connexe, cette théorie n'utilise que trois axiomes locaux, por-
tant sur les seules fonctions harmoniques : le 1er est un axiome
de faisceau; le 2e pose l'existence d'une base de la topologie
formée de domaines réguliers, c'est-à-dire pour lesquels le
problème de Dirichlet admet une solution unique, croissant
avec la donnée; le 3e est une propriété de convergence par
croissance, qui, pour certaines questions, est renforcée selon
une propriété du type de Harnack (axiome 3').

La théorie, outre l'extension du problème de Dirichlet
global, a deux autres buts principaux. L'un est d'établir un
théorème de convergence des fonctions surharmoniques (3),
clef de la théorie fine du potentiel : il faut, pour cela, un axiome
supplémentaire (principe de domination). Le second but est
l'extension de la représentation intégrale des fonctions sur-
harmoniques ^ 0, de Martin-Riesz, à l'aide du théorème
récent de G. Choquet sur les éléments extrémaux ([271 et [28]) :
cela exigeait, outre 3', un axiome supplémentaire, inspiré de
la propriété classique qu'une fonction surharmonique, harmo-
nique dans une boule ouverte, est déterminée par ses valeurs
hors de la boule.

Le présent travail se propose d'approfondir et développer
la théorie précédente; il apporte d'abord divers compléments
et surtout permet d'effectuer cette représentation intégrale à
l'aide des seuls axiomes 1, 2, 3'. La difficulté était de trouver,
sans hypothèse supplémentaire, une topologie, sur l'espace
des différences de fonctions surharmoniques >. 0, permettant
d'appliquer les théorèmes de G. Choquet, et plus spécialement
d'assurer la condition de compacité. Il a fallu pour cela de
nouveaux instruments, en particulier un théorème de partition
des fonctions surharmoniques ;> 0, remplaçant l'usage de la
mesure associée de F. Riesz dans le cas classique.

Une autre partie de ces recherches définit et étudie, sous
des hypothèses un peu plus restreintes, les fonctions harmo-
niques adjointes à un système donné de fonctions harmoni-
ques, généralisant les solutions de l'équation adjointe à une
équation aux dérivées partielles du second ordre de type

(3) Définies comme dans le cas classique, en remplaçant les sphères et l'intégrale
de Poisson par les domaines réguliers et la solution du problème de Dirichlet corres-
pondant.
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elliptique. Cette étude utilise (Tailleurs la représentation
intégrale précédente.

Après un rappel de l'axiomatique de base, le chapitre i
complète ces préliminaires en groupant des résultats, qui
étendent des propriétés connues dans le cas classique :

— un théorème d'approximation des fonctions continues par
des différences de deux potentiels continus (théorème 6.1) ;

— des constructions, reposant essentiellement sur le critère
de régularité de Bouligand, d'ouverts réguliers satisfaisant
à certaines conditions (cf. par exemple, propositions 7. 1 et
7. 2) et de points réguliers pour un ouvert (n° 8);

— l'existence d'un potentiel permettant de caractériser
l'efïllement d'un ensemble quelconque (théorème 9. 1) ;

—la dé finition de la balayée u^ d'une mesure (A sur un
ensemble E (théorème 10. 1).

La généralisation des if^ fonctions (qui jouent le rôle des
fonctions surmédianes classiques), faite au n° 11, est surtout
destinée au chapitre sur les fonctions harmoniques adjointes.

Le chapitre n est consacré au théorème de partition,
étape importante vers la représentation intégrale cherchée.
L'idée est la suivante : le support d'une fonction surharmo-
nique étant le plus petit ensemble fermé hors duquel la fonction
est harmonique (c'est, dans le cas classique, le support fermé
de la mesure associée), on montre que toute fonction e S4'
(i. e. surharmonique ^ 0) est la somme de deux fonctions
e S4' dont les supports sont plus petits (d'intérieurs disjoints
et l'un d'eux arbitrairement petit).

Les conséquences du théorème de partition sont nombreuses :
— tout potentiel extrémal a un support ponctuel (théorème

16.2);
— toute fonction surharmonique dans un ouvert partiel

et de support compact peut être représentée, à une fonction
harmonique près, par un potentiel dans l'espace entier
(théorème 13. 2) ;

— l'existence, pour tout ensemble E effilé au point
XQ e E — E, d'une fonction e S4', finie en XQ et dont la res-
triction à E a pour limite + oo au point XQ (théorème 14. 1);

— et surtout l'existence de mesures associées à chaque
fonction V e S4", de même support que V, définies, relati-
vement à l'une d'elles, par des densités (n° 15).

27
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Ces mesures sont utilisées, au chapitre m, pour effectuer
une première représentation intégrale de V, à l'aide d'un
noyau dépendant de V (théorème 17. 1). Dans le cas où les
potentiels de support ponctuel donné sont tous proportionnels
(hypothèse dite d'unicité), le noyau relatif à un potentiel P
peut être défini indépendamment de P, et les résultats du n° 17
donnent alors la représentation intégrale des potentiels à l'aide
des potentiels extrémaux (théorème 18. 2).

Une question importante, et non résolue, est la suivante :
peut-il exister deux potentiels, de même support ponctuel, non
proportionnels? Le théorème 16. 5 est une tentative pour
répondre à cette question : il indique une condition, vérifiée
dans le cas classique, et qui entraîne l'unicité.

Le chapitre iv résout le problème de la représentation inté-
grale des fonctions e S"̂  à l'aide des éléments extrémaux
(théorème 22. 1).

Afin d'appliquer la théorie de G. Choquet, je définis sur le
cône S'̂ ' une topologie T rendant métrisable et compacte une
base de ce cône : c'est l'objet des n° 19 à 21. Plusieurs résultats
simples concernant cette topologie sont à noter:

—la T-convergence dans l'espace des potentiels à support
ponctuel se traduit par la convergence des supports et
la convergence simple hors du support de la limite (scolie
21.1);

— sous l'hypothèse de l'unicité, la topologie T, restreinte
aux potentiels ayant leurs supports dans un compact donné,
équivaut à la topologie vague sur les mesures qui les engendrent
(proposition 19. 3) ;

— si une suite V^ e S4' est T-convergente, sa T-limite est la
régularisée s. c. i. de lim inf V^ (corollaire 1 de la proposition
21.2);

— toute suite monotone de fonctions s S4" est T-conver-
gente (théorème 23. 1) ;

— la topologie T coïncide avec celle utilisée par M. Brelot
pour la représentation intégrale, lorsqu'est satisfait l'axiome
supplémentaire introduit dans ce but, et déjà mentionné
au début de cette introduction (proposition 24. 7).

Le chapitre v établit, dans l'axiomatique de M. Brelot, des
relations entre des principes classiques en théorie du potentiel,
tels que le principe de domination pour les potentiels locale-
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ment bornés (axiome D) et le théorème de convergence (cf.
n° 25 à 27). En supposant l'axiome D, je démontre des pro-
priétés « fines » de la balayée ̂  d'une mesure (A, en particulier :
l'ensemble des points où E est effilé est (^-négligeable (propo-
sition 28. 2), ainsi que l'ensemble des points où f E est effilé
et n'appartenant pas au support de (JL (proposition 28. 5).

Au chapitre vi, je définis les fonctions harmoniques
adjointes (ou*), moyennant certaines hypothèses, dont celle
dite d'unicité ; la représentation intégrale des fonctions e S4'
sert à déterminer la mesure harmonique*, sans laquelle il
semble difficile de vérifier les axiomes d'un système de fonc-
tions harmoniques. Puis je démontre (proposition 30. 1) que,
si x -> py{x) est un potentiel convenable de support y, y -> py(x)
est un potentiel* de support a;(4), noté p*; j'en déduis une
relation importante entre la balayée de py et la balayée* de p*
(théorème 31. 1), dont voici quelques conséquences :

— il y a identité entre ensembles polaires et polaires*
(théorème 32. 1);

— le potentiel* engendré par (A13, à l'aide du noyau p*, est
la balayée* sur E du potentiel* engendré par p. (corollaire 2*
du théorème 31. 1) ;

— l'effilement d'un ensemble E en un point XQ polaire est
caractérisé par le fait que p*^ n'est pas conservé par balayage*
sur E (théorème 32. 5).

Ces deux dernières propriétés diffèrent des résultats classiques
par l'introduction des potentiels*; en effet, la symétrie du
noyau, utilisée dans le cas classique, n'existe pas ici.

Enfin, je réponds partiellement à la question de l'unicité
pour les potentiels* de support ponctuel donné x, en montrant
qu'elle est réalisée quand x est polaire, ou bien non polaire et
isolé (théorème 33. 1 et lemme 33. 2).

Au dernier chapitre, je reprends et précise un exemple déjà
indiqué par M. Brelot et illustrant cette théorie axiomatique : les
solutions d'une équation aux dérivées partielles, Lu = 0, du
second ordre, de type elliptique, dont les coefficients sont
localement lipschitziens, forment un système de fonctions
harmoniques, dites L-harmoniques (théorème 34. 1 où l'on a pu

(4) Généralisation du fait que les fonctions de Green relatives à une équation et
à son adjointe se déduisent l'une de l'autre par échange des variables.
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supprimer l'hypothèse sur le signe du coefficient c de u). En
outre, s'il existe une solution > 0 de Lu <; 0, Lu ̂  0, en
particulier si c ̂  0, c =1= 0, on peut leur associer un système de
fonctions L-harmoniques adjointes, qui coïncident avec les
solutions de l'équation adjointe si les coefficients sont assez
réguliers (théorème 35. 1).

J'achève le chapitre en montrant l'identité entre :
— les ensembles L-polaires, L-polaires adjoints, et polaires

au sens classique (théorème 36. 1) ;
— les ensembles L-effilés, L-effilés adjoints, et effilés au

sens classique (théorème 36. 3) ;
— enfin, les ouverts L-réguliers, L-réguliers adjoints, et

réguliers au sens classique (corollaire du théorème 36. 3).

Ces recherches sont loin d'épuiser le sujet : outre la question
essentielle, et déjà signalée, de la proportionnalité des poten-
tiels de même support ponctuel, il y aurait lieu d'étendre la
théorie de la frontière de Martin et de l'effilement à cette
frontière, ce qui est actuellement étudié par M. Gowrisankaran ;
il faudrait aussi comparer les fonctions surharmoniques consi»
dérées ici aux potentiels définis à l'aide d'un noyau général
donné, et obtenir ainsi d'autres exemples d'applications de la
théorie. On peut encore songer à modifier, au moins au début,
les bases de cette axiomatique, de façons diverses, en vue
d'applications nouvelles : on pourrait par exemple, en s'inspi-
rant des travaux de Doob ou Bauer [O], chercher à éviter
les hypothèses de connexion et à inclure les solutions des
équations de type parabolique. Mais, après les premiers pas,
cela semble conduire à des changements profonds, donc à
une théorie fort différente de la théorie classique qui nous a
servi de modèle. Enfin et surtout, il y aurait lieu de comparer
avec la synthèse de Hunt (4 blg) qui, dans le cadre des proba-
bilités, couvre une grande partie des théories actuelles du
potentiel, mais non l'axiomatique précédente.

(4 bis) Q, A. HUNT, Markoff processes and potentials. Illinois J. Math., 1, 1957,
pp. 44-93 et 316-369; 2, 1958, pp. 151-213.
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RAPPEL DES BASES DE L'AXIOMATIQUE
DES FONCTIONS HARMONIQUES (THÉORIE DE M. BRELOT)

1. A) U espace Q.

Q est un espace localement compact, non compact, connexe
et localement connexe. On obtient Q compact en adjoignant
à Q le point d'Alexandroff a. Les notions topologiques qui
interviennent dans toute la suite sont, en général, relatives
à Q; toutefois, on appellera «ensembles fermés dans il » les
parties de û fermées pour la topologie de Q.

On supposera le plus souvent (comme d'ailleurs dans la
théorie que l'on rappelle), et on le mentionnera explicitement,
qu'il existe une base dénombrable des ouverts de U; alors 0
est métrisable et séparable.

1. B) Les fonctions harmoniques.

On se donne, dans chaque ouvert cocQ, une famille de
fonctions, dites harmoniques dans œ, qui sont réelles finies
continues dans co, forment espace vectoriel sur le corps réel
et satisfont aux axiomes suivants (5) :

Axiome 1. — Si h est harmonique dans l'ouvert co, h est
harmonique dans tout ouvert partiel; si h est définie dans un
ouvert (D et harmonique dans un voisinage ouvert de chaque
point e (o, h est harmonique dans œ.

(5) On appellera « système de fonctions harmoniques dans û » la donnée, dans
chaque ouvert cocQ, d*une telle famille de fonctions.
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Axiome 2. — On appelle régulier un ouvert <o c co c û tel
que toute fonction /*, finie continue sur Ô(D, admette un prolon-
gement unique harmonique dans co, continu dans cô, et ^0
si /*>-0. En tout point a;eœ, la valeur de ce prolongement,
notée H)°(rc), s'exprime donc à l'aide d'une mesure >. 0 de
Radon p^, appelée mesure harmonique de (o au point x :
îîy{x)^ffd^.

L'axiome 2 affirme l'existence d'une base des ouverts de Q
formée de domaines réguliers. Si Q est à base dénombrable,
il revient au même de supposer l'existence d'une base dénom-
brable des ouverts de Q formée de domaines réguliers.

Axiome 3. — L'enveloppe supérieure d'un ordonné filtrant
croissant de fonctions harmoniques dans un domaine est + °°
ou une fonction harmonique dans ce domaine.

L'axiome 3 est souvent remplacé par un axiome plus fort, 3',
qui, moyennant les axiomes 1 et 2, entraîne l'axiome 3.

Axiome 3'. — Une fonction harmonique ^ 0 dans un
domaine S est soit > 0, soit =0 dans à; et les fonctions
harmoniques > 0 dans S, s'il en existe, égales à 1 en un point
XQ de §, sont également continues en XQ.

Les fonctions f-harmoniques :
Soit fnne fonction finie continue > 0 dans Q. Étant donné

un système de fonctions harmoniques dans LS, leurs quotients
par f forment un nouveau système de fonctions satisfaisant
aux mêmes axiomes, et appelées y-harmoniques.

Exemples de fonctions harmoniques:
— les fonctions harmoniques classiques dans un domaine

euclidien ;
— les solutions d'une équation aux dérivées partielles

du second ordre, de type elliptique, définie dans un domaine
euclidien, et dont les coefficients sont localement lipschitziens.
Cet exemple sera traité en détail au chapitre vu.

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que les
fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3, et on fera
plus loin une autre hypothèse (n° 3).
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2. Les fonctions hyperharmoniques et surharmoniques.

A. DÉFINITIONS.
Une fonction réelle p, définie dans un ouvert (OQ c Q? est dite

hyperharmonique dans COQ, si elle est s. c. i., > — oo, et si,
pour tout ouvert régulier ou c œ c (Oç : v(x) ̂  / p dp^ dans co.

Une fonction est surharmonique dans un ouvert (OQ? si
elle est hyperharmonique dans (Oo, et non identique à + oo
dans aucune composante connexe de œo.

Le support d'une fonction surharmonique p dans (OQ est
le plus petit ensemble S fermé dans (OQ tel que p soit harmo-
nique dans (OQ n f S.

Un potentiel dans l'ouvert (DQ est une fonction surharmo-
nique ^ 0 dans COQ, dont toute minorante harmonique dans
(DO est <; 0.

Notations :
îî+ désigne l'ensemble des fonctions harmoniques ̂ 0 dans Q,
S4' l'ensemble des fonctions surharmoniques ^ 0 dans Q,
P"^ l'ensemble des potentiels dans û.
Les fonctions /'-hyperharmoniques sont les quotients par

f des fonctions hyperharmoniques.

B. L'ESPACE VECTORIEL ORDONNÉ S.

Définition de S :
On établit entre les couples (V, V) de fonctions e S4' la

relation d'équivalence :

(V, V) équivalent à (W, W) si V + W = W + V dans û.

S est l'espace des classes d'équivalence des couples de
fonctions e S'*'. C'est un espace vectoriel sur R, en posant
par définition :

(V, V) + (W, W) = (V + W, V + W);

il contient S"̂  si l'on identifie tout élément V e S4' à la classe
(V, 0).
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U ordre spécifique:
Le cône S4" définit sur S une relation d'ordre, appelé ordre

spécifique:
(V, V) ̂  (W, W) si (W, W) = (V, V) + U, où U e S+.

THÉORÈME. — S, muni de Vordre spécifique^ est un espace
de Riesz complètement réticulé.

C. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS HYPERHARMO-
NIÇUES.

1. Une condition suffisante pour que v soit hyperharmo-
nique dans Rouvert (Oo est que v soit s. c. i., > — oo, et que,
pour tout X^WQ et tout voisinage de x, il existe dans ce
voisinage un domaine régulier co s x, co c (OQ, tel que :
v{x)^fvd^.

2. Une fonction hyperharmonique ̂  0 dans un domaine (OQ
est, soit > 0, soit =. 0 dans 0)0.

3. L'enveloppe supérieure d'un ordonné filtrant croissant
de fonctions hyperharmoniques dans (A)(), est hyperharmonique
dans (DO.

4. Étant donné v hyperharmonique dans l'ouvert (Oo e^
un ouvert régulier co c co c (DO, la fonction obtenue en rempla-
çant, dans (o, v(x) par / v dp^, est hyperharmonique dans COQ.

5. Un ensemble E de fonctions hyperharmoniques dans
l'ouvert (QO es^ dit « saturé » dans (OQ si :

1) Pi et ^2 e E entraîne int (^i, ^a) e E ;
2) quel que soit l'ouvert régulier (o c (ô c 0)0 et ^ e E, la

fonction obtenue en remplaçant, dans co, v{x) par
/ ^ ^pî?? appartient à E.

THÉORÈME. — Uenveloppe inférieure (Kun ensemble saturé
de fonctions hyperharmoniques dans un domaine vaut — oo,
•4- oo ou est harmonique dans ce domaine.

6. Toute fonction surharmonique v .̂ 0 dans un ouvert
(DO est, d'une manière unique, la somme d'un potentiel dans (OQ
et d'une fonction harmonique .̂ 0 dans COQ? qui est la plus
grande minorante harmonique de v dans (OQ-

7. En remplaçant l'axiome 3 par l'axiome 3' : Étant donné
deux ouverts (OQ et coi, d'adhérences c U, et deux points
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XQ e (DO et x^ e co^, il existe un nombre A* > 0, tel que, pour
toute fonction V > 0, V e S4- :

î zï^,.
* J ' v d e : :

3. Supposons dorénavant, outre les axiomes 1, 2, 3,
l'existence d'un potentiel >0 dans il (6).

Les conséquences essentielles sont les suivantes :
1. Etant donné une famille dénombrable de domaines

(Oi c L!, il existe un potentiel > 0, fini continu dans U, et qui
n'est harmonique dans aucun 0)1.

2. Lorsqu'il existe une base dénombrable des ouverts de Q,
toute fonction e S4' est limite d'une suite croissante de poten-
tiels finis continus dans il.

3. Diverses formes du principe du minimum dans un ouvert
(0 C il :

Soit un ouvert (o c œ c û. Si v est hyperharmonique dans co,
et satisfait à lim inf v{x) ̂  0 pour tout y e ôco, alors p est ;> 0
dans (o. a;e(o

x^-y
Soit un ouvert quelconque (o c Q. Si ^ est hyperharmonique

dans co, satisfait à lim inf p(;r) ;> 0 pour tout y e ô c o n Q , et
d;€îa)
x-^y

s'il existe un potentiel P dans Q tel que v ̂  — P dans (D,
alors ^ est ^ 0 dans œ.

4. Conséquences du principe du minimum.

LEMME 3. 1 — Soit P un potentiel dans Q, harmonique dans
un ouvert co c Q, et fcome supérieurement dans co au voisinage
de tout point e ôœ n U ; alors, pour toute V e S4' : Vhypothèse
Vy e ôco n Û, V(y) ̂  lim sup P(rc) entraîne V ̂  P rfans œ.

a;Ga)
a; .̂ 7

(6) Dans les applications, cette dernière hypothèse peut avoir lieu localement,
mais non globalement; les résultats donnés dans la suite s*appliquent alors dans
tout domaine c û, où il existe un potentiel > 0.
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II suffit d'appliquer le principe du minimum dans un ouvert
quelconque, à la fonction V — P, surharmonique dans a) :

V — P > — P dans 0, et
lim inf [\{x) — P(x)] > V(y) — lim sup P{x) > 0

;C€E(0 •C6(0
x-^y x-^y

pour tout y e ôco n Q.

LEMME 3. 2. — Soit Pn un̂  ^ui'te rfe potentiels dans Q, Am(
fc^ supports sont contenus dans un compact K c Q, et V une
fonction e S4', limite uniforme de la suite P^ 5ur tout compact
c Q n | K. Afor^, V est un potentiel dans û.

V e P-1" si, hors d'un ouvert (x) c (D c Q, V est majoré par un
potentiel dans Q. Choisissons œ s K ; d'après l'hypothèse, les
fonctions P^ sont bornées dans leur ensemble sur ôco. Donc,
si P est un potentiel > 0 dans 0, il existe un nombre À > 0,
tel que: P^^X.P sur ôco. On en déduit (lemme 3. 1) :
P. <" À. P dans Q n f <o, et à la limite : V <" \. P dans Q n f œ." ^ u ' u

4. A) Le problème de Dîrichlet dans un ouvert œ c co c Q.

Soit une fonction f définie sur ôo. On désigne par H10 l'en-
veloppe inférieure des fonctions v hyperharmoniques dans (o,
telles que ; lim inf v{x) soit ^> f{y) et > — oo pour tout y e ôco.

a; e (o

Dans chaque composante connexe ù)( de œ : Hj° vaut H?
(où f est définie sur ÔGO() et elle est harmonique ou égale à
+00 ou à — oo.

Soit H/ = — H^; quelle que soit f: Hj° < Tîy, et f est
dite résolutive si Hï == H^ === une fonction finie, notée H^?.

1. Théorème de résolutivité (6 ̂ ) :
Soit un ouvert œ c co c [2. Alors :
— toute fonction 0 finie continue sur ôco est résolutive, et

îî^(x) = / O rfp^ définit une mesure ^> 0 de Radon, p^, appelée
mesure harmonique de co au point x\

(<M<) Ce théorème avec les hypothèses générales précisées ici, utilise le lemme
6-1, démontré au chapitre i.
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— si il est à base dénombrable, ou si co est régulier, pour
___ ,-»

toute fonction f sur ôco : H} )̂ == ^ jfrfpS, et la résolutivité de
/'équivaut à sa sommabilité pour la mesure p^, pour tout x e co.

2. Théorème de comparaison:
Soit œ et co' deux ouverts, co' c o c co c [2, /* une fonction

définie sur ô(o et /*' la fonction définie sur ôco', égale à f sur
ôo/ n Ô(D et à H^ sur ôo/ n co. Alors H)0 = H^ dans co'.

4. B) Les points réguliers de la frontière.

DÉFINITION.—XQ e ôco e5( régulier pour <o si, pour toute
fonction finie continue 0 sur ôoo : H^(*r) -> 0(o?o) quand x -> o?o,
rre a».

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES POINTS RÉGULIERS :

1) Si XQ <= ôco est régulier pour le domaine co, tout voisinage
ouvert de XQ dans ôco est de mesure harmonique > 0 pour (o.

2) Si o;o s ôco est régulier pour l'ouvert co, pour toute donnée
/bornée supérieurement sur ôco : lim sup ïîy{x) ̂  lim sup f{y).

a'eo), x^Xo yeôto, y-^a'o

3. Le critère de régularité de Bouligand:
Appelons fonction de Bouligand pour un ouvert quelconque

(o c U, associée à un point Xç e ôcu, toute fonction (/, surharmo-
hique>0 dans l'intersection de (o et d'un voisinage ouvert de
XQ, telle que v{x) --> 0 quand x —> XQ, x e co.

Pour que a;o e <^ soit régulier pour l'ouvert co c (û c Q, il
faut (si U admet une base dénombrable) et il suffit qu'il existe
une fonction de Bouligand pour co, associée au point XQ.

4. Pour que XQ e ôco soit régulier pour l'ouvert co c cô c û,
il faut et, si SJ admet une base dénombrable, il suffit, qu'il
soit régulier pour chaque composante connexe coi de co, ou bien
extérieur à 0)1.

4. C) Les ensembles négligeables.

Un ensemble e c ô(x) est négligeable pour co si H^ == 0
(/<. fonction caractéristique de e).

Plus généralement, soit rfî une base des ouverts de Q formée
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d'ouverts (A) c OD c Q. Un ensemble e c Q est ^-négligeable
si son intersection avec chaque ôco, co eïB, est négligeable pourco.
Sfp-p signifie : sauf sur un ensemble aï-négligeable.

Deux fonctions surharmoniques égales S>p-p sont iden-
tiques.

5. A) Les ̂  fonctions»

Soit S> une base formée d'ouverts réguliers co c (D c Q.

DÉFINITION. — Une fonction réelle ^, définie dans un ouvert
(Oc c [2, est une ̂  fonction dans WQ si y est bornée inférieur'ement
localement dans WQ et si, pour tout ouvert co e %, (o c (OQ :

v{x)-^fvd^
dans co.

PROPRIÉTÉS :

1) La régularisée s. c. i. v d'une ̂  fonction v dans (DO est
hyperharmonique dans (Oo et, pour tout r c e c o o :

i

v(x} = sup v dpÏ.
^e^ •

a;eo)C73Cû)o

2) Si u, P, w sont des tf^ fonctions liées par la relation
u == y -}- w dans (OQ? on a aussi û == ^ + w dans (Oo*

En effet, û ̂ v -\- w grâce à la propriété précédente, et
û^ v -{• w d'après la définition de la régularisée s. c. i.

3) La limite d'une suite croissante de tf^ fonctions ^ est
une y^ fonction ^, et v = lim ̂ .

n
Démonstration de la seconde assertion :

y[x} = SUp (\ dp^ == SUp SUp F^n ^P? 1
( o e ^ * ^ ( o L r a * - ' J

.cGtoCTSïCtOo __

= sup [sup / ('„ dp l̂ = sup ̂ (a;).
n L (o l J n

4) L'enveloppe inférieure d'une famille de ^ fonctions,
localement bornées intérieurement dans leur ensemble, est
une ^» fonction.

vu
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5) Étant donné une tf^ fonction v dans F ouvert (OQ et un
ouvert œ e ^S, cô c (OQ, la fonction obtenue en remplaçant, dans

o), (/(^) par / v dç^ est une ̂  fonction dans (OQ-
6) Une tf^ fonction dans un domaine (OQ, valant + °° au

voisinage d'un point e (OQ, est identique à + oo dans ^o.

5. B) Réduite et balayée d'une fonction p <= S4'
sur un ensemble E c il (7).

La réduite, R?, est, par définition, l'enveloppe inférieure
des fonctions e S4-, > v sur E. C'est une ̂  fonction, pour toute
base % formée d'ouverts réguliers, et sa régularisée s. c. i., R®,
est appelée la balayée de v sur E.

On peut de même définir la réduite et la balayée d'une
fonction v^ surharmonique ;> 0 dans un ouvert co c SJ, sur un
ensemble Ecco ; on les note (R^o, et (ft^co.

QUELQUES PROPRIÉTÉS :

1) Sur [2 n f E : R? = ft? est harmonique; et si E
est le complémentaire, relativement à Q, d'un ouvert
(^ c œ c Q : R^ = H^ dans œ.

2) Si (o est un ouvert c Q : R^ == ft^ dans Q, et R;° == sup R?
pour les compacts K c œ. De plus, si (o est réunion d'une suite
croissante de compacts K^ : R^ = lim R^.

3) Si E c Q, Ê.̂  est un potentiel d^ns il.
4) La plus grande minorante harmonique de v dans Q

vautmfR^.
ECQ

5) Soit <o un ouvert c Q :

R^-< R^ <R?ut (o < R^010 + RS".
6) R^ et ft? sont des fonctionnelles sous-additives de v et

de E.
7) Un critère de régularité à l'aide de la balayée :
Soit un ouvert co c œ c [2, et v une fonction e S4', > 0,

(7) Si E est une partie de Û contenant (ft, on écrira, pour simplifier : R? ou ft?
au lieu de R?^ ou ft^û.

28
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finie continue au point XQ e ôco. Pour que XQ soit régulier
pour œ, il faut et il suffit que, pour tout voisinage o- de
XQ : ft^t^^o) == ^o)î si, de plus, p n'est harmonique dans
aucune composante connexe de CD, il suffit que R^^o) == ^(^o)*

8) THÉORÈME. — Soit v une fonction finie continue e S4',
et XQ un point e û.

1. R^o) == inf R^(a;o), pour ^5 (û ouverts 3 E.
2. R^(o;o) définit, pour E compact variable, une capacité

forte de Choquet (c^ est-à-dire est croissante, continue à droite et
fortement sous-additivé} et, pour E quelconque, est la capacité
extérieure correspondante.

5. C) Les ensembles polaires.

Un ensemble E C U est polaire, s'il existe une fonction e S4',
valant + oo en tout point e E.

q-p. signifie sauf sur un ensemble polaire.
Remarquons qu'un point peut constituer un ensemble non

polaire : par exemple le point à l'infini de R" pour n ̂  3.

Critère de polarité :
Pour qu'un ensemble E c Q soit polaire, il faut et il suffit

que, pour une (ou toute) fonction v sûrharmonique > 0 dans Q,
il existe un point où R^ soit nul, ou encore, que Ê.̂  = 0.

Conséquences:
— un ensemble K-analytique (au sens de Choquet) intérieu-

rement polaire (c'est-à-dire, dont toute partie compacte est
polaire) est polaire;

— Si E est polaire, ft^^^R^0, quels que soient l'en-
semble Eo et la fonction v e S4'.

Propriété de prolongement des fonctions surharmoniques à
un ensemble polaire :

Si E est polaire et fermé dans Q, Q-E est connexe, et toute
fonction surharmonique dans Q-E et bornée intérieurement
au voisinage de tout point de E, admet un prolongement sur-
harmonique unique dans û.
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5. D) Effilement d'un ensemble E c Q (8)
en un point XQ e 0,

DÉFINITION :
E est effilé au point XQ « E s'il existe une fonction v e S4'

telle que lim int v(x) > v(xo) (ce (îm a l1^11 si XQ « E).
a-eE

a;->-.z;o

E est effilé au point XQ e E si XQ est polaire et E- i XQ \ effilé
au point .PO-

QUELQUES PROPRIÉTÉS :
1) Un ensemble polaire est effilé en chaque point e Q (en

supposant Q à base dénombrable).
2) Un critère d'effilement :
Soit une fonction v e S4', > 0 et finie continue au point XQ.

Pour que E ^ XQ soit effilé au point XQ, il faut et il suffit qu'il
existe un voisinage a- de XQ, tel que R^^o) << v{xo).

Conséquence :
Si XQ e ôco est régulier pour l'ouvert a> c co c Q, ( <o n'est pas

effilé au point XQ.
On ne peut affirmer la réciproque sans axiome supplémen-

taire ; on a toutefois le résultat suivant :
Si les composantes connexes de co sont au plus en infinité

dénombrable, et si | co n'est pas effilé au point XQ, alors XQ
est régulier pour co.

En effet, si ^ est une fonction e S4', > 0, finie continue dans
û, et qui n'est harmonique dans aucune composante connexe
de co, ^ — Rt® est une fonction de Bouligand pour (o, associée
au point XQ.

3) Une condition nécessaire d'effilement :
Si E est effilé au point XQ, J / ,E d^ ~> 0 selon l'ordonné

filtrant décroissant des ouverts co a XQ (7^3 désigne la fonction
caractéristique de E).

En effet, si v e S4' et si S == \ x e Q|^(a;) > v[xo) + a L
a > 0, j y^ dp^ —> 0 selon l'ordonné filtrant décroissant des
ouverts co s XQ (on utilise le fait que fd^ -> l).

(8) Si E est une partie de Q contenant ($t, on dira pour simplifier a effilement de E »
pour « effilement de E- | ($t j ».
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TOPOLOGIE FINE :
On appelle topologie fine, la topologie sur Q pour laquelle

les voisinages de XQ e Q sont les ensembles contenant XQ et de
complémentaire effilé au point XQ.

La topologie fine est, parmi les topologies plus fines que la
topologie donnée dans 0, la moins fine rendant continues les
fonctions e S4'.

Quelques indications sur le développement ultérieur
de la théorie.

Des axiomes complémentaires, portant sur les fonctions
e S4", permettent d'établir les théorèmes essentiels dont il a
été question dans F Introduction (alinéa 4) :

1) Axiome D. — Si P est un potentiel localement borné
dans Q, harmonique dans un ouvert co c Q, toute fonction
e S" ,̂ majorant P sur U n F co, le majore dans Q; autrement
dit : R^ = P dans Q.

Cet axiome, avec Û à base dénombrable, entraîne le théorème
de convergence :

Pour toute famille 9 de fonctions V e S+ : inf V = inf V
vegr ve^

q.p. dans il.
Sans l'axiome D, je n'ai pu obtenir que des résultats partiels,

fort éloignés de ce théorème (théorème 23. 2).
2) Axiome 4. — II existe une base des ouverts de Q formée

d'ouverts réguliers S c o c Q possédant la propriété suivante :
Pour toute V e S4", harmonique dans S, R^8 === V dans il.

L'axiome 4, avec 3' et iî à base dénombrable, permet
d'obtenir la représentation intégrale, de Martin-Riesz, des
fonctions e S^

Cette question sera reprise au chapitre iv, par d'autres
méthodes, n'utilisant pas l'axiome 4.



CHAPITRE 1

THÉORÈMES PRÉLIMINAIRES.

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel >> 0 dans Q.

6. Un théorème d'approximation»

LEMME 6. 1. — Toute fonction finie continue sur un compact
K c il y peut être approchée uniformément sur K, par des diffé'
rences de deux potentiels finis continus dans Q.

Soit C(K) l'ensemble des fonctions finies continues sur K,
et 96 Q le sous-espace vectoriel de C(K), formé des restrictions
à K des quotients '——r-» où p et p' décrivent l'ensemble des

Pô
potentiels finis continus dans Q, et po est un potentiel fixé,
> 0 et fini continu dans 12. D'après le théorème de Stone,
toute fonction e C(K) peut être approchée uniformément sur
K, par des fonctions e ^605 sl :

1) 9&Q contient les constantes,
2) la relation ue^êç entraîne |u|e3^o,
3) S&Q sépare les points de K.
La condition 2 résulte de : (p — p')4' = p — inf (p, p').

Pour vérifier la condition 3, considérons deux points distincts XQ
et x^ e K, un domaine régulier (o, XQ e co, x^ < co ; il suffit alors
de prendre pour p, un potentiel fini continu dans SJ, > 0,
et non harmonique dans (o, et pour p' le potentiel obtenu en
remplaçant, dans OD, p(x) par Ç pdp^.

Remarque. — Ce lemme a été utilisé dans l'étude du problème
de Dirichlet, pour montrer la résolutivité des fonctions con-
tinues [18].
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THÉORÈME 6.1.—Étant donné une fonction /*^>0, finie
continue dans û, à support compact Sy c [2, un voisinage co
de Sy, et s > 0, i7 existe une différence ^> 0 de deux potentiels
finis continus dans (2, nulle sur il n f co, ̂  différant de f de moins
de £ dans Q.

On peut supposer <o c Q.
1) Effectuons un recouvrement fini du compact Sy à l'aide

de domaines réguliers (D( c co, i == 1, .... N. Soit : p^ un potentiel
> 0, fini continu dans [2, non harmonique dans (D( ; p[ le
potentiel obtenu en remplaçant, dans <o,, P( par H .̂* ;

N N

Po = S Pi et po = S p['
i=l î=l

Alors : po —Pô est ;> 0, > 0 sur Sy, et = 0 hors de eu.
2) Le lemme 6. 1, appliqué à la restriction de /*au compact œ,

permet de déterminer une différence pi — pi, de deux poten-
tiels finis continus dans (2, tels que : \f— (pi —pi)| < £
sur (ô; donc a fortiori: \f—jpi—pi|| < £ sur (ô.

Soit X un nombre > 0 tel que sur Sy: [pi —pi| <; X . (po —po).
On voit immédiatement que

p—p '== in f [ | p i—p, | , X(po-po)],

répond à la question.

COROLLAIRE. — V ensemble des différences de deux poten-
tiels finis continus dans il, égaux hors Sun compact c (},
forme un sous-espace positivement riche de V ensemble des
fonctions continues à support compact dans Q.

LEMME 6. 2. — 5i iî est à base dénombrable, il existe une
famille dénombrable 2 de potentiels finis continus dans 12, telle
que toute fonction finie continue sur un compact K c [2 puisse
être approchée, uniformément sur K, par des différences de deux
potentiels e £.

Il existe une famille^ dénombrable de fonctions f^ e C(Î3),
partout dense dans C(Li) pour la topologie de la convergence
uniforme.

D'autre part, il existe une suite croissante de compacts
K^c[2, telle que £2 soit réunion des intérieurs des K,.

Alors, si à chaque triplet d'entiers i, /, n on associe une
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différence de deux potentiels finis continus dans Q, appro-
j[

chant fi sur Ky à — près (lemme 6. 1), on obtient une famille

dénombrable de potentiels répondant à la question.

Remarque. — On peut compléter le théorème 6. 1 par une
propriété de dénombrabilité analogue.

7. A) Construction <Touverts réguliers.

LEMME 7. 1. — Étant donné un ouvert (D c Q et XQ e co, on
peut trouver un compact A*, XQ e k (intérieur de k) c k c co, teî
çu'i7 ^mte une fonction de Bouligand pour Q n |À', associée
à chaque point de ôA\

On peut supposer que (D est un domaine régulier s a;o.
Soit h une fonction harmonique dans <o, de borne inférieure
> 0 dans <o. Si po est un potentiel > 0 dans Q, et Xo un
voisinage compact de a?o, contenu dans <o, soit p == ft.^0.

Alors, ©(a;) == ) p ' s. c. i. et > 0 dans co, a une borne
AW

inférieure > 0 sur le compact Xo. Soit a un nombre tel que :
0 <; a < inf 9(rr) (1). L^ensemble A-, des points x e <o où

«cGXo

9(a;) ̂  a, répond à la question : k est fermé dans co et A ne
peut contenir de points e ôco grâce à la condition h ̂  m > 0
dans (o; la fonction de Bouligand pour Q n | k est:

a A — p + H^.

LEMME 7. 2. — Étant donné un ouvert <o c û et XQGW, il
existe une famille non dénombrable couverts réguliers (Oa,
XQ e 0)^ c (ôa c (o, tels que Ô(0a ^ ÔCOQ soient disjoints pour a =^= ?.

On reprend la démonstration du lemme précédent. A tout
nombre a satisfaisant à (1), on fait correspondre l'ensemble (Oa
des points xe co où ^{x) > a. coa est un ouvert c œ et ODa ne
peut contenir de points e ôco. La régularité de c^a résulte de
l'existence d'une fonction de Bouligand, p—H^—aA, pour
a)a; enfin, y == a sur ô(Da.
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Indiquons encore une variante du lemme 7.1:

LEMME 7. 3. — Étant donné un domaine régulier ^, et un
compact Xo <= <o, on peut trouver un compact A-, Xo c k c k c co,
^ çu'i7 existe une fonction de Bouligand pour Q n ( A*, associée
à chaque point de ô/c.

PROPOSITION 7. 1. — Étant donné, dans Q, un compact K
et un ouvert œ 3 K, lî existe un ouvert régulier contenant K et
contenu dans (o.

Soit un ouvert 0)1, K c o^ c œi c œ. Appliquons le lemme 7. 1
à l'ouvert (O-K et à chaque point ^o^oui; le théorème de
Borel-Lebesgue permet de couvrir ô(0i à l'aide d'un nombre
fini de compacts k^ c co-K, tels qu'en chaque point de ÔÀ*;, il
existe une fonction de Bouligand pour O n ^ À 1 » . L'ouvert
cherché est (Oi rm u A^.

PROPOSITION 7. 2. — Étant donné une mesure de Radon
p. > 0 sur il, il existe une base des ouverts de 12, formée de
domaines réguliers, dont les frontières sont de [^-mesure nulle.

En particulier, étant donné un ensemble dénombrable de
points Xn e il, il existe une base formée de domaines réguliers,
dont les frontières ne contiennent aucun des points x^.

Il suffit de montrer qu'étant donné un ouvert OD c Q et
XQ e oj, il existe un domaine régulier S, XQ e S c co, tel que ôS
soit de a-mesure nulle. Pour cela, on considère les ouverts
réguliers (Oa du lemme 7. 2. Ils forment une famille non dénom-
brable d'ouverts dont les frontières sont disjointes. Il existe
donc au moins un oja dont la frontière est de pi-mesure nulle;
sa composante connexe contenant XQ est le domaine cherché.

PROPOSITION 7. 3. — 5i il est à base dénombrable, il existe
une famille dénombrable de compacts kn c il, contenant un
système fondamental de voisinages de tout point e U, et tels que,
à chaque point e ô/c^, soit associée une fonction de Bouligand
pour U n | /(•„.

Si S> est une base dénombrable des ouverts de Q, formée de
domaines réguliers co,, on considère tous les couples (i, j) pour
lesquels 6^ c ojy, puis on applique le lemme 7. 3 au domaine coy
et au compact coc
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7. B) Construction d'ouverts non effilés en un point.

On suppose Q à base dénombrable.

LEMME 7. 4. — Étant donné un point XQ <= Q, il existe deux
ouverts disjoints, non effilés au point XQ.

Soit (un un système fondamental de voisinages ouverts de
^o? (0» 3 ̂ n+r

Pour chaque n, on définit :
une application continue, f^ de ôco^ sur l'intervalle fermé

r 1 4 - 1 ^ •
{——n^-n}-

F A A -j

une valeur a^ e ( — — > + — r ^lle q116 l'ensemble des points
L n nj

e ÔCD^ où /„ = an soit de p^-mesure nulle ; ceci est possible,

[ 1 1 ~\car l'ensemble des valeurs e ——, + — ' telles quen n i
chacune d'elles soit prise par fn sur un ensemble de p^-mesure
> 0, est dénombrable.
Ce choix étant fait, soit :

(̂  = \x e ̂ \fnW < an \ et P, = ̂  e ôc |̂/,(a0 > a^ .

i rL'un de ces ensembles est de p^-mesure >-y j dp^\ Pour n

pair (resp. n impair), on peut supposer que c'est ̂  (resp. p^) :
en effet, les ensembles (^ et pn s'échangent, quand on
remplace f^ par (—Q et ^ par (—aj, ce qui est loisible.

Appliquons le théorème d'Urysohn au compact

K=Wuf(Jôco;]
\ n 1

et aux fonctions
_ (a^ sur chaque ô(0n . _ {fn sur chaque ôco/»

^ = ^0 au point *ro e / ""' ?0 au point x^ '

continues sur K : il existe deux fonctions <t> et F, définies et
continues dans [2, et prolongeant respectivement 9 et f.

Les ouverts
S=\x^iî\F{x}<<S>Çx)} et S' =^x^U\F(x)>W\
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répondent à la question; on sait, en effet, que si //^ rfp^
ne tend pas vers 0 selon l'ordonné filtrant décroissant des
ouverts co 3 XQ, S ne peut être effilé au point XQ (cf. n° 5, D;
propriété 3).

Remarque.—Les deux ouverts construits ainsi admettent
XQ comme point frontière régulier.

8. Existence de points réguliers
sur la frontière d'un ouvert CD c (D c Q.

THÉORÈME 8. 1. — I I existe au moins un point régulier sur
la frontière de tout ouvert co cCD c Q, ayant au plus une infinité
dénombrable de composantes connexes.

Soit po un potentiel fini continu dans Q, non harmonique
dans aucune composante connexe de œ, h une fonction har-

monique > 0 dans un ouvert D G} .i-0 est une fonction continue
h

> 0 sur œ; sa borne inférieure sur <o, soit a > 0, est donc
atteinte en un point XQ e œ. Si XQ était un point <= co, la fonction
hi == Pô — a^? surharmonique et ;> 0 dans co, nulle au point
XQ 6 (o, serait identique à 0 sur la composante connexe de
œ contenant a?o? ce q^ est contraire à l'hypothèse faite sur po.

Donc o;o€ô<o et h^ est une fonction de Bouligand pour co
associée au point XQ.

Afin d'obtenir un résultat plus précis, démontrons le lemme
topologique suivant :

LEMME 8. 1. —Soit (sï et S deux domaines c Q, tels que S n to =/=^
et S 4> (o. Aîor5 toute composante connexe de w n S a au moins un
point frontière sur ôâ.

Supposons qu'une composante connexe y de CD n S n'ait
pas de point frontière situé sur ô§; on a donc ôy c §.

Montrons alors que ôy est disjoint à (D. En effet, si XQ e ôy
appartenait à co, 0:0 serait un point d'une composante connexe
y' de œ n S, distincte de y, et Y n y ne serait pas vide, ce qui
est impossible.

Conclusion: œ == y u]œ n | y ( où y et c o n f y sont deux
* ( b * ) * b *

ouverts disjoints non vides, d'où la contradiction.
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THÉORÈME 8. 2. — Étant donné un domaine co c<o c Q et
un point a;i e ôô, tout voisinage de x^ contient au moins un
point e ôco, régulier pour c^(9).

Soit un domaine régulier §3^1, assez petit pour que S ne
contienne pas (o. L'ouvert | co n à n'étant pas vide, soit X un
compact non polaire c ( œ n S, et p = R^ où po est Un potentiel
fini continu dans LS. Soit enfin h une fonction harmonique

T-TÎS

dans S, de borne inférieure > 0 dans S. Alors -——r—p est une

fonction continue > 0 sur ù> n S; comme sa limite est 0 en tout
point e û> n ôâ, elle atteint sa borne supérieure sur 6) n à, soit
a > 0, en un point XQ e a) n S.

Supposons que XQ e œ n S. La fonction J^i = aA — p + HJS,
harmonique et ,> 0 dans <o n S, nulle au point XQ e (o n S, est
donc identique à 0 dans la composante connexe y de <o n S
contenant XQ. En vertu du lemme 8. 1, il existe au moins un
point eôy, situé sur la frontière de 8, ce qui est incompatible
avec p — Hj| = aA dans y.

Donc XQ e ôco n S et Ai est une fonction de Bouligand pour co,
associée au point XQ.

9. Construction (Tun potentiel permettant de caractériser
reffilement de tout ensemble c (2.

On suppose Q à base dénombrable.

LEMME 9. 1. — Soit VQ un potentiel >0, fini continu dans û.
Il existe une famille dénombrable de potentiels p^ finis continus
dans Î.2, majorés par ^o» ̂  ̂ ^ que, étant donné un ensemble E c Q
effilé au point XQ < E, on puisse trouver un rang n pour lequel:

R^o) < Pn{Xo).

Il existe une famille dénombrable de compacts k^ c Q,
contenant un système fondamental de voisinages de tout point
e [2, et tels que, à chaque point e ô/c^ soit associée une fonction
de Bouligand pour (2 n [ k^ (proposition 7. 3). Par suite, les

(9) En théorie classique, cette propriété résulte immédiatement du fait que
Fensemble des points e ôœ, irréguliers pour (o, est polaire.
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fonctions pn = È.Ï; forment une famille dénombrable de
potentiels finis continus dans Q (voir le critère de régularité,
n° 5, B; propriété 7).

Soit d'abord XQ < E, et (o un voisinage ouvert connexe de XQ,
disjoint à E. Il existe un potentiel ?„ non harmonique dans (D,
donc tel que R^(^o) < Pn(^o)-

Soit maintenant XQ e E — E, et v une fonction e S4', telle que
lim inf v{x) > v{xo)\

x^x^
a-eE

on peut supposer que ^(rco) == ^0(^0)5 et? !51 ^o es^ non polaire,
que v n'est harmonique dans aucune composante connexe de
Q - j a ? o j - O11 a donc, pour un nombre Xi>l convenable et un
voisinage ouvert S de XQ, S c û :

v ̂  ^i • ̂ o sur E n S,
et a fortiori : v ̂ . Xi. pn sur E n S, quel que soit n.

D'autre part, on peut choisir un compact A*^, voisinage
de XQ, c S et assez petit pour que v > ft.Ï; sur ôâ :

en effet, si (Dp désigne un système fondamental de voisinages
ouverts décroissants de XQ, o>i c S, lim R^P = R^01 (n° 5, B;

p
propriété 8), et la convergence est uniforme sur ôS d'après le
théorème de Dini. Si XQ est polaire, on a, sur ôS : R|̂  == 0,
donc R^P < v pour un p convenable. Cette conclusion subsiste
si XQ est non polaire, parce qu'alors ^ ;> R^ dans û, et, grâce à
l'hypothèse faite sur ^, v > R^ dans û-^oj-

n étant ainsi choisi, de l'inégalité ^ > pn sur ôS, on déduit,
pour un nombre Xg > 1 convenable, ^^ Xg.pn sur ôS, donc
aussi ^ ^ ^ 2 - P n sur ^ n f ^ (lemme 3. 1).

Conclusion : il existe un rang n et un nombre X > 1 tels que :
^o^hn et p>.X.p^ sur E.

Alors 9 ,> ^.R^ dans û entraîne : pn{^o) > R^(rCo).

THÉORÈME 9. 1. — I I existe un potentiel U, fini continu dans
Q, tel que, étant donné un ensemble E c Q et un point XQ < E,
la condition :

R^o) < U(^o)
est nécessaire et suffisante pour que E soit effilé au point XQ.
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Soit o^ une suite de nombres > 0, formant une série conver-
gente, et pn la suite des potentiels déterminés par le lemme 9. 1.
La fonction U==^a^pn répond à la question, grâce à la

n
sous-additivité de R^ par rapport à v.

10. Balayage d'une mesure.

On suppose Q à base dénombrable.

A. ÉTUDE DE L'ADDITIVITÉ DE R^ ET DE R^ PAR

RAPPORT A V,

PROPOSITION 10. 1. — Soit E un ensemble fermé dans Q.
1) 5i (\ est une suite croissante e S4' et v == lim v^ e S4' :

n

R? = lim R^ (1) et R6 = lim R .̂ (!').
n n

2) 5l Pi ^ ̂  e S-^ :

R .̂ = H', + R'. (2) et ft^ = ̂  + ̂  (2').
Les égalités (1') et (2') se déduisent de (1) et (2) (n° 5, A;

propriétés 2 et 3).
Les égalités (1) et (2) étant vérifiées sur E, démontrons-les

sur co == Q n | E.
1) L'inégalité R1; ̂  lim R^ est immédiate.

n
Soit x^ un point e œ et £ un nombre > 0 ; pour chaque n^

il existe une fonction w^ G S"1", w^ ̂  ̂  sur E, et telle que

wJ^Xi) — R^n^i) ^'on' Alors, dans (o :
2t

w=limRE„+S(^-RE , )
n n

est hyperharmonique, et ^ w^ pour chaque n. Si y e Q n ôco :
lim inf w(a;) ̂  ̂ (y) pour chaque n, donc aussi lim inf w(x) ̂  v{y).

.c-^y .c-^.r
a; Gco .rGciL)

On en déduit que la fonction
_ (^ dans E

^inf (^, w) dans co
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appartient à S4'. Par suite u .̂ R^, et dans co :
w > R^; d'où lim R^) + e > R^i).

n

2) Supposons d'abord (ô c û :
L'égalité (2) est alors vérifiée, car, dans co : R^ === H^.
Soit E fermé quelconque :
On introduit une suite croissante d'ouverts

(Oç c Oy c Q, Q == [ J o .̂
q

Pour tout potentiel p dans û : R^ = lim R^C^ (n° 5, B;
q

propriétés 4 et 5), d'où l'additivité de R^ par rapport au poten-
tiel p.

Si v est une fonction e S4", v est limite d'une suite croissante
de potentiels ?„$ de R^ = lim R^ résulte l'additivité de R^ par
rapport à v. n

PROPOSITION 10. 2. — Soit co un ouvert c Q.
1) 5i (^ est une 5ui(e croissante e S4' e( ^ === lim ̂  e S4" :

ra

R^=l imR^ (1)
n

2) Si Ci et VaeS+:

Rî:+«, = R". + R". (2)
1. D'une part: lim R", < R".

n
D'autre part, lim R^ est une fonction e S4', égale à v sur co ;

d'où lim R^ > RÎ\
n

2. L'additivité de R^° par rapport à (/ résulte de celle de RÏ,
pour k compact, car R^ == lim R^", pour toute suite crois-

n
santé de compacts k^ dont la réunion est co (cf. n° 5, B; pro-
priété 2).

PROPOSITION 10. 3 (10). — Soit E un ensemble quelconque c Q.
Si ^i et v^ sont deux fonctions e S4', finies continues dans Q :

R^^R^+R?. (1) ^ R^., = R", + R", (!').
Démontrons l'égalité (1). On sait que R^,. < R", + R^.
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D'autre part, pour toute p e S+, finie continue dans Q :
R^ = inf R^ pour les ouverts œ 3 E$ l'additivité de R^ par
rapport à ^ entraîne alors: R^4.^> R^ + R^.

B. DÉFINITION DE LA BALAYÉE D'UNE MESURE.

THÉORÈME 10. 1 (10). — Étant donné une mesure de Radon
> 0, pi, sur Q, portée par un compact c Q, et un ensemble
E c Q (n), il existe une mesure de Radon ̂  0 sur Q et une seule,
soit p.35, telle que, pour tout potentiel p fini continu dans iî :

fï^dy.=fpd^ (1)
5i E est ouvert ou fermé dans Q, pour toute v e S4' :

ft^d^=f^d^ (2)

Existence de la mesure (A13.
On a vu (corollaire du théorème 6. 1), que l'ensemble 96

formé des différences de deux potentiels finis continus dans Q,
égaux hors d'un compact c SJ, est un sous-espace positive-
ment riche de 3t(L?). Toute fonctionnelle linéaire définie sur
3€, ̂  0 sur 364", peut donc être prolongée, de façon unique,
suivant une mesure de Radon ^0 sur il.

A chaque différence u === p — p9 e 3€, on fait correspondre
le nombre f f t ^ a — / Ê.̂ , rfpi. Grâce à l'additivité de ft.^
relativement aux potentiels p finis continus dans il, on
définit ainsi une fonctionnelle linéaire sur 3e; elle est ^0
sur ^+, d'où l'existence d'une mesure de Radon ;> 0,
unique, p^, telle que, pour toute différence p — p' e Vo :

f(^ - ̂ E) dy. = j\p - p ' ) d^.
Démonstration de la formule (1).
La proposition 7. 1 prouve l'existence d'une suite croissante

d'ouverts réguliers co^, tels que û == 1 J c o ^ Alors, p^ == ft^
n

est un potentiel fini continu dans û et égal à p hors de o\.
On a donc : f(t^ - ft^j dy. = f{p - pj d^.

(10) Ces résultats seront complétés quand on supposera l'axiome D.
(11) Si E est un ensemble c û, contenant ($t» on notera encore p.® la balayée de p.

sur E- j a (.
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Quand M-> + oo, pn décroît et -> 0, ainsi que Ê.^; d'où

f^dy.=fpdv.\

Démonstration de la formule (2).
v est limite d'une suite croissante de potentiels finis continus

p^ et ft^ = lim R^. (2) se déduit alors de (1), valable pour
les p^.

Cas particulier : x étant un point e Q, prenons pour y.
la mesure £.,; sa balayée sur E, £^, est telle que, pour tout
potentiel p fini continu : ft^(^) = j p de^ et, si E est ouvert
ou fermé dans Q : ft^) = f^ ds^, pour toute v e S4-. Remar-
quons que si œ == Û n f E est un ouvert d'adhérence c Q, £^
coïncide avec p^.

C. l1'68 PROPRIÉTÉS DE LA BALAYÉE D'UNE MESURE :

1) p.15 == 0 si et seulement si E est polaire.
2) si a = (AI + (Xg, où (AI et (JLg sont deux mesures de Radon

> 0 sur Q, chacune portée par un compact c Û, alors
U^ === UL^ -|- (X^.

3) si ^ est une suite croissante de mesures > 0, portées
par un même compact K c [2, et vaguement convergente
vers une mesure (x portée par K, alors ^ est une suite crois-
sante, vaguement convergente vers .̂E.

En effet, pour chaque différence p — p' e 36,

f{P - P') (̂ E - W = f{î^ - ̂ ) ̂  - t^n)

tend vers 0, quand n tend vers + oo.
4) p^ est portée par (E n S .̂) u ôE :
Partageons (JL en deux mesures, (x^ portée par E n S^ et (Ag

portée par [ E n S^j..
a) y^ = (AI, car R^ = p dans E.
6) (JL^ est portée par ôE :
61) ^ ne charge pas [E(12); en effet, pour toute diffé-

rence p — p' e 36, telle que Sp^p' c [ E, p == p' sur E et
ft^ == Ê.p» dans Q, en particulier sur S ,̂.

62) ^J ne charge pas E (12) ; soit p—p' e= 36, tel que Sp^ c E, et
(1?) On utilise ici le théorème 6. 1.
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soit ^={x^û\p{x)—p{x)i=0}. Si ï )==^€sS+|^=p sur E}
et ï)' == îp 'eS+l^ ' == p' sur E j , à chaque fonction v <= ̂  on
peut associer une fonction ^' e ï)', ne différant de ^ que sur co;
en effet,

(p' dans œ , , , ( ? ' dans E
v = < i ^ p , encore égal a \ j ^ p r-i,) v dans SJ n co5 ° / v dans U n L5

\ l \ b
répond à la question. De même, à chaque v ' e °l)' correspond
v e ï), tel que ^ = ^' sur Q n [ CD. Donc, R^ = È^ sur Q n f co,
en particulier sur S^.

11. Étude des ^<o fonctions, où S> est une base des ouverts de Q,
formée d^ouverts œ c (o c Q.

Les ouverts déterminants et complètement déterminants.

On reprend des notions dues à M. Brelot, sans supposer la
régularité des ouverts envisagés.

A. LES ^ FONCTIONS.

DÉFINITION. — Si 3^ est une base des ouverts de Q, formée
(K ouverts œ c œ c Q, on appelle ^ fonction dans un ouvert
COQ c Q toute fonction réelle v, localement bornée inférieurement
dans (DO, et telle que, pour tout ouvert co <= %, (ôco^:

v{x) >fvd^

dans œ.

Cas particulier. — On appelle ^ fonction une ^ fonction
relative à la base % formée de tous les ouverts co c co c Q.

LEMME il. 1. — Si v est une ̂  fonction, s. c. i. et ^>0 dan^
un domaine a>o c Q, alors: ou bien ^>0 rfans (Oo? ou fcieM
^ == 0 dans (Oo-

Supposons que l'ensemble des points de (Oo où v > 0 ne
soit ni vide, ni cog, et désignons par (î une de ses composantes
connexes.

Il existe un point i/o e ô(3, et situé dans (OQ, puis un domaine
co, composante connexe d'un ouvert e %, tel que î/o s CD c co c (OQ

29
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et 6) D (3. Alors, [3 n [ ci), ouvert non vide strictement contenu
dans P, a au moins un point frontière x^ e ?. x-^ appartient
aussi à ÔCD, donc, d'après le théorème 8. 2, il existe dans ?
au moins un point XQ e ôo régulier pour o; et (3 n ôo, qui est
un voisinage ouvert de Xç dans ôo, est de mesure harmonique
>0 pour CD (n° 4, B; propriété 1). En conséquence, f p r f p ^
est >0 dans o, alors que: ^(î/o) =0 entraîne Ç y dp^ = 0
dans co.

LEMME 11. 2. — 5i ^ es( une ̂  fonction s. c. i. dans un ouvert
0)0 c 0)0 c Q, ^Me gué pour (ou( y e ôo)o : lim inf v[x) ;> 0, aîors
v > 0 dans coo. ;̂

Le raisonnement est classique. Soit h une fonction harmo-
nique dans 0)0, de borne inférieure > 0 dans o)o.

Supposons qu'en un point e OQ, ^ soit <; 0, donc aussi

-,- == a << 0. Comme lim inf —J- ̂  0 en chaque point y e ôo)o,
Al .cecoo il\X)

x ->-y

il existe un voisinage ouvert S de ôo)o tel que: a ; e = o ) o n S
,. v{x).implique ,x-( > a.

^) . . ^
Soit ao<^a la borne inférieure de — sur 0)0; elle est atteinteh

en un point a ; o < s o ) o n ( ô . Alors, d'après le lemme 11. 1,
v—(x.Qh est identique à 0 sur la composante connexe de OQ
contenant XQ, ce qui est contraire à l'hypothèse.

THÉORÈME 11. 1. — Toute ̂  fonction v s. c. i. dans un ouvert
(ÙQ c Q, est hyperharmonique dans o)o.

En effet, pour tout ouvert régulier o, co c o)o, et toute donnée
0 continue sur ôo> et <; (^, v — H^ est une ^-fonction s. c. i.
dans o), dont la limite inférieure est ^ 0 en tout point e ôœ.
D'où : v > H^ (lemme 11. 2) puis v > H^ dans œ.

COROLLAIRE. — La régularisée s. c. i. d'u/te ^ fonction
dans un ouvert 0)0 est hyperharmonique dans OQ.

Les autres propriétés des ^ fonctions, données dans le
cas d'une base % formée de domaines réguliers (n° 5, A),
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s'étendent sans modification; toutefois, l'extension de la pro-
priété 5 utilise ÏÏ^(^) == j v dp^, donc suppose Q à base
dénombrable.

Remarque. — Les lemmes 11. 1 et 11. 2, ainsi que le théorème
11.1, sont encore valables si l'on remplace l'hypothèse «^^
fonction dans (OQ », par l'existence d'une base £B des ouverts
de Q, formée de domaines œ c œ c Q . ^ e t ^ satisfaisant à la
condition (a) :

(a) pour tout .recoo, et tout voisinage de x, il existe dans
ce voisinage un domaine G) e %, r c e c o c c o c œ o , tel que
v[x)^fvd^.

On obtient ainsi un critère local d'hyperharmonicité, qui
renforce celui qui a été donné au n° 2, C (propriété 1) :

Une condition suffisante pour que v soit hyperharmonique
dans l'ouvert (Oo est q116 v solt s- c-1-? > — 00? et (^U511 ̂ ^t6

une base % des ouverts de û, formée de domaines (D c œ c Q,
^ et % satisfaisant à la condition (a).

B. LES OUVERTS DÉTERMINANTS ET COMPLÈTEMENT DÉTER-
MINANTS (NOTÉS D. ET C. D.).

On suppose Q à base dénombrable (13).

DÉFINITION. — Un ouvert (o est c. à. {resp. d.} si (o c Q, et si,
pour tout potentiel p dans Q (resp. pour tout potentiel p locale-
ment borné dans Q), harmonique dans a), les fonctions e S4'
majorant p dans Q n ( œ, le majorent dans û $ autrement dit
R^ = p dans Q (14).

En utilisant l'additivité de RÇ" par rapport à v (propo-
sition 10. 1), on voit que, si w est un ouvert c. d. (resp. d.),
pour toute v e S'4' (resp. toute v e S4' localement bornée), har-
monique dans (D : R^ = v dans Q.

THÉORÈME 11. 2. — Soit S> une base des ouverts de Q formée
(K ouverts £ adhérence c Q, œ un ouvert déterminant e ̂ , et v

(13) C'est essentiellement pour que la propriété 5 des ̂  fonctions (n° 5, A) soit
valable avec une base .̂  quelconque.

(14) En théorie classique du potentiel, tout ouvert régulier est c.d. et tout ouvert
relativement compact est d. Dans la présente axiomatique, rien ne prouve l'existence
d'ouverts d.
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une ^ fonction ;> 0 dans Q. Afors: v = v p^-p. p. ^r
ôœ (15).

1er cas : v est localement bornée dans LL

w
^ dans L! n CD_ \jr ?
f v dp^ dans co

est une ̂  fonction dans Q. w e S4', est localement borné dans [2
et harmonique dans (A); d'où J w dp^ = j v dp^ dans co.

Pour chaque x e œ, il existe une fonction 9 définie sur ôco et
borélienne, telle que v <; 9 et f y dp^ = j <p rfp^. On a donc :
w ̂  ^ ̂  ^ ̂  9 sur ôco et J w rfp^ == J y dp^ ; par suite : v = v
p^-p. p. sur ôco.

2e cas : v est quelconque.
Le résultat est encore valable, car v est limite d'une suite

croissante de ^o fonctions ^ localement bornées, et $ == lim ç ^ .<A> '• / '*

COROLLAIRE 1. — Soit % une base des ouverts de Q formée
couverts d'adhérence c [j, (Q un ouvert c. rf. {resp. d.) e âî, ^
^ une ̂  fonction ̂  0 rfans Q (resp. une ̂  fonction ̂  0 dan^
Q (eîZô çue v soit localement borné) harmonique dans a>. Alors

v(x) == I v dp^ pour tout x e (o.
En effet, si rc e (Q : y{x) =fv d^ =f^ dp^.

COROLLAIRE 2. — Etant donné une base % des ouverts de il
formée d'ouverts d'adhérence c û, et un ouvert a) e %, pour gué (o
5oi( c. rf. [resp. d.), li! /aut e( lî suffit que, pour tout couple ^, v^
de ^ fonctions ^ 0 cîan^ Û (resp. de ^ fonctions localement

<3o * " ^ L vu •

bornées ^ 0 dans Q), harmoniques dans OD e( égales hors de (o,
on ai^ ^i = v^ dans Q (16).

(16) Le théorème 11. 2 et le corollaire 1 sont directement inspirés du théorème 8
et de son corollaire (M. BRELOT [16]).

(le) Cette caractérisation des ouverts d. et c.d. justifie le qualificatif qui leur est
donné. On peut montrer aussi la caractérisation suivante :

Un ouvert (ucïucû est c.d. (resp. d.} si et seulement si, pour tout potentiel p
dans Q (resp. tout potentiel p localement borné dans û), la plus grande minorante
harmonique de p dans co est j p dp^. (Même raisonnement que dans [18], n°34).
Il en résulte qu'il est équivalent de dire qu'un ouvert cocïîcû est c.d. (resp. d.), ou
que chacune de ses composantes connexes est c.d. (resp. d.).
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La condition est suffisante car, pour toute v s S4' (resp. toute
v e S"̂  localement bornée), harmonique dans co, R^ coïncide
avec v dans Q n co, donc dans û.

COROLLAIRE 3. — Soit œ un ouvert déterminant. Les points
e ôco irréguliers pour co forment un ensemble de p^-mesure nulle.

En effet, si V est une fonction e S4', finie continue dans Q
et non harmonique dans aucune composante connexe de co,
les points irréguliers pour co sont caractérisés par RÇ10 <; RÇ^
(propriété 7; n° 5, B).

COROLLAIRE 4. — Supposons qu'il existe une base des ouverts de
Q, soit %, formée d'ouverts déterminants.

1) Pour toute if^ fonction v^O dans Q: v = v % p. p.
2) Réciproquement^ soit, dans Q, rfeua; fonctions v et V 1 telles

que : v 1 e S"1", ^' <^ ^, et p' == p % p. p. ; aîor5 9 est une ̂  fonction,
et ^ = v dans Q.

Démonstration de 2). — Pour tout co e % et rceco,

^) >^(nO>J^dpï.

Donc ^ est une ̂  fonction, et ^', égale à v S> p. p., coïncide avec ^.

THÉORÈME 11. 3. — Soit S> une base des ouverts de Q formée
d'ouverts d'adhérence c Q, CD un ouvert c. d. (resp. d.) e %, et ^
une suite de ^ fonctions ^ 0 dans Q {resp. une suite de ^
fonctions ^0 rfan5 Q, ^Me5 çue liminf^ soit localement

r n
borné dans Q). Alors, si j ^ dp^ converge quel que soit x e co,
et si elle est localement bornée dans co indépendamment de n,
la limite vaut ï l i m i n f ^ dp^ (17).

• - n n

(17) Ce théorème est analogue au théorème 10 de M. BRELOT [16] ; la démonstration
est inchangée.



CHAPITRE II

LE THÉORÈME DE PARTITION
ET QUELQUES CONSÉQUENCES

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q.

12. Démonstration du théorème de partition.

DÉFINITION. — Étant donné une fonction V e S4' et un
ouvert G) c Q, on appelle (^-majorant de V toute fonction U e S4",
telle que, dans co : U = V + u^6 fonction surharmonique dans CD,
non nécessairement ,> 0.

On définit ainsi une relation de préordre dans S4", liée à
chaque ouvert co c Q.

PROPOSITION 12. 1. — Etant donné un ouvert co c Q, et une
fonction V e S4" dont la partie potentielle dans co est p, alors, la
famille des ^-majorants de V ne dépend que de p, et chaque
(o-majorant de V est ^ p dans co.

Dans œ : V = p + une fonction harmonique ^ 0 dans co ;
donc la famille des œ-majorants de V est la famille des fonc-
tions U e S4", telles que, dans G) : U == p + une fonction u'
surharmonique dans (D. En outre, u', ^> — p, est ;> 0 dans co;
donc, dans CD :

U == p + une fonction surharmonique .̂ 0 dans co.

COROLLAIRE. — Les Q-majorants d^une fonction V e S4'
sont les majorants spécifiques (18) de la partie potentielle de
V dans Q.

(18) Pour la définition de l'ordre spécifique, voir le n° 2, B.
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THÉORÈME 12. 1. — Soit un ouvert (o c Q, ï) une famille
^-majorée de fonctions V e S^ ^ Uo V enveloppe inférieure^
pour l'ordre naturel^ des ^-majorants de U Alors:

1) Uo e S^", e^ un ^-majorant de ^D, e5( harmonique dans
û-n | a).

b
2) Uo est spécifiquement le plus petit ^-majorant de U
1) Soit ^tl la famille des œ-majorants U de U
Pour V donné e ï) :

U == V + u dans CD, où u est surharmonique dans co;

donc Uo == V + ^o dans (D, avec UQ == inf u.
ue<u

Uo est une ïf fonction (19) dans Q; UQ est une ^ fonction dans
a) car, si /i est la partie harmonique de V dans co, on a u ̂  — h
dans CD.

Par suite : Ûo == V + ÛQ dans co (propriété 2, n° 5, A); Ûo
est donc un œ-majorant de ï), et coïncide avec Uo dans Q.

Enfin U est, dans Q n [ (o, un ensemble saturé de fonctions
surharmoniques; Uo est donc harmonique dans û n [ o>.

2) Soit U e U,
^U — Uo en tout point où cette différence est définie
(+00 en tout point où U == Uo == + oo.et U' =

U' est une ^ fonction dans û, si, en tout point x_pù U — Uo
est défini, et pour tout ouvert S, tel que . r eâcScû , on a:

c'est-à-dire :
U(x) — Uo(^) > H^) — H^),

U — H^ + H^ > Uo dans S.

Soit S une fonction surharmonique dans S, dont la limite
inférieure, en tout point e ôS, est > — oo et ^Uo, et s une
fonction sousharmonique dans S, dont la limite supérieure,
en tout point e ôâ, est < + °° et ^ U ; il suffit de prouver
que, dans S : U — s + S ̂ . Uo.

Posons

( i n f ( U — 6 ? + S , U o ) dans S
Ui= v T T /i n p . ; Ui<Uo, et UieS+,A / Uo dans U n | ô ? A ' oî

(19) Définie au début du n° 11.
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car U — s + S est une fonction surharmonique dans S, dont
la limite inférieure, en tout point e= ôS, est >—oo et ;>Uo.

Pour que Ui soit un co-majorant de T), il suffit alors de
montrer que

(inf (u — s + S, Uo) dans § n œ
Ui = ^ , p „/ UQ dans ô n co5

est surharmonique dans CD, ce qui, grâce au critère local de
surharmonicité (propriété 1, n° 2, C), se ramène à la s. c. L
de Ui en tout point y e ôâ n CD. Or, si u(y) = + °°? ou si
^(î/) == + oo, on a:

lim [u{x) —s{x) + S{x)] = + oo,
a-egoto

a^y

donc ^ UoÇy), et, dans les autres cas :
lim inf [u(x) — s{x) + S(x)] > u(y) — U(y) + Uo(î/) == Uo(y).
a;e§n(^

x-^y

Conclusion: Ui e6!!, donc Ui == Uo dans Q, U — s + S ^>Uo
dans à, et U' est une ^ fonction dans Q.

Alors, U = Uo + U' dans L> entraîne U = Uo + Û' dans û,
avec U' e S4".

COROLLAIRE 1. — P+, muni de Vordre spécifique^ est réticulé.
On applique le théorème 12. 1 en prenant CD = Û.
Sachant que H4' est réticulé pour l'ordre spécifique, qui

est aussi l'ordre naturel, on en déduit que S4' est réticulé.

COROLLAIRE 2. — Etant donné un ouvert G) c Q, et une fonc-
tion V e S4', il existe une fonction V^ e S4", harmonique dans
Q n [̂  co, gui e^t spécifiquement le plus petit co -majorant de V.

On applique le théorème 12. 1 à la famille ï) == |V j .
Enoncé équivalent au corollaire 2 :

THÉORÈME 12. 2 (ou théorème de partition). — Étant donné
un ouvert (D c Q et une fonction V e S4", i7 existe deux fonctions
V(Q <?< V^ e S+, caractérisées par les conditions :

1) y==V,+V, dans Q;
2) V^ e5(, pour Vordre spécifique restreint à S4', îa p?u5 grande

minorante de V harmonique dans co (20).

(20) Cette caractérisation de la fonction V^, est due à M. BRELOT.
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En outre, V^ minore spécifiquement tout (^-majorant de V,
et est harmonique dans û n [ co.

Le corollaire 2 fournit en effet la décomposition :
V=V.+V, dans Q,

où V^ est spécifiquement le plus petit co-majorant de V, et
V^ e S4'. On a bien V^ harmonique dans CD ; et, si W e S-1-, est
harmonique dans co et tel que V = W + U, où U <= S4", alors U est
un co-majorant de V, donc : dans Û, U = V(,, + une fonction e= S4",
ou V^ == W + une fonction e S4'.

DÉFINITION. — La fonction V^ définie par le théorème de par-
tition sera appelée dans toute la suite « restriction spécifique
de V à Rouvert co ».

On notera que Vg = 0, et que V^ = 0 équivaut à V harmo-
nique dans œ.

PREMIÈRES CONSÉQUENCES
DU THÉORÈME DE PARTITION

13. Propriétés de prolongement
d'une fonction surharmonique dans un ouvert partiel.

LEMME 13. 1. — Étant donné v surharmonique dans un ouvert
(i) c Qy et un ouvert a/ c co' c co, il existe deux potentiels P et P'
dans Q, P' fini continu dans Q, tels que: P == v + P' dans co'.
5i ^ est fini continu dans co, on peut choisir P fini continu dans il.

1) Supposons 9 ̂  0 dans co.
On se ramène au cas où v est fini continu dans co — oj',

par exemple en formant (R^')^, ce qui ne change pas ^ dans œ'.
Soit S et S' deux ouverts tels que œ' c §' c §' c § c S c co ;

m et M deux nombres tels que p <; M sur ôS', et v > m sur ôS.
On peut appliquer le théorème d'approximation (cf. n° 6)
, , „ . /. M + £ sur ̂ ' n • r r p ^ 1 1a la fonction f = ^ . 11 existe une ditïerence de deux' m — £ sur ôo
potentiels finis continus dans Q, P" — P', approchant f à
moins de £ sur ô§' u ôâ; donc :

(1) P"—P'>M>^ surôg' et P"—P'<m<Psurôo.
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Alors
v + P' dans S'

p = , inf (v + P', P") dans à—S'
P" dans Q n f S

b

est un potentiel dans Q, grâce aux inégalités (1) et au caractère
local de la surharmonicité ; de plus, si v est fini continu dans co,
P est fini continu dans Q.

2) Cas d'une fonction v surharmonique quelconque dans co.
Soit un ouvert co", cô' c co" c ou" c ou, h une fonction harmo-
nique dans co", de borne inférieure > 0 dans co", X un nombre
> 0 tel que, dans co" : v = — \h + ^', où ^' est une fonction
surharmonique ^0 dans co". De: h = P—P' et v ' = Q—Q'
dans co', P, P', Q, Q' e P+, P, P' et Q' finis continus dans Q,
on déduit la représentation cherchée.

THÉORÈME 13. 1. (21). — Étant donné v surharmonique dans
un ouvert co c Q, et un ouvert co' c co' c co, il existe deux poten-
tiels P et P' dans û, P' fini continu dans Q et harmonique
dans co', tels que

P == v + P' dans co'.

5i v est fini continu dans co, P peut être choisi fini continu
dans Q.

D'après le lemme 13. 1, il existe deux potentiels Pi et P 2
dans Q, Pg fini continu dans Q, Pi fini continu dans Q si v
est fini continu dans co, tels que :

(1) Pi = P + Pg dans co'.

Appliquons les résultats du n° 12 : Pi est un co'-majorant
de Pa; donc (théorème 12. 2) : Pi = (P^. + P, où P e P+,
et est fini continu dans Q, si v est fini continu dans co. fl)
devient alors: P = v + (P^ dans co', ce qui est la décom-
position cherchée car P' == (Pa)^ est harmonique dans co', et
fini continu dans Q.

THÉORÈME 13. 2. — Soit v une fonction surharmonique dans
un ouvert co c Û, de support compact K. Il existe un potentiel P

(21) M. BRELOT a donné une démonstration toute différente d'un résultat analogue
(théorème 14 dans [18]).
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unique dans Q, de support K, tel que P — v soit harmonique
dans œ.

1) Existence d'un potentiel P :
Soit un ouvert (A)', K c a/ c œ' c co. Le théorème 13. 1 prouve

l'existence de deux potentiels Pi et P g dans Q, Pg harmo-
nique dans CD', tels que :

P^ = Pg -|- ^ dans co'.

PI est donc harmonique dans a/— K. Si l'on prend sa restriction
« spécifique » à un ouvert (Oi, K c coi c <0i c co', on obtient un
potentiel P === (Pi)(o,, harmonique dans Q n [ K; et P — c,
égal à Pg — (Pi)o^ dans œ', est harmonique dans co', donc aussi
dans (o. Le support de P, a priori c K, est exactement K.

2) Unicité de P.
Supposons que deux potentiels P et P' répondent à la

question. La différence P — P' est une fonction A, harmonique
dans Q ; et les inégalités h ̂  P, et — h <; P' dans û, entraînent
À==O.

APPLICATION.

PROPOSITION 13. 1. — Pour quun compact K c Q soit polaire,
il faut et il suffit qu^il existe un ouvert œ => K, co c Q, tel que ôK
soit de mesure harmonique nulle pour œ — K.

Démonstration de la condition suffisante :
K est contenu dans la réunion d'un nombre fini de compo-

santes connexes de co, soit (Or
Par hypothèse, ôK est de mesure harmonique nulle pour

co — K, donc il existe une fonction hyperharmonique v ̂  0
dans (o — K, finie en un point de chaque œ; n [ K, et telle que
lim v(x} = + °°5 pour tout y e ôK.

^7K • ' ^dans f I J ^VK .La fonction ^ == \v""^ / , est surharmonique dans
+ oo sur K

1 L > ; (propriété 1; n° 2, C), et, si CD' est un ouvert tel que

K c œ' c a/ c [ J œ ; , il existe un potentiel P dans Q, valant

+ oo sur K (théorème 13. 1) ; par suite, K est polaire.



460 R.-M. HERVÉ

14. Une propriété des ensembles effilés.

THÉORÈME 14. 1. — Soit un ensemble E c Q, effilé au point
XQ e E — E. 5i XQ est polaire, il existe une fonction V e= S4", finie
au point XQ, et telle que lim V(x) === + °o-

.C -̂.Co
a-eE

iSi rco e^ ^on polaire, la propriété subsiste à condition de
supposer que tous les potentiels localement bornés dans Q, de
support XQ, sont continus au point XQ (22).

Par hypothèse, il existe une fonction v <= S4", telle que

(1) lim inf v{x) > v{xo).
X^XQ
xGE

On peut imposer à une telle fonction v les deux conditions
suivantes :

a) v est un potentiel localement borné dans û : on remplace
au besoin v par inf (^, ^o), où VQ est un potentiel > 0, fini
continu dans Q, et > v au point XQ.

b) Les minorantes spécifiques de v ne comprennent pas de
potentiel de support XQ : si XQ est polaire, cela résulte de la
condition a). Si XQ est non polaire, le théorème de partition,
appliqué à v et à l'ouvert Q — \XQ \, donne v == (^ + p, où p est
la plus grande minorante spécifique de p de support XQ ',
d'après l'hypothèse, p est continu au point XQ, et l'on peut
remplacer v par ^ sans modifier l'inégalité (1).

Soit 0 l'ordonné filtrant décroissant des ouverts co tels que
XQ e (o c Q, et v = v^ + ^o la décomposition du théorème
de partition. Les ^ forment un ordonné filtrant croissant,
donc w' = sup ̂  e S4', et w = inf p^ est une ^ fonction,

coe^) (o e0
harmonique dans il—|a;o|.

On a, dans il : v === w + w', donc ^ = w + w (propriété 2,
n° 5, A). Alors w, potentiel de support XQ minorant spéci-
fiquement v, est nul ; or w = w, donc inf ^ == 0.

WGQ

Ainsi, on peut trouver une suite d'ouverts co^ e 0 tels que

(22) Cette hypothèse est satisfaite si l'on suppose l'axiome D. M. BRELOT a obtenu
aussi ce résultat à l'occasion d'une étude axiomatique de l'effilement [20].
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^(a^o) ̂  ~2* La fonction V==]^^ répond à la question,
n n

car, pour chaque n :

lim inf ^{x}— ^(^o) = l1111 ̂ t ^(rl;) — ^o)-
a;->-j;o ;ï:-»-a;o
a;eE .cGE

15. Les mesures associées à une fonction V e S4".

Supposons Q à base dénombrable; ce sera nécessaire aux
théorèmes 15. 1, 2 et 3.

DÉFINITION DE LA RESTRICTION SPÉCIFIQUE DE V e S4

A UN OUVERT (0 C Q.

Pour tout ouvert œ c Q, on a défini la restriction spéci-
fique V^ de V à l'ouvert ou (théorème de partition, 12. 2) :
V^ est spécifiquement le plus petit co-majorant de V. Par
suite :

LEMME 15. 1. — Soit V e S+, V = P + h où P e P+ et h e H+.
Pour tout ouvert co c Q :

V _ P pt V7 — P' 4- hv to — -"-(o c'1' v to — -r (o n^ 't'*

Conséquence du lemme 15. 1 : VQ == P et VQ == h.
Il est alors naturel de considérer h comme la « restriction

spécifique de V au point <St», et de donner la définition suivante
de la restriction spécifique de V à un ouvert co c û, co 3 (X :

Soit V = = P + ^ ° ù P e P+ et h e H"1"; on appelle restriction
spécifique de V à Rouvert co c Q, co 3 a, la fonction

V. - V,_a + h == P^a + À.
Si Fon pose Voj == P^-a? on a encore la décomposition

V — V -̂ - V7
v —— v 0) 1 v 0)*

ÉTUDE DE LA RELATION ENTRE L'OUVERT CO C Q ET LA

RESTRICTION SPÉCIFIQUE V,o CORRESPONDANTE.

LEMME 15.2. — Soit V e S4', coi et cog rfeurc ouverts,
(DI c 0)2 c Q. Ai!or5 : V^— V^ = V^—V^ e5t une fonction e S4',
harmonique dans Un [ (cog — ^i)-
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On se ramène aisément au cas où (Oi et (Dg sont deux ouverts
cQ.

Appliquons le théorème de partition à V et aux ouverts
(QI et (Ça '- V^g est harmonique dans (Oi, donc

V^-V^=UeS+;

U est harmonique dans oui et, égal à V^, — V^, est harmo-
nique dans u n [ c ô a .

Si coi c (D^, le lemme est démontré. Sinon, il suffit de montrer
que chaque point e û n ôcog? non adhérent à (Og — (Oi, possède
un voisinage co c Q où U est harmonique. Prenons co disjoint
à (Og — ^i? et appliquons le théorème de partition à U et à o) :
U == TJ(O + U^ (1) dans Q. U^ est harmonique dans 002; d'autre
part, V^ + Uo, est une minorante spécifique de V, car, dans
Q : V = (V,. + U,) + (V,, — U,) et, d'après (1) :

V, .—U,=V^+U. eS+
Donc U(o ̂  0, et U est harmonique dans œ.

LEMME 15.3. — Soit V e S~1", coi et cog deux ouverts quel-
conques c Q. Alors: Y^UO). + V^^, = V^ + V^, ou

V n 4- V7 _ V 4- V'(OlUtOg T^ -^n^î —— î ^^ T (Og*

II suffit de considérer le cas où a)i et 0)2 sont deux ouverts
cQ.

1) Posons U = V^u.. + VL^. — V^.
Grâce au lemme 15. 2 :

T J — — V n 4- IV — — V / ^ € - S + • V7 __V-' — • (0^ u (og i^ \ î n ̂ î ^i/ ? ^ n ̂  "̂
est harmonique dans (Og, donc U est aussi harmonique dans co^;
et U minore spécifiquement V, car :

V — U = (V .̂- VJ + V,.̂ . e S+.
D'où : U < V ,̂, et même VL, — U e S+.
2) D'autre part,

U' = V,, + V,. — V,,^ = (V,,—U) + V^u». ̂  S+
est harmonique dans (Oa» donc aussi dans (Oi, et

V — U' == V,, + V,. — V^. e S+
D'où : U' <; V^uco.î et l'égalité cherchée.
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LEMME 15. 4. — Soit V e S4', et œ UTÎ ower( c 0, réunion
d'une suite croissante d'ouverts o\ c [i. Afor5: Vo,=l imVco.

Comme dans les deux lemmes précédents, il suffit d'envisager
le cas où co c Q.

La suite V^ est croissante et majorée par Vco; donc

U = lim V,, e S+, et U < V,.
n

D'autre part, la suite V^ est décroissante, et les V^ sont
harmoniques dans tout ouvert d'adhérence c o>, pour n assez
grand; donc, dans ou, lim V^ est harmonique. Alors, U, égal

7l

à V + une fonction harmonique dans eu, est un co-majorant
de V, et, d'après le théorème de partition : U > V^.

DÉFINITION DE MESURES ASSOCIÉES A UNE FONCTION V <= S4'.
Sur un espace localement compact E, on peut définir une

mesure de Radon de la façon suivante (Bourbaki, Inté-
gration, chapitre IV, § 4, n° 10) :

Soit a(G5) une fonction, à valeur e [0, + oo[, définie sur la
famille TC des ouverts Gî c 55 c E ; pour qu'il existe une mesure
de Radon p. > 0 sur E, caractérisée par pi(d5) == a(G3) pour
tous les ouverts co e TT, il faut et il suffit que la fonction a
vérifie les trois conditions :

1) si Gîi et ©2 e -ir et ©i c ©a, alors : a(G5i) <; 0(0152);
2) si C3i et d52 e: TC : a(Gîi u GOg) <: a(CTi) + aÇc^),

et, si CTi n Gîg == ^ : a(c3i u Gîg) == a(c3i) + 0(^2) $
3) pour tout £ > 0 et tout C3i e= TC, il existe un compact

K c ©i, tel que : G5 e 71 et K c 53 c CTI entraînent

a(G5i) — a(c5) < £.

1° Définition de la mesure ^)x sur H, associée à V à l'aide
d'un couple (œ, x}.

Dans la suite, on désigne par « couple (a), x) », l'ensemble
d'un ouvert CD c cô c Q et d'un point a;eco.

THÉORÈME 15.1. — Soit VeS+. Pour tout couple ((o, x),
on peut associer à V une mesure de Radon u^'x ̂  0 6?ur [i, caracté-
risée par la condition ^^(rs) = fv^p^ pour tout ouverte c Q.

On applique le critère ci-dessus à l'espace Û et à la fonction
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afro) == fVrorfpï , définie sur la famille de tous les ouverts
G? c H : les conditions 1, 2, 3 sont vérifiées, pour tous les
ouverts es c Q, grâce aux lemmes 15. 2, 15. 3 et 15. 4.

2° Définition de la mesure ^ x sur (5, associée à V à l'aide
d'un point x e Q tel que V(rc) < + Qo-

THÉORÈME 15. 2. — 5oiî V e S4". Pour tout pom( x e Q
^ gué V(a;) <; + 00 ? on P^ut associer à V une mesure de Radon
^ ̂  0 sur Q, caractérisée par la condition ^(d?) == Vro(^) pour
(ouï ouvert G5 c 0.

La démontration est identique à celle du théorème 15. 1.
3° Définition de la mesure ^fx sur û—\x\^ associée à V

à l'aide d'un point quelconque xe Q.

THÉORÈME 15. 3. — Soit V e S4'. Pour tout point x e Q, on
peut associer à V une mesure de Radon [X'^^Q sur Q—\x\^
caractérisée par la condition y^^) = Vro(^) pour (ouf ou^r(
c o c ^ c Q — \x\. Si V(.r) <; +005 P^ est ^a restriction de yf
à Q — { x } .

Même démonstration que pour les deux théorèmes précé-
dents ; la condition a(G5) = V^-r) e [0, + oo [ est réalisée
pour les ouverts G5 c 53 c Q — ^ j , les lemmes 15.2, 15.3,
15. 4 sont appliqués à ces ouverts, et le critère ci-dessus à
l'espace Q — \x\.

PROPRIÉTÉS IMMÉDIATES DES MESURES ^/°'at, ^ ET ^ / x (22).

1) J^- - = f\d^ (23) ;/ d^ = V^) etJ d^ = V^_ ^^(^)
si ces quantités sont finies.

^^(cx) == Ç hdp^ et [^(a) = ^(a) == h{x), où /i désigne la
partie harmonique de V.

2) Pour que V <= P4", il faut (resp. : il suffit) que toutes ses
mesures associées sur û (resp. : l'une d'elles) soient des mesures
de masse finie sur Û ; il faut (resp. : il suffit) que, pour tout
(resp. : un) point xe 0, ^fx soit une mesure sur û-|^.

3) Pour que V soit harmonique dans l'ouvert 55 c Q, il faut
(22) Ces notations abrégées seront employées lorsqu'il s'agira d'une seule fonction

VeS4'; sinon, on précisera (i^, [JL^, {ly®.
(23) Par suite, la fonction V est parfaitement déterminée par la famille des mesures

^x.
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(resp. : il suffit) que toutes ses mesures associées sur Q (resp. :
l'une d'elles) ne chargent pas dï.

4) Pour tout couple (co, x) et tout ouvert o/ tel que

x e (o c (o :

(x^^ [j.̂  (théorème de comparaison, n° 4,__A).
5) ̂ x et ^fx ont la même restriction à 0—œ.

AUTRES PROPRIÉTÉS DES MESURES (Jl^ a?, (̂  ET ^fx.

LEMME 15. 5. — Soit une famille S de fonctions V e S4'
formant un ordonné filtrant décroissant pour Vordre naturel.
Si, pour un couple ((OQ, Xç), inf FV dp^ == 0, alors, pour tout

„ v e ̂  J

couple (co, x), inf / V dp^ = 0.
ve^

On peut extraire de la famille i? une suite décroissante V^
telle que l imfV,^o==0; d'où f / l imV^Wp^=0 et
-———^ n /* v n L-^~-^
lim V^ == 0 dans Q. Alors J /lim V^ dp^, < lim V»(a;), est

nul, et inf fv do^ == 0.
ve^

COROLLAIRE. — Etant donné V e S+, ^ ensembles m^^-
négligeables sont indépendants du couple ((o, a;); par 5uite,
^(o>a; s'exprime par une densité relativement à pi^^e (24).

PROPOSITION 15. 1. — Etant donné une fonction V e S4-
et un couple ((OQ? xo) :

1) pour tout point x <= Q, la mesure ̂ x s'exprime par une den-
sité relativement à la restriction de pL^o'3'» a (5—\x\ ;

2) pour tout point x e Q ^ çue V(a;) < + oo, la mesure yf
s'exprime par une densité relativement à ^o)xo.

1) II suffit de montrer que tout ensemble EcEcQ— \x \ ,
^ ^-négligeable, est aussi pi^-négligeable.

Soit ©o un ouvert tel que E c ©o c ÎQQ c Q —^x\ $ £ > 0 étant
donné, il existe un ouvert œ 3 x pour lequel

V^)<^+/V^^.

(24) En outre, si l'on suppose l'axiome 37 au lieu de 3, cette densité est comprise
entre deux nombres > 0 (cf. n° 2, C, propriété 7).

30
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Comme, pour chaque ouvert 05 c cSo, on a (lemme 15.2)
V^ = VCT + une fonction e S4", on en déduit :

V^) < £ + /V,, d^, soit (^(Gî) < £ + f^ d^ ;

d'où inf t^7*^03) ̂  £ (ct- corollaire ci-dessus).
ECCTC'roCÛ—|a;|

2) Démonstration analogue; l'introduction de ©o est inutile,
et VTO^ est remplacé par V.

PROPOSITION 15. 2. — Soit U e( V deurc fonctions e S4', a et h
deux nombres > 0, ^ W == aU + &V- AZors, pour chaque
ouvert TS c Q :

(1) W^==aU,+&V^

par suite:
,ltû,^ —— /ïnû)»37 1 îïU^13^^v — a .̂u -f- o^y ?

(Xw = ap-S + ^^ 5i W{x) < + oo,
^ = a^ + fc^.

Il suffit de démontrer (1) pour un ouvert d3 c [].
aVjy ~\~~ ^VTO est un dî-majorant de W. D'autre part, si

W, e S4', est un dî-majorant de W, c'est d'abord un Gî-majo-
rant de aU, donc W = aV^ + V, V «= S-^; puis W est un
dî-majorant de aU^ + &V, donc V est un ©-majorant de 6V;
d'où V > &V^, et W > aU^ + &V^.

COROLLAIRE. — Soit, dans S4', une sui^ V^ spécifiquement
croissante et de limite V e S" .̂ Aîor5, pour chaque ouvert GO c Q :

(1) V^=lim(V^;
n

par suite:
,,a),a;— lim H10»35
(J.y — lim [Av^ ,

?»
pî  = lim (JL^ 51 V(^) < + oo,

n
a^ == lim ^.v^.

n

D'après la proposition 15.2, la suite (VJ^ est croissante;
d'autre part, V = V^ + W^, où W^ e S4-, donc

V, = (VJ^ + (WJ, et lim (WJ, , < lim W,
n n

est nul quasi-partout.



RECHERCHES AXIOMATIÇUES SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS 467

Les relations entre mesures résultent de (1), du fait que
ces mesures forment des suites croissantes.

PROPOSITION 15. 3. — Soit V e S4-. Quels que soient les
ouverts 03 et G?' c Q :

(1) (V^ = V^' = (V^)zn;
par suite, les mesures, sur Q et Q—\x\, associées à V^, sont les
restrictions à îQ des mesures correspondantes associées à V.

Il suffit de démontrer (1) pour deux ouverts 03 et dî' c Q.
(V^, égal à V—V^—(V^)^ diffère de V d'une fonction

harmonique dans d3 n co'; donc (V^)^ ^> ^rssnjs''
D'autre part (lemme 15. 2), V^n^ diffère de V^ d'une fonc-

tion harmonique dans Q n f (G3 — 05 n es'), en particulier dans ©' ;
donc Vron^ î> (VZ^TO'-

COROLLAIRE. — 5i V e5( localement borné, ses mesures associées
ne chargent pas les ensembles polaires. __

Soit K un compact polaire c Q, et ro == Q — K. Les mesures
associées à V^ ne chargent pas K. D'autre part, V^, potentiel
localement borné et harmonique dans Q — K, est = 0.



CHAPITRE III

LES POTENTIELS A SUPPORT PONCTUEL
I1"® REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES FONCTIONS e S4-

A L^AIDE DE CES POTENTIELS

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3^;
il existe un potentiel ;> 0 dans Q;
û admet une base dénombrable des ouverts.

16. Les potentiels à support ponctuel.

Construction de potentiels dans û, de support ponctuel donné,
et d^une fonction harmonique > 0 dans Q.

THÉORÈME 16. 1. — 1) Étant donné un point y e Q, il existe
au moins un potentiel dans Q, de support \y\.

2) II existe au moins une fonction harmonique > 0 dans Q.
La construction étant la même dans les deux cas, désignons

par Y un point quelconque de Q. Soit ^ un système fonda-
mental de voisinages décroissants de Y; XQ un point e Q,
n'appartenant pas à 15i $ et P un potentiel > 0 dans Q.

Pour chaque n, P^x) = . p v / est un potentiel dans Q,
R^Çxo)

harmonique dans Q n [ ï^, égal à 1 au point XQ.
Grâce à l'axiome 3' : les fonctions P^, pour n ̂  n^ sont

comprises entre deux nombres > 0 indépendants de n, en tout
point de chaque composante connexe de Q n F T)^ (n° 2, C ;
propriété 7) ; elles sont donc également continues dans chacune
de ces composantes connexes, et on peut en extraire une
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suite partielle, uniformément convergente sur tout compact
cQn[z \ .

Par suite/à l'aide du procédé diagonal, on peut extraire de
la suite des entiers n, une suite partielle n', telle que P^
converge uniformément sur tout compact c Q n f i Y L vers
une fonction A, harmonique > 0 dans Q n F i Y L

Si Y = a, h est harmonique > 0 dans Q.
Si Y e = Q , liminfP^ est un potentiel dans û,de support ^ Y î

n'->+oo

car lim inf P^ est une tf fonction et la régularisée un potentiel
7l'

(lemme 3. 2).
Remarquons que, si Y e Q est non polaire, on obtient plus

simplement, et sans recourir à l'axiome 3', un potentiel de
support ^ Y ^ en formant Ê.^? pour V e S4'.

Les potentiels extrémaux.
Les génératrices extrémales du cône convexe S4' ne peuvent

contenir que des fonctions harmoniques .̂ 0 dans Q, et des
potentiels dans Q, appelés potentiels extrémaux dans Q.

THÉORÈME 16. 2 (avec les seuls axiomes 1, 2, 3). — Tout
potentiel extrémal > 0 dans û a un support ponctuel.

En effet, si le support d'un potentiel extrémal P dans Q
contenait deux points distincts y^ et y^ le théorème de parti-
tion, appliqué à P et à un ouvert œ c Q, tel que y^ e co et
î/a^o), donnerait

P = P^ + P^ dans Q,

où P(O et P^ seraient deux potentiels > 0 dans Q, non propor-
tionnels; d'où la contradiction.

THÉORÈME 16. 3. — Tout point y e Q est support (Tau
moins un potentiel extrémal dans Q.

En effet, les potentiels de support \y\^ normalisés (i. e.
égaux à 1) en un point XQ ̂  y , forment un ensemble convexe,
et compact pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact c 0-|î/j (car, siP^ est une suite de tels potentiels,
une suite extraite P^. converge dans û-^î / | vers lim inf P,»).
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Comparaison des potentiels extrémaux dans Q et dans un
ouvert partiel co c Q.

Les théorèmes 16. 1, 16. 2, 16. 3 sont valables dans un
ouvert co c Q. Pour tout rceœ, comparons les potentiels
extrémaux dans Q et dans (o, de support \x\.

THÉORÈME 16. 4. — Soit un ouvert OD c Q, et un point XQ e co.
1) A tout potentiel P dans Q, de support \XQ\, correspond un

potentiel unique, p , dans co, de support \XQ\, tel que P == p +
une fonction harmonique dans co, et c'est p = P—R^ dans co.

2) Réciproquement, à tout potentiel p dans OD, de support \x^ \,
correspond un potentiel unique, P, dan5 Q, de support {xo}, tel
que p == P + une fonction harmonique dans œ.

Par suite, si Vun des potentiels est extrémal, Vautre l'est aussi.
1) Le potentiel p s'obtient en formant P — h, où h est la

plus grande minorante harmonique de P dans co.
h = R^° dans co : en effet, pour toute V e S4', .̂ P sur

û n | œ, on a liminf [^{x)—h{x)] ̂ 0 quel que soit y <= ôco n Q,
-̂  T ̂  ri»a'Go)

a->-y

et V — h ̂ — P dans o>; donc, d'après le principe du mini-
mum (n° 3, propriété 3) V ;> h dans G), et R^° ̂  A dans <o.

2) La réciproque résulte du théorème 13. 2.
Enfin, si deux potentiels Pi et Pg, de support [XQ^, sont pro-

portionnels dans Q, les potentiels correspondants pi et pg
le sont aussi dans co, et réciproquement.

L'unicité, ou la muliplicité, des potentiels normalisés de
support ponctuel donné, a donc un caractère local.

Une condition suffisante d^ unicité des potentiels normalisés
de support ponctuel donné.

LEMME 16. 1. — Supposant qu^il existe deux potentiels P
et Q dans û, de support \y\, non proportionnels, soit

^=\x^û-{y}\P{x)<\Q,{x)\,
B,=^eQ-^|P^)>ÀQ(^)j .

On peut trouver un nombre Xo > 0 tel que ni A^ ni B^ ne
soit vide', alors, pour X assez voisin de \o, ni A.\ ni B^ n^est
vide.
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Si y est polaire, Q — \y\ est connexe, donc il suffit de
choisir \Q tel que P(^o) — ^oQ(^o) = 0 pour un point a;o ̂  !/•

Si y est non polaire, on choisit un point x^ dans chaque
composante connexe de Û — | y j , une suite de nombres
Q^ > 0 tels que les séries S^P^n) et SanQ(^n) convergent, et

n n

Xo satisfaisant à S^P^n)—^oS^Q^n) = 0-
n n

THÉORÈME 16. 5. — Supposons V axiome supplémentaire
suivant {vérifié en théorie classique du potentiel) :

Quel que soit l'ouvert régulier co, pour tout potentiel P dans Q,
harmonique dans œ, R^° == P.

ou, ce qui est équivalent:
Tout ouvert régulier est c. d.
Alors, quel que soit y e Q, les potentiels dans Q, de support \y\^

sont proportionnels,
Supposons qu'il existe deux potentiels P et Q dans Q, de

support \y\^ non proportionnels.
Appliquons le lemme 16. 1 : il existe deux nombres distincts,

X et X', tels qu'aucun des ensembles

A=^eQ—|î / j |P(^ )<XQ(^S,
B=^eQ—^|P(^>XQ(^)l,
A'^^eQ-^^P^XX'Q^);,
Bf=\x^û-{y}\P(x)>\f(î{x)\

ne soit vide.
Q — {y\ est la réunion de ces quatre ensembles; donc Pun

au moins, A par exemple, n'est pas effilé au point y. Alors,
pour tout ouvert régulier co 3 y, o/ = co n B est un ouvert
régulier, ou l'ensemble vide; en effet, à tout point e ôo/, dis-
tinct de y, est associée une fonction de Bouligand pour o/, et
le point y est régulier, car | a/ contient A non effilé au point
y (cf. n° 5, D; propriété 2).

D'après l'hypothèse: R^" = P dans û (1).
En vertu de la proposition 7. 1, les ouverts réguliers co s y

forment un ordonné filtrant croissant, dont la réunion est û.
Si x est un point e Q, distinct de y , et £ un nombre > 0, on peut
choisir o régulier, contenant x et y, tel que : RÎ"^) ̂  £ ;
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alors: R^^^—RCp^Xe (propriété 5; no 5, B). On en
déduit, grâce à (1) : R^ = P dans Q (2).

Sur Q n [ B, sauf peut-être au point y : P < XQ ; et au point y,
la relation : P(x) < ÀQ(^) pour x e A, non effilé au point y,
entraîne: P{y) < XQ(y). D'où : P < XQ sur Q n [ B , et
R^<XQ dans û, ce qui est en contradiction avec (2) et le
choix de X.

17. Représentation intégrale d'une fonction V e S+,
à l'aide d'une mesure sur û

et d'un noyau dépendant de V.

Nous avons vu au n° 15 que, étant donné une fonction
VeS"*" et un couple ((OQ, ^o)? chacune des mesures ^sx, ̂
(si V(^) < + oo), ^ / x (sur Û—|o;|) associées à V, s'exprime
par une densité relativement à la mesure ^°'XQ ou à sa restric-
tion à û - j ^ j .

Dans ce n°, nous allons construire ces densités, et du même
coup obtenir une représentation intégrale de V.

RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES.

LEMME 17. 1. — Étant donné, sur Q, une famille dénom-
brable de mesures [x? > 0, chacune définie par une densité rela-
tivement à une même mesure (JL > 0, il existe un ensemble ^-négli-
geable E c Q et, pour tout point Y e H — E, une suite décroissante
de compacts (3J 3 Y et convergeant vers Y (25), tels que : M.(3^) > 0

— / ft^\
et, quel que soit p, liml ^rg/ existe et définit une fonction-

<7 ^(Pç) /

densité de pip relativement à pi (26).
Soit âp une fonction-densité de pip relativement à pi. §

étant (x-sommable, on peut, pour chaque entier n > 0, déter-

(25) C'est-à-dire contenus dans un voisinage arbitraire de Y pour q assez grand.
{w) On peut aussi utiliser un théorème de difîérentiation des mesures sur un espace

métrisable et separable [45 et 46] ; on obtient alors des ensembles (^ boréliens, définis
pour tout Y eu, et tels que, pour tout couple de mesures {JL, v > 0, v définie relati-
vement à (i par une densité, lim v((^)/[i([^) existe et définit une densité de v rela-
tivement à (JL. q
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miner un compact Kn c £2, tel que pL(0 — K,) < ~- et que la
n

restriction de chaque §p à K^ soit définie et continue.
Si K^ est le support de la restriction de [x à K^, l'ensemble

E = Q — ̂ _J K^ est pi-négligeable.
n

Soit alors Y ^ E : Ye un ensemble K^; partant d'une
suite décroissante de compacts aj qui forment un système
fondamental de voisinages de Y, on définit une suite décrois-
sante de compacts p j = a j n K^ convergeant vers Y. Bj
est de mesure >0 pour la restriction de ;x à K^, donc, a
fortiori, de pi-mesure > 0, et

^((3?) f^p^ .^ ,i^'^"''' quan'i ''"+M-
i/P<7 r

LEMME 17. 2. — Étant donné une mesure (A > 0 5ur Q
e( une fonction G{x, Y) possédant les propriétés suivantes:

(i) G(a;, Y) est définie dans Q X (0 — E), où E est un ensemble
[^-négligeable indépendant de x\

(u) pour un ensemble dénombrable de points Xp, dense dans
û, Y —> G{xp, Y) est ^-sommable,

{iii) pour chaque Y e H — E : x -> G{x, Y) est un potentiel
de support |Y| si Y e Q, une fonction harmonique > 0 si
Y = = a ;

— alors, il existe une suite croissante de compacts K^ c Q, tels
que: d'une part, lim(A(K^) = ^.(Q); rfWre par<, pour chaque n,

Tt

G(x, Y) est fonction s. c. i. de {x, Y) dans Q X K^, et même
continue pour x =/= Y.

D'après (n), on peut, pour chaque entier n > 0, déterminer

un compact K^ eu, K^K,_i, tel que (^(0 — K,) <-1- et
n

que la restriction de chaque fonction Y —^ GÇxp, Y) à K^ soit
définie et continue.

a) Pour chaque n, G(^, Y) est fonction continue de (x. Y)
dans Q X K^, si .r ̂  Y.

Soit (^i, Yi) un point e Q x K/,, ^ =^= Yi ; § un voisinage
ouvert de x^ § c Q, A un voisinage de Y, S et A étant dis-
joints.
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Grâce à l'axiome 3', e > 0 étant donné, il existe un voisi-
nage §1 de n;i, §1 c S, tel que :

u harmonique >0 dans S) entraînent l—£<u^ )<l+£•
x e t x e S i } u(x)
Dans §1, il y a au moins un point Xp\ la restriction de G(:Cp, Y)
à K^ étant continue, pour un voisinage Ai de Yi, Ai c A :

Y e A i n K ^ entraîne 1 — s < G^ ̂ \ < i + s.
Lr(rKp, Yi)

Alors, si x e §1 et Y e Ai n K^ : [x' ) est compris entre
(1±£)3 . [X1J 1)

b) Pour chaque n, G{x^ Y) est fonction s. c. i. de {x, Y) dans
û X K,.

Il suffit de montrer qu'étant donné un couple (a;i, a;i),
x^ e Q n K^, et un nombre X < G(:PI, a;i), il existe un voisi-
nage ï) de x^ ^ c Q, tel que xe^ et Y e ^ n K ^ entraînent
G(^, Y) > X.

Soit un ouvert co, ^i e œ c co c Q, assez petit pour que
X<J'G(., ^i)dp^. Posons 2£=jG(., ^i)rfp^—^.

La continuité de G{x, Y), établie dans F alinéa a), permet
de déterminer un voisinage A de o;i, A c œ, tel que :

^ e ô(o et Y e A n K» entraînent ] G(Ç, Y) — G(Ç, x^) | < -.£—•
J d p ^

Donc, pour Y e A n K , : J^G(., Y) dp^ > X + £.
D'autre part, d'après l'axiome 3', il existe un voisinage S

de x^ 8 c (o, tel que :
M harmonique > 0 dans œ, et x e S entraînent -——. > . •

En particulier, pour Y e A n K^ et ^ es S : J"G(., Y) dp^ > \ ;
et le voisinage cherché est V == A n §.

PROPOSITION 17.1. — 5oi( une mesure ^ > 0 5ur Q e(
une fonction G{x, Y) possédant les propriétés (i), (u), (ui)
du lemme 17. 2. Afor5 :

1) V(a;) = fG(^, Y) rfpt.(Y) e^ une fonction e S4- <?(, pour
(o^ coup^ (a), a;),/V^=/[/G(., Y)dp?]^(Y);
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2) pour tout ouvert es c Q, V^) = f^G{x, Y) ^(Y).
1) D'après le lemme 17.2, Y->G(o;, Y) est ^.-mesurable,

ainsi que Y->/G(., Y) d^.

Posons ï^{x) == f^ G{x, Y)d^(Y), où K, désigne la suite
de compacts déterminée par le lemme 17. 2.

IK est s. c. i. et, d'après le théorème de Lebesgue-Fubini,
pour tout couple (co, x) :

fï^dpï =^[/G(., Y) d^] da(Y) < IK )̂.

On en déduit :
IK est hyperharmonique dans Q, donc aussi V = hm IK,,;

comme V(o;p) < + oo, V e S-4-;
IK , donc aussi V, est harmonique dans Q n ^ S^, où S^j.

désigne le support compact de (J.;

quand n-^+oo,/V 4ï =/[/G(., Y) d^] ̂ (Y).

2) Pour tout ensemble borélien B c ÏÏ, la^) == j^G{x, Y) d(x(Y)

est une fonction e S4', harmonique dans Q n [ B , et

V = le + I^B-

Montrons maintenant que, si B c Q, le e P"^. Soit co un

ouvert tel que B c CD c co c û, et a;o un point e ôco- p—2—yx
est compris entre deux nombres > 0 fixes pour Y e= B et x
donné e ôcu (propriété 7, n° 2, C), donc aussi pour Y € = B et
x voisin d'un point donné e ôco (axiome 3'), finalement pour
Y e B et x e ôco. _

Alors, Yo étant fixé e B, il existe un nombre X > 0 tel que :

G^<X.G(^Y^ pour YeB et .eôco,
G(.ro, Y) G(a;o, ïo)

donc aussi (lemme 3. 1) pour Y e B e t r c e Q n ^ œ . Par suite :

V(a;) < X. voro) . G(^, Yo) pour x e Q n [ co.
^^Oî ï o7
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Soit un ouvert c o c Q ; 1̂  diffère de V d'une fonction har-
monique dans G5, donc est un CT-majorant de V, Içy ̂ . V^.

Pour obtenir Içy === V^, il suffit de prouver qu'un dî-majo-
rant quelconque de V, soit V, est ^ IK pour tout compact
K c 55. Or, V — IK est surharmonique dans Q — K, et aussi
dans Gî, puisque V — V est surharmonique dans G3. Par suite,
V — IK est surharmonique dans Q (propriété 1, n° 2, C), et
^ 0 puisque ̂  — IK, où IK est un potentiel dans Q (principe
du minimum, n° 3).

Ainsi, VCT = ITO pour tout ouvert co c Q ; en particulier, la
partie potentielle de V, qui vaut VQ, est IQ, donc la partie
harmonique de V est 1 ,̂ et la relation V^ == 1̂  s'étend aux
ouverts G5 c û.

COROLLAIRE.—Étant donné une mesure [x > 0 sur Q et
une fonction G(x, Y) possédant les propriétés (i), (u), (iii) du
lemme 17. 2, soit

N{x}=fG{x, Y)^(Y).

1) Les mesures associées à V sont données par:

^-(Y)=[jG(.,Y)rfpS>]^(Y),
^(Y) = G{x, Y) 4i(Y) si ^{x)< + oo,
d^ÇY) = G{x, Y) dpi (Y) pour Y e Q —\x\.

2) *Si pi ^5^ portée par Q, V e P+.

THÉORÈME 17.1. — Étant donné une fonction V e S4" et
un couple ((OQ, a;o), V admet une représentation intégrale unique
(dans la mesure précisée à la fin de l'énoncé)

V(^)=/G(^Y)^(Y),

où p. est une mesure ̂  0 sur Q et G{x, Y) possède les propriétés
suivantes :

a) G(rc, Y) e^ défini sur Q X (û — E), où E 65( UTZ ensemble
[^-négligeable indépendant de x\

b) pour tout point rceQ, Y-> G(rp, Y) est [/.-mesurable',
c) pour tout point Y e û — E, x -> G(x, Y) e^ un potentiel

de support Y si Y e Q, ime fonction harmonique > 0 51 Y == a,
e(, rfan5 ^$ cîeî ? cas : f G(., Y) cîp^° == 1.
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[x est déterminée de façon unique: c'est la mesure associée à
V a Vaide du couple ^o, Xo), x -> G{x, Y) est déterminé pour
[^-presque tout Y par la condition: pour tout couple (ou, x),
j G(., Y) dp^ est une fonction-densité de ̂ tx relativement à pi.

La détermination de pi et de G résulte du corollaire précé-
dent.

Pour montrer l'existence de la représentation intégrale
ci-dessus, on prend p. == p/00'3'0.

Construction de l'ensemble E : Soit % un ensemble dénom-
brable de points x^ denses dans Q, non chargés par pi, et
tels que V(o^) < + °o. Soit, d'autre part, S> une base dénom-
brable des ouverts de Q, formée d'ouverts w, c co^ c Q, dont
les frontières sont pi-négligeables (proposition 7. 2).

On applique le lemme 17. 1 aux mesures pi et pip == pi^-'^,
où (^e% et r c , e % n a ) î : il existe un ensemble pi-négligeable
E C U et, pour tout point Y e 0 — E, une suite décroissante
de compacts ^ 3 Y et convergeant vers Y, tels que pi((^) > 0
et

(1) lim^^)
[ ' m t^)

existe et définit une fonction-densité de pi^'^ relativement
à (A, et cela pour chaque couple (o^, Xj).

Construction de la fonction G sur Q X (û — E) : Pour

Y . H - E, posons ^ = H - (3J et G,{x, Y) == ,— V^).

Gg(., Y) est harmonique > 0 dans Q n 5ïJ. Pour tout couple
((0,, a^) :

P) ;G,.,V).p,=^

or, si ûûi^ Y, le premier membre vaut Gq{xj, Y). Alors, d'après
(1), la suite G<y(. , Y) converge aux points a;y^Y, donc aussi
uniformément sur tout compact c Q n f i Y L vers une fonc"

n v

tion harmonique ^0 dans Q n |Yj.
On pose, toujours pour Y e Q — E :

G{x, Y) = liminf Gy(x, Y) (régularisée s. c. i. par rapport à x}.
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Propriétés de G : p
1) ^_G(;c, Y) est harmonique >0 dans Q n ^ | Y ^ , est

un potentiel dans û si Y eu.
La première assertion résulte de ce qui précède.
Soit Y e û : pour q assez grand, ©J s a; alors Gç(., Y) e P+,

donc aussi G(., Y)(lemme 3. 2).
2) G(^, Y) > 0.
Étant donné un couple (œ, x), il existe un nombre a > 0

tel que (propriété 7, n° 2, C) :

f V ^pï > a F V ^Pïo0 P01111 toute v e s+-

D'après (2) : J'Gç(., Y) d^: = 1, donc G,(^, Y) > a et,
pour ̂  Y, G(a;, Y) > a.

3) Pour chaque point Xj e â6, Y -> G(^, Y) est [x-sommable.
Tout d'abord, FC^, Y) d^j est une fonction-densité de

pL^r^ relativement à (JL : en effet, pour Y ^ ôo);, c'est-à-dire
pour a-presque tout Y, /G(., Y) dySj = limjG,(., Y) d^j,

et cette limite est, d'après (1) et (2), une fonction-densité de
pL^r ^j relativement à [x.

Par suite :

(3) JV^=/[JG(., Y)^]^(Y),

donc
^G(o,, Y)^(Y)</V^<V(^),

et Y -> G(rr,, Y), limite de ses restrictions à H—0)1, pour
CD, s a^, est pi-sommable.

4) La formule intégrale.
Les conditions (i), (u), (lu) du lemme 17. 2 étant réalisées,

Y —> G(rc, Y) est pi-mesurable quel que soit n ; < = Q ; d'après la
proposition 17.1, ï{x) = f G{x, -Y) d[^(Y) est une fonction

e= S'̂ " et, pour tout couple (co,, Xj) :

Jl^=/[/G(., Y)^]^(Y).
Alors, 1 et V sont ^B-équivalentes en vertu de (3), donc

identiques.
5) /G(., Y) ^o==l.
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OnadéjàvuqueJ'G,(. , Y) d^=l, doncJ"G(., Y) ̂ <1.
D'autre part, (proposition 17. 1)

/UG(., Y) ̂ ] rffx(Y) =:/V ̂  ==fdy.,
d'où la propriété, en augmentant au besoin l'ensemble E.

18. Étude du cas où, pour tout y <= Q,
les potentiels dans Q, de support y, sont proportionnels.

Pour simplifier le langage, ce cas sera appelé cas de V unicité.

CONSTRUCTION D'UN POTENTIEL py DANS û, DE SUPPORT

y, TEL QUE py{x) SOIT FONCTION CONTINUE DE y POUR X =/= y .

LEMME 18. 1. — Dans le cas de l^unicité, soit qy le potentiel
de support y, tel que, pour un couple (coo? Xy) : ; ?y ^P^o0 === ^-
Alors, pour chaque x<= Q, qy{x) est fonction continue de y dans
Q — ( œ o u [x\\

Soit, dans l'ouvert Q—'-WQ, un point Î/Q limite d'une suite de
points y^ Supposons que, pour un point rce Q, distinct de î/o?
il existe une suite partielle n' et un nombre a > 0 tels que :

l?^)—?^)^ W-
Pour n' assez grand, les potentiels ç .̂ sont harmoniques dans
û, hors d'un voisinage fermé arbitraire de i/o? et sont égaux
à 1 au point XQ. A l'aide du procédé diagonal, on peut extraire
de la suite n' une suite partielle M", telle que qy^ converge
uniformément sur tout compact c Q — { î / o } j vers une

fonction harmonique dans û —|î/o 1 ? égale à 1 au point XQ. En
vertu du lemme 3. 2, lim inf qy^ est un potentiel dans Q, de

support î/o? ég8! à 1 au point XQ, d'où ç^ == lim inf ç^, et
n"

q^{x) = limÇy^(rc), ce qui est incompatible avec (1).
n"

THÉORÈME 18. 1. —Dans le cas de l^unicité, on peut choisir,
pour chaque point y e Q, un potentiel py de support y, de
manière que, pour x donné e Q, py{x) soit fonction continue
de y dans Q — \x\.
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Soit deux couples ((Oo, x^) et (c0o, x^), (Oo et (Oo disjoints;
qy et q'y les potentiels dans Q, de support y, tels que

f<lyd^=l et /î;^==l.

On a qy{x)=qy{x).fqyd^
Ayant choisi un ouvert co^ tel que (ôo c coi c coi c Q — 0)0,

prenons par exemple

p/^^j?^) si î /€=œi
(Î^M!/) si y e u — œ o ,

où c(y) est une fonction continue > 0 de y dans Q — W Q ,
coïncidant avec f q'y dp^ dans œi—côo.

Pour chaque x e Q, py(a;) est, d'après le lemme 18. 1, fonc-
tion continue de y dans û —(a;L

Remarque. — Tous les potentiels satisfaisant à l'énoncé
du théorème 18. 1 se déduisent de l'un d'eux par multipli-
cation par une fonction c^(y) continue et > 0 dans Q.

PROPOSITION 18. 1. — Supposons que, pour chaque point
y <= Q, il existe un potentiel py de support y, tel que l'application
y -^ Py{x)ï restreinte à Q — { x } ^ 501^ continue, pour chaque
x e Q. (Cette hypothèse est réalisée en particulier dans le cas de
V unicité, d'après le théorème 18. 1.)

Alors l'application (x, y) -> py{x), de Q X Q dans R+, est s. c. i.,
et même continue si x =/= y; et, pour tout couple (co, x), la fonction
y —>j py dp^ est 5. c. i. et localement bornée.

1) py{x) est fonction continue de {x, y) dans Q X Q, pour
x ^ y :

Soit {x^, yi) un point e Q x Q, x^ -=^ y^, X et Y deux voisi-
nages disjoints, c Q, de x^ et y^ respectivement.

Grâce à l'axiome 3', £ > 0 étant donné, il existe un voisinage
Xi de x^, Xi c X, tel que: y e Y et xeX^ entraînent

i-e<^H<i+s.pM
D'autre part, pour un voisinage Yi de y^, Yi c Y :

y s YI entraîne 1 — £ < p3^ < 1 + s.
Py.̂ i)
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Alors, si x e X^ et y e Y^ :

t1-)'^^-)'-
2) py(^) est fonction s. c. i. de (x, y) dans û X Q :
La démonstration est identique à celle du lemme 17. 2,

alinéa 6).
3) Pour tout couple (œ, rr), | py dp^ est fonction s. c. i. de y :

c'est une conséquence de 2).
^) îf "> f Py ^pï est une fonction localement bornée dans Q :
C'est immédiat dans Q—ôco; et la propriété s'étend à Q

car, si (coi, x^) est un couple tel que ôœ^ n ÔOD == 0, il existe
une constante k > 0 telle que, pour tout y e Q :

f p y d p ï ^ k . f p y d ^ (propriété 7; n<> 2, C).

COROLLAIRE. — Dans le cas de Vunicité, si qy est le potentiel
de support y, tel que f qy d^ == 1 pour un couple ((OQ? ^o)y
alors^ pour tout x es û, la fonction y —> qy(x) est borélienne dans Q.

PyWEn effet, qy(x) =
fPydpï:,(0oa;o

LA REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES POTENTIELS DANS Q,

DANS LE CAS DE L'UNICITÉ.

THÉORÈME 18. 2. — Dans le cas de Vunicité^ soit qy le poten-
tiel de support y tel que, pour un couple ((OQ? ^o)? j ^ y dp^ = 1,
et soit py un potentiel de support y tel que, pour chaque x e Q,
Inapplication y -> py{x), restreinte à il—\x\^ soit continue.
Alors:

1) Tout potentiel P dans Q admet une représentation inté-
grale unique de la forme

(1) P{x) == fqy(x) ̂ (y),

où p. est une mesure ̂  0 sur il ; cette mesure pi est la mesure y^01 x

associée à P, à Vaide^ du couple ((OQ, Xo),
31
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2) Par suite, P admet aussi une représentation intégrale
unique de la forme

(2) P{x)=fp,{x)d\{y},

où X est une mesure ^ 0 sur Q ; cette mesure À est définie
par

^w^-py.
jp^pï:

1) L'existence de la représentation intégrale (1) résulte
du théorème 17. 1, car le noyau G{x, y) associé à P coïncide
avec qy{x), pour tout point y es Q où il est défini.

Unicité de la représentation intégrale (1) : Le noyau

G(̂  y) = 9y{x)
satisfait aux conditions a), &), c) du théorème 17. 1; il suffit
donc de montrer que toute mesure (^^0 sur Q, satisfaisant
à (1), est de masse finie: en effet/la restriction de [x à un
compact quelconque c Q est de masse ^ f P dp^ (propo-
sition 17. 1).

2) L'existence et l'unicité de la représentation intégrale (2)
résultent de celles de (1).

Remarque. — Pour tout potentiel P dans Q, il y a identité
entre ensembles pi-négligeables et ensembles X-négligeables ;
par suite, si P est localement borné, la mesure X qui lui est
associée ne charge pas les ensembles polaires (corollaire de la
proposition 15. 3).

THÉORÈME 18. 3. — Supposons que, pour chaque point y es Q,
il existe un potentiel py de support y, tel que Inapplication
y -> py{x)y restreinte à iî—\x\^ soit continue, quel que soit
xeiî. (Cette hypothèse est réalisée en particulier dans le cas
de Vunicitéy diaprés le théorème 18. 1).

Alors y étant donné une mesure X ̂  0 sur Q, la fonction

P(x)=fpy{x)d\{y)
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est hyperharmonique dans Q. Si P e S 4 ' { e n particulier, si \
est portée par un compact c Q), pour tout ouvert 5J c Q :

•(1) P^-XP^)^^
e( par suite, P e P4'.

L'hyperharmonicité de P résulte de la proposition 18. 1
et du théorème de Lebesgue-Fubini.

Soit P e S4". Si X est portée par un compact c Q, X est
une mesure sur ÏÏ; cette mesure et le noyau py{x) satisfont aux
hypothèses de la proposition 17. 1, d'où (1).

Dans le cas général, soit K^ une suite croissante de compacts
dont la réunion est û, et Pn(^) == / PyÇ^ d\ (y). Alors, la
suite Pn e S4' est spécifiquement croissante et de limite P,
donc (corollaire de la proposition 15. 2) :

P^x) == lim (P^(rr) = lim f^Py{x) d\ {y) = f^{x} d\ (y).

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème 18. 3, soit
X une mesure ^ 0 sur û, telle que P(x) = j py{x) d\ [y) soit
un potentiel dans iî. Alors, les mesures associées à P sont données
par :

d^x{y)^(fp,d^)d\{y),
d^y} = py{x) d\ (y) si P{x) < + oo,
^^(y) == py{x}dx (y) p0^ y e Q — { x \ •

Remarque 1. — Pour que P e S4', il faut et il suffit que,
pour un couple (co, x) :

f? d^ = f(fp, dpï) d\ (y) < + oo.

Remarque 2. — Dans le cas de l'unicité, Çy désignant toujours
le potentiel de support y tel que j qy dp^ = 1, à toute mesure
de Radon [JL sur U, ^ 0 et de masse finie, correspond un
potentiel P dans [] défini par

P(x) -=fqy{x) ^a(y),

et dont la mesure associée, à Paide du couple ((OQ, o;o), est (A.
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II suffit en effet d'appliquer le théorème 18. 3 à la mesure
,&(»)= _teL.

JP^PÏ:

Par suite, le lemme 17. 2 supplique à la mesure (x et au
noyau G{x, y) == qy(x) : pour tout e > 0, il existe un compact
Kcii , tel que (x (U—K) <; e, et que l'application

(^ y) -^ qyW.
restreinte à û X K, soit s. c. L, et même continue si x^=-y.

Ces propriétés de l'application (x, y) —> qy{x) ne s'étendent
pas en général à (2 X il : en effet, une condition nécessaire
et suffisante pour qu'il en soit ainsi est la continuité de la
fonction y -> j py dç^ dans iï. On montrera, au chapitre
suivant, que, si l'ouvert (OQ ®st c. d., cette continuité est
réalisée.



CHAPITRE IV

DÉFINITION ET ÉTUDE D»UNE TOPOLOOIE
SUR L^ESPACE S4-.

REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES FONCTIONS eS4

A L'AIDE DES ÉLÉMENTS EXTRÉMAUX
D'UNE BASE DU CÔNE S4-.

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3';
il existe un potentiel > 0 dans Q;
û admet une base dénombrable.

19. A) Définition d'une topologie sur l'espace S*

Dejfinition, pour chaque point x e Q, de la mesure .̂v')?
sur iî—\x\^ associée à un élément (V, V) e S.

Etant donné une fonction V e S4', on lui a associé (théorème
15.3), pour_chaque point o;eQ, une mesure de Radon
(Xy^O sur Q— \x\.

Soit (V, V) un élément e S, c'est-à-dire une classe d'équi-
valence de couples de fonction^ V, V e S4' (n° 2, B) : ̂ x—^x

est une mesure quelconque sur il — ^x\ ; d'après la proposition
15. 2, elle ne dépend que de la classe considérée, donc peut
être notée ^,v»), et l'application (V, V) —> ^(?,v) est linéaire.

Définition de la topologie T sur l'espace vectoriel S.
T est la moins fine des topologies sur S, rendant continue,

pour chaque xeiîy l'application linéaire (V, V')->m.^ ̂ y») de S
dans l'espace des mesures sur iî— ^{ , muni de la topologie
vague.
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T est donc une topologie d'espace localement convexe,
définie par la famille des semi-normes (V, V) -> ffd^^y
où x décrit Q et f décrit 3î+(ii — \x\ ).

THÉORÈME 19. 1. — L'espace vectoriel S, muni de la topo'
logie T, est séparé.

Soit (V, V) un élément de S, dont toutes les semi-normes
sont nulles, c'est-à-dire, pour tout x e Q : \jJf = (A^.

Si a; est un point e û, négligeable pour la mesure p^0-̂
et tel que V(x) + V'(a;) < + oo, les mesures ̂  et (JL^ existent
et ne chargent pas le point x (proposition 15. 1) ; comme (JL^
et (AV^ sont leurs restrictions à Û — { x } , (JL^===(JI^, V(^) == V'(a;).

Ainsi V et V coïncident hors d'un ensemble polaire et d'un
ensemble dénombrable, donc aussi dans Q, grâce à l'existence
d'une base des ouverts de Q formée de domaines réguliers
dont les frontières ne passent par aucun point de l'ensemble
dénombrable (proposition 7. 2).

19. B) Deux cas particuliers
où la topologie T se traduit simplement.

1er CAS PARTICULIÈH : La topologic induite par T sur l'espace
E4' des potentiels à support ponctuel et des fonctions harmo-
niques > 0 dans û.

Pour peE-^nous noterons y(p) : le support de p si p est
un potentiel à support ponctuel, le point a si p est une fonc-
tion harmonique > 0 dans Q.

Soit p e E4' : pour chaque ouvert es c Q :

„ f^ -S 0 si ^î^Pvs^X] — j / \ • / \A w v / (p{x) si ©s 9(p).
Par suite :

(i)
0^= S° - si x =?(?)»

(la restriction de p(n?). £ç(p) à Q—\x\, si x=^(f(p}.
Autrement dit, pour f e ît^Ii — | ̂  0 :

(0 si a;=ç(p),
si aî^çfD).

(2) r/'rf^- S0 si a?=î^u J 7 ^ ^ ( p { x ) . H { p ) si a^ç(p).
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PROPOSITION 19. 1. — La topologie induite par T sur E4'
possède les deux propriétés suivantes:

a) Inapplication p ->• ç(p)? de E4" sur Q, est continue9,
b) Inapplication (p, n?) -^ p(^)? de E4' X û rfans R4', ^st

s. c. i., et même continue pour x=^<f{p).
a) Continuité de 9 : Étant donné un voisinage compact S,

^ Q, du point ç(po)? choisissons un point a?eQ n [S, et une
fonction /*e3t+(iQ—^j), nulle sur [ S et > 0 au point
ç(po): d'après (2), ffd^>0, donc ffd^>Q définit un
voisinage A de po dans E4', et p e A entraîne y(p) e S.

61) Continuité de p -> p(^) pour y(p) =7^= x :
Étant donné x-=f=- ç(po)? et un voisinage S de <p(po) dans (î,

tel que rc«5, choisissons /'eat^IS—|a;^), telle que f= 1
sur S : si <p(p) e §, jfdy.^ = p(.r) ; les conditions y(p) e S et
Çfd^— Çfd^ < s définissent un voisinage A de po

dans E4", et p e A entraîne \p{x)—po(^)|<s-
62) Continuité de (p, x)--> p{x) pour x^({>(p):
Étant donné po e E4', XQ e Q distinct de ç(po) et un domaine

Ss^o? S^î(Po)? il existe un voisinage A de po dans E4', tel
que p e A entraîne <p(p) e f à; puis, grâce à l'axiome 3', £ > 0
étant donné, il existe un voisinage §o d6 ^o? §o c S, tel que
p e A et x ' e §o entraînent 1 — £ < —!— < 1 + s; enfin,

P{^o)
pour un voisinage Ao de po dans E4", Ao c A, p e A o entraîne
1 — £ < ^^^i + £. Alors, si p e A o et x ^ ^ o :

Po(^o)
(1__,)2^^)^(1+,)2.

Po^o;

63) S. c. i. de (p, x} ~> p{x) dans E4- X Q :
II suffit de montrer que, étant donné po e E4' et XQ e 0, tels

que XQ = 9(po)î et un nombre X < po(^o)? il existe un voisi-
nage A de po dans E4" et un voisinage S de XQ dans Q, tels
que p e A et xeS entraînent p(x) > X.

Soit un domaine co, r^o <E (0 c (0 c ^? assez petit pour que
X < J"po dfô, et posons 2£ = fpo dp^ — X.

D'après feg), étant donné Ço e ô^? on a IP(S) — Po(S)| < -7——
J ̂ ;
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pour p dans un voisinage convenable de po et ç dans un voisi-
nage convenable de Ç o î 1! existe donc un voisinage A de po
dans E-^ tel que p e A entraîne ^p dp^ > X + £.

D'autre part, d'après l'axiome 3', il existe un voisinage à
de XQ, S c co, tel que : u harmonique > 0 dans co et x e= S

entraînent v / > .—;— ; en particulier, pour p e A et x e S,
u(a?o} A + £

PW>j Pd^>^.

PROPOSITION 19. 2. — La topologie induite par T sur E4-
^ fa moins fine des topologies sur E4' rendant continues:
d'une part l'application p -> <p(p), de E4" sur 0, d'autre part,
pour chaque xe L>, l'application p -> p(a;), ^ (p'~'l(^—^î)
dans R4".

D'après la proposition 19. 1 (a et &i), la topologie induite
par T sur E4' rend ces applications continues.

Inversement, toute topologie sur E4', rendant continues
ces applications, rend aussi continue l'application p ~> (JL^,
de E4' dans l'espace des mesures sur [i— îo?L pour chaque
a?e0 (cf. relation (1)).

2e CAS PARTICULIER.

PROPOSITION 19. 3. — Supposons qu'il existe, pour chaque
y e (2, un potentiel py de support y tel que l'application y —> py{x),
restreinte à il—\x\, soit continue, quel que soit xeiî. (Cette
hypothèse est réalisée en particulier dans le cas de l'unicité,
d'après le théorème 18. 1.)

Soit P(Ï>y,K) l'ensemble des potentiels P\ dans Q associés
biuniwquement aux mesures de Radon \ ̂  0, portées par un
compact K c U, par la formule

W=fpyWd\(y).

Alors, la topologie induite par T sur l'espace P^p K) est
l'image réciproque, par l'application P\ -> X, de la topologie
vague sur l'espace des mesures portées par K.

On a vu (théorème 18. 3 et corollaire) qu'à toute mesure
X ,> 0 portée par K correspond un potentiel

P(x)=fp,(x)d\(y),
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dont la mesure associée à l'aide d'un couple (0)0? ^o) est donnée
par d^^y) = ( j p y d p ^ } d\ (y); il y a donc bien corres-
pondance biunivoque entre X et P, qu'on peut noter P\.
En outre, pour chaque x e iî : d^-s^Çy) == py(x) d\ (y).

L'application y-> py(rc), restreinte à Q—\x\, étant conti-
nue, la topologie vague des mesures sur K rend continue
l'application X ~> (x^, pour chaque x e Q. Par suite, son
image réciproque dans l'espace P(^K) rend continue l'appli-
cation P\ -> [JL^, pour chaque x e i2, elle est donc plus fine
^ T- . . pInversement, choisissons x es Q n^ | K. Quand f décrit
^(Q—^O? la restriction à K de la fonction y •-> py{x)f{y)
décrit C+(K). Comme la topologie T rend continue l'appli-
cation P\ -> (JL^, elle est plus fine que l'image réciproque de la
topologie vague sur les mesures portées par K.

COROLLAIRE. — 5i py est un potentiel de support y tel que,
pour chaque x e Q, Inapplication y -> py{x), restreinte à iî —\x\,
soit continue, alors Inapplication y -> pyy de iî dans E4', est
continue.

Puisque la topologie vague rend continue l'application
y -> £y, la topologie T rend continue l'application y •-> py.

20. Les fonctions Vy associées à une fonction V e S4',
f décrivant C-^ÏÏ).

Étant donné une fonction V <= S" ,̂ on lui a associé (théorème
15. 2), pour chaque point r c e Û tel que V(o;) < 4- °°? une
mesure de Radon p.̂  ̂  0 sur Q. f étant fixé e C^û), jfdy^
est donc défini pour quasi-tout n?e(J!; une propriété remar-
quable de la famille des mesures JJL^ est que cette fonction
x—> ffdu^ peut être prolongée à û en une fonction e S4',
harmonique dans u n [ Sy (27), et notée Vy.

En outre, la fonction x->jfd^y définie dans l'ouvert
Q n | Sy, coïncide avec Vy dans cet ouvert, donc y est harmo-
nique.

(M) Sf désigne le support compact de /.
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Ce résultat permet de donner une nouvelle forme à la
définition de la topologie T, et il est utilisé, de façon essentielle,
dans la démonstration des propriétés de T.

THÉORÈME 20. 1. — Étant donné une fonction V e S4', il
existe, pour chaque fe C^U), une fonction e S4' et une seule,
notée Vy, dont les mesures associées sont: fy^930, f\^f {si
V(rc) < + oo ) et fyJ^ (sur iï—|^|). Par suite:

(1) f'Vfd^=ffd^\
(2) V^) =ffd^v si V(o;) < + oo.

En outre :

(3) V/^) == ffd^ si x e Q n [ Ŝ .

Unicité de Vy: La formule (1), ou la formule (2), détermine
y,.

Existence de Vy: Toute fonction fe C^Q) est limite d^au
moins une suite croissante de fonctions <pg qui sont des sommes
finies de la forme

9g=Sa^y^ , où les a^ sont des nombres >0 et les (o^ç
des ouverts eu.

Posons V^=Sa^V^.^; pour tout couple (a), x) :

f^d^^f^d^

Donc, V<p ne dépend que de <pç (ce qui justifie la notation Vy ),
fV<p d^ est une suite croissante, et lim j V^ dp^ === ffd^13".

Comme V<o e S4', la suite V<p est croissante, et sa limite est
une fonction e S" ,̂ notée Vy^; Vr ne dépend pas de la suite fq
considérée, puisque

(i) jv^pï=jy^;
ou encore, si V(a?) <; + oo :

(2) V/;r)==JW.

Pour démontrer (3), notons d'abord que les V<p sont harmo-
niques dans Q n | S ,̂ donc aussi Vy. Alors, étant donné
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x e û n | S ,̂ on peut trouver un ouvert co s rctel que co c Q n [ Sy;
comme (x^ et p.̂  ont la même restriction à Û—co (cf. n° 15,
propriété 5 des mesures associées à une fonction V), (3)
résulte de (1).

Montrons que la suite Vy est même spécifiquement crois-
sante : soit

Vy ^^x) — V<p (x) en tout point x où cette diffé-
U ( x ) == rence est définie,

+ oo si Vy^) = + oo.

Pour tout couple (co, x) et tout ouvert o/ a x tel que œ' c œ :

u, rfpsr =/(yç-n-9ç) ̂ '>J'(î.+i-îç) ̂ ' =Ju, ̂/
(propriété 4 des mesures (JL^^ n° 15); donc Vq{x) ^.JU^dp^,
ce qui signifie que Vq est une ^ fonction dans Q. Alors :

Vy^ === Vy^ + Uç entraîne V<p^^^ = Vç^ + mïe fonction e S"1"
(propriété 2; n° 5, A).

La suite Vy étant spécifiquement croissante, oh a, quel
que soit Rouvert dî c Q :

(V^CT = lim (Vy )rs (corollaire de la proposition 15. 2)
== limSa^V^)^ (proposition 15. 2)

9 i
= limSa^(VCT)o),.<, (corollaire 1 de la proposition 15. 3)

= (U;

donc :
^W^f^dp^fjd^

(relation (1) et proposition 15.3), et ̂ x = /^"r.
Même démonstration pour la mesure (x .̂
Pour la mesure (JL^, on raisonne comme on a fait pour

établir (3).

Remarque importante. — On peut démontrer immédiate-
ment le théorème 20. 1 et donner une construction plus
explicite des fonctions V^ en utilisant la représentation inté-
grale du n° 17.
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Fixons le couple (co, a?), soit ((Oo, ^o); alo^s (théorème 17. 1) :

V(^) =/G(o;, Y) rf(x(Y), où pL = p^o.

Posons

V^)=/G(.r,Y)/-(Y)^(Y);

d'après la proposition 17.1 et son corollaire, V^ s S4' et ses
mesures associées sont données par :

^a;(Y)=[/G(.,Y)^]/t(Y)^(Y) = AYW(Y),
^(Y)=G(o;,Y)y(Y)^(Y)=y(Y)^(Y) si V^X+oo,
^(Y)=G(^Y)AY)^Y)=/-(Y)^(Y) pour Ye^—^j.

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS Vy.

1) Vy est harmonique ^ 0 dans Q n [ Sy.
Si /"(a) ==0, Vy e P^ (cf. n° 15, propriété 2 des mesures

associées à une fonction e S"^).
2) Pour que V^ == 0, il faut et il suffit que /*==== 0 sur le

support compact commun des mesures ^ïx.
3) Si f= 1 sur le support compact commun des mesures

(Ji ,̂ alors V ^ = V : en effet, ^x == fy.^^ = ̂ las pour tout
couple (co, x).

4) Pour a et 6 > 0, f et g e C+(0) : V,̂  = aV^ + 6V^.
5) Pour a et 6 > 0, U et V es S+ et W = aU + 6V :

Wy = aUy + &Vy

(cf. proposition 15. 2).
6) Pour /eC^iI^et tout ouvert ©cil: (V^ == (V^)/.
Pour^tgeC^Û): (V^=V^.

THÉORÈME 20.2. — Étant donné une application /*->U/
de C^O) rfans S4', pour çue ^5 Uy soient les Vy associées à une
fonction V e S4', il faut et il suffît que les trois conditions suivantes
soient remplies : U^ est harmonique dans Q n | Sy; €L « Sy entraîne
Ure P+; pour aetb>0,fetg^ €+(0), U^^ == aU^ + feU^.

Ces conditions sont nécessaires d'après les propriétés 1 et 4
des fonctions V .̂

Les conditions étant supposées remplies, posons V == Ui :
V e S'1', donc on peut lui associer une famille de fonctions
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VyeS4', f décrivant C^D). Étant donné un couple (co, a?),
l'application /^fUy^, de C-^ïï) dans R+, définit une
mesure X^^ sur Q; pour montrer que Ur= Vy, il suffit de
vérifier (cf. théorème 20. 1) que X^'*0 == (JL^, ou encore que
^^(os) ̂  t^*^®) pour tout ouvert C3 c 0, puisque

j9d\^aB=fu^d^=f\d^=fd^'x.

Étant donné Gï c Q, soit ©„ une suite croissante d'ouverts
tels que ï3^ c es, co == [ J c ^ , puis, pour chaque M, /„ e C^Q) telle

« _ p
que 0 <; f^ <; 1, /n === 1 sur dî^ /n = 0 sur ^ Cî : on a

X—(®) >JU^ ̂  et V = U, == U^ + U^ .̂

Si G3 c Q : Ui-^ est harmonique dans ©„ et, d'après le
théorème de partition, U^ > V^, d'où ^^(Gî) > ̂  •'(©J
et, à la limite, ^"(o) > (J^(G3).

Si G5 s <9L : pour n assez grand, cc^aOi, donc Ui^.^eP4 ' et
U^>/i, partie harmonique de V dans Q ; d'où ̂ (dî) > ̂ ^(cx)
et, comme cette inégalité vaut pour tout ouvert ©sa,
^(a^j^a).

AUTRE FORME DE LA DÉFINITION DE LA TOPOLOGIE T.

On appelle « couple (/*, x) » tout couple formé d'une fonction
f e C^Ù) et d'un point x e (2 n f Sy ou. ce qui revient au même,
d'un point xeil et d'une fonction feSl^Çiî— ^j).

Étant donné un couple (/*, rr), pour (V, V) e S :

(V, V'^^V/^-V}^)

est défini, ne dépend que de la classe (V, V), et
(V, V) -> (V, V)/^) est une forme linéaire sur S (propriété 5
des fonctions V^). En outre :

(V, ̂ W^ffd^,
d'après la définition de (x^,v') (n° 19) et la relation (3) du
théorème 20. 1.

T est donc la moins fine des topologies sur S rendant con-
tinue la forme linéaire ^V, V) ~> (V, V')/a;), pour chaque
couple (f^ x}.
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Remarque.—Étant donné (V, V) e S et e C+(0), la
fonction x —> (V, V)y{n?) est harmonique, de signe quelconque,
dans l'ouvert Q n (Sy. Pour de telles fonctions, on ne dispose
pas de l'axiome de Harnack, qui va être utilisé, au n° 21,
dans la démonstration des propriétés de T : c'est pourquoi
nous les obtiendrons seulement dans S .̂

21. Propriétés de la topologie T sur l'espace S4'.

A) MÉTRISABÏLITÉ DE LA TOPOLOGIE T SUR L'ESPACE S4'.

LEMME 21. 1. ^— II existe une famille dénombrable 9 de
fonctions /*„ e C^tî) ̂ possédant la propriété suivante: Étant
donné xe il y /e 3î+(Q—|^), un voisinage compact X de x,
disjoint à S ,̂ et £ > 0, on peut trouver deux fonctions f^ et fj e Sf,
nulles sur X, telles que

f^<f<fi ^ \f—fk\<^ dans 0, /c== i ,7 .

Il existe une famille dénombrable Ç de fonctions ^eC(H),
partout dense dans C(ii) pour la topologie de la convergence
uniforme; montrons que la famille 9 des fonctions

fn = sup (0, ^)
répond à la question.

1) Détermination de fj.
On choisit g/esÇ, approchant f—^- à ^— près dans H:

oiï a f—£<&</* dans û, fj = sup (0, gj) satisfait aux
mêmes inégalités, et f = 0 entraîne fj = 0.

2) Détermination de f^
On construit f <= .Tt+(0 —|^j) telle que:

f = 0 sur X; 0 < f < £ sur [ X — S^;
/"=/ '+£ sur Sy;

le procédé employé dans 1), appliqué à /" au lieu de /*, donne
fi au lieu de /}.

THÉORÈME 21. 1. — Sur l'espace S4-, Za topologie T e^ w^ri-
sable.
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La topologie T étant séparée, elle est métrisable sur S"1'
si elle peut être définie, sur S4', par une famille dénombrable
d'écarts.

Soit % un ensemble dénombrable partout dense dans Q, et 9
une famille dénombrable possédant les propriétés du lemme
21. 1; à chaque couple {x,, /,), ^e%, / ,e^n3t+(Û— \Xp\\
faisons correspondre l'écart sur S4" :

(V, Y') -> E,.p(v, V) = iv ,̂) - y )̂|.
Montrons alors que, étant donné un T-voisinage de Vo e S+,
défini par

^VeS+|E(V,Vo)<a^,
où E(V,V,)=|V/rc)-(Vo)/a;)|, x^iî, /•e3î+(îi - ̂ j),

a > 0, il contient un T-voisinage de Vo de la forme :
|Ve S+|E,,^V, V,) < a,, k == 1, 2, . . . , Nf.

1) Remarquons d'abord :
— Pour tout couple de fonctions ^, ^«a'n3t+(2— ï x i ) ,

et telles que fj <; / -̂  /;, les inégalités
(a,) |V^)-(V,)^)|<a, k = i , j ,

entraînent |V/a;) — (Vo)/a;)| < a.

— Pour réaliser les inégalités (o^), k = i, /, il suffit de
satisfaire les inégalités

(&*) l(Vo)^)-(V,)^)j<-l-,

(^) l(V,)A(^)-(Vo)A)|<^, où ^e%n[SA,

w I(V,)A(^)-VA)I<^-,
(^) |VA)-W|<-|-

2) Détermination des fonctions fi et /}:
Soit X un domaine a ̂ , X disjoint à Sy; d'après le lemme

21. 1, il existe deux fonctions f, et fj e 3», nulles sur X, telles

que ff </•</; et ly—^K—-^——— dans Q, ^ = ,, /.
^O-.^



496 R.-M. HERVÉ

L'inégalité (b^) est alors réalisée; d'où

W (Vo)A(^)<(V,)/(a;)+-|-

3) Détermination du point Xp:
Étant donné £ > 0, il existe un voisinage S de x, S c X, tel

que
y et y' 6 g / ,.
u harmonique > 0 entraînent ;.—-- < u{y) < (1 + s)u(y').

dans X '

4Choisissons £ = , , , , , , ,— et prenons Xp e SB, et situé
(Vo)/^) + a

dans le voisinage S correspondant.
On en déduit, grâce à (6^), l'inégalité (c^), ainsi que

(^ (VoW^X^oM^+f-• ' ! ' '
On en déduit aussi l'inégalité (^) dès que (df,) est réalisée,o

car (cfc) entraîne alors : V^r?) < (Vo)/(^) + - , •
Le T-voisinage cherché est donc :

iVeS+|E^(V, Vo)<^/c=i , / j .

Conséquences. — Grâce à la métrisabilité de S4' muni de
la topologie T, nous raisonnerons désormais sur des suites
de fonctions e S4'. Notons les deux énoncés suivants :

SCOLIE 21. 1. — Soit p et pn des potentiels à support ponctuel
ou des fonctions harmoniques > 0 dans iî. Il y a équivalence
entre :

T
1) Pn-^Pî

2) î(pn) ̂  ^(p) et p^{x)->p{x) pour tout x^f(p).
C'est une traduction de la proposition 19. 2.

SCOLIE 21. 2. — 5i, dans S4", la suite V^ est T'-convergente
vers V, alors, pour toute fe C^û), la suite Ç^n}/ est T-conver-
gente vers Vy.

Cela résulte de la propriété 6 des fonctions Vy (n° 20).
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B) COMPACITÉ LOCALE DU CÔNE S'1".

Un couple (œo, x^) étant choisi, désignons par S^^^ (par
abus d'écriture S^) l'ensemble des fonctions V e S'1' telles
queJVrfp^<a, a > 0.

LEMME 21. 2 (28). — Étant donné une suite ¥„ e Sî, on peut
en extraire une suite partielle V^ telle que: pour chaque xe Q,
les mesures y.'^ convergent vaguement, dans l^ espace des mesures
sur Q — \x\, vers une mesure sur iî — \x\-

Si Xp est un ensemble dénombrable dense dans Q, considé-
rons, pour chaque p, les mesures pi^ sur iî — \Xp\.

Quel que soit le compact K c ii — \xp\ï ^es restrictions à K
des mesures (JL^ ont des masses bornées dans leur ensemble :
en effet, soit /'<= 3t+(i5— \Xp\}, 0 </'<!, /•= 1 sur K;
/K^V? </W? = (V^(^), et (V^, majoré par V^eSî
et harmonique au voisinage de Xp, est borné au point Xp indé-
pendamment de n (propriété 7; n° 2, C).

Le procédé diagonal permet alors de déterminer une suite
partielle n^ telle que, pour chaque p, (JE.̂  converge vague-
ment.

Montrons que, pour tout rceQ, p/^ converge vaguement
soit /*e St^ù — ^x\ ) ; sur û n | Sy, (V^ est harmonique ̂  0
et converge aux points Xp, denses dans Q n | Sy .̂ Donc elle
converge en tout point e Q n ( Sy, en particulier au point x.

PROPOSITION 21. 1. — Soit une suite Vn e S4', <eMe çue, pour
chaque x e [2, Z^ mesures yJ^ convergent vaguement^ dans V espace
des mesures sur Q—|o^, (W5 une mesure ^x sur Q—|a;^.

Alors, f—> Uy == liminf(Vn)y e5( une application de C^Q)
n

Am5 S"1' et, pour a et b ̂  0, f et g e C^^) :

U^=aU^+&U,.

L'hypothèse signifie que, si fe C^Q) : pour tout x e Q n ( Sy,
la suite (Vn)y{a;) == f f dyJ^ converge vers j f d^ ; comme

(28) Je dois à M. BRELOT l'idée de considérer ce lemme, et d'en faire le point de
départ d'une démonstration de la compacité locale du cône S'1'.

32
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(V^)/ est harmonique ^> 0 dans û n | Sy, la convergence est
uniforme sur tout compact c Q n | Sy, et la limite est harmo-
nique dans Q n S .̂ Par suite, pour toute fe C^Q) telle que
S^Q, Ur<sS+.

Si a est un nombre ;>0, Ua/= aUr; il suffit donc de montrer
que, si f et g e C^Ii), Uy+y == U/+ Uy : comme toute fonction
de C^Q) peut se mettre sous la forme /*+ g avec Sy:t>û,
Sg î> Q, on aura bien U^-e S4" quelle que soit /e C^û).

1) Pour chaque n, (VJ^ = (VJ^ + (VJ, (n0 20, propriété 4
des fonctions V^). On en déduit l'inégalité :

Hmmf7u+^ > lnn^nT(VJ/ + lîm î̂ V;),.
n n

Je vais montrer d'autre part qu'il existe une base % des ouverts
de û ou, ce qui revient au même, pour chaque ouvert Qo
strictement contenu dans Q, une base %o des ouverts de Qo?
telle que :

(1) lim inf (V,)^, < liminf^V^ + limmf^V^o-P.P-
n n n

dans ûo.
Il en résultera l'égalité cherchée %-p.p. dans Q, donc partout.
2) Soit Vo une fonction e S4', finie continue et > 0 dans Q.

XQ un point e Q — Q ç , et %o une base des ouverts de Qo
formée de domaines c o c œ c Q o , dont les frontières sont de
v^-mesure nulle (proposition 7. 2 appliquée à l'espace ûo)-

Pour établir (1) %o-P-P-? ^ suffit de montrer que, étant
donné un domaine co e ÈB^ et un entier p>0, tout compact
K c ôco tel que :

x e K entraîne
(2) liminf(V^+^)>lmÏhif^

n n n p

est de mesure harmonique nulle pour (o.
3) Étant donné £ > 0, choisissons :

un ouvert (3, K c ? c ̂  c Qo, tel que

(3) ^(/^éO^O;

une fonction c e C^Q), O^c^l, c==l sur un voisinage
ouvert ^ de K, et c === 0 sur [ ?.
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Montrons alors :
a) lim (V^^)(^o) < s.

n PEn effet, XQ e= Q n | S^+^ ; donc

lim (V^(^o) -fc{f+ g) d^ <£ d'après (3).

b) x^K entraîne lim inf (\^Jx) >v^^.
P

En chaque point x e ̂  : (1 — c)/*, (1 — c)g et (1 — c)(/* + g)
sont nuls; donc

lim (VJ^)/;r), lim(V^^) et lim (VJ^)^^)
^ n 7l

existent, sont harmoniques dans V et :

(4) lim (V,)^)œ-^) = lim (V^/o;) + lim (V^(^),(^).
n n n

On peut alors écrire, pour x e T) :
(5) liminf(V^(^)=liminf(V^)^,)(a;)+lim(VJ<^^)(^.

n /» n

De même, pour tout x e ̂  :

lim inf (VJ/rr) = lim inf (V,),^) + lim (VJa-ey(^),
n n n

d'où

(6) liminf (V,)/a;) = liminf (VJ,/^) + lim (VJ(i_,y(.r),
/* n n

et une relation identique avec g, soit (7).
Prenons, à présent, x e K.
En tenant compte de (4), (5), (6), (7), l'inégalité (2) devient :

liminf (V^(^) > limmi^/^) + lïminf(VJ,,(^) + ̂ o^),
» n n p

et a fortiori:

liminf(V^^(a:)>vo^).

Conclusion: Étant donné s > 0, il existe une îf fonction
dans û, U = lim inf (Vn)c(f+g^ satisfaisant à

U(^o) < s et U(o?) > vo(^ pour a? e K.
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II existe donc une tf fonction dans [2, finie au point XQ et
valant + oo en tout point de K; par suite, K est de mesure
harmonique nulle pour œ.

PROPOSITION 21. 2. — Soit une suite V^ e S4-, telle que,
pour chaque a; eu, les mesures (JL^ convergent vaguement dans
l9 espace des mesures sur il—\x\. ——-——^

Alors la suite V^ est T'-convergente vers lim inf ¥„.
n

Le théorème 20. 2 s'applique à la famille des fonctions
U^=lmimf(V^, f^C+(Q):

n

En effet UreS+; d'après l'hypothèse, dans Q n f Sy,
Uy = lim (VJ^ est harmonique ; a « Sy entraîne IL e= P+ grâce

n

au lemme 3. 2. Enfin, on a vu (proposition 21. 1) que, si a et &
sont > 0, f et g e C+(H) : U^,, = aU^ + 6U,.

Les fonctions Uy sont donc associées à une fonction de S4',
soit V == Ui = lim inf Vn.

n

La suite Vn converge, selon T, vers V, car, pour tout couple
(/", ̂  :

lim(VJ,(a;)=U^)=V/a;).
n

Comme corollaires, indiquons deux propriétés des suites
T-convergentes.

COROLLAIRE 1. — Si une suite V^ est ^-convergente dans S4',
sa T-limite est égale à lim inf V^.

n

COROLLAIRE 2. — Soit une suite V^, T'-convergente dans S" .̂
Si les fonctions V^ sont harmoniques dans un ouvert œ c Q,
leur T-limite, V === lim inf V^, est harmonique dans co, e( V^ -» V

n
uniformément sur tout compact c (D.

Pour tout ouvert ScSccj , soit /*€ C^Q), /*== 1 sur |co,
f = 0 sur S.

Quel que soit n, (VJy = V^ (n° 20, propriété 3 des Vy).
D'après l'hypothèse, la suite (VJy converge, uniformément
sur tout compact c [2 n | S y, en particulier sur tout compact
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c S, vers une fonction harmonique dans § ; il en est donc de
même de la suite V^.

Ainsi, V = lim inf V^ est harmonique dans $, et V^ -> V
n

uniformément sur tout compact c S.

LEMME 21. 3. — Soit une suite V^, r!-convergente dans S4',
et un couple (coo, Xo).

1) \ ̂  n dp^ est borné indépendamment de n.
2) 5i la T-limite de V, est 0, fv^p^->0.
1) Soit c eC+(U), 0 < c < 1, S, et Si,, étant tous deux

distincts de [2. On peut donc choisir deux couples ((1)1, x^)
et ((Oa? «^2)5 tels que (Oi c 0 n [ S, et (03 c Q n [ Si_c. On a :

V. - (V,), + (V,) ,̂
/(V,), d^ = (V^) et /(V^_, rfp^ = (V,)^(^)

bornés indépendamment de n, donc aussi

f^cd^ et J(VJ^^

(propriété 7; n° 2, C).
2) Même raisonnement, en remplaçant « borné indépen-

damment de n » par « tendant vers 0 ».

COROLLAIRE. — Étant donné un compact A c S4' et un couple
(^o» ^0)5 il existe un nombre a > 0, tel que: V e A entraîne
/Vrfp^<a.

THÉORÈME 21. 2. — 1) Étant donné un couple ((OQ, x^) et
un nombre a > 0, l'ensemble S^ dô5 fonctions V e S4' <eZZô5 gué
J V dç^ <^ a, e5( compact pour la topologie T $ donc le cône S4",
muni de la topologie T, e5( localement compact.

2) On peu( obtenir une base (28 bis) compacte du cône S4' en considé-
rant V ensemble des fonctions V e S4' telles que V^(a;i) + Vy (a;a) === 1,
(/i, x^) et (/'2, ^2) ^a7z( deux couples convenablement choisis.

1) S^ est compact pour la topologie T :
En effet, de toute suite V^ e S ,̂ on peut extraire une suite

[u bi*) Une base du cône S-1- est l'intersection de S+ avec un hyperplan ne passant
pas par l'origine et rencontrant toutes les génératrices.
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partielle V^ satisfaisant à l'énoncé du lemme 21. 2, donc telle
que V^ T-converge vers lim inf V^ (proposition 21. 2). Et
lira inf V^ <= Sî, car

k

/îimmTv^ ̂  < lim inf J\^ d^ < a.

Comme Sî est un T-voisinage de l'origine dans le cône S4'
(lemme 21. 3), celui-ci est localement compact.

2) Quels que soient les couples (/i, x^) et (/g, a?a), l'ensemble

A=tves+lv^l)+V/^2)==l!
est fermé, donc compact s'il est contenu dans un S .̂

Pour réaliser cette condition, reprenons les éléments utilisés
dans la démonstration du lemme 21. 3: c, coi, x^ (Og? ^2; ^t
posons /i == c, /2 = 1 — c. Alors, V e A entraîne fVç dp^ et
J Vi^cîp^» bornés par des nombres fixes, donc aussi |Vrfp^°.
D'autre part, V^i) + V^(^) = 0 entraîne V = Vy, + Vy, == Ô,
donc A rencontre chaque génératrice du cône S4'.

Remarque. — La compacité locale du cône E4 'u |0j peut
s'établir, indépendamment de celle de S4', de la façon sui-
vante.

PROPOSITION 21. 3. — Étant donné un couple ((OQ? ^o) e^ un

nombre a > 0, V ensemble E^ des fonctions p e E"1' u j 0 { teiï^
que j p dp^ ̂  a est compact pour la topologie T.

Soit une suite pn es EÎ, p^ =7^= 0. Pour une suite partielle n',
les points <f(pn1) tendent vers un point Y e Si. Si Dy est un
voisinage fermé de Y, pour n' assez grand, pn' est harmonique
> 0 dans Q n [ ̂ y, et borné indépendamment de n' en tout
point e Q n | ^y Le procédé diagonal permet donc d'extraire
une nouvelle suite partielle n", telle que p^ tende, uniformé-
ment sur tout compact eu n | J Y J , vers une fonction har-
monique ^> 0 dans u n | ^ Y j .

Si Y = a, p == lim pn. est harmonique ^ 0 dans Q.
Si Y =7^= a, soit p = lim inf ?„.; p e P4' par application du

lemme 3. 2.
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Dans les deux cas : pn- —>- p, d'après la scolie 21. 1 si p =7^= 0,
en utilisant l'expression de (pn'')/^) sl p == 0; et

fp dpï: < lim infjp, dp^ < a.

COROLLAIRE. — 5i A est une base compacte du cône S" ,̂ E4' n A
est compact.

22. Réprésentation intégrale des fonctions e S4',
à Faide des éléments extrémaux d^une base du cône S4".

Rappelons deux théorèmes de G. Choquet sur l'existence
et l'unicité des représentations intégrales au moyen des
points extrémaux dans les cônes convexes.

Dans un espace vectoriel topologique S, séparé et loca-
lement convexe, soit un cône S" ,̂ convexe, saillant, pointé, de
base compacte A, et soit 8 l'ensemble des points extrémaux
de A.

THÉORÈME 1. — Si A est métrisable, tout point e S'1' est
la résultante (Pau moins une mesure de Radon ̂  0 portée par ê$
c1est-à-dire :

Tout point de S4' possède au moins une représentation de la
forme \p d^{p), où v est une mesure de Radon ̂  0 sur A, portée
par 8.

THÉORÈME 2. — Si le cône S"1" est réticulé pour la relation
(Tordre qu^il définit dans S, la représentation intégrale précédente
est unique.

LEMME 22. 1. — Étant donné une base compacte A du cône S4'
et une mesure v ^> 0 sur E4 'n A, soit V(a?) === f p(x) d^(p).
Alors :

1)VeS+; _
2) pour tout ouvert G3 c Q, Vro(^) == ]-i p{x) ^v(p);
3) par suite: pour tout couple (o>, a-), ̂ x est la projection (29)

sur û de la mesure ( jpdpï) ^v(p); pour tout xeû tel que

(29) Étant donné une mesure v sur E4' n A, on appelle projection de v sur û, la
mesure y. sur û définie par ( c dy. === ( c o y(p) dv (p), pour toute ceC^Û).
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V(a;) < + oo, ̂  est la projection sur iî de la mesure p{x) rfv(p);
pour tout rreQ, (A^ est la projection sur II — \x\ de la mesure
p{x) d^(p) sur E-^-nAnç^Q—^|).

1) D'après la proposition 19. 1 et le théorème de Lebesgue-
Fubini, V est hyperharmonique dans 0.

D'autre part, E-^ n A étant compact (corollaire de la
proposition 21. 3), pour chaque couple (co, x\ la fonction
p -> f p d^, définie sur E+ n A, est bornée (corollaire du
lemme 21.3); alors

(1) fvdpï =f(fpd^[p) < + oo,
et V e S+.

2) La démonstration est parallèle à celle de la proposition
17. 1, partie 2.

Pour tout ensemble borélien B c H, ï^x) = (-1 ̂ p{x) rfv(p)
est une fonction e S4", harmonique dans Q n F B, et

V = le + I^B.
En outre, si B c Q, le e P+ : en effet, soit co un ouvert tel

que B c co c œ c L>, et po € E4- n A n 9 (B). Quand p décrit
le compact E4' n A n <p(B) et x le compact ôco, pÇx) est compris
entre deux nombres >0 fixes. On en déduit p{x) ̂  X.po(^)
pour p e E4- n A n ç (B) et x e ôco, donc aussi pour x e Q n f œ
d'après le lemme 3. 1. Alors le, majoré par un potentiel dans
Q n f oj, e P+

V

Soit un ouvert G3 c Q : 1̂  est un Cî-majorant de V, donc
ICT :> VCT- Si V est un co-majorant quelconque de V, on a
V ̂  IK pour tout compact K c 03 : en effet, V — IK, surhar-
monique dans il — K et dans c>3, est surharmonique dans Q, et
^ 0 puisque ;> — I&, où I& e P+.

Ainsi, VTO === Ira pour tout ouvert © e u ; en particulier, la
partie potentielle de V, qui vaut VQ, est IQ, donc la partie
harmonique de V est la, et V^ == ïjs pour tout ouvert ©eu.

THÉORÈME 22. 1. — Étant donné une base compacte A du
cône S4', toute fonction V e S"̂  admet une représentation inté-
grale unique :

^(x)=fp(x)d^p),
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à Vaide (Tune mesure de Radon ^ ̂  0 définie sur A, et portée
par Vensemble ê des éléments extrémaux de A.

Existence de la représentation intégrale:
a) Le théorème 1 de G. Choquet s'applique grâce aux

résultats du n° 21 : S4' est métrisable et possède une base
compacte A, déterminée par le théorème 21. 2. Ainsi, pour
toute V s S4' :

(1) V=/p^(p) ,

où v est une mesure de Radon ^> 0 sur A, portée par ê.
On a vu, au n° 16, que les éléments extrémaux d'une base

du cône S"1' sont des potentiels à support ponctuel ou des
fonctions harmoniques > 0 dans il ; donc ë c E4' et, quels que
soient p e g et le couple (/*, x) : p^x) = p{x) ./*°9(p), avec la
convention p[x) ./*°9(p) = 0 pour x == <p(p) (n° 19, 1er cas
particulier).

L'intégrale vectorielle (1) signifie que, si (V, V) -> L(V, V)
est une forme linéaire continue sur S, L(V) == f L(p) rfv (p) ;
donc, pour tout couple (/*, x) :

W - fpA^) ̂  (p) = fp(x).fo 9fp) rfv (p).
fc) Démontrons, pour tout x e i.2, la formule intégrale

(2) V(oQ=/p(^(p).

Il suffit d'établir (2) pour x n'appartenant pas à la réunion
d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble polaire : grâce
à une base des ouverts de U, formée de domaines co c co c [2,
dont les frontières ne passent pas aucun point de l'ensemble
dénombrable (proposition 7. 2), on en déduira (2) pour tout x,
car le 2e membre e S'1' (lemme 22. 1).

Pour chaque x e il, il existe une suite croissante f^ e X^ iî -— \x \ ),
telle que fn->7^-W'
Alors :

— six est négligeable pour la mesure pi^0'XQ associée à V à l'aide
d'un couple ((OQ, XQ\ et si V(a;) < + oo : \{x) = lim Vy^).
En effet, V^(a;)=f/^^ f théorème 20. 1), d'où

HmV^)=^_^-:
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le point x n'est pas chargé par la mesure pi^ d'après la propo-
sition 15. 1, donc :

lim^{x)=fd^=^(x).

— Si l'ensemble borélien ê n ^{x) est de v-mesure nulle :

limfp(x) ./^ o y(p) rfv (p) = fp[x) d^ (p).

D'où la formule (2) pour x tel que : V(a;) < + oo, (JL^'^ [x\ ) ==0,
et v(ênç l(a;))=0.

Unicité de la représentation intégrale: Supposons que V
admette la représentation intégrale

\{x)=fp{x)d.{p).

Pour tout couple (f, x) : V/a?) =j"fd^ (théorème 20. 1)
et, d'après le lemme 22. 1, (x^ est la projection, sur iî—|a^,

de la mesure p ( x ) d ^ { p ) sur E4'n A n <p (Q— { x } ) ' ^ on a donc

W=ff°î{p}PW^{pY
Ainsi V/o;) = J^p/o;) rfv (p),

ou encore
L(V)=/L(p)rfv(p)

pour toute forme L, linéaire et continue sur S, du type
(V, r)->L(V, VQ=(V, V')^).

Comme ces formes linéaires L séparent les points de S
(théorème 19. 1), on a la formule vectorielle

(1) V=jpdv(p).

Or le cône S"̂  est réticulé pour l'ordre spécifique, donc la
représentation intégrale (1) est unique lorsque v est portée
par ê.

CAS DE L'UNICITÉ.

Dans ce cas, on a déjà construit (théorème 18. 1), pour
chaque point y eu, un potentiel py dans Q, de support |yj,
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tel que l'application y -> py{x}, restreinte à Q — | o ; j , soit
continue, quel que soit ^eQ. La connaissance d'une base
compacte du cône S4' permet une nouvelle construction,
plus élégante, d'un tel potentiel :

PROPOSITION 22. 1. — Dans le cas de Vunicité, étant donné
une base compacte A du cône S4", soity pour chaque point y s Q, py
le potentiel de support \y\ situé dans A. Alors^ Inapplication
y -> py de Q dans E4' n A est continue. Par suite, Inapplication
{x, y) -> p y ( x ) de Q X Q dans R4' est s. c. i., et même continue
pour x =7^= y.

Montrons que l'application y —> py, restreinte à un compact
K c Q, est continue : l'application py —> y, de l'ensemble des
potentiels e E4' n A dans Q, est continue (proposition 19. 1),
et l'image réciproque de K par cette application est un
ensemble fermé c E"1' n A, donc compact (corollaire de la
proposition 21. 3).

L'application y —> py de Q dans E4" n A est donc continue.
On en déduit (proposition 19. 1) que l'application y ~> PyW,
restreinte à Q — \x\, est continue quel que soit o;eQ, puis
(proposition 18. 1) que l'application (x, y) -> py{x) de Q X û
dans R4' est s. c. i., et même continue pour x=^y.

THÉORÈME 22. 2. — Dans le cas de Vunicité, étant donné une
hase compacte A du cône S4', soit py le potentiel de support \y\
situé dans A. Tout potentiel P dans Q admet une représentation
intégrale unique :

P(^) = fPyW ̂  (!/).

à Vaide d^une mesure de Radon X ̂  0 dans Q.
Cela résulte de la proposition 22. 1 et du théorème 18. 2.

APPLICATIONS DE LA REPRÉSENTATION INTÉGRALE.

A. THÉORÈME 22. 3. — Soit E un ensemble ouvert ou fermée)
dans Q, et V une fonction e S4", admettant la représentation
intégrale

^{x)==fp{x)d^p)

(80) Avec l'axiome D, les conclusions seront étendues à un ensemble E quelconque
(théorème 28. 2).
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à Vaide des éléments extrémaux d^une base compacte du cône S4'.
Alors, pour toute mesure de Radon p. > 0 Aws Q, portée par
un compact c Q :

J'ft^=/(/ft^)rfv(p).

2?n particulier, si (JL == £3; :

È^r) =^R^)^(p).

Pour chaque V e S-̂  : J'R^ d;ji== fv ^E (théorème 10. 1).
La formule cherchée résulte alors du théorème de Lebesgue-
Fubini, appliqué à l'intégrale ffp(u) d^(u) d^{p).

THÉORÈME 22. 4. — Supposons que, pour chaque point y e Q,
il existe un potentiel py de support \y\, tel que V application
y —> py(x)^ restreinte ail — \x\, soit continue (hypothèse réalisée
en particulier dans le cas de l'unicité). Alors, étant donné un
ensemble E, ouvert ou fermé dans il, et un potentiel P dans il,
admettant la représentation intégrale

P(x) = f p,(x) d\(y\

pour toute mesure de Radon [JL > 0 dans Q, portée par un
compact eu, on a

ff{ïdy.=f(f^dy.)cD.(y).

En particulier, si (JL = ̂  :

ft^)=/È^)^(y).

Même démonstration que pour le théorème 22. 3.

B. LEMME 22. 2. — Tout potentiel P dans Q, harmonique
dans un ouvert co c Q, est T'limite de combinaisons linéaires
finies, à coefficients ^> 0, de potentiels extrémaux dont les sup-
ports sont contenus dans Q n ( co.

rP(x) = j p{x) d^ (p), où v est une mesure :> 0 définie sur
une base compacte du cône S4', et ne charge que l'ensemble des
potentiels extrémaux e < p f Q n f œ ) (lemme 22. 1). v est limite
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vague d'une suite de mesures discrètes Vn ̂  0 portées par
l'ensemble des potentiels extrémaux e= Sy (31).

Pour chaque couple (/, x), la fonction p -> pj{x) est continue
sur E'4", en particulier sur Sy, donc P est T-limite des potentiels
?„ définis par P^(x) = J p(^) d!v^ (p).

THÉORÈME 22. 5. — Pour que deux systèmes 96 et W de
fonctions harmoniques dans il coïncident, il faut et il suffit
que tout Î6-potentiel extrémal dans iï de support \y\ soit aussi
S6'-potentiel extrémal dans il de support \y\^ et réciproquement.

Condition suffisante : Soit h une fonction îë-harmonique
dans un ouvert co; montrons qu'elle est aussi Së'-harmonique
dans tout ouvert co' c ou' c co.

Dans CD', h est différence de deux 9^-potentiels dans Q harmo-
niques dans co' (théorème 13. 1), donc h est limite uniforme,
sur tout compact c o/, de combinaisons linéaires finies de
îë-potentiels extrémaux dans Q, soit p^ dont les supports
e [2 n | o/ (lemme 22. 2 et corollaire 2 de la proposition 21. 2).
Par hypothèse, chaque p; est ^ê'-harmonique dans o/; il en
est de même de h.

23. Suites monotones. Enveloppe inférieure d'une famille
de fonctions e S4'.

T-CONVERGENCE DES SUITES MONOTONES.

THÉORÈME 23. 1. — Soit une suite V^ e S4', décroissante
(resp. croissante et telle que sup V^ e S"1'). Alors, V^ est ^-conver-
gente vers V == inf V^ / resp. V == sup V^\.

n \ n i

Supposons que V^ ne soit pas T-convergente vers V = inf V^
n

/resp. V = sup V^\ ; il existe alors un couple (/*, x), un nombre
a >> 0 et une suite partielle n', tels que :

(1) l(V^N-V^)|>a.

La suite V^» appartient à un ensemble S ,̂ pour a convenable.

(81) On rappelle que S^ désigne le support fermé de la mesure v.
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Donc, on peut extraire de la suite Vn», une suite partielle V^
T-convergente vers lim inf V^ (théorème 21. 2 et corollaire 1 de

la proposition 21. 2). Comme lim inf V^ == inf V^ /resp. sup V^\,
n" n \ n i

on obtient une contradiction avec (1).

COROLLAIRE 1. — Supposons qu^il existe, pour chaque y e Q,
un potentiel py de support ^y\ tel que Inapplication y -> py{x),
restreinte à û—|a^, soit continue^ quel que soit r c eQ; et soit
P\{x) = f py(x) d\ {y) le potentiel dans Q associé biunivoque-
ment à une mesure X ̂  0 portée par un compact c Q.

Si X^ est une suite de mesures ^ 0 portées par un même
compact c Q, et telles que la suite des potentiels P\^ soit décrois-
sante (resp. : croissante et d^ enveloppe supérieure^.-}- oo),
alors les mesures \ ont une limite vague X, et P\ = inf P^
(resp.: P^ = supP),\. n

\ n i ——-^^
P^ est T-convergente vers intP^ /resp: supP^\. D'autre

n \ n /
part, les masses des mesures ^ étant bornées dans leur
ensemble, on peut extraire de la suite \ une suite partielle
Â^ vaguement convergente vers une mesure X, et (proposition
19. 3) la suite P^* est T-convergente vers P\. Donc

P^ = infP^/ resp . : sup P),\,
n \ n /

et X, indépendante de la suite partielle, est limite vague de \.

COROLLAIRE 2. — Soit 9 un ordonné filtrant décroissant
(resp. : croissant et d'enveloppe supérieure =1=. + oo) de fonctions
V e S4'. Alors, cet ordonné T-converge vers W == inf V {resp. :
W == sup V). ve^

vegr
Dans les deux cas, on peut supposer 9 majoré par une

fonction e S4' : alors 9 est contenu dans une partie compacte
S^ de S4' (théorème 21. 2). Si, pour chaque V e 9?, on note ^y
l'ensemble des fonctions e S qui sont ^ V (resp. : ;> V),
la base de filtre \9^ dans l'ensemble compact S^ a au moins
un point adhérent : il suffit de montrer que W adhérent à
cette base de filtre entraîne W = infV (resp. : W === supV).

ve=g? ve§?
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En effet, si W est adhérent à chaque ^v? pour chaque
V e 9 il existe une suite V^ e 3?y (dépendant de V) telle que
V n — ^ W ; alors (corollaire 1 de la proposition 21.2),

W=iïmmTV,,
n

donc infV < W < V (resp. : V < W < sup V). Ces inégalités
ve^r ^ vegî

étant vérifiées pour chaque Ve^, on en déduit

mTV < W < inf V, donc W == liîTv
veg? vegr veg?

(resp : W == sup V).
vegî

ÉTUDE DE L'ENVELOPPE INFÉRIEURE D'UNE SUITE DE
FONCTIONS e S4".

THÉORÈME 23. 2. — Pour toute famille S de fonctions V e S4',
inf V == inf V ç. p. 5ur tout ensemble borélien c Q, négligeable
ve^ veg? ^^^
pour la mesure [x associée à inf V d Vaide d^un couple ((OQ? ^o) (32)-

vegî
Donc, si S> est une base des ouverts de Q, formée d'ouverts
(o c (ô c Q dont les frontières sont ^.-négligeables (33) :

inf V == mfV %-p.p.
V €gr V eg»

1) II suffit d'étudier le cas d'une suite décroissante :
Le raisonnement est classique. Étant donné une famille

quelconque de fonctions V, on peut, grâce à un lemme de
MM. Brelot et Choquet [22], en extraire une suite V^ telle
que inf V == inf V^.

n
Soit E un ensemble borélien c Q, négligeable pour la

mesure pi de l'énoncé. Si inf V^ = inf Vn q-p sur E, on en
n n

déduit inf V ̂  inf V q-p sur E, donc aussi inf V == inf V q-p
sur E. On se ramène à une suite décroissante W^ en posant :

. W i = V , , .«, W^=inf(Vi , V,, .... V,).
2) Soit V^ une suite décroissante e S4'.

(32) Ce qui ne dépend pas du couple ((Op, x^) (corollaire du lemme 15. 5).
(33) II existe de telles bases (proposition 7. 2).
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On sait déjà que Vn T-converge vers V = infVn (théorème
n

23. 1). Soit E un ensemble borélien c il, négligeable pour les
mesures (^ta;, Vo une fonction finie continue e S4', et p un
entier > 0. Tout revient à montrer que, si K est un compact
c E tel que :

x e K entraîne inf \,{x) > "V(x) + v0^
n ' P

alors K est polaire.
Choisissons un couple ((OQ? ^o) te! q116 ^o ^t disjoint à K,

et posons (JL == pL^0'a?o. £ > 0 étant donné, on peut trouver un
ouvert ^ => K, d'adhérence disjointe à (OQ? ^t de (Ji-mesure <^ £,
puis une fonction c e C+(U), 0 ^ c ^ l , c = = l sur un voisinage
de K et c = 0 sur f p.

Montrons alors que :
a) (V^)^o) < 2s pour n > ni.
En effet, ^o e U n [ S^ donc (VJ,(^o) -> V,(a;o), et

^M=f^cd^=fcd^^e.

V )̂
&) x e K entraîne (VJc(»i;) ̂  ov / pour n ̂  yig (indépen-

dant de rc). ^
0

K étant un compact c L S n [ S i . c : (Vn)i_c(a;) -> (V)i_ç(a?)
uniformément pour a? e K.

D'autre part, pour chaque n :

x e K entraîne V,(o;) > V(^) + vo(^.

Donc, pour n assez grand, indépendant de x :

x^K entraîne (V^(^)>V^)+^^>^^-,zp <ûp
Conclusion: Étant donné s > 0, il existe une fonction U e S4'

satisfaisant à

U(^o)<2£ et U^^^^ pour x^K.
Zp

On en déduit l'existence d'une fonction e S4' valant + °°
en tout point e K. Par suite K est polaire.
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COROLLAIRE. — Soit V^ une suite e S~1". Il existe une mesure

pi sur û, teiïe çue lim inf V^ == lim inf V^ ç-p ^ur (ou( borélien
n n

c Q, ^-négligeable. Donc, si S> est une base des ouverts de Q,.
formée (K ouverts co c CD c il dont les frontières sont de [^-mesure
nulle :

lim inf V^ === lim inf V^ %-p.p.
n n

On se borne au cas où lim inf V^ ̂  + oo.
7l

Soit W^ == inf (V^, V^+i, ...) ; on a : lim inf V^ == lim Wn et

lim inf V^ == lim W^ (n° 5, A; propriété 3).
n n

Soit ^=y^îx6 et a == ^ a^ la somme d'une série
n

convergente, à termes > 0. Pour tout ensemble borélien
E c [2, de pi-mesure nulle : W^ == W/i q-p sur E, donc aussi
lim inf V^ == lim inf V^ ç-p sur E.

n n

Remarque. — Le résultat du théorème 23. 2 est à comparer
à celui que l'on obtient moyennant l'existence d'une base des
ouverts de Q, formée d'ouverts déterminants (corollaire 4 du
théorème 11. 2). Il est très éloigné du théorème de conver-
gence (34), démontré par M. Brelot [16 ou 18] en ajoutant
l'axiome D aux axiomes 1, 2, 3, et Q à base dénombrable;
néanmoins, il sera utilisé dans la démonstration de la propo-
position 24. 2.

24. Étude des applications V -> fv d^ et V -> ÊJ^.
Comparaison des topologies T et S(%, X).

LES APPLICATIONS V->JV^ ET V -> ÊJ^.

PROPOSITION 24. 1. — 1) Pour tout couple (o), rc), Vappli'
cation V —> j V dp^ de S"1" rfan^ R4' e5^ 5. c. i.

2) Pour tout x <= 0, Inapplication V -> V(^) de S"^ rfaM5 R4'
65< 5. C. l.

(34) Selon ce théorème : inf V = inf V q-p dans û.

33
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3) L'application (V, x) -> V(^) de S4- X Q 6fcm$ R+ 65( 5. c. i.
1) Soit, dans S4", une suite V^ T-convergente vers V.

V == l iminfVn (corollaire 1 de la proposition 21. 2); donc
n

/V d^ < Km intjv^pï.

2) V(n;) = sup J V rfp^ pour les ouverts c o c œ c Q , ( O B ^ ;
d'où la s. c. i. de l'application V —> V(.r).

3) Soit (Vo, Xo) <= S4- X Q, et X < Vo(o;o). Il existe un
domaine œ c co c Q, co s a;o, tel que X < fVo rfp^. Posons
2e=/Vo^-X.

L'application V->J'Vrfp^ étant s. c. i., il existe un
T-voisinage de Vo, soit î), tel que :

Veï) entraîne /Vdp^> J^Vo rfp^—£, ou J'V^>X+£.

D'autre part, il existe un voisinage X de XQ, X c co, tel que :

u harmonique ;> 0 dans co ) ^ / \ ^ X , ,y ^ entraînent u(a?) > ——— u(a;o).
e t ^ e A . 5 À -p £

Par suite, si Veï) et x e X : FV rfp^ > X, et a /bmon
V(a0 > X.

Désignons par s4" la partie de S4" formée des fonctions
localement bornées dans Q.

PROPOSITION 24. 2. — Soit un ouvert co c œ c Q. Jf y a
équivalence entre:

d'une part, la continuité, pour un point x de chaque compo-
sante connexe de œ, de l'application V -> FV dp^ de S+ dans R4"
(resp de s^ dans R4') ;

d'autre part, la continuité de l'application V -> ftl̂ ° de S4'
dans S4" (resp. de 54" Am5 54").

Soit dans S4- (resp dans 5+), une suite V^ T-convergente
vers V = lim inf V^ e S4" (resp. 54").

n

1) Si RÇ^ T-converge vers ft^, alors, pour tout rceco,
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f^n dpï -> y*V dp^ : cela résulte du corollaire 2 de la
proposition 21. 2.

2) Si y V^ rfp^ -> j\ d^ pour un point x de chaque com-
posante connexe de œ, alors :

a) pour chaque a; e œ : fv^ d^ -> Cy dp^.
Supposons qu'il existe un point XQ e CD, tel que /V^p^

ne converge pas vers / V rip^, donc aussi un nombre a > 0
et une suite partielle n' tels que :

(1) |/V,^-/V^>a.

Par hypothèse, fv^ dp^ -^ y*V 6;p^, où x^ est un point
de la composante connexe (OQ de co, contenant XQ', donc on
peut extraire de la suite n' une suite partielle n", telle que
J V n ̂  converge, pour chaque rcecoo, vers une fonction
h{x) harmonique dans a>o. On a :

J V dîp^ <; h{x) pour tout rc e (DQ

(proposition 24. 1, 1), et

/V^=/^);

par suite, j M dp^ = h{x) dans œo, ce qui est incompatible
avec (1).

b) R^ T-converge vers R^°. Pour cela, démontrons suc-
cessivement :

&i) Si la suite ft!^ est T-convergente, sa T-limite est È^.
Soit ^ la mesure associée à ft^, à l'aide d'un couple

(cûo, a;o), ^a^ la somme d'une série convergente à termes
> 0, et pi une mesure, telle que lim inf V^ == lim inf V^ q-p

n n
sur tout borélien pi-négligeable (corollaire du théorème 23. 2).

Si E est un ensemble borélien c Q, négligeable pour la
mesure pi + S ̂ n^n on a '-

n

ftC^ = Rt^ q.p sur E (théorème 23. 2),
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d'où

lim inf V^ dans û n [ co,
lim inf ftl^ == n r 9-P sur E?n n j lim I V^dîp^ dans co,

n l/

donc aussi lim inf RJ^ = R^° ç-p sur E.
n

Donc, pour toute base % des ouverts de Q, formée d'ouverts
<o c (D c Q, dont les frontières sont négligeables pour la mesure
E^+Sa^

n

lim inf R^ == R^" % p-p, et lim inf R^ = È^ dans Q.
n " n

feg) Si la suite ÊJ^ n'admettait pas ÊJ^ pour T-limite, il
existerait un couple (/*, x), un nombre a>0 et une suite par-
tielle n', tels que :

\{R^}-W)M>^

Et ceci est impossible, car la suite RJ^ <= S^, pour a convenable,
donc on peut en extraire une suite partielle T-convergente
vers R^.

PROPOSITION 24. 3. — 5i co e5( im ouvert c. d. \resp. rf.),
l'application V -> | V cîp^, ^ quelconque e œ, rfe S'̂ ' rfan5 R4"
(resp. de s4' cîan5 R"^"), e5( continue, donc aussi ^application
V->R^ de S+ dan5 S+ (r^p. ^ 5+ dan5 5-*-).

Donnons-nous, dans S4" (resp. dans s4"), une suite V^ T-conver-
gente vers V = lim inf V^, et supposons que, pour un point
x^ e co, |Vn dp^ ne converge pas vers f V dp^. Il existerait
alors un nombre a > 0 et une suite partielle n, tels que :

(1) \fV,d^-f\d^ >a.

l ^ n ' ^P? est borné indépendamment de M', en tout point
x e co (lemme 21.3); donc, pour une nouvelle suite partielle,/•»
n", j V^ dp^ converge en tout point x e co, uniformément
sur tout compact c œ.
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Les théorèmes 11. 3 et 11. 2 s'appliquent :
en tout point x e co,

lim f\n d^ = flim inf V,- d^ = /'lim^nTvI. d^,
n" J *7 n" " n"

ce qui est en contradiction avec (1).

COROLLAIRE. — S'il existe un ouverte, d. co, la base du cône S4"
située dans l'hyperplan d'équation j V dp^ ==1, x point
quelconque e co, est compacte.

Étude de la réciproque de la proposition 24. 3, dans le cas de
l'unicité.

LEMME 24. 1. — Soit un ouvert co c co c Q. Dans le cas de
l'unicité:

1) l'ensemble B des points y e ôœ, tels que les potentiels de
support y ne soient pas conservés par balayage sur |œ, est
un F<j ;

2) (o complètement déterminant équivaut à B == ^;
3) œ déterminant équivaut: soit à B polaire^
soit à la condition : (a) Étant donné Vo e s^y pour tout com-

pact non polaire K c ôœ, Ê.̂  ̂  conservé par balayage sur ^ o>.
Pour chaque y eu, il existe un potentiel py de support î/>

tel que l'application y —> py{x)y restreinte à Q—\x\^ soit
continue (théorème 18. 1 ou proposition 22. 1). Alors, tout
potentiel P dans Q admet une représentation intégrale unique

(1) P{x)=fpy{x)d\{y),

à Faide d'une mesure X ̂  0 portée par le support de P
(théorème 18. 2) $ et X ne charge pas les ensembles polaires si
P e 5+. Enfin, (théorème 22. 4) :

(2) R^{x)=fî^{x)d\{y).

1) Soit Xi un point de chaque composante connexe oo, de co.
B est la réunion des ensembles

B, = {y e ôo)|p^) — R^(^) > O j ;

et chaque B, est un F<j, car l'application y -> py{Xi), restreinte
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à ÔOD, est continue, et l'application y —> ft.^(^î) est s. c. i.
(corollaire de la proposition 19. 3 et proposition 24. 1).

2) résulte des formules (1) et (2).
3) (o déterminant entraîne (a).
(a) entraîne B polaire : en effet, si B n'était pas polaire,

il existerait un compact non polaire K c B, et, d'après les
formules (1) et (2) appliquées à P = R^, P ne serait pas
conservé par balayage sur [ co.

B polaire entraîne (o déterminant.

PROPOSITION 24. 4. — Soit un ouvert (o c a) c Q. Dans le
cas de V unicité, si, pour un point x de chaque composante connexe
de œ, l'application V -> j V rfp^, de s^ dans R4", est continue,
ou bien si l'application V -> Ê.̂ , de s+ dans s+, est continue,
alors co est déterminant.

Il suffit de montrer que, si Vo est une fonction finie continue
<= S"1", pour tout compact K non polaire c ôco, Ê.̂  est conservé
par balayage sur | (o (cf. lemme 24. 1).

Soit §„ une suite décroissante d'ouverts, formant système
fondamental de voisinages de K; R^ = lim R^, donc la

n ^
suite V^ == R^ est T-convergente vers V == R^ (théorème
23. 1), et, d'après l'hypothèse, la suite ÊJ^ est T-convergente
vers ftC^.

D'autre part, toute fonction e S4', ^> V^ sur Q n f co, est

> Vo sur K. Donc : R^ > R^, et R^ = limhifR^ > R .̂
On a donc bien R^ == V dans Q.

Exemple prouvant que, même dans le cas de l'unicité, la
partie de la proposition 24. 3 relative à un ouvert c. d. n'admet
pas de réciproque sans condition supplémentaire :

On considère, en théorie classique du potentiel, dans R",
une boule co de centre XQ. Soit (Oo = <°—|^oi 5 pour toute
V e S+ : RC" = RC^o dans (2. L'application V -> RK est
continue, puisque œ est c. d. Cependant, (OQ n'est pas c. d.
car, si p^ est un potentiel de support XQ, f^°=^px^

PROPOSITION 24. 5. — Soit un ouvert (o c œ c Q, tel que tout
point e ôco soit adhérent à | cô. Dans le cas de l'unicité, si.
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pour un point x de chaque composante connexe de CD, Inapplication
V —> j V dp^y de S4' dans R4", est continue, ou bien Inapplication
V -> R^, de S4" rfaM5 S4', est continue, alors a) <°̂  c. rf.

On désigne encore par py un potentiel de support y tel que
l'application y —> py{x), restreinte à iï—\oc\, soit continue;
alors y —> py est continue, donc aussi, grâce à l'hypothèse,
y -> R^. Comme R^ = py pour tout y e [ co, cette identité
s'étend à tout y e ôco, et co est c. d. (lemme 24. 1).

COMPARAISON DE LA TOPOLOGIE T ET DE LA TOPOLOGIE

6(%, Q) DE CARTAN-BRELOT.

Étant donné une base % des ouverts de Û, formée d'ouverts
où c G) c û, et un ensemble % dense dans Q, on désigne [16] par
S(%, ââ) la moins fine des topologies sur S, rendant continues
les applications

(V, D-^V-V')^,
de S dans R, pour coe^B et r c e c o n S Ê .

Sur S4-, S(%, %) est identique à S(33, Q).

PROPOSITION 24. 6. — Pour toute base %, la topologie S(%, û)
est plus fine que la topologie T, sur V espace S4".

Si S>o est une base dénombrable extraite de ^B, la topologie
S(%o? Q1) ^t métrisable et moins fine que S(%, Q).

Il suffit donc de montrer que, étant donné une suite V^ e S4"
convergente, selon la topologie S(%, û), vers V e= S4", alors ¥„
T-converge vers V.

1) Si la suite V^ est T-convergente vers V e S4", alors
V = V : On a V ̂  V car, pour tout ouvert œ e %, x e co :

y\ dpï = lim^V, ̂  >yV^ (proposition 24. 1).

D'autre part, V ̂  V : en effet, pour tout ouvert œ e= ^B,
03 3 ̂  :

V^)>/V^pï, d'où V'(^=HininfV:(^)>/V^.

2) La suite V^ est T-convergente vers V :
Sinon, il existerait un couple (/>, x), un nombre a > 0 et

une suite partielle n', tels que |(V^)y(a;)—(V)^)| > a$ et
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ceci est incompatible avec l'existence d'une suite partielle
T-convergente, extraite de la suite V^ (théorème 21. 2), et
dont la T-limite serait V, d'après la partie 1).

COROLLAIRE. — Si une suite V^ e S"1" est convergente, selon
la topologie S(%, Q), vers Ve S^ alors V =Timmn^.

PROPOSITION 24. 7. — S'il existe une base 3) formée d'ouverts
c. rf., (34bis) les topologies S(®, Q) et T sont identiques sur S4-.

En effet, la topologie T rend continue chaque application
V - > J V r f p ^ de S-^- dans R^, pour (o e 3) et ^eco (propo-
sition 24. 3); donc elle est plus fine que S(®, Q).

Remarque. — L'axiome 4 entraîne donc l'existence d'une
base compacte du cône S"̂ " muni de la topologie S(%, Q), où
^ est la base des ouverts de Q formée d'ouverts réguliers c. d. :
c'est ce que montre directement [16] M. Brelot pour obtenir
la représentation intégrale, d'une façon qui est alors bien
plus courte.

(SA bis) En particulier si l'on suppose l'axiome 4 : II existe une base des ouverts
de û formée d*ouverts réguliers c. d..



CHAPITRE V

CONSÉQUENCES DE L'AXIOME D
ET PROPRIÉTÉS ÉQUIVALENTES.

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 3;
il existe un potentiel > 0 dans Q;
la topologie de û admet une base dénombrable.

25. Recherche de propriétés équivalentes à l'axiome D.

Rappelons que M. Brelot a introduit l'axiome suivant :
(D) Si P est un potentiel e ̂ +, c'est-à-dire localement borné

dans û, toute fonction e S" ,̂ majorant P sur son support S,
le majore dans û; autrement dit: R^ == P dans û.

Énoncé équivalent (34 ter) : Tous les ouverts co c co c Q sont
déterminants.

Conséquences de D [18 et 23] :
(D') Pour tout potentiel P e s^, si la restriction de P à son

support est finie continue, alors P est fini continu dans Q.
(D") L'ensemble des points d'effilement d'un ouvert co c co c Q,

situés sur ôco, est de mesure harmonique nulle pour co.
(C) Pour toute famille S de fonctions V e S4- : inf V == inTv

q.p. dans Q (théorème de convergence). Ye^ Y€=^
Notons une application fondamentale de C au problème

de Dirichlet dans un ouvert co c G) c Q : les points irréguliers
pour œ coïncident avec les points d'effilement de ( co situés
sur ôco, et forment un ensemble polaire.

j34 terj j] suffit de voir que, étant donné Pes'1", la relation RC-> === P, pour tout
ouvert co c (o c Q où P est harmonique, entraîne B.C^ == P pour tout ouvert 5 c û où
P est harmonique; on utilise pour cela la propriété 5 (n° 5, B).



522 R.-M. HERVÉ

Nous allons montrer que D' ou D" est équivalent à D et,
dans le cas de l'unicité, que C est équivalent à D.

EQUIVALENCE DE (D) ET DE (D').

THÉORÈME 25. 1. — Supposons que, pour tout potentiel
P e s^, la continuité de la restriction de P à son support entraîne
la continuité de P dans il. Alors, l'axiome D est vérifié.

Soit P un potentiel e ̂ +, de support S ; montrons que, dans
Q : R^ = P (1).

Si P est continu dans Q, l'égalité (1) résulte du lemme 3. 1.
Si P est quelconque, il suffit de montrer l'égalité (1) en

un point de chaque composante connexe de Q n | S. Soit co^
une composante connexe de Q n | S et ((Oç, x^) un couple
tel que (Ooco^ ; le théorème de Lusin permet de déterminer
un ouvert Se [}, de ^°' ^-mesure <; £, et tel que la restriction
de P à Q n ( § soit continue. Le théorème de partition fournit
la décomposition :

P - PS + Pg,

où Pg est la plus grande minorante spécifique de P, harmo-
nique dans à. D'après l'hypothèse, Pg est continu dans Q;
d'où R^ = P, dans Q, et R^ > Pg dans Q. Comme

P^o) - /PS d^ < £,

R^ est arbitrairement voisin de P au point x^ et l'égalité (1)
est réalisée au point XQ.

EQUIVALENCE DE (D) ET DE (D").

THÉORÈME 25. 2. — Supposons que, pour tout ouvert CD c co c Q,
les points d^effilement de co, e ôœ, forment un ensemble de
mesure harmonique nulle pour co. Alors, l'axiome D est vérifié.

Soit P un potentiel e 5+, de support S, et dont la restriction
à S est continue. Démontrons la continuité de P dans Q,
c'est-à-dire, pour tout XQ e Q n ôS :

f l ) lim sup P(.r) === P(^o).
a-eQnC8

X-^-XQ
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1) Démonstration de l'égalité (1), en tout point XQ où f S
n'est pas effilé.

L'inégalité lim sup P(x) > P(xo) est immédiate.
.ceQnCsx^^

Supposons qu'il existe un nombre À tel que
lim sup P{x) > X > P{xo).
.ceûnC8

X-^XQ

Si h est une fonction harmonique > 0 au voisinage de XQ,
égale à 1 au point XQ, il existe un voisinage co de XQ, qu'on
peut supposer ouvert et régulier, tel que P <; X . A sur co n S.

Reprenant une idée de M. Brelot, on considère l'ensemble
ouvert S des points e co, où P > X . A . La frontière de à com-
prend :

des points <= ôco n [ S : ils sont réguliers pour S, puisqu'ils
le sont pour œ;

des points e ôâ et situés dans (D n S : en chacun de ces
points, P == X .A , donc ils sont réguliers pour à, P—\ .h
étant une fonction de Bouligand associée à chacun d'eux;

des points e co n ôS, en particulier XQ : ce sont des points
d'effilement de S, donc ils forment un ensemble de mesure
harmonique nulle pour S.

Par suite, la fonction P — H^, harmonique dans à et bornée
au voisinage de chaque point e ô§, tendant vers 0 à la fron-
tière sauf peut-être sur un ensemble de mesure harmonique
nulle, est identiquement nulle dans S.

D'autre part, l'hypothèse faite sur f S entraîne la régularité
du point XQ pour S : en effet, à est effilé au point XQ, ainsi
que l'ensemble des points e c o n f S o ù P = = X . / i (car P{xo) < A) ;
par suite, [ S n [ S n'est pas effilé au point XQ, a fortiori F S
n'est pas effilé au point XQ, et XQ est régulier pour à (propriété
2; no 5, D).

La contradiction cherchée est obtenue, car :
lim sup P{x) == lim sup îî^(x) <; lim sup P(y) ̂  X,

.»e§ a;e§ yeô§
X-^-XQ X-^-XQ V-^XQ

donc lim sup P{x) <; X.
a^ûnCs
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2) Démonstration de l'égalité (1) en un point XQ queclonque
e Q n ôS.

D'après le lemme 7. 4, il existe deux ouverts disjoints co
et o/ non effilés au point XQ. Le théorème de partition appliqué
à P, et à l'ouvert (o par exemple, donne : P = Pço + PL? où P^
et P^ sont deux potentiels e 54', dont les supports ont un
complémentaire non effilé au point XQ. La partie 1) du raison-
nement prouve la continuité de P^ et de P^o au point XQ, donc
aussi celle de P.

ÉQUIVALENCE DE (D) ET DE (C), DANS LE CAS DE L'UNICITÉ.

THÉORÈME 25. 3. — Dans le cas de Uunicité, le théorème de
convergence entraîne Vaxiome D.

Une conséquence du théorème de convergence (sans suppo-
ser l'unicité) est, que la balayée d'une fonction V e S4", sur
un ensemble E c Q, est la plus petite fonction e S4', majorant
V q.p sur E; par suite, pour tout compact K non polaire,
R^ est conservé par balayage sur K.

Si l'on se place dans le cas de l'unicité, cette propriété
entraîne que tout ouvert co c o> c Q est déterminant (lemme
24. 1); donc l'axiome D est vérifié.

26. Une notion de capacité; un autre équivalent de l'axiome D.

DÉFINITION D'UNE CAPACITÉ.

THÉORÈME 26. 1. — Soit une fonction finie continue Vo e S4",
et un couple (o^o, Xo). <p(K) == f R^ dp^ définit, pour K compact
variable c Q, une capacité forte de Choquet (c9 est-à-dire est une
fonction croissante, continue à droite et fortement sous-additive
de K) ; la capacité correspondante Sun ouvert co c Q est

9(co)=/R^^o (35).

Pour tout ensemble E ouvert ou fermé dans Q, Ryç est
(36) M. BRELOT a montré, avec les axiomes 1, 2, 3, que R^ja^) est une capacité

forte de Choquet. Pour éviter que le point XQ ait une capacité > 0, on définit ici une
capacité voisine, et même coïncidant avec la précédente pour les compacts K dis-
joints à (OQ.
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une fonction borélienne localement bornée, donc f R^ dp^
a un sens; en outre, c'est une fonction croissante de E.

Pour K compact, 9(K) est continue à droite : en effet, si
co^ est une suite décroissante d'ouverts formant système
fondamental de voisinages de K,

R\ = lim R^ et f R\ dp^° == lim f R^ dp^ ;

elle est fortement sous-additive, car, pour chaque x, îV^^x)
est une fonction fortement sous-additive de K (cf. [18]).

Donc, 9(K) définit une capacité forte de Choquet.
La capacité correspondance d'un ouvert co c û est

9(œ) = sup 9(K).
K.CCO

(o est réunion d'une suite croissante de compacts K^, et
R^ == lim R1^ (propriété 2; n° 5, B); par suite,

n

fR^ dp^: = lim/R^ 6fô = î(co).

Remarque. — La capacité extérieure correspondante d'un
ensemble E C U est 9*(E) = = i n f < p ( ( D ) ; si o>o est déterminant,
„ (o3E
j R^ rfp^° a un sens quel que soit E (théorème 11.2), et
l'on peut montrer que c'est 9*(E).<

PROPOSITION 26. 1. — I I y a identité entre les ensembles
polaires de Q et les ensembles de capacité extérieure nulle.

Si ç*(E) = 0, on a :

inf fR^ d^ = 0, donc aussi FR^ rfp^o = 0.
(03 E*^ t/

Par suite ÊJ^ == 0 dans Q, et E est polaire.
Réciproquement, soit E polaire et V une fonction e S4' valant

+00 sur E. Si (o^ = |rce Q|V(o;) > n .Vo(^)^ , on a

fV do^0

V > n. R% dans Q et 9(0^) <J———t-0 ;
n

d'où inf <p(œ) = 0.
(03 E
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APPLICATION : UN ÉQUIVALENT DE L'AXIOME D.
La capacité dont il est question dans la suite de ce n° est

celle qui vient d'être définie par le théorème 26. 1, à l'aide
des éléments Vo et (coo, rco), choisis une fois pour toutes.

LEMME 26. 1. — Supposons Vaxiome D vérifié. Étant donné
V e ̂  et deux nombres > 0, £ et Y], il existe un ouvert co c Q,
dont la capacité est ̂  £, et deux fonctions Vi et Vi e S4", telles
que:

dans Q: V = Vi + Vi;
/V^<^; .
Vi ̂  /mie continue dans Q, e( majorée par v-——-^Vo

n P Ê
sur U n co.l;

( FV dp^ )
Soit co= ^eû|V(^)>^——^Vo^) ; dans Q:

v>zi^Rï
•Voî

d'où 9(œ) =/R^^o < £.
D'autre part, le théorème de Lusin permet de déterminer

un ouvert S c Q, de pL"0'^-mesure ̂  Y), et tel que la restriction
de V à û n [ S soit continue. Donc, si V = V§ + V§ est la
décomposition du théorème de partition, on a : f V§ dp^ ̂  Y),
et V§, fini continu sur son support, est fini continu dans Q
(conséquence de l'axiome D).

Alors Vi = V§ et Vi == V§ répondent à la question.

THÉORÈME 26. 2. — Supposons Vaxiome D vérifié. Étant
donné une fonction V e S+ et un nombre a > 0, il existe un
ouvert œ c Q, de capacité ̂  a, et tel que la restriction de V à
Q n co soi( continue (36).l» v /

1) Cas où V e^ localement bornée.
On applique le lemme 26. 1, à la fonction V :
il existe un ouvert oui et une décomposition V == Vi + Vi,

(36) Ce théorème est analogue au théorème 1 de G. CHOQUET [30] ; sa démonstra-
tion, dans le cas où V est localement bornée, est directement inspirée de celle de
M. CHOOUET
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tels que 9(001) <-a FVi rip^o < f-^ Vi fini continu dans Q
-4 J \ 2/

/*

^o

et majoré par &/———^-Vo sur Q n [0)1;

~ï
puis, successivement, à chaque fonction V^, n ̂  1 :
il existe un ouvert o\+i et une décomposition

• V, = V,,, + V^,
tels que

9(^)<^> f^^<(^)^

Vn+i fini continu dans Q et majoré par

/Vn^0 a
a ^^^.iVo

2»+1

sur Q n j («)n^.i.
Soit W=limV, et W =2V»; W est une ^ fonction,

W e S+, et, dans Q : V = W + W, d'où V = W + W
(n° 5, A; propriété 2) et ^V = W. Comme fv^p^o-^O,
W = 0 dans Q et V=SY,.

n

Alors, l'ouvert œ =[_JCD^ répond à la question: y(co)<;a,
n ra

et, sur Q n ^ CD, la série des fonctions continues Vn a une
somme continue, car elle est normalement convergente sur
tout compact.

2) Cas général.
V est limite de la suite V^ == inf (V, nVo) et, pour chaque n,

il existe un ouvert o^, de capacité < -^—. tel que la res-
triction de V^ à û n f o^ est continue.

Soit, d'autre part,

(0
/V ^û^o i

^eQ|V(a;)>^——^Vo(.r)/; î^X",
a / z
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donc, si

(LJ^)5 y(^)<û.(0 = (jû U ( 1 j ( 0
\ n^l

Montrons que la restriction de V à Q n [ co est continue.
Soit x e Q n | co; il existe un rang N tel que V(a;) <; N.Vo(aQ,
d'où VN(^) < N.Vo(rc). La restriction de V^ à Q n ( œ est
continue; par suite, sur l'intersection de Q n [ co et d'un voisi-
nage de x: V N < N . V O et V = VN.

THÉORÈME 26. 3. — Si, étant donné V e s4' et un nombre
a > 0, il existe un ouvert co c Q, de capacité <; a, et tel que
la restriction de V à û n | a> soit continue, alors l'axiome D
est vérifié.

Grâce au théorème 25. 2, il suffit de démontrer la propriété
D" : Étant donné un ouvert S c § c Q, les points d'effilement de
S, e ô§, forment un ensemble e de mesure harmonique nulle
pour S; ou encore : H^ == 0 en chaque point XQ e 8.

Choisissons œ o ^ ^ o ? ^e! ^^ ^o^? ce ^^ es^ loisible, car
l'hypothèse est indépendante du couple ((OQ? *^o) servant à
définir la capacité (cf. lemme 15. 5).

Les points d'effilement de § sont caractérisés par la condi-
tion

R^x) < U(rr),

où U est le potentiel continu déterminé par le théorème 9. 1.
D'après l'hypothèse, étant donné a > 0, il existe un ouvert
(o c Q tel que : /R^ ^Pïo0 ̂  » et la restriction de R^ à Q n ^ (D
est continue.

Donc, à chaque point XQ e ô§ où § est effilé, est associé
un voisinage de XQ dont l'intersection avec S est contenue
dans (o, et

liminf R^r) = Vo(^o)-
«ces
X-^XQ

Conclusion: H 8 ^ , majoré par R^ dans S, est arbitrairement
petit au point XQ.
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27. Recherche de propriétés équivalentes
au théorème de convergence.

Rappelons le théorème de convergence :
(C) Pour toute famille 9 de fonctions <= S4', inf V == inf V

q.p. dans û. ve^ Ye^
Nous allons montrer que les énoncés suivants, qui sont tous

des conséquences du théorème de convergence, lui sont équi-
valents :

(Ci) Étant donné un compact K c Q non polaire et un
potentiel Pô fini continu dans Q, Ê.̂  == PO ^n un point au
moins de K.

(Cg) Étant donné un compact K c Q non polaire, il existe
un point XQ e ôK, régulier pour l'intersection de | K et de
tout ouvert co tel que XQ e œ c œ c Q (38).

(€3) L'ensemble des points-frontières irréguliers de tout ouvert
co c CD c Q est de mesure harmonique nulle pour co (39).

LEMME 27. 1. — Cg entraîne Cg.
Soit un compact K c Q, non polaire, et un ouvert OD 3 Ky

(D c Q. ôK est de mesure harmonique > 0 pour œ — K (propo-
sition 13. 1) ; il existe donc un point XQ e ôK, régulier pour
( O — K .

LEMME 27. 2. — Cg entraîne Ci.
Soit un compact K c Q, non polaire, et co un ouvert D K,

(ô c Q. Si Pô est la fonction, définie sur la frontière de œ — K^
égale à Pô sur ôK et à 0 sur ôoo, on a par hypothèse

lim HÎ,-^) = Po(^o).
a;e(ji>—K *

X^-XQ

Comme H^ < R^ < Pô dans co — K, on en déduit
lim R^(^r) = Po(^o) et la continuité de R^ au point XQ.

xGw—K
X^XQ

(38) Pour tout compact K d'intérieur non vide, C^ est vérifié sans supposer le
théorème de convergence, ainsi que Cg d'après le théorème 8. 2.

(3l) Le théorème de convergence entraîne même que cet ensemble est polaire.
Remarque analogue pour Ci et Cg.

34
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LEMME 27. 3. — Ci entraîne : R^ === V q.p. sur K, pour
tout compact K c [2 et toute V e S"*".

— Pour tout potentiel Pô fini continu dans Û, R^ == Pô
q.p. sur K :

En effet, s'il existait un compact Ki non polaire c K, tel
que

(1) ^(^ < Po(^) pour tout xe Ki,
on aurait, d'après l'hypothèse, en un point x^ e Ki :

^(^i) = Po(^i) et a /brtiori R^i) == Po(^i),
en contradiction avec (1).

— Si V est une fonction quelconque <= S4", elle est limite
d'une suite croissante de potentiels P^ finis continus dans Q,
et ftj^ == ?„ q.p. sur K entraîne R^ == V q.p. sur K (proposi-
tion 10. 1).

THÉORÈME 27. 1. — Chacun des énoncés C^, Cg, €3 est équi-
valent au théorème de convergence.

Il suffit de montrer que Ci entraîne le théorème de conver-
gence pour une suite décroissante de fonctions V^ e S^
(cf. théorème 23. 2).

Soit Vo une fonction finie continue e S4", et p un entier > 0 ;
on va montrer que tout compact K c Q sur lequel

infV^infV,,^-10
n n p

est nécessairement polaire.
,--~- VPosons V ==infV». Pour chaque n : V^ ̂  V 4"—° sur K$

A n 1 A P

donc: V^ ̂  R^ + ^—R^o dans Q (proposition 10. 1), et
A ?

V > R^ + —R^ dans Q. Or, si K est non polaire, R^ == V

en un point au moins (lemme 27. 3).

28. Balayage d'une mesure, moyennant l'axiome D.

Dans une l1'® partie, on complète, grâce à l'axiome D, les
résultats obtenus principalement au chapitre I, n° 10; puis
on donne des propriétés de la mesure balayée.
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A) PROPRIÉTÉS COMPLÉMENTAIRES DE LA BALAYÉE D'UNE
FONCTION, MOYENNANT L'AXIOME D.

THÉORÈME 28. 1. — I I existe un potentiel U, fini continu
dans Q, tel que, pour tout ensemble E c Q, les points e Q où
E est effilé, coïncident avec les points e Q où Ê.̂  <; U.

Reprenons la fonction U déterminée au théorème 9. 1.
1) Soit E effilé au point XQ :
si XQ ^ E, R^o) < RS(^o) < U(^o) (théorème 9. 1) ;
si XQ e E, XQ est polaire et ft^o) == RîT'^^o) < U(^o).
2) Inversement, soit E non effilé au point XQ.
D'après l'axiome D, pour toute fonction v e S4", on a ft? = v

q.p. sur E. Donc, R^ est égal à ^ sur un ensemble non effilé
au point XQ et R^o) == ^o)-

Conséquences :
1) L'ensemble des points e E, où E est effilé, est polaire (40).
2) L'ensemble des points e Q, où E est effilé, est un Fç.

PROPOSITION 28. 1. — Soit E un ensemble quelconque c Q.
1) Si ^ est une suite croissante e S4" et v = lim ̂  e S4' :

(1) ft^limft^.
n

2) Si v^ et ?2 e S"*" :

(2) R^ = ̂  + Ht
1) ft^ > lim È^. D'autre part, R^ est la plus petite fonc-

n
tion e S+, majorant v q.p. sur E, d'où Ê.̂  ̂  lim ft^.

2) Toute v e S4" est limite d'une suite croissante de ç^eS4",
finies continues dans Q, et l'égalité (2) se déduit de la propo-
sition 10. 3.

COROLLAIRE. — Étant donné une mesure de Radon > 0, (JL,
sur Q, portée par un compact eu, et un ensemble E c Q, alors,
pour toute v e S"1' :

(1) /R^^/p^,
où ^E est la balayée de pi sur E.

(40) Pour ce théorème fondamental, l'emploi d'une telle fonction U remonte au
cas classique [4, 6 et 25] ; il n'est d'ailleurs pas indispensable, même dans le cas
général (cf. [18]; théorème 31).
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Cette propriété complète le théorème 10. 1, et la formule (1)
s'obtient en considérant v comme limite d'une suite croissante
de potentiels finis continus dans Q.

THÉORÈME 28. 2 (en remplaçant l'axiome 3 par 3'). —
Soit un ensemble quelconque E c Q, et V une fonction e S4',
admettant la représentation intégrale V(rc) == f p ( x ) d ^ ( p ) , à
Vaide des éléments extrémaux d'une base compacte du cône S4".
Alors, pour toute mesure de Radon pi > 0 sur Q, portée par
un compact e u :

fî^d^=f(fR^d^)d^{p).

Même démonstration que celle du théorème 22. 3.

B) NOUVELLES PROPRIÉTÉS DE LA BALAYÉE (J^ D 'UNE
MESURE DE RADON (Jl > 0, PORTÉE PAR UN COMPACT C 0,
SUR UN ENSEMBLE E C Q (41).

PROPOSITION 28.2. — L'ensemble des points e Q, où E
est effilé, est de ^E- mesure nulle.

L'ensemble des points e Q, où E est effilé, est caractérisé
par R^ <; U (théorème 28. 1). R^ est invariant par balayage
sur E ; donc fî{^ dy. = /Rg ̂ E = fv rf^, et R^ = U ^-p.p.

PROPOSITION 28. 3. — Pour que pi = p^, il faut et il suffit
que pi soit portée par l'ensemble des points e Q où E n'est pas
effilé.

La condition est suffisante, car, pour toute 9 e S4", Ê.̂  == v en
tout point où E n'est pas effilé.

Réciproquement, si (x = p^, p. est portée par l'ensemble
des points e Q où E n'est pas effilé, d'après la proposition
28.2.

PROPOSITION 28. 4. — Tout ensemble c Q, polaire et de
[^-mesure nulle, est de u^-mesure nulle.

Soit B c Q, un ensemble polaire de (x-mesure nulle, qu'on
peut supposer borélien.

(41) Ces propriétés sont inspirées de celles que M. BRELOT a démontrées dans le
cas classique [6 et 12]. On notera toutefois que, dans le cas classique, si [JL engendre
le potentiel p, ̂  engendre le potentiel Rj§ ; cette relation entre les mesures y. et a®
n'existe pas ici.
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1er cas : B est disjoint à Su..
Soit K un compact c B. Il existe une fonction v e S"̂

valant + °o sur K et continue sur le compact Su., donc R^
est [x-sommable. Par suite, K est de ^-mesure nulle, ainsi
que B.

Cas général :
Soit EI l'ensemble des points e Q où E est effilé, et

E2==û—Ei.

On peut partager B en ses intersections Bi et Bg avec Ei
et Eg, et a en ses restrictions ̂  et [x^ à Ei et Eg. D'après la
proposition 28. 2, il suffit de raisonner sur Bg, et d'après
la proposition 28. 3, il suffit de raisonner sur pli. L'ensemble
EI est réunion d'une suite croissante de fermés F^ donc m,
est limite vague de la suite croissante v^, restriction de
(Xi à F^, et ̂  est limite vague de la suite croissante v^ (pro-
priété 3 de la mesure p^, n° 10). Bg est disjoint à S^, donc,
d'après le 1er cas, Bg est de v^-mesure nulle, et par conséquent,
de pt^-mesure nulle.

LEMME 28. 1. — Soit co^ une suite décroissante couverts c û
A == j j (!)„ et E un ensemble tel que un ( A c E c Q . Pour

Tt

toute V e S4- :

R^ = lim [RC-n + (R^)^] dans A,
7l

avec ^ == V — ft^ rfan^ co^.
1) Pour chaque n, R^ > RC-» + (R^0^ dans (D, :
Soit W e S+, W > V sur E ; W — RC^ est > 0, surharmo-

nique dans co^, et ^ ̂  sur E n A en particulier. Donc :

W-RC^>(R^^ ^ns co,.

2) R^ < lim [RC-n + (R^^] dans A :
Soit

y __ ^ V dans Q n f co^,
n ' "^éC^nJ-fÛEHAN J

^-'•V t \—yrt /œn O.dns (O^,
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n étant fixé, ¥„ est l'enveloppe intérieure des fonctions e S4' :

(V dans Q n j co^,
(inf[V, u+O^^J dans ^

où u décrit l'ensemble des fonctions surharmoniques ^ 0
dans (pn? dont la limite inférieure, en chaque point e Q n ôco^,
est ̂  V. Donc V^ == V^ q.p. dans Q (conséquence de l'axiome
D), et V ,==V^ dans œ,.

La suite V^ est croissante: en effet, V^+i—ÊJ^, surhar-
monique ̂  0 dans o\ et ̂  ̂  q.p. sur E n A, est ^ (R^/^)^
dans (On; d'où V^+i ̂  V^ dans (0^, donc aussi dans Q.

Alors, lim V^ est une fonction e S" ,̂ ^ V q.p. sur E, donc
> ft^ dans Q.

LEMME 28. 2. — Soit P et Q rfez^r potentiels dans Q, P /îru
continu dans Q, P > Q rfan5 Q, ^ A == |^e Q|P(a;) == Q(a;)|.
Afor$, pour tout ensemble E tel! gué Un ^ A c E c Q : R^ == R^
rfan5 A. / / A \ \

Soit (o^ = ]^e= Q|Q(o;) > ( l — — ) P ( r l ; ) ( 5 1̂  ^n forment
( \ n' / ) ^-^

une suite décroissante d'ouverts c Q, et A == ( ] co^.
n

Comme P et Q sont des potentiels e s-1-, les plus grandes
minorantes harmoniques de P et Q dans o^ valent ft^" et

ft^» dans co^ (conséquence de l'axiome D). On a donc, dans (o^ :

^^/l_^-\ft^ soit ft^-È^<-^ft^,

et, d'autre part, dans CD^ :

p_^<_0^_ft^=^p _ ftC^ <—^- ft^ = _ Q + Q- R^.
yl ___jL n ——— 1

n

En posant, dans (o^, pn == P — ft^ et ç^ = Q — R^", on a,
dans A, d'après le lemme 28. 1 :

^ - ft^ = lim [ft^" - È^» + (^^..-(R^^)^]
n

< lim f^-ft^ + .-1-. (^J = 0.n L n n — 1 J
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PROPOSITION 28. 5. — Tout ensemble ^.-négligeable, situé
dans l'ensemble des points e Q où \ E est effilé, est y^-négligeable.

Soit p.i la restriction de [x à l'ensemble des points de Q où
E est effilé; grâce à la proposition 28. 3, il suffit de montrer
que l'ensemble des points de Q où J E est effilé, ensemble qui
est (Xi-négligeable, est aussi p-f -négligeable.

Soit A l'ensemble des points de Q où [ E n'est pas effilé;
A = [x^û\î{^{x)=V{x)} (théorème 28. 1), et l'ensemble
u n [A est contenu dans E à un ensemble polaire près.
D'après le lemme 28. 2, on a donc A^E = AS dans A, en
particulier en tout point de Q où E est effilé. Par suite

/ft|^ ̂ i = /RS d^ c'est-à-dire fî^ du^ = fv d^,

et Q n ( A est de [x^-mesure nulle.



CHAPITRE VI

LES FONCTIONS HARMONIQUES ADJOINTES.

Hypothèses de ce chapitre :
les fonctions harmoniques satisfont aux axiomes 1, 2, 37, et Q est à base dénom-

brable ;
il existe une base des ouverts de Q, soit •3), formée de domaines 8 c.d. (cf. n° 11) ;
il existe un potentiel > 0 dans û, et, pour tout y e Q, les potentiels dans û de

support y sont proportionnels.

Sous ces hypothèses, on a montré (n° 18, ou proposition 22. 1)
que, pour chaque y e Q, on peut définir un potentiel py dans Q,
de support y, tel que l'application (rc, y) —> py{x), de Q X û
dans R4", soit s. c. i. et continue pour x -=f=- y.

Cela étant, d'après les théorèmes 18. 2 et 18. 3, il y a
correspondance biunivoque, par la formule

Pt{x)=fpy{x)d\(y),

entre les potentiels dans Q et les mesures X ;> 0 dans Q
satisfaisant à

f(fpyd^)d\(y)<+ Pï r fA(y )<+ oo

pour un couple (œ, x),

Remarque. — Les fonctions harmoniques adjointes qui
vont être définies dépendent du choix de py; lorsque ce sera
nécessaire (n° 35), on dira qu'elles sont associées aux fonc-
tions harmoniques données à l'aide du potentiel py. Comme
deux potentiels, py et py, satisfaisant à la condition indiquée,
se déduisent l'un de l'autre par multiplication par une fonction
f(y) continue > 0 dans Q, les systèmes correspondants de
fonctions harmoniques adjointes se déduisent aussi l'un
de l'autre par multiplication par f (cf. définition de Œ^).
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29. Définition des fonctions harmoniques adjointes.

Pour définir les fonctions harmoniques adjointes, on peut
s'inspirer de cette propriété classique : la fonction de Green
relative à une équation aux dérivées partielles du second
ordre, de type elliptique, devient, par échange des deux
variables, la fonction de Green relative à l'équation adjointe,
lorsque celle-ci existe. Dans la présente axiomatique, y -> py{x)
devra être un potentiel adjoint dans Q de support x.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la mesure harmonique
adjointe, oy, de l'ouvert co c œ c Q, au point y e (D, satisfasse
aux conditions suivantes :

fp,(x) d^{z) < p,{x),

avec == si x ^ (o, et <; si x est dans la même composante
connexe de (o que y, autrement dit, le potentiel

^ -^fPzW ^W

minore py{x), avec = si x^ co, et <; si x est dans la même
composante connexe de co que y. Or ft.^ remplit ces
conditions, d'où la définition de la mesure harmonique
adjointe :

DÉFINITION 1. — Etant donné un ouvert co c co c Q et y e <o,
on désigne par o-̂  la mesure > 0 de Radon^ portée par ôco,
définie par

î^(x)=fp,{x)d^{z}.

DÉFINITION 2. — Une fonction réelle A*, définie dans l'ouvert
co c (2, est dite harmonique adjointe [ou harmonique*) dans <o,
si:

1) A* est finie continue dans œ;
2) quels que soient l'ouvert c. d. S c § c co et y e § :

h^y)=fh*d^

Exemple. — y-> py(x) est harmonique* dans Q—\x\ ;
plus généralement, si (A est une mesure de Radon > 0, portée
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par un compact K c Q, y -> j py{x) d[f. (x) est harmonique*
dans Q — K : en effet, pour tout ouvert co c a) c Q — K, et
y e CD, ffp.{x} dy, {x) d^{z) = fï^{x) d^ Çx) = f p,(x) d^ (x).

Nous allons montrer que les fonctions harmoniques* satis-
font aux axiomes 1, 2, 3', ce qui justifie le qualificatif « har-
moniques ».

Toutes les notions relatives à ces nouvelles fonctions har-
moniques seront distinguées par une étoile (*).

LEMME 29. 1 (42). — Étant donné un ouvert co c co c û, un
compact KCO), deux potentiels dans Q, po et pi, dont les sup-
ports sont contenus dans K et tels que po — R^ ̂  Pi — R^
dans a) — K (donc aussi dans Q — K), alors : dans Q,

R^ = Rj^ + une fonction e S-»-.

Soit ^ == R^—R^°- Dans co, p est harmonique; donc
v = v = R^ — R^ dans co.

Montrons que v est une tf fonction dans Q — K : ^,^>—po,
est localement bornée intérieurement dans û — K.

L'inégalité v{x) ̂  îî^Çx) (1) est satisfaite pour tout ouvert
o>i tel que (Oi soit disjoint à ôco. Supposons (ôi disjoint à K
et (Oi n ÔOD =^ ̂  ;

si ^ e œi n [ (o : ^) = pi(rc) — po(.r) = H^^(^) > îî^{x)
d'après l'hypothèse;

si x e (DI n o) : p(nQ == H^^p^) = H^003^) (théorème de
comparaison, n° 4, A), et ~H.^{x) ^"Hy0^^) où

, _ ( ̂  sur Ô(QI n ô((o n (Oi)
( H^1 sur (Oi n ô(co n (1)1)5

d'après le cas précédent, v .̂ p' sur ô((o n (0^), et l'inégalité (1)
en résulte.

Conséquence :

Dans Q — K : R^ == R^ + une ïf fonction v\ donc
R^ == ft^ + v (propriété 2, n0 5, A).

(A2) Ce lemme ne suppose que les axiomes 1, 2, 3 et û à base dénombrable.
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Par suite, R^° — R^° = v est surharmonique dans iï
(propriété 1; n° 2, C).

Enfin çî, ;>—po dans L\ est ;> 0 dans Q (principe du
minimum).

LEMME 29. 2. — Étant donné un ouvert co c co c [2, un point
VQ e co, un voisinage compact K de i/o, si(ue Am5 îa composante
connexe de co contenant î/o, ê( £ > 0, i7 existe un voisinage Y
^ î/o, Y c K, (eZ que : y e Y entraîne

(l - s) (p.. - Rt) < P. - R^" <( !+£) (p.. - Rfô
$ur œ — K.

Quand y —> î/o? Py{x) "^ Py^} uniformément pour a;eô(jù et

a;eôK; et R^^)-> R^(^) uniformément pour rceôK.

Il existe donc un voisinage Y de i/o, Y c K, tel que : y e Y et
x e ôK entraînent
(1 - £)[p^) - R^)] < p,{x) - R^{x)

<(l+^)[p^)-RK^)]î
et, py — R^° étant un potentiel dans œ, la double inégalité
est valable pour x e co — K (lemme 3. 1 en remplaçant l'espace
Q par co).

THÉORÈME 29. 1. — Etant donné un ouvert (i) c co c Q, y^ e co
6( £ > 0, i7 existe un voisinage Y cfc î/o, Y c œ, (eî que y e Y
entraîne

( I -£K<^<(I+£K.
La double inégalité de l'énoncé est équivalente aux deux

conditions :

V=R^—(l—£)f tÇeS+ et V '==(1+£)^—^^S+

On se donne un voisinage compact K de y y , situé dans la
composante connexe de co contenant î/o; le lemme 29. 2
détermine un voisinage Y de yo, Y c K, tel que y e Y
entraîne

(i - ̂  - R& < P. - R^ < (i + ^)(pr. - R£)
sur co — K ; et le lemme 29. 1 prouve alors que V et V <= S4".
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Remarque. — Le théorème 29. 1 montre que, dans la défi-
nition 2, la condition 1) peut être remplacée par : A* est som-
mable pour toute mesure (T^, § ouvert c. d., S c S c OD et y e à.

COROLLAIRE. — Si yo et î/i sont deux points d'un domaine

co c œ c Q, il existe un nombre k ̂  1 tel que -y- o"^ <; Œ^ ̂  k o-y.
A*

Soit Y l'ensemble des points y e (D, auxquels on peut

associer un nombre A* tel que - ,^<^</CŒ^(I) . Y est
A*

non vide et ouvert dans œ (théorème 29. 1) ; il suffit donc de
prouver que Y est fermé dans co. Soit y' e eu, adhérent à Y;
£ > 0 étant donné, il existe un voisinage Y' de y', tel que,
pour tout y e Y' : (1 — e) Œ^ < ̂  < (i + e) ̂  (2). Y' rencontre
Y en un point y satisfaisant à (1) et à (2); il en résulte que
y ' e Y.

LEMME 29. 3. — Si à est un domaine c. rf., tout ouvert non
vide de ôS est de ^-mesure > 0 quel que soit y e S.

Supposons qu'il existe un point yo e ô§, et un voisinage
ouvert Y de î/o, tels que ôS n Y soit de o^-mesure nulle pour
un point y e S, donc aussi pour tout y <= S (corollaire du théorème
29. 1). R^5 serait alors harmonique dans Y, quel que soit y e S.
Si !/„ est une suite de points e S, tendant vers î/o, Ê.̂ 5 -^Ê.^,
grâce à la continuité des applications y —> py (corollaire de la
proposition 19. 3) et py -> Rj^ (proposition 24. 3). Par suite,
ft^ est harmonique dans Y (corollaire 2 de la proposition 21. 2),
ainsi que py, = È^, ce qui est absurde.

THÉORÈME 29. 2. — Soit h* une fonction harmonique ^ 0
dans un domaine co ; alors, ou bien h* > 0 dans co, ou bien A* =0
rfan5 (o.

Supposons que l'ensemble des points G co où A* > 0 ne
soit, ni vide, ni co, et désignons par ? une de ses composantes
connexes.

Il existe un point î/o e ô[3 n co, puis un domaine à c. d. tel
que î/o e S c o c œ et ô 3î P. Alors ô§ n p est un ouvert non vide
de ôS; il est de o^-mesure >0 (lemme 29. 3), ce qui est incom-
patible avec 0 == A*(î/o) = fh" d^.
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Conséquence. — II résulte des théorèmes 29. 1 et 29. 2
que les fonctions harmoniques* satisfont à l'axiome 3'.

THÉORÈME 29. 3. — Soit h* une fonction harmonique*
dans un ouvert co c co c û, et telle que, pour tout y e ôco,

lim inf h*{x) > 0 ;
x-^y

aîGOL).

alors h* ̂  0 dans co.
La démonstration est analogue à celle du lemme 11. 2 (on

peut prendre pour fonction harmonique* dans co, de borne
inférieure > 0 dans co, y -> py(^i), avec x^ « co).

Remarque. — Les théorèmes 29. 2 et 29. 3 sont encore vrais
si l'on suppose seulement A* définie dans co et harmonique*
dans un voisinage ouvert de chaque point de co.

LEMME 29. 4. — 1) Pour tout ouvert S c. d. et tout point
xeS, la fonction y-> f^,x{y) = J Py{u) d^[u) est continue
dans Q.

2) Etant donné un ensemble âê dense dans Q, pour tout
compact K c Q, les restrictions à K des fonctions /§^, ou Se 3),
x e § n ââ, forment un sous-ensemble total de C(K); ce sous-
ensemble est dénombrable si 3) et % le sont.

1) La continuité des fonctions /§^ résulte de la continuité
des applications y -> py et py -> Ç py dp^ pour S c. d.

2) Soit X == ^+ — X~ une mesure de Radon de signe quel-
conque portée par K. Si, pour tout § e 3) et tout x e S n 96, on a :

^p,(u) ̂ u) d^y) =ffpy[u) dpl{u) d\-{y),

c'est-à-dire
îî^(x) = H^{x),

alors: pour tout §e=3), H^ == H^_ dans S; d'où P^ = P^_
dans Q, et X4" = X"~.

THÉORÈME 29. 4. — Tou^ ouvert c. d. §1 65( régulier*, la
mesure harmonique* de §1 au point y e §1 <°(an( cr^. La &a^ 3)
réalise donc l'axiome 2 pour les fonctions harmoniques*.

Soit /* une donnée continue sur ô§i.
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1) V "^ j f^°i1 est harmonique* dans §1 :
Grâce au lemme 29. 4 et au théorème 29. 1, il suffit de

prouver Pharmonicité* de ffd^, pour les fonctions f{z)
de la formel p^ rfpj, où S e 3) et rce§. Posons pj = (JL;

jp,(u) ^a(u) d^{z) =/Rg'(u) ^(u) =/p,(u) ̂ .(̂ )

(théorème 10. 1), est bien fonction harmonique* de y dans §1,
car ^8l est portée par le compact ( | §1 n ôS) u ôâ^ (propriété 4
de la balayée d'une mesure, n° 10).

2) j fdd^ effectue un prolongement continu de f dans ^ :
Soit î/o e= ô§i et y e <$i tendant vers yo ; il y a équivalence

entre :
/W ^Aî/o) pour toute /•e C(ôâi) (1),

et o^1 converge vaguement vers £^ (2).

La convergence vague des mesures portées par un compact
est équivalente à la T-convergence des potentiels engendrés
par ces mesures (proposition 19. 3) ; par suite, la condition (2)
est équivalente à

(3) 1 -̂̂ .
Et la condition (3) est bien réalisée, car les applications y -> py
et py -> ftj^ sont continues, et R^' == py^ dans û.

3) j fd^1 est ;> 0 si f^ 0; et le prolongement est unique,
en vertu du théorème 29. 3.

THÉORÈME 29. 5. — Les fonctions harmoniques* satisfont
à V axiome 1.

Si A* est définie dans l'ouvert co c û, et harmonique* dans
un voisinage ouvert de chaque point e œ, h* est harmonique*
dans œ: en effet, A* est_continue dans co; d'autre part, pour
chaque ouvert c. d. § c § c co, la donnée À* sur ôS est prolon-
geable dans S selon une fonction A'*, harmonique* dans §,
continue dans § (théorème 29. 4), et qui coïncide avec A*
dans S (cf. théorème 29. 3, en tenant compte de la remarque).

Conclusion. — A partir des fonctions harmoniques*, qui
satisfont aux axiomes 1, 2, 3', on peut définir :
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les fonctions hyperharmoniques*, en particulier les fonc-
tions surharmoniques* ̂  0 dans 0, dont l'ensemble sera
noté S*+;

la topologie T* sur S*4';
les ensembles polaires*;
la balayée* d'une fonction ^* e S*4', sur un ensemble E,

notée R*,?;
la balayée* d'une mesure de Radon p. > 0, portée par un

compact c Q, sur un ensemble E, notée (x*11.

30. Une classe de fonctions e S*"1' : lés potentiels* P*..
Applications.

DÉFINITION DES POTENTIELS* P*..

LEMME 30. 1. — Pour toute mesure de Radon (JL > 0 sur Q,
la fonction

W-fpA^d^x)

est hyperharmonique* dans Q; si (A est portée par un compact
eu, Pjt e S*4". i?n particulier, y—> py[x), encore noté pî(y),
eS*+.

La fonction P[Ï est s. c. i. dans Q. D'autre part, pour tout
ouvert M tel que y e M c œ c Q :

/P?^ ==ffp,(x) dy.{x) d^{z)

==ft^{x) d^x) ̂ fp,{x) dy.{x) = P?(î/).

Comme les domaines S c. d. forment une base de domaines
réguliers*, dont la mesure harmonique* est ̂  (théorème 29. 4),
P* est hyperharmonique* (n° 2, C, propriété 1).

LEMME 30. 2. — Quels que soient V ouvert co c Q, et les points
x et 2 / e Q : R^)>R^(y).

y^R^eS^,

car R^(a;) =j'py[u} d&^(u) (théorème 10. 1).

D'autre part, si y s œ, R^,(a;) = py[x} quel que soit a; e Q :
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en effet, S étant un voisinage ouvert de y, tel que S c co,
toute v e S+, majorant py sur OD, donc en particulier sur ôS,
le majore dans Q n F S d'après le lemme 3. 1.

On en déduit R^{x) > R^(î/) quels que soient x et yeQ.

Remarque. — Le même raisonnement donnera l'inégalité
inverse dès qu'on saura que p* est un potentiel* (cf. propo-
sitions 30. 1 et 30. 2).

PROPOSITION 30. 1. — 1) Pour tout xeû, p*. est un poten-
tiel* dans Q, de support x.

2) Pour toute mesure de Radon pi > 0 sur Q,

P !̂/) == /P^2/) du. (x)

est = + °° ou 6^ UTZ potentiel* dans Q, harmonique* hors de Sn.
jE/z particulier, si (JL ^( portée par un compact c Q, P* e^ ^ou-
/our5 un potentiel*.

1) Appliquons le lemme 30. 2 aux ouverts co c Q tels que
û — œ soit compact : R^(^) -> 0 selon l'ordonné filtrant
décroissant formé par ces ouverts, donc aussi R^°(y), et
cela quels que soient x et y. Par suite, p* est un potentiel*
dans û (propriété 4; n° 5, B).

2) D'après le lemme 30. 1, P*, est hyperharmonique*.
Alors, ou bien P^=+oo , ou bien P^eS*"^ et dans ce
cas le théorème 18. 3 s'applique : P(SL e P*+.

Applications.

A) LE BALAYAGE* SUR UN OUVERT.

PROPOSITION 30. 2. — Quel que soit V ouvert co c Q :
1) pour tout couple de points x et y e Q, R^{x) = Rj^(y);
2) pour toute mesure [JL > 0 sur Q, portée par un compact

c û, R*p;> = P*-, .( R^ = P^.
1) Cf. lemme 30. 2 et remarque.

2) Rî^{y) = fR^(y) dy. {x) (th. 22. 4 appliqué au balayage*)
= /Rp^) d^) = fp,(x) d^{x) [th. 10. 1, (2)]
= P^(y).

Même raisonnement pour la seconde formule.
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B) SUITES MONOTONES DE POTENTIELS ET DE POTENTIELS* Pî.

PROPOSITION 30. 3. — Soit une suite de mesures \ > 0,
portées par un même compact c Q, telle que la suite des potentiels
P\^ soit décroissante. Alors : inf P^ == inf P^ p'-p.p. pour toute

Tt ît

mesure (J. > 0 telle que Pp. soit fini continu dans Q, donc, en
particulier {lemme 29. 4), pâ-p.p. pour tout ouvert S c. à. et tout
point x e §.

On a vu (corollaire 1 du théorème 23. 1) que la suite \
a une limite vague À, et que P\ == inf P^. Par suite, pour tout

n
potentiel* P*. fini continu dans Q :

fl^Tdr^ lim f P^.d\,
c'est-à-dire

/PX^ =lim/P^ =/(infP^)^.

COROLLAIRE. — 5oit ^ une famille de fonctions V e S4" :
afor5 inf V == inf V p-p.p. pour (ou^ mesure UL > 0 teMe eue Pî

veg? veg? l -1 r

$oi( fini continu dans Q, rfonc, en particulier, pl-p.p. pour (ou<
ouvert S c. d. et a;e§(43).

On se ramène : d'abord au cas d'une suite décroissante de
fonctions V^ e S4' (cf. alinéa 1 de la démonstration du théorème
23. 2), puis, en balayant les ¥„ sur un compact K c Q, au
cas d'une suite décroissante de potentiels harmoniques dans
û — K, et coïncidant avec les V^ à l'intérieur de K.

PROPOSITION 30. 4. — Soit une suite de mesures ^ > 0,
portées par un même compact c Q, telle que la suite des potentiels*
P*^ soit décroissante. Alors : inf P*^ == inf P*^ X-p.p. pour

n n
toute mesure X > 0 telle que P\ soit fini continu dans Q, donc,
en particulier (44), o-^-p. p. pour (ou( ouvert eu régulier et y es (D.

Même démonstration que pour la proposition 30. 3.

(43) Ce dernier résultat était déjà connu, car (théorème 11. 2) inf V = "ïnî^V
ve^ v^

p^-p-p. pour tout ouvert co d. et xew (et même avec les seuls axiomes 1, 2, 3, Q
à base dénombrable, existence d'un potentiel > 0 dans û).

(44) En effet: P<^ == Ê^Ç (définition 1, n° 29), qui est continu dans Q si oj est
régulier (propriété 7; n° 5, B).

35
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Remarque. — On ne peut donner d'énoncé analogue au
corollaire de la proposition 30. 3, parce qu'on ignore si l'en-
veloppe inférieure d'un nombre fini de potentiels* P^ est
encore un potentiel* P*..

31. Relation entre balayage et balayage*.

Le but de ce n° est d'étendre à un ensemble quelconque la
formule FÇ(rp) === R^(y), démontrée pour co ouvert (propo-
sition 30. 2).

RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES.
Désignons par :
£, une famille dénombrable de potentiels P^, finis continus

dans û, telle que toute fonction continue sur un compact K c Q
puisse être approchée, uniformément sur K, par des différences
de deux potentiels e S (lemme 6. 2) ;

£*, une famille dénombrable de potentiels* P*, finis continus
dans Q, chacun ayant un support compact c Q, et possédant
la même propriété d'approximation (lemme 29. 4 et proposi-
tion 30. 1, partie 2) $

Ï, l'ensemble des mesures de Radon X > 0 sur û, telles
que P\ soit fini continu dans Q (Ï contient en particulier
les mesures Œ^, où co est un ouvert régulier et y e co) ;

W, l'ensemble des mesures m > 0 sur Q, telles que P*^ soit
fini continu dans Q (W contient en particulier les mesures pj,
où S est un ouvert c. d. et ^eâ) .

LEMME 31. 1. — Etant donné un ensemble E c Q, il existe
une suite décroissante d9 ouverts o\ =) E, telle que:

ft^ === lim R^ pour tout potentiel P\ e £.
7l

D'après un lemme topologique [22], pour chaque P\ e £, il
existe une suite d'ouverts co^ D E, telle que R^ == inf R^.^.

En énumérant l'ensemble des ouverts (^n,\ pour neZ"^
et P\ e £, on forme une suite, qu'on rend décroissante par le
procédé classique.



RECHERCHES AXIOMATIÇUES SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS 547

Remarque. — De façon analogue, on détermine une suite
décroissante d'ouverts o)n 3 E, telle que :

RP = HmiRl^ pour tout potentiel P?. e î*.lim rt^^ ^ ^

PROPOSITION 31. 1. — Etant donné un ensemble E c E c Q,
soit OE Vordonné filtrant décroissant des ouverts (A) tels que
E c OD c G) c Q.

1) Pour toute y. e 'lîï, portée par un compact c Q, ^E ̂
limite vague de ̂  selon ÔE.

2) II existe un ensemble e c Q, ^-négligeable pour toute
(JL e TO, (ei! gué, pour x e S.] —e, s^ 5oi( limite vague de €^ selon OE.

(JL^ converge vaguement vers pL^ selon OE, si, pour chaque
Pxeâ:

fP^ d^ = lim/P^ rfpL",
OK

c'est-à-dire, d'après le théorème 10. 1, en supposant seulement
(JL portée par un compact c Q :

(1) fR^ dy. = lim fR^ ̂  = inf fR^ rfm.t/ OE ^e^
Soit co^ la suite décroissante d'ouverts 3 E déterminée

par le lemme 31. 1. Alors, pour toute mesure p. dans û, on a

( Rj, d^= f iiin1^" dy. et lim f R^ dy. = f lim RÏÇ ^gji.

1) Si \k e W, on a en outre (corollaire de la proposition 30. 3)

(2) f lim RÏÇ d^= f lim RÏÇ rfa,

ce qui entraîne (1).
2) Pour chaque P\ e £, l'ensemble

e^ = \x e Q | Um^ )̂ < lim R^(^) j
n n

est pi-négligeable pour toute (JL e ITC, donc aussi l'ensemble
e == [_j ̂ . Pour .2; e Q — e et [JL == £^, (2) est satisfait, doncc. — i^j ^P).

p^^e
aussi (1).

COROLLAIRE. — 5oit un ensemble E c E c û.
1) Pour toute a e W, portée par un compact c Q, R^ï = P^E.
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2) I I existe un ensemble e c Q, [^-négligeable pour toute
(xeW, ^ çue, pour ^ e Q — e , R;f < P^ (45).

Considérons d'abord une mesure pi > 0, portée par un
compact c Q, telle que y^ soit limite vague de pt/0 selon OE. Alors
P*B est la T*-limite, selon OE, de P*,u, (proposition 19. 3).

D'autre part (proposition 30. 2), P(L = R*^, donc les
P*,- forment un ordonné filtrant décroissant de fonctions
e S*-1-, et leur T*-limite est inf^RJ? f corollaire 2 du théo-
rème 23. 1). ____ "eoE '

En conclusion : inf R*^ == P*K.
^^ . ^——^

1) Si (A e TO, P* est continu, donc R*? == inf R^, d'où
l'égalité cherchée. !A toeoE

2) Si x e Q — e et (x == £,c, on peut seulement affirmer que
ft^F <; inf R^, d'où l'inégalité cherchée.

^e=0E aî

PROPOSITION 31. 2. — Etant donné un ensemble E c E c Q :
1) pour toute X e Ï, portée par un compact eu, ̂  es^

limite vague de X*^ ^efon OE {défini dans la proposition 31. 1);
2) il existe un ensemble e* e Q, ^-négligeable pour toute

X e Ï, ^î que, pour y e Q — e*, s^ 50it limite vague de £^°
5eZon ÔE.

La démonstration est identique à celle de la proposition
31. 1; toutefois, le corollaire de la proposition 30. 3 est rem-
placé par la proposition 30. 4 : pour l'appliquer on utilise la
proposition 30. 2, partie 2, et on suppose œi c Q.

COROLLAIRE. — Soit un ensemble E c E c Q.
1) Pour toute X e ̂ , portée par un compact c Q, R^ = P^»E.
2) I I existe un ensemble e* c Q, ^-négligeable pour toute
\ e Ï, tel que, pour y e Q — e*, R^ <; Pg^.

BALAYAGE ET BALAYAGE* SUR UN ENSEMBLE FERMÉ DANS Q.
MESURE HARMONIQUE* D'UN OUVERT (0 C (0 C û.

PROPOSITION 31. 3. — Quel que soit l'ensemble F fermé dans Q :
1) pour tout couple de points x et y e Q, RJy(rc) = ft^J(y);

(45) Les résultats de la fin du n° 31 (corollaire 2*; corollaire 1, formule (3), et
théorème 31. 1) étendent les conclusions de ce corollaire au cas de E quelconque, et
montrent que l'inégalité Rp ^ P gï est en fait une égalité, valable pour tout xdQi.
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2) pour toute mesure p. > 0 sur Q portée par un compact c Q
R*pî = P*̂ , ^ R^ == P^..

1) a) Supposons d'abord F compact c Q.
Pour toute [A e T(T, portée par un compact c Q, donc en

particulier pour toute ;x == p§, où à e= 2) et IA e à, on a (corollaire
de la proposition 31. 1) :

W R.P?L ̂  P*^.
Comme F est fermé, les deux relations suivantes sont vérifiées :

^I(y) = f Ï^f(î/) d^{x) (th. 22. 4 appliqué au balayage*),
et

P^(2/) = /P.(^) ̂ F^) - f^W d^{x) [th. 10. 1, (2)].

On déduit alors de (1) :

f ft^(rr) dp^x) == f R;î(y) d^{x) pour S e 3) et u e §.

D'autre part, comme F est fermé, le théorème 10. 1, appli-
qué au balayage* de la mesure £y, donne

Rp*f(2/) == fp^) der (z) = fp^x) d^ (.),

donc, pour chaque y e Q, la fonction x -> È^f(î/) appartient
a o •

Conclusion. — Pour chaque yeQ , ^->R^{x) et x-^R^{y)
sont deux fonctions e S4-, égales ®-p.p., donc identiques.

b} F étant fermé dans Q, soit une suite croissante d'ouverts
co^ c 6^ c Q, dont la réunion est û. On est ramené au cas a),
car :

R^ == lim R^0^ (no 5, B, propriété 5),
u

donc aussi R^ ^^limR^0^,
puis R^ ^limR^cc,. ^o ̂  ^ propriété 3).

7l

2) Même démonstration que pour la proposition 30. 2
partie 2.

COROLLAIRE 1. — Pour tout ouverte c co c Q et tout point y e o
la mesure harmonique" de co au point y est o-y (46).

(46) Ce résultat n'était connu que pour un ouvert c.d, (théorème 29. 4).
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Si CT^ désigne la mesure harmonique* de a) au point y, on a
(n° 5, B, propriété 1) :

^{y)=fp^)d^{z),
donc R^)=/P^)^(^).

Cette relation, vraie pour chaque xe Q, implique Œ^° = o-^.

COROLLAIRE 2. — Etant donné un ouvert co c Q, à chaque point
y e œ on associe le potentiel qy dans (o, rfe support y, défini par

î^)=p^)-R^).
Alors, pour chaque x e CD, y -> Çy(.r) est un potentiel" dans (D,
rfe support x.

BALAYAGE ET BALAYAGE* SUR UN ENSEMBLE QUELCONQUE.

LEMME 31. 2. — 5oit un ensemble E c Q et une fonction^ e S"^ :
pour toute suite croissante de potentiels p^, finis continus dans il
et tendant vers V,

/\<^=limftM;
t/ n

par suite ̂  x —> / V ̂  est une fonction e S4', et

/V^<R^) ^).

En effet, ?„ étant un potentiel fini continu, on a (théorème
10. 1) :

/p,^==RM.

Remarque. — Énoncé analogue pour une fonction V* e S*4".

THÉORÈME 31. 1. — Quel que soit l'ensemble E c Q, pour tout
couple de points x et_y e [2 : R^x) == R^î(î/).

1) Supposons E c E c Q.
D'après le lemme 31. 2 et le corollaire de la proposition 31. 2,

on a
(1) /p,(u) ^(u) < R^) </p^) ̂ (^

pour tout x e Q et y e Q —e*, où e* est de Œ^-mesure nulle pour

(47) Sans l'axiome D, pour E quelconque, je ne sais pas si l'on a R^ = lim R{^; c'est
ce qui complique l'étude du balayage dans le cas général. "
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tout ouvert régulier (D et tout point z e co. Donc, si % est une
base formée d'ouverts réguliers, e* est de mesure harmonique*
nulle pour tous les ouverts e % (corollaire de la proposition
ol. o).

De façon analogue, on a

(2) fpl(z) dW < R;F(y) </p;(y) de^u)

pour tout y e Q et a; e û — e, où e est ^-négligeable.
Par suite, les doubles inégalités (1) et (2) deviennent des

égalités pour x e Q — e, y e Ù — <?*; elles s'étendent à a; et y
quelconques par le raisonnement suivant :

a) ^ ->/ P^(^) de^Çz) est une fonction e S4-, ainsi que
x^fpy(u) d^{u) (lemme 31. 2); y étant fixé dans û—e*,
ces deux fonctions <= S4-, égales ®-p. p., sont égales pour tout
xe Q.

b) De même, y ->/p:(î/) ̂ (u) et y ->/p;(z) ̂ (z) sont
deux fonctions e S*4-; ^ étant fixé dans û, leur égalité
â8-p.p*. entraîne leur égalité pour tout y e Q.

2) Si E est quelconque, on se ramène au cas précédent
par le raisonnement de la proposition 31. 3, partie 1, 6.

COROLLAIRE 1. — Soit un ensemble E c Q.
1) Pour toute suite croissante de potentiels p^ finis continus

dans Q et tendant vers py :

(1) ^ == lim ft^.
71

2) Pour toute mesure ^ > 0, portée par un compact c û :

(2) f^d^=fp,d^,
en particulier

(3) ^W=fp,d^.
1) Pour E c E c Q, on vient de montrer (3), qui entraîne Cl)

(lemme 31. 2). ' '
Cas général : Soit une suite croissante d'ouverts M, c ©; c û

dont la réunion est il.

ft^ = Hm Ê^"^, car py est un potentiel dans û,
= lim lim È^"- = lim lim È12""- = lim {{.E

i n a i " „ "•
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2) La formule (2) résulte de ( R^ d^ = f pn d^.

COROLLAIRE l*. — Soit un ensemble E c Q.
1) Pour toute suite croissante de potentiels" pî, finis continus

dans û et tendant ^ers p* : Ê*? === lim ft*F.1 ^x fn
Jt

2) Pour toute mesure X > 0, portée par un compact c Q :

f R;F d\ = fp^ rfX*E ; en particulier R;F(î/) = f pi dt^.

COROLLAIRE 2. — Soit un ensemble E c Q. Pour toute mesure
X e Ï :

R^)=/R^)^(y),
et, si X est portée par un compact c Q : Éjl == P^e.

R^(^) = f^\Wd^[u), car P^ est un potentiel fini continu,
=ffPyWd\^)d^{u)

= /R^(rc) rfX (y) (corollaire 1).

Par suite :
RW=f^(y)d\(y)

= fp^y) dr^y) = p^{x)
si X est portée par un compact c Q (corollaire 1*).

COROLLAIRE 2*. — Soit un ensemble E c Q. Pour toute
mesure (JE. e 'ITC :

^|(2/)=/R^(y)^(^),
et, si (JL est portée par un compact c Q : R^ï = P*e.

32. Applications de la formule R^(rr) = R^(î/).

A) IDENTITÉ DES ENSEMBLES POLAIRES ET POLAIRES*.

THÉORÈME 32. 1. — II y a identité entre les ensembles polaires
et les ensembles polaires*.

En effet, pour qu'un ensemble E c Q soit polaire, il faut
et il suffit que R^(^) === 0 quels que soient x et y e Q fn° 5, C).
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B) CARACTÉRISATION DES OUVERTS D. ET C. D.

LEMME 32. 1. — Soit un ouvert (D c co c Q et un point y e ôco.
Pour que py soit conservé par balayage sur | co, il faut et il
suffit que y soit régulier* pour co.

Choisissons un point x^ dans chaque composante connexe
o); de (x).

Pour que py soit conservé par balayage sur CD, il faut et
il suffit que, pour chaque indice i :

ft^(^) == Py(^). c'est-à-dire R^) = py{x^
ou Rpf^) = PUVY

Et cette dernière condition est équivalente à : y point
frontière régulier* pour c^ ou y extérieur à co^ (propriété 7,
n° 5, B), c'est-à-dire : y régulier* pour co (propriété 4, n° 4, B).

THÉORÈME 32. 2. — II y a identité:
1) entre fc^ ouverts c. rf. e( ^5 ouverts réguliers^ \
2) en<r<° ̂  ouverts d. et les ouverts co c co c Q dont les points

frontières irréguliers* forment un ensemble polaire.
Étant donné un ouvert (D c co c Q, soit B l'ensemble des

points y e ôco tels que py ne soit pas conservé par balayage sur
| co, c'est-à-dire (lemme 32. 1) l'ensemble des points-frontières
irréguliers* de G). Le théorème résulte du lemme 24. 1, selon
lequel :

1) co c. d. équivaut à B == ^;
2) co d. équivaut à B polaire.

Remarques. — 1) Ce théorème permet de construire des
ouverts c. d., autres que ceux de la base 3) : par exemple,
étant donné un compact K c Q et un ouvert co 3 K, il existe
un ouvert § c. d. tel que K c § c co (proposition 7. 1). D'autre
part, le théorème 8. 2 prouve que, étant donné un domaine
c o c c o c Q , il existe des points î /eôûû, dans tout voisinage
de tout point e ôco, tels que py soit conservé par balayage sur

c"-2) On ne peut donner de caractérisation analogue pour
les ouverts c. d.* et d.*, que si les potentiels* dans Q, de
support ponctuel donné, sont proportionnels.
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C) COMPARAISON DES THÉORÈMES DE CONVERGENCE POUR
LES FONCTIONS €= S4' ET POUR LES FONCTIONS S S*"̂ ".

THÉORÈME 32. 3. — Moyennant les axiomes supposés dans
ce chapitre, les deux énoncés suivants sont équivalents :

(C) Pour toute famille 9 de fonctions e S4- : inf V == mTv q. p.
veg? ve^?

(C*) Pour toute famille 3* de fonctions e S*4- : inf V* = infV*
q. p. v-e^* v*egî*

Dans le cas de l'unicité, le théorème de convergence (C)
est équivalent à l'axiome D (théorème 25. 3), donc (cf. début
du n° 25) au fait que tous les ouverts co c co c Q sont d., ou
encore (théorème 32. 2) à la propriété suivante :

(P) L'ensemble des points-frontières irréguliers* de tout
ouvert (o c œ c û est polaire.

D'autre part, le théorème de convergence (C*) entraîne (P)
[cf., par exemple, n° 27, note (39)], et la réciproque est incluse
dans le théorème 27. 1, appliqué aux fonctions e S*4-.

D) CRITÈRES D'EFFILEMENT D'UN ENSEMBLE QUELCONQUE.

a) Lemmes préliminaires (valables avec les seuls axiomes
1, 2, 3).

LEMME 32. 2. — Soit un ensemble E c Q et un potentiel p
de support ponctuel y«E. Si p n'est pas conservé par balayage
sur E, il existe un ouvert œ D E tel que p ne soit pas conservé
par balayage sur co.

Par hypothèse R^p, donc R^ =/= p, et R^o) < P^o)
pour un point XQ =7^= y.

Par suite, il existe une fonction v e S4", telle que

(1) v > p sur E, et v{xo) < p{x^ ;

en outre, si VQ est une fonction e S4-, > 0 et finie au point x^
on peut déterminer X > 0 pour que

(2) ^o) + ̂ o(^o) < P(^o).

Soit co l'ensemble des points e Q — ̂ y\ où v + \VQ > p ; co est
ouvert dans Q —\y\, donc dans Q, et co D E d'après (1); enfin
^ + ^o > R? dans L>, joint à (2), entraîne p{x^) > R^o).
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LEMME 32. 3. — Soit un ensemble E c Q et un point polaire
y e Q. Si un potentiel p, cîe support y, ^( conservé par balayage
sur E, iZ ^5( aussi conservé par balayage sur E n §, pour tout
voisinage § de y.

On peut supposer S ouvert.
On sait (n° 5, B, propriété 6) que ft^08 + R^^ R^, donc,

d'après l'hypothèse : R^—p >--ft^0, où R^C5 est harmo-
nique dans à.

Alors, R^ 0 0 —p, surharmonique dans Q — ^ y \ et bornée
intérieurement au voisinage du point polaire y, est prolon-
geable en une fonction v surharmonique dans Û ; et v ̂ — p
dans Û entraîne v e S4'.

b) La formule Ê.̂  {x) == Ï^?(î/) permet de compléter
un critère d'effilement vérifié avec les seuls axiomes 1, 2, 3
(n° 5, D, propriété 2) : Soit une fonction v e S" ,̂ > 0 et finie
continue au point XQ ^ E. Pour que E soit effilé au point XQ^
il faut et il suffit qu'il existe un voisinage S de XQ, tel que
R^0^)) < ^o).

THÉORÈME 32. 4. — Soit une fonction v e= S4', > 0 et finie
continue au point XQ ^ E. Pour que E soit effilé au point XQ,
il faut et il suffit qu^il existe un voisinage § de XQ, tel que

R^^oX^o) (48).
Condition suffisante: Par hypothèse, ft^^^o) < v(xo) pour

un voisinage S de XQ. Par suite, pour toute fonction e S4'
finie continue au point XQ, en particulier pour py^ où i/o •=f=- ^o?
il existe un voisinage §o de XQ tel que :

(l) RpT°(^o)<pA).
De (1) on déduit que p^ n'est pas conservé par balayage*

sur E n §o; donc, d'après le lemme 32. 2 appliqué au
balayage*, il existe un ouvert co 3 E n âo tel que R*^ ̂  p*^.

Une nouvelle application du théorème 31. 1 donne
R^^o) < Py(xo) pour un point y -=/==. x^\ d'où l'effilement de CD
au point rco et a fortiori celui de E n §o*

(48) Cf. remarque 1, ci-dessous.
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COROLLAIRE 1. — II existe un potentiel U, fini continu
dans Û, tel que, quels que soient l'ensemble E c Q et le point
XQ « E, la condition:

RS(^o) < U(^o)
est nécessaire et suffisante pour que E soit effilé au point XQ.

Le potentiel U déterminé par le théorème 9.1 répond à la
question.

COROLLAIRE 2. — Une condition nécessaire et suffisante
pour quun ensemble E soit effilé en un point XQ « E, est £^ =/= ̂ .

La condition nécessaire résulte du corollaire 1, car. U étant
un potentiel fini continu dans Q, on a R^(^o) == /'U d^
(théorème 10. 1). J

Inversement, si e^ ^= £^, d'après le théorème 6. 1, il existe
un couple de potentiels p, p', finis continus dans iî, tels que

R^o) — R^o) = f{p — p ) d^ ̂  p[xo) — p\x,) ;

donc, pour l'un au moins des potentiels, p par exemple :
R^o) ^P^o).

Remarques. — 1) En supposant les axiomes 1, 2, 3, Q à
base dénombrable, l'existence d'un potentiel > 0 et le théo-
rème de convergence, il est facile de démontrer directement
le théorème 32. 4, en supprimant même la restriction XQ « E.

2) Le théorème 32. 4 et ses corollaires se transposent pour
l'effilement*.

c) On peut également caractériser l'effilement d'un ensemble
E, en un point XQ <t E, par le balayage* de p^ sur E (49) :

THÉORÈME 32. 5 (50). — Pour qu'un ensemble ECU soit
effilé au point XQ, il faut et il suffit :

1) st XQ « E, qu'il existe un voisinage S de XQ, tel que:

l̂"8 .̂;
2) si XQ est polaire, que R^? ̂  p* .̂

(49) Dans le cas classique, cette caractérisation se fait par le balayage de ps
lui-même. °

(60) Ce théorème se transpose pour l'effilement*.
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1) Soit XQ « E : y étant un point ̂  XQ, pour que E soit effilé
au point XQ, il faut et il suffit (théorème 32. 4) qu'il existe
un voisinage S de XQ tel que R^^o) <Py{^o), c'est-à-dire

Rpf05 -/= pîo.
2) Si XQ est polaire, on peut supprimer la restriction XQ « E,

car les balayées d'une même fonction sur deux ensembles
différant d'un ensemble polaire, coïncident.

En outre, si E est effilé au point XQ, d'après la partie 1,
il existe un voisinage S de XQ tel que ft^f08^?^, donc aussi
È^^Ep*^ (lemme 32.3, appliqué au balayage*).

33. Étude des potentiels* à support ponctuel.

THÉORÈME 33. 1. — Si XQ est polaire, les potentiels* dans Û
de support XQ sont tous proportionnels à p^.

Choisissons une mesure pi e ITC et portée par un compact c Q :
P* est fini continu dans Q.

Soit g* un potentiel* dans Q, de support XQ : ç* n'est pas
borné supérieurement au voisinage de XQ, donc les ensembles

B^= |^û|ç*(2/)>nP^/)j

ne sont pas vides; ils forment une suite décroissante; d'après
le lemme 3. 1, un voisinage compact de XQ contient les B^
pour n assez grand, donc f I B ^ = = { x o ^ .

H

En outre, si (f{xo) == + oo, B^ est un voisinage de XQ
fermé dans Q; si ç*(^o) < + °°î B^ u \XQ\ est fermé dans Q
(et d'ailleurs effilé* au point XQ pour n assez grand).

Considérons R*j3* == P*^, où ^ = n^ (corollaire 2* du
théorème 31. 1).

On a, d'après la définition de B^ :

(1) î*>P*n dans Û.

Nous allons montrer :

(2) ?*<P?n dans Qn[B/ ,
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En effet, pour toute p* e S*4', majorant nP*. sur B^ :

^* ̂  ?* sur ^") n ^B^ sauf peut-être au point XQ.
XQ étant polaire, il existe une fonction w* e S*4", valant + oo
au point XQ, et, pour tout s > 0 :

P* + w* > ç* sur û n ôB/,.

Le lemme 3. 1 s'applique dans l'ouvert Q n | B^, car ç* <; nP*
dans Q n B^; on en déduit :

P* + w* > g* dans Q n [ B^,
puis P* ̂  g* q. p., donc partout, dans Q n | B^,
enfin Pî ^ ûr* dans û n | B.,.k n -^ J. u

De Finégalité (1) résulte que les masses des mesures ^
sont bornées dans leur ensemble pour n assez grand. Comme
elles sont portées par un voisinage donné de Xç pour n assez
grand, on peut extraire de la suite p.̂  une suite partielle (x^
vaguement convergente vers une mesure de la forme as^,
a ̂  0. Alors :

^'(î/) ̂ fp^y} d^n'{x) -> apîjy) pour tout y -==f^ x^

et les inégalités (1) et (2) donnent ç* = ap^ dans û — \XQ\^
donc aussi dans Q.

LEMME 33. 1. — Si XQ est non polaire^ p^ est localement
borné dans Q.

En effet, pour toute mesure p. > 0 portée par un compact
c Q, Rî^ == P*^oî (proposition 31. 3) ; et, comme (x^ est
portée par le point XQ, R^t^ est proportionnel à p^. En consi-
dérant un potentiel* P*, borné au voisinage de Xç, on voit que
p^ est localement borné dans Q.

LEMME 33. 2. — Si XQ est un point non polaire isolé, les
potentiels* dans Q de support XQ sont tous proportionnels à p^ (51).

Soit ç* un potentiel* dans û, de support XQ. Si o^ désigne
une suite décroissante de voisinages de XQ, formant système

(61) Ce résultat peut s'étendre au cas où les points non polaires situés dans un
voisinage de XQ forment un ensemble dénombrable.
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fondamental de voisinages de XQ, y* est limite de la suite
croissante ft^. Comme ft*^" est harmonique* dans Q — ôcr^,
sa représentation intégrale ne fait intervenir, pour n assez
grand, que des potentiels* du type p*. Par suite, R*!̂ " est un
potentiel* du type P*, ainsi que ç* (corollaire 1 du théorème 23.1).

Remarque. — Dans le cas où les potentiels* de support
ponctuel donné sont tous proportionnels — en particulier
si les points non polaires sont isolés — les fonctions har-
moniques**, associées aux fonctions harmoniques* à l'aide
du potentiel* p* (52), coïncident avec les fonctions harmoniques.

En effet, la mesure harmonique**, soit p^, d'un ouvert
œ c (ô c Q en un point x e G), est, par définition, l'unique
mesure telle que

^T(!/) == fpî(y) d^ (u), soit R^) = fp^u) d^ (u} ;

elle coïncide donc avec p^.

(&2) Cf. la remarque 2 sur le théorème 32. 2.



CHAPITRE VII

APPLICATION DE L^AXIOMATIQUE AUX SOLUTIONS
D»UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE DE TYPE ELLIPTIQUE

34. Définition d'un système de fonctions harmoniques
à partir d'un opérateur elliptique.

Soit L un opérateur différentiel du second ordre, de type ellip-
tique, défini dans un domaine Q o de l'espace euclidien ï{"1 (m^. 2) :

Lu(^)= 2 a.̂ ^4 S b,{x)^+c{x)u(x),
l̂ i. k^m OXi ÔXk l^i^m ô î

où x = {x^ ..., Xjn), aih==af,i et la forme quadratique

S CtikW ̂ k
l̂ i. k^m

est définie positive pour tout xe Qç.
Une solution de Lu == 0 (resp : Lu <; 0) dans un ouvert

œ c HQ est une fonction de classe C2 dans co, satisfaisant à
l'équation (resp. : inéquation) en tout point e co.

Hypothèses de ce numéro :
dans ûç, les coefficients a^, 6p c sont localement lipschitziens.

LEMME 34. 1 (démontré dans [37, p. 322]). — Etant donné
l'opérateur L dans Qo? à tout point y^ûo on peut associer:
un voisinage ouvert Y de y, une fonction f > 0 et de classe C00

dans Y, enfin un opérateur elliptique L', défini dans Y, dont
les coefficients a^, b[, c' sont localement lipschitziens, c' <; 0,
et tel que, pour toute ue C^Y) : Lu = L^/u).
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La fonction f correspondant à y = (î/i, ..., y^) est définie
1 m

par fT^\ = l—A•^(^i— y if, où A est une const. > 0 conve-/W 1=1
nablement choisie.

THÉORÈME 34. 1. — Les solutions de Lu = 0 définissent
dans ÛQ un système de fonctions satisfaisant aux axiomes 1, 2, 3',
dites L-harmoniques (53).

1er cas : c<0 dans Qo.
L'axiome 1 est satisfait.
Pour vérifier l'axiome 2, montrons que chaque boule

ouverte c o c ô c û o est un ouvert régulier: Toute fonction f
continue sur ôco, peut être prolongée en une fonction continue
dans œ, solution de Lu = 0 dans (D [42, théorèmes 35. VI
et 36. IV] ; ce prolongement est unique, et > 0 si f > 0,
grâce au principe du minimum de Hopf [42, théorème 3. II].

Conséquence: Dans chaque boule ouverte c o c û c Q ç , il
existe une solution de Lu = 0 dont la borne inférieure dans co
est > 0. En effet, soit P == e^1, où A est une const. > 0, choisie
assez grande pour que L^ >. 0 dans co; (/est continu, donc sa
restriction à ôœ peut être prolongée dans co par une solution u
de Lu = 0. On a L{u — ^) < 0 dans co et lim \u{x) — v{x)} == 0

x-^y
a;Go)

pour tout y e ôco ; d'où u ̂  ^ dans co (principe du minimum)
et inf u > 0.

(0

Vérification de l'axiome 3' :
a) Considérons les solutions de Lu = 0, > 0 dans un

domaine à c Qç et égales à 1 en un point y e S. Elles sont bornées
dans leur ensemble sur tout compact c S [49, théorème 4'] ;
donc, grâce à un théorème de Morrey [44, p. 123], leurs dérivées
partielles premières sont bornées dans leur ensemble au voisi-
nage du point y. On en déduit l'égale continuité, au point y,
des fonctions considérées.

b) Une solution u de Lu == 0, >. 0 dans un domaine o c Oo,
est, soit > 0, soit = 0 dans S. Supposons, en effet, que
l'ensemble des points e à où u > 0 ne soit ni 0 ni S$ soit 8

(5S) Toutes les notions relatives à ce système seront distinguées par la lettre L.

36
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une de ses composantes connexes, y un point e ô j î n S, et
co c co c § une boule ouverte 3 y. Il existe une solution Uç
de Lu = 0 dans co, égale à 1 au point y et > 0 dans co ; donc les
fonctions UQ -\- nu (ne. Z^, solutions > 0 de Lu == 0 dans co
et égales à 1 au point y, sont également continues en y , et ceci
est en contradiction avec UQ + nu arbitrairement grarid en
chaque point e (3.

Cas général.
L'axiome 1 est satisfait.
Il suffit de vérifier les axiomes 2 et 3' dans un voisinage

de chaque point y e Q^; si l'on adopte le voisinage Y déterminé
par le lemme 34. 1, il existe une fonction f finie continue > 0
dans Y, telle que les produits par f des solutions de Lu == 0
dans Y forment un système de fonctions harmoniques dans Y
(1er cas); il en est donc de même des solutions de Lu = 0
dans Y (cf. n° 1).

PROPOSITION 34. i. — Pour toute fonction u de classe C2 dans
un ouvert (OQ c ÛQ :

1). Lu <; 0 dans (DO équivaut à: u L-surharmonique dans coo;
2} Lu ̂  0 dans (OQ ^ < 0 ^ ^^ point e (OQ équivaut à:

u L- surharmonique et non L-harmonique dans (OQ.
En utilisant le caractère local de la surharmonicité (n° 2,

C, propriété 1) et les fonctions /'-surharmoniques (n° 2, A),
on se ramène, comme au théorème 34. 1, au cas c ̂  0 dans Qo.

Supposons Lu <^ 0 dans OL)(). Dans tout domaine L-régulier
co c 6) c 0)0, on a L(u — H^) < 0, et lim [u{x) — H^)] == 0

x-^y
x GOJ

pour tout y e ÔOD; d'où u ̂  H^ dans co (principe du minimum),
et u L-surharmonique dans cog.

Réciproquement, soit u de classe C2 et L-surharmonique dans
(OQ. Lu > 0 en un point xe (OQ entraînerait Lu > 0 dans un
ouvert co 3 x, donc u L-sousharmonique et non L-harmonique
dans co.

COROLLAIRE. — 1) Si c est ̂  0 dans Qo, ^ < O.^M un point
<= ûo? l^ existe un Ij'potentiel > 0 dayî  Qo-

2) 5^ c = 0 rfaMs QO? ^ o^te UTZ L-potentiel > 0 cîans (ou<
ou^r( û c [îc Qo. ;
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3) Sans hypothèse supplémentaire sur c, il existe un Lr potentiel
> 0 dans le voisinage Y associé à chaque point î / e Q ç par le
lemme 34. 1.

1) Toute const. > 0 est L-surharmonique et non L-har-
monique dans Qo-

2) Toute constante est L-harmonique dans ûp, et, pour A
const. >0 assez grande, —e^ est L-surharmonique et
non L-harmonique dans Q.

4.
3) -y est L-surharmonique et non L-harmonique dans Y.

Dans toute la suite, on désignera par Q un domaine c Q^
où il existe un L-potentiel > 0, et on prendra Q comme espace
de base. .

35. Les fonctions L-harmoniques adjointes.
Hypothèses de ce numéro:

û est un domaine de l'espace euclidien R/", où les coefficients a.^, b -, c de l'opé-
rateur L sont localement lipschitziens, et où il existe un L-potentiel >» 0.
m ^> 3 (le cas m = 2 se traite de la même façon, avec des logarithmes, mais
ne sera pas envisagé, pour la simplicité des notations).

PROPOSITION 35.1. — 1) Pour tout î / eQ, les L-potentiels
dans û de support y sont proportionnels; il en existe un, soit
Py, caractérisé par la condition

(1) Py(x) ~ îî,{x) quand x -> y.(5^ '

et, pour tout x e Q, Inapplication y -> Py{x), restreinte à Q —\x\,
est continue.

2) Etant donné un compact K c Q, il existe deux constantes
c,i(K), Ca(K) > 0 telles que

(2) x,y.K entraine .--^-^^P^)^^^^

Rappels :
A) [43] Étant donné un compact X c Q, on peut trouver

un nombre p(X) > 0 tel que, pour toute boule ouverte co c X,
m

t54) TjT-T == ^ ^(y) (^ -^ yi) (^c — 2//c) "( » où la matrice <A,^) est inverse
".yW Ll^<,fc^fft J

de la matrice (<i^).
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de rayon <; p(X), et tout point yeco, il existe: d'abord une
solution fondamentale (M) F^ de singularité y; puis une fonc-
tion de Green dans co (56) de singularité y :

(3) py=¥y-H^
enfin, pour tout rceco, l'application y —> p^{x), restreinte à
< o — î r c ^ , est continue.

B) ([37], théorème 6). Etant donné ye Q, pour toute boule
(i) a y et de rayon assez petit, les L-potentiels dans co de support
y sont tous proportionnels à j^°; par suite, py est le seul
L-potentiel dans <o de support y tel que p^Çx) ~ Hy(a;) quand
x->y.

Démonstration de la proposition 35. 1 :
1) Soit CD une boule s i /e t possédant la propriété B. On

a établi (théorème 16.4) une correspondance biunivoque
entre les potentiels p dans <o, de support ponctuel donné e co,
et les potentiels P dans û, de même support, par la condition :
P — p harmonique dans <o, et d'ailleurs égal à Hy.

On en déduit la proportionnalité des L-potentiels dans Q
de support y, et l'existence d'un L-potentiel unique Py véri-
fiant (1) :

(4) py=P,-H^.
D'autre part, on peut trouver un potentiel Q^ dans Q, de

support y, tel que, pour tout .reû, l'application y —> Qy(a?),
restreinte au—\x\, soit continue (par exemple, théorème 18.1).
On a Py = f(y) Qy avec f(y) > 0, donc il reste à montrer que f
est continue dans Q, ou dans toute boule co possédant la
propriété A.

Pour y e œ, posons qy === Qy — H^ : pour tout x e co, l'appli-
cation y—> c[y{x), restreinte à (i)— ^^, est continue; or on a
aussi p°y == /"(y) Çy, donc jf est continue dans (o.

2) Soit co une boule possédant les propriétés énoncées dans A,
et a/ la boule concentrique de rayon moitié. A l'aide des relations
(3) et (4), on montre l'existence d'un nombre â(co, s) > 0 tel que
x, y e co' et x — y\ ̂  ô entraînent JPy(^) — Hy(^)| ̂  e. îîyÇx).

(55) x —> Fyj.t) est solution de Lu == 0 dans co — | y j , de classe C1 dans ô — j y l ,
et f^x) ̂ ^ îîy(x) quand x—>y.

(M) C'est-à-dire une solution fondamentale nulle sur Ô(D.
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Commençons par déterminer un compact X c Q tel que
K c X ; soit a > 0 la distance de K à ôX et ? == inf (a, p(X)).
On peut couvrir K par un nombre fini de boules coî, centrées
dans K, de rayon -r ; si co; et co{ sont les boules concentriques

à œï et de rayons respectifs ? et -|" on a (o» c X et deux points
0

x, y e K , distants d'au plus -^ appartiennent nécessaire-

ment à une même boule œ{.
Si d est le plus petit des nombres -|- et S((o», e) : x,

yeK et \x—y\^d entraînent \Py(x) — îîy(x)\ < e. H^rr);
la relation (2) s'en déduit en utilisant la continuité de Py{x),
sur tout compact de K X K disjoint à la diagonale, et les
inégalités \x -c^ < M^X^^y^ Pour ^ ye K.

PROPOSITION 35. 2. — Le5 boules ouvertes (Q c oo c Q 5071^ L-c. d.
D'après le lemme 24. 1, œ est L-c. d. si, et seulement si,

pour tout y e ôco, Py est conservé par balayage sur F œ, soit

Py{x) == y P^(u) rfpï (u) pour a; e (o.

Considérons une suite de points y^ —> y, situés sur le prolon-
gement du rayon de la boule aboutissant au point y;

P,»->P,(u)

quel que soit u, et, pour ueôco (proposition 35. 1) :

)̂<^^< ,̂< (̂..)-
DoncfPy{u) d^(u) == ïimfPy^u) rfp^(u) et, comme chaque

P^ est conservé par balayage sur | <o :

/P,(u) d^{u) = P,(o;).

THÉORÈME 35. 1. — A Vaide du potentiel Py défini par la
proposition 35. 1, on peut associer aux fonctions L-harmoniques
un système de fonctions, dites L-harmoniques adjointes^ satis'
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faisant aux axiomes 1, 2, 3'; Si, outre les hypothèses de ce numéro,
on suppose a^ e C2^ (57) et h,, <= C11^, les fonctions L-harmoniques
adjointes sont les solutions de Inéquation adjointe L*u == 0.

La première partie de l'énoncé résulte des propositions
35. 1 et 2.

Supposons en outre a^eC2^, ^eC1^: alors les coefficients
de l'opérateur adjoint L* sont localement lipschitziens, donc
les solutions de L*u == 0 forment un système de fonctions
satisfaisant aux axiomes 1, 2, 3'. Il suffit de montrer qu'elles
coïncident avec les fonctions L-harmoniques adjointes dans
toute boule o) c œ c Û possédant des fonctions de Green pour
les deux opérateurs L et L*; on sait [42, théorème 10. I]
que, si x—> p^[x) désigne la fonction de Green de singularité
y pour L, y -> pf{x) est la fonction de Green de singularité
x pour L*.

Remarquons maintenant que, étant donné ^GO) , les L*-
potentiels dans co de support x sont proportionnels entre eux
(proposition 35. 1, appliquée à L*), donc proportionnels à
y —> py(^). D'autre part, les L-potentiels adjoints, dans co,
de support x sont proportionnels entre eux (théorème 33. 1,
valable pour chaque point x, car P^(x) = + °o)î et y —> p^{x)
est aussi un L-potentiel adjoint dans œ de support x, car
py = Py — H^ dans CD (cf. corollaire 2 de la proposition
31. 3). L'identité des fonctions L*-harmoniques et L-harmo-
niques adjointes résulte alors du théorème 22. 5.

36. Quelques propriétés des fonctions L-surharmoniques.

Mêmes hypothèses qu'au n° 35.

LES ENSEMBLES L-POLAIRES.

THÉORÈME 36. 1. — Dans Q, les ensembles Lt'polaires coïn-
cident avec les ensembles ^-polaires (58).

Soit un ensemble E c Q : pour tout ouvert co c cô c Q, E n co
L-polaire équivaut à l'existence d'un L-potentiel, de support

(67) Pour k ^> 0, C^?- désigne l'ensemble des fonctions k fois continûment diffé-
tentiables et dont les dérivées partielles d'ordre k sont localement lipschitziennes.

(58) C'est^à-'dire les ensembles polaires au sens classique.
Rappelons que les ensembles L-polaires coïncident avec les ensembles L-polaires

adjoints (théorème 32.1).
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c OD, valant -4" 00 sur E n co, donc aussi (proposition 35. 1,
relation (2), avec K == œ) à l'existence d'un A-potentiel, de
support c co, valant + Qo sur E n co, c'est-à-dire à E n co
A-polaire.

UNE APPLICATION DE LA THÉORIE DES NOYAUX RÉGULIERS

DE G. CHOÇUET.

THÉORÈME 36. 2. — 1) Etant donné un compact K c Q,
il existe une constante ^(K) ̂  1 telle que, pour tout L-potentiel,
ou L-potentiel adjoint, P dans Q, à support compact S c K :

(1) sup P < X(K) sup P.
K S

2) Par suite, pour tout L-potentiel, ou L-potentiel adjoint, P
dans Q, si la restriction de P à son support est finie continue,
alors P est fini continu dans 0.

1) Supposons, par exemple, que P soit un L-potentiel,
admettant la représentation intégrale P{x) = j Py(x) dy.{y),
et posons "M -/^^îw

L'inégalité (1) résulte du principe de domination pour le
A-potentiel U et de la proposition 35. 1, relation (2), appliquée
,K^(K)=^.

2) D'après un résultat de G. Choquet [29, corollaire des
propositions 1 et 2], pour tout L-potentiel, ou L-potentiel
adjoint, P, à support compact, la continuité de la restriction de
P à son support entraîne la continuité de P dans Q, et cette
propriété s'étend immédiatement à un L-potentiel, ou L-poten-
tiel adjoint, quelconque.

COROLLAIRE. — Les fonctions ï^-harmoniques, ou ^-harmo-
niques adjointes, satisfont à Vaxiome D.

Cf. théorème 25. 1.

Signalons quelques conséquences (n° 25) :
Le théorème de convergence : Si 9 est une famille de fonc-

tions L-surharmôniques, ou L-surharmôniques adjointes, ^0
dans Q, inf V == infV dans û sauf sur un ensemble L-polaire.

vegî ve^
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Les points-frontières L - irréguliers (resp : L - irréguliers
adjoints), pour un ouvert œ c (ô c û, coïncident avec les points
eôco oinco est L-effilé (resp: L-effilé adjoint), et forment un
ensemble L-polaire.

LES ENSEMBLES L-EFFILÉS.

THÉORÈME 36. 3. — Etant donné un ensemble E c Q et
un point XQ e Q, les conditions: E L-effilé en XQ\ E L-effilé
adjoint en XQ\ E ^-effilé en XQ, sont équivalentes.

On peut supposer Xy e E — E. Il y a équivalence (théorème
14. 1) entre le L-effilement de E au point XQ et l'existence
d'un L-potentiel P dans Q, fini au point XQ, tel que

limP(o;) == + oo,
X-^XQ
a?eE

et dont on peut supposer le support contenu dans un compact
K a XQ. La double équivalence annoncée résulte alors de la
proposition 35. 1, relation (2).

COROLLAIRE. — Etant donné un ouvert co c co c Q, il y a
identité entre points-frontières L-réguliers, L-réguliers adjoints et
^-réguliers, pour co (69).
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