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SUR LE DIAMETRE TRANSFINI ENTIER
D’UN INTERVALLE REEL

par Francesco AMOROSO

1. Introduction.

Soient X une partie compacte du plan complexe et Qe C[s] un
polyndme; on note deg Q son degré et |Q|,x sa norme de la
convergence uniforme sur X définie par

[Qlw,x = max|Q(s)].
seX

On définit le diamétre transfini t(X) comme la borne inférieure des
quantités |Q|Y%E? lorsque Q décrit I'ensemble des polyndmes unitaires
a coefficients complexes de degré positif. De méme, on définit le diamétre
transfini entier t;(X) comme la borne inférieure des quantités |Q|}%E¢
lorsque Q décrit I'ensemble des polyndmes (non nécessairement unitaires)
a coefficients entiers de degré positif :

tz(X) = inf [QJ%EQ.
Qe Z[s],
degQ>1

Pour toute partie X on a t(X) < 1z(X) avec égalité si X est une partie
symétrique par rapport a I'axe réel telle que t(X) > 1 (cf. [L1] p.57).

D’autre part, on sait que, pour un tel X, si t(X) <1 alors t;(X) < 1
([L1] lemme 1).

Dans le cas particulier d’un intervalle 7 réel, la valeur de t(/) est
bien connue: elle est égale au quart de sa longueur 8(/). Et donc
tz(I) = 6(1)/4 pour 6(/) = 4. Pour 8(/) < 4, on ne possede que des
encadrements pour t;([).

Mots-clés : Approximation diophantienne - Polyndmes orthogonaux - Diameétre transfini
entier.

Classification A.M.S. : 41A10 - 11H.
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Le but de cet article est la démonstration de deux théorémes
(théoréme 1, § 6, p. 894 et théoréme 2, § 6, p. 897) qui permettent d’obtenir
des encadrements pour le diamétre transfini entier de certains intervalles
de longueur plus petite que 4. Ces encadrements se présenteront sous
la forme

min f; (ry,7,) < log t,(I) < min f7 (ry,7,)
T T

ou T est le triangle {0<r,,r ;ro+r<l} et f;,.ff: T->RuU{£tw}
sont deux fonctions continues données explicitement au §6. Les
variables r, et r, désignent la multiplicité relative (i.e. le rapport : ordre
du zéro/degré) d’un polynéme aux extrémités de 7. Les valeurs numériques
que I'on obtient en calculant les minima (calcul assez rapide sur micro,
grice a la convexité de f;, et f; (voir § 7)) sont surtout intéressantes
lorsque les extrémités sont des nombres rationnels de petit dénominateur.
Un tableau de résultats est présente a la fin du § 7; on se borne ici a
deux exemples :

) 0,4156786 < t,([0,1]) < 0,4247745
0,0501459 < t,([1/5,1/4]) < 0,0956727.

Le cas I = [0,1] a été beaucoup - étudi¢ dans la littérature, a cause de
ses applications au Théoréme des Nombres Premiers (cf. [C] et [N1],
[N2]). Pour le calcul du diameétre transfini entier de cet intervalle, on
utilise le fait que t;([0,1]) = t;([0,1/4])"* (voir le corollaire 1, § 6). Les
résultats connus jusqu’ici pour la minoration de t;([0,1]) sont les
suivants :

([0,1]) = /2~ 1
(Aparicio [Al] et Trigub [T1]) et
tz([0,1]) > 0,4207263

(Aparicio [A2]). Les méthodes utilisées par ces auteurs sont différentes
de la ndtre, qui combine I'inégalit¢ de Liouville et la théorie des
polyndmes orthogonaux. En particulier, le procédé utilisé par Aparicio
pour obtenir la derniére minoration ne semble pas s’appliquer simplement
a d’autres intervalles. Pour les majorations de t;, la méthode employée
jusqu’ici consiste & donner explicitement des polyndmes petits sur I en
choisissant des facteurs de petit degré et en optimisant les exposants.
Par exemple, Aparicio démontre I'inégalité

t2([0,1]) < 0,431469
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en considérant sur l'intervalle [0,1/4] le polynome
0(s) = s°(1—4s)*(1—5s).

Le polynéme Q(s) = s''(1—4s)*(1—5s5)*(29s*~11s+1) (toujours sur
[0,1/4]) donne la borne 1;([0,1]) < 0,4290533. Cette approche, bien
qu’ayant I’avantage de la simplicité, ne donne pas une formule permettant
de majorer t;(I) pour tout I. La méthode utilisée ici pour la majoration
de t; reprend une idée de Fekete et utilise a la fois le principe des
tiroirs et la théorie des polyndémes orthogonaux. Cette méthode, et
la minoration de t; (th. 1), permet d’établir la formule asymptotique
(§6 p. 898):

2) 8-2-8°+0(3°)<1z([0,8])<8—./e-5°+0(5°) pour &+ 0"

et de donner de résultats qualitatifs sur t; (§ 8). En effet, on verra que
tz, vue comme fonction de I’ensemble des intervalles fermés de R (muni
d’une structure métrique par la restriction de la distance d’Hausdorff
sur les fermés de R) est continue et localement constante autour des
intervalles d’extrémités rationnelles de dénominateurs assez petits.

Je voudrais remercier ici Georges Rhin pour ses conseils et pour ses
précieuses suggestions. La premiére version de ce texte a bénéficié des
remarques pertinentes de Michel Langevin. Je lui suis sincérement
reconnaissant.

2. Notations et rappels.

Pour un couple de nombres réels m = (m,, m,), on pose |m| = m, + m,.
Pour tout entier A > 0, on note D, l'opérateur de dérivation sur R[s]:

1 o"

Dr= e

On utilisera plusieurs fois I'inclusion D,Z[s] < Z[s]. La multiplicité
m,(Q) d’un polynéme Q en un point a € R est le plus petit entier h > 0
tel que D,Q(a) # 0. Pour un nombre rationnel ae Q, on note

den (@) = min{deN,d-aeZ}

son dénominateur. Etant donné un intervalle I = [a,,a,], on note par
8(I) son diamétre usuel 8(/) = a; — a,; on considére les espaces vectoriels
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(neN, m=(m,,m,) e N?)
Vi = {Q €R[s], deg Q<n, mg (Q)=mg,m, (Q)>m,}.
Onpose V,m=Vitlet V,=V,,.
Si I={[ab]etJ= [u,B] sont deux intervalles réels, on pose
d(l,J) = max {|B—b|,|la—al}.

On vérifie que d est équivalente a la restriction de la distance de
Hausdorff sur les parties fermées non vides de R.

Les démonstrations utilisent la théorie des polynémes orthogonaux
pour laquelle on renvoie a Orthogonal polynomials de G. Szégo ([S]). On
rappelle que si a, > — 1 sont deux nombres réels et h > 0 un entier,
I’h-éme polyndme de Jacobi PP est défini par les conditions suivantes
(cf. [S] §2.4.1 et §4.1.1):

(i) PP est un polyndme de degré h a coefficients réels ;

(ii) pour tout entier non négatif k < h on a

1
J‘ PEP(s)-s*(1—s)*(1+s)Pds =0

-1

(relation d’orthogonalité) ;
(iii) PEP(1) = (h ; “)-

Les polynomes de Jacobi sont donnés explicitement par la formule
de Rodriguez ([S]) 4.3.1.):

() (=9 +9° PER(s) = (=2 Dal(1 =) *(1+9"7);
h=0,1, ...

Une base orthonormée de I’espace V, par rapport au produit scalaire

(4,B) = %r A-B(1—s)*(1+s)Pds

-1

est alors {p&®},_0. .. ., ol Ion a posé

,,,,,

@) peB = ((PEH peb )=z, pap
_ (2h+a+B+1 T(h+ DI (h+a+B+1) "ZPW_B)
20+8 T(h+ta+ DI (h+B+1) ho
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(N. B.: Notre normalisation différe de celle de [S] 4.3.4 a cause du
facteur 1/2 = 1/8([— 1, 1]) dans le produit scalaire ¢, .)

Particuliérement intéressant est le cas des polyndmes de Legendre
(«=5=0). On a
Py(s) = PO(s) = (—2) " Dyis"(1—9)"}

) Pa(s) = pO(s) = (2h+1)1Py(s).

Les polynémes de Legendre admettent la représentation intégrale suivante
(Formule de Laplace, [S] 4.8.10)

(6) Pu(s) = % J " (s (5= 1)1" cos 0}* d0

valable pour tout nombre complexe s (la détermination de (s*—1)"/* est
arbitraire mais fixée).

Rappelons enfin la démonstration de la propriété extrémale suivante .
([S] Théoréme 3.1.3):

ProrosiTion 1. — Soit Q un polynéme a coefficients complexes
satisfaisant
1 1
@) EJ [Q(s)12(1—s)*(1+s)Pds = 1.
-1

Alors, pour tout s,eC, on a
deg @ 1/2
1Q(s0)| < ( ) |p$f"”’(so)12>
h=0

et la borne est atteinte si et seulement si

deg @ ~1/2 degQ

06) = e(z |p;r-ﬂ>(sow) Y PP Gpss)
h=0 h=0
avec |g| = 1.

Démonstration. — Soit n = deg Q@ et écrivons Q sur la base
{pg!,ﬂ), L ,Pﬁf’ﬂ)} de Vn ®RC :

Q=ApGP + oo + AplP.
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La condition (7) équivaut a

n

Z Anl? =1
h=0
et donc on déduit de I'inégalité de Cauchy

/2

n 1/2 n 1

[O(s0)| < <2 ])"h|2> (Z |P§za'B)(so)'2>
n 1/2
=<Z |p§$*”(so)|2> -

h=0

Enfin, la borne est atteinte si et seulement si A, = c-p®P(s,) pour
h=0,...,n, ou c satisfait

el X 1pRP (s = 1.
h=0

3. Définitions équivalentes de z,.

Rappelons tout d’abord le lemme facile suivant (cf. [L2]):

LemMMe 1. — Sait' m, une suite de nombres réels positifs vérifiant
mbi? < mb-ml pour tout couple (p,q) d’entiers. Alors, m, converge vers
inf m,.

Soit X une partie compacte de C, symeétrique par rapport a l'axe
réel ; la suite
th=1t,(X) = inf |QLI%

QeZ[s],Q*0
degQ<n

vérifie les hypothéses du lemme et converge donc vers sa borne
inférieure :
t' =limt, =inft, = inf inf |Q|Y%.

QeZ[s] n>degQ
QF0
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Deux cas se présentent :

e ou il existe un polynéme Q a coefficients entiers pour lequel
[Qlox <1 et alors

QeZ[s] n>degQ
Q*0

inf inf [Q|¥"% = inf |QIY%? = t,(X)
Qe Z[s]

e ou, pour tout polynéme Q € Z[s], on a |Q|,x > 1 et donc ¢’
converge vers 1.

Comme nous 'avons déja fait remarquer dans l'introduction, pour
une partie compacte X, symeétrique par rapport a l'axe réel, dont le
diamétre transfini est plus petit que 1, on a t;(X) < 1. Donc
tz(X) = lim¢t,.

Maintenant, supposons que X = [ soit un intervalle réel et considérons
la suite
t. = t,(I) = inf |QL3],

QeZ[s],Q¥0
degQ<n

1 \ 1/2
Q11 = (W)bg(s)l ds> .

L’inégalité évidente |Ql,; < |Qlw s, jointe & la majoration (cf. lemme 5
p. 20)

ou l'on a posé

[Qlew,r < (1+deg Q)IIZ‘QQ|2,1,

nous assure que les suites ¢, et t;, ont la méme limite :

®) to(I) = Tim t3(1).

4. Diamétre transfini d’'une image réciproque.
La proposition suivante m’a été rappelée par Michel Langevin :

PROPOSITION 2. — Soit P un polynéme a coefficients entiers de degré
d > 0, de coefficient dominant ¢ > 0. Alors, pour toute partie compacte
X du plan, on a

(tz(X)/0)"" < tz(PT(X)) < tz(X)"°.
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Démonstration. — Soit Q un polynéme a coefficients entiers de
degré n. On obtient la majoration en écrivant

Qo Pl p-10 = 10l x-

Pour 1la minoration,- on considére le résultant R(s) = Rés,
(s—P(1),Q(t)) € Z[s], que 'on écrit sous la forme

c'[Tew
ou t décrit — avec respect des éventuelles multiplicités — 1’ensemble
P~ (s).

En choisissant pour P le polyndme P(s) =s + n, puis
P(s) = s(atb—s), on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.

tz([a,b]) = tz([a+n,b+n]), a,beR; nelZ;
tz([a,b])* = tz([ab,{(a+D)/2}*]), a,beR;a+ bel.

Par exemple, 1;([0,1/4])* = t,([0,1]).

5. Une estimation.

LEMME 2. — Soient a, b, n trois entiers satisfaisants |b| < a < n,
et posons o. = a/n, B = b/n. Alors,

n . 1_ 2 1 2
Y log <h2_hb>=['|:10g 2—( 23) log (I—B)—( ;B) log (1+B)

— R)? + 2
+ (& 2B) log (a—B)+ (o 2B) log (o + B)— o log 20(]
-n*+O0(nlogn).
Démonstration. — En utilisant la formule de Stirling, on trouve

S log (hz_"b>= [log 2-4 _2[3)2 log (1—B)— (HTB)Z log (1+)

~ (h+b)log (h+b)] + O(nlogn)
2h
=Y |:(h—b) log D) + (h+b) log

h=a

2h
(h+b)
+ O(nlogn).
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La formule de sommation partielle ([HW], th. 421, p. 346), avec

ot c=0’ si h<a;
k h—b, si a<h<n

1 = log

entraine

b

n 2h n
‘; (h*b)log(h_b) =2 cf(h) = (Z Cn>~f(n) —f (Z ch>'f(t) dt

h<n h<n

E (Z (h—b)>-f(n) - f( 5 (h—b)>-f'(t)dt

h=a a<h<t

<2 h) (n)—afl (S~ fl@) - f <

h=a—b h=0

_ _a-py 2 (- ﬁ)z 2
_[ 7 BiTpT 5 log T B}

b b
+L(t2) = b)dt+0(nlogn)

>-f'(t)dt

0<h<t—b

_|_a-py 2 (@-p)’ 20
_[ 2 BTS2 8T
+ B(1 oz)—B log 1:| n* + O(nlogn).

Remplagant b par — b on obtient

Y. (h+b)log
h=a

(h+Db)
_ | _a+py 2 (atP)y 200 B B
—|: 5 log1+B 3 IOga+B ~(1-m Iog:|
+ O(nlogn).
Donc
- 2h (1-p)* 1-B (1+p)* 1+P
g ( )‘[— 7 108 D)
_ (a—p)’ 20 (at+p)’ 200 oo 2
2 IOga—B 2 10ga+B+B loga] n’ + O(nlogn)

= [log2—(—1—:E)—2—10g(1—ﬁ)—(1+7m210g(1+ﬁ)

MR

log (a+ B)—o? log 2a:| -n*+O0(nlogn).
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6. Encadrements.

TueorEME 1. — Soit I= [ag,a,] = R un intervalle d’extrémités
rationnelles de dénominateurs bornés respectivement par d,, d, et de
diamétre 8 = 8(I) < 4. Alors, pour tout polynéme Q€ Z[s] on a

2101 > /7 (522, % D) ey 0 + O(og dee 0),

oi la fonction f; est définie sur le triangle T = {reR?,
0<ry,ry; Irl=ry+r,<1} par la formule

fr(r) =logd + max {— (1—r,)logd,d + h(ro,r,),

—(1—ry)logdd+h(r,ry)}
Qavec

1
() = 5 (1= 171} log (1= Irl) =3 (1 rl) log (1 +r])

+ %(1+r1—r0) log(1+r,—ry) — % (A+ry—ry)log(1+r,—r,)
+ 2r,log (2r,).
En particulier,
tz(I) = exp (igf f?(r)) =t
Enfin, si a,€ Q (resp. a, ¢ Q), les résultats ci-dessus restent vrais si l'on
pose d, = + oo (resp.d,;= + 0).

Démonstration. — Soit Qe Z[s] et notons n son degré, m; sa
multiplicité en a; (i=0,1) et m = (m,,m,). Considérons les applications
linéaires

rl1,m,i: Vﬁ,m g R

Q~ g DmiQ(ai)s l=0s1
Soit A} ,; la norme de fﬁ,,,,,_,-v; ona

|Dm,-Q(ai)| < )‘-i,m,i' |Q|z,1, i=0,1.
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Maintenant, on utilise I'inégalité de Liouville ; di"™|Dp,Q(a;)| est un

entier strictement positif (car la multiplicité de Q en a; est égale 4 m;),
donc > 1. Par conséquent,

(9) |Q|z,1 = ()vfz,m,i)_ldi_("_mi), i= 0, 1.

Pour calculer A} ,; on peut supposer I=[—1,1], car |fi,.l =
I/l B/2)7 ™, puis se limiter & A =ALEY, car |IfihY) =
ILf E,,‘(},;:]”,,, o1l Maintenant, on utilise la proposition 1 : pour tout polynéme
Q= ({1+s)"(1—5)"R(s)e V,, Oon a

n—m 1/2 -
|R(1)| < < Z |p512m1,2m0)(1)|2>
1Q12,1-1.1 =0

et cette inégalité est optimale. Donc

n—m 1/2
A =< ) ip?”'l'”"'“(l)lz) :
h=0

On calcule A a l'aide de la formule 4.5.8 de [S]:

— a—my, n+my—m,;+1\(n+|m| . v
A=2"m [( ne|m| >< om, > (n+|ml+1)]

d’ou 1/2
n+m,—m+1\(n+|m| -(n+lm1+1):l ()™,
n—|mj 2m,
sii=0;
N 12
mm.! n+m,—my+1\(n+|m| .(n+lml+1)] 3™,
n—|m| 2m,
sii=1.

A Taide du lemme 2 et la derniére ligne, on déduit de (9), en posant
ri: mi/n, l= 0315

1
log |Ql,; = {ro log 8———2— [(1+r) log(1+r)—(+r,—ry)log(1+r,—ry)

! l:(l +ro—r))log(1+r,—r))

—(1+r0—r1)log(1+r0—r1)]—-§

—(1-r)log (1—r)—2r,log (2r0):|— (1-r,) log do} -n+ O(log n)
= [r,log 8—(1—r,) log d,+h(r,,r,)]-n+O(logn).
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De la méme fagon, on trouve

log [Qlsr > [r1log3—(1—r,) logd,+h(ry,re)]-n+O0(log n),

ce qui prouve la premiére partie du théoréme 1. Pour montrer la
minoration de t,(I), il suffit d’utiliser ¢;(I) = lim¢,(I) (cf. 8).

CoROLLAIRE 2. — Soient I = [a,,a,], d, et d, comme dans le
théoréme 1. Alors, on a

45 45
t = , .
o(l) > max {(1+‘ /11454, (1+. /1+48d1)2}

Si a,¢Q (resp. a, ¢ Q), le résultat ci-dessus reste vrai si l'on pose
dy, = + oo (resp.d;= + ).

Démonstration. — Posons

hy =rylogd — (1—r,) logd,+h(r,,r,);

h,=r,logd — (1—r,)logd,+h(r,,r,).
On vérifie sans peine que

B+
inh, = min h, = log——F———
e TN B T A
0<ro<1
et pareillement

45
10 min h, = min h log —mM8——-
(10) T S T O Y Tt dod,)
0<r) <1
Donc

tz(I) = exp ( min max {h,, h,}) > exp ( max { min h,, min h,})
T T T

45 ' 45 }
> max ) .
{(1 +./1+48d,)* (1+./1+484d,)®
Remarque. — Pour I = [0,1/4], on déduit du corollaire ci-dessus
I'inégalité
t2([0,1/4]) > (/2 1)*

et donc, grice au corollaire 1, le résultat d’Aparicio et Trigub:
([0,1]) = /2 - 1.
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THEOREME 2. — Soient I = [ay,qa,], d,, d,, 8 et T comme dans le
théoréme 1. Considérons les fonctions p, ff : T — R définies par
1—|r])? 1+ |r))?
o)== | r0e 2= 85 tog 1= 1 - 45 P bog -4 1)

1+ 2 1+ry—r,)?
—g—r:‘—rﬂ)—log (1+r1—r0)—£—rzl—’)—log (A+r,—1)

+rilog (2r,) +rilog (2r1)] )

fi@) = log. Jt() + r;, log dy /3 + 1, 1og d, /s + o(r).

Alors, pour tout entier n >0 et pour tout couple m = (my,m;)
d’entiers >0 avec |m|=my,+ m, <n, il existe un polynéme
Qe Vi, nZls] tel que

m, m
log 10l < f7 (7"71)." + O(logn).
En particulier,

tz(I) < CXp(min fi (r)) =

Si ay¢Q, les résultats ci-dessus restent vrais en posant d, = + oo
(et donc f{(r) = + oo si ry#0). De méme, si a, ¢ Q on pose d, = + 0.

Enfin, si a,, a, ¢ Q, on retrouve la majoration t;(I) < \/t(—l) établie par
Fekete [F] (voir aussi [Sa]).

Démonstration. — Considérons I’ellipsoide

) E{;,m = {Q € Vn—\ml, % J\"l Q(S)(S—ao)mo(al_s)zm dsgl}

ap

ou lon a identifié 'espace’ vectoriel V,_ ., & R"'™*! via sa base
canonique {1,s,...,s" '™} sur R. Grice au théoréme de Minkowski,
on va montrer I'existence d’un nombre réel A = A} ,, tel que pour tout

H=A,
RES » 027 £ {0}

Pour ce faire, on calcule le volume de E],. Tout d’abord,
on se raméne au cas [=[—1,1], car, grice a I’homothétie
X, (8/2)™*"x,, on a
n—|m|
Vol (E}, ) = Vol (E5 ™). [T (2/8)" ™.

h=0
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Ensuite, on considére sur ’espace V,_ n, la structure euclidienne donnée
par le produit scalaire

1
<A’B> = Ej

1

A-B(1+5)®™0(1 —s)"™1ds ; A, BEV,_ -
1

Comme on I’a déja fait remarquer dans le § 2, une base orthonormée
de V,_ n est donnée par les polynomes

pslzml,mo):{

2(h+ |m)+1 T+DCG+2\m+1) 1 pmyam)
22imi [ (h+m,+ 1)L (h+my+1) " ’

h=0,...,n— |m|. Le volume de E " est alors ¢, m+1*|4nnl OU
|4, | est le déterminant de la matrice de passage 4,, de la base
2pN/?
NT(N2) o
le volume de la sphére unitaire dans R". La matrice A}, étant
triangulaire supérieure, la valeur du déterminant est donnée par le
produit des coefficients dominants Ic (p,) des polyndémes p,, que l'on
calcule en utilisant (4) et la formule de Rodriguez (3):

1/2
Ic (ph) — 2-—h—~1mrl:<2(h':l|m|)> (2;}!:2"::)')) (2h+2|m| +1)] .

Donc

3 rW [ 2n 2h 1
Vol (%) = Camimer [] 8 [(h_,m htme—m |HFD |

h=|m|

1,s,...,8" " "™de V,_ |, & la base py, ..., Preim €t Cy =

A Taide du lemme 2 (utilis¢ deux fois : en premier, avec a=b=|m| et
en second, avec a=|m|,b=m,—m;), on déduit de la derniére ligne, en
posant r; = my/n;, i = 1,2:

. 1 2h
= — + =
log Vol (E)= ) |: hlogd 2log (h—l l)

h=|m|
1 2h
+ Elog (h+mo-m1>]+0(n log n)

1= 1 _ @z’ -
_{ 2 1085+2[l°g2 2ol
1+|r))?
_#mg(w|r|)+|r(210g(2l’|)]
#21}[1%2—(—1——'?&103(“”_“) _ Qi’;_r_lllog(lﬂo—rl)
i
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+£2;—)2 g (@r 1)+( o' log (2r0)—|r|210g (2|r|)]}-n2+0(n log n)

1__ 2 2 + 2
= {— 2‘” log8+log2—(——4l—llog(l—|r|) _da 4|rl) log {1+ |r|)
1+r,—ry) +ro—ry)?
—(—r;—m)log (A+r,—ry) — (l—rzr—l)—log (A+re—ry)

+r3log (2ry) +rilog (2r1)} -n*+ O0(nlog n)

—(1—|r|)< *r |logS log2+p(r)> n*+0O(nlogn).

Le théoréme de Minkowski et lestlmatlon de Vol (E) obtenue neous
assurent qu’il existe un polynéme
n—|m|
0n(s) = Z 8" (s ap)"o(a,—s)™ # 0

avec q,€ Z tel que

1
(11) log lQ lo1 < — mlog(Vol (E)) + log2

+
= (1 2|r|10g8—log2+p(r)>-n + O (logn).

Pour achever la démonstration de la premicre partie du théoréme 2, il
suffit de considérer le polynome

Q1.(s) = den (a;)™ den (a,)™Q}(s) € Z[s]
et de majorer log |Qrl,; a 'aide de (11):
1+|r|
2

log |Qhls,< (rolog dy+r,logd, +
=(log /t(I)+r,log do\/g+r1 log d1\/5+ p(r))-n+0 (logn).

Enfin, la deuxiéme partie découle de t;(I),= lim ¢,(I) (cf. 8).

log d—log2+p(r))-n+ O (log n)

Preuve des encadrements (1). — Les théorémes 1 et 2 et un calcul
machine montrent que

0,17278874 < t,([0, 1/4]) < 0,18043338,
0,0501459 < t,([1/5,1/4]) < 0,0956727
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d’ou (1), car (cf. corollaire 1)

1([0,1]) = 1;([0, 1/4]""*.

Preuve de la formule (2). — Pour obtenir la minoration, il suffit
d’utiliser le corollaire 1, car
45

=8-2:8%+0@®% pour S—-0".

(1+/1+45)
Pour obtenir la majoration, on emploie le théoréme 2 :
4([0.8) < min exp (/7 (0,0)) < exp (f1(1=2./e-3,0))
=38(1—./e-3+0()) pour 30",

7. Convexité des fonctions f* et f~.

L’objet des propositions suivantes est de décrire les intervalles [
d’extrémités rationnelles pour lesquels les fonctions f; et f; admettent
un minimum a lintérieur du triangle T = {r € R?,0<ry,ry;|r <1}.

LemME 3. — Soient I, d,, d,, h et f; comme dans le théoréme 1.
Posons ) .
hy = rologd — (1—ry) logd, + h(ry,ry);

h, =r,logd — (1—r)logd, + h(ry,ry).
Alors, la fonction h, (resp. h,) est strictement convexe sur T, = T\{r,=0}
(resp. T\=T\{r,=0}).

En particulier, f; = max {hy,h,}est strictement convexe sur T, N T;.

Démonstration. — Pour des raisons de symétrie, il suffit de vérifier
que h, est strictement convexe sur T,. Posons

A= (1"["|)'(1+|r|)'(1+71_ro)'(1+ro"rl)'
Pour la matrice Hessien de h,, on vérifie

ro(l—r§+rf)+l r(l=ri+rd)

H= H,, H,, —. A ro A
H,, H, ri(1=ri+rd) ro(1—=ri+r?)

A A
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Pour tout re T,
_ 2+ 2
H,, = 2.{M+1} >0
A o
Det (H) = 4/ > 0;

donc, h, est strictement convexe sur 7. Ensuite, on vérifie qu’il en est
de méme des restrictions de h, aux cotés r, = 0 et |r| =

ProrosiTION 3. — Associons a chaque intervalle I = [a,,a,], avec a,,
a, € Q, le point P, e R? de coordonnées
= den (a)3(1), yr = den (a))d(1).
Alors,

i) la fonction f; atteint son minimum en wun seul point
rm=(ro,r1)=r €T

) |r7]<1;

i) si x; > y; — /v et yr> x; — /%1, le point r~ est situé a
Uintérieur de T,

iv) si y, < x; — \/;, (resp. x; < y; — \/;,), alors rg = 0 (resp.
r; =0). .

Démonstration. — Soient h, et h, comme dans le lemme 3. Tout
d’abord, on a

a—r—>+oo pour r| - 1, i=1,2; j=0,1

et donc le minimum de f; est atteint pour |r| < 1.

Supposons y; > x; — \/;, et x;, > y; — \/)T,, ie.
48 1 4% 1

— <~ et @ —— < .
(1+./1+48d,)* do 1+ ./1+48d,)* d,

Si f; atteint son minimum en 7 = (0,t), on en déduit, utilisant (10) et
le fait que hy(0,-) = log 1/d,,

N 1
hlf) = lo (1+\/1—+m)2 <logg, = hi®.
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. , . oh .

Par ailleurs, on vérifie que —6r0 — — oo pour r, — 0, et donc, & l'aide.
0

de la derniere ligne et de la continuité de h,, h;, on peut trouver € > 0

tel que hy(g,t) < ho(e,t) < ho(F). On en déduit f7 (g,t) < f7 (F), ce qui
est absurde. De la méme fagon, on démontre que le minimum de f;
n’est pas atteint sur le c6té r; = 0. Donc, en utilisant la stricte convexité
de f; sur T (lemme 3), on trouve que la fonction f; atteint son
minimum en un: seul point r; situé a l'intérieur de 7.

Supposons: maintenant y, < x; — \/gc_, et soit ¥ = (0,¢) le seul point
du triangle 7 ou la fonction h, atteint son minimum (voir la ligne (10);
et le lemme 3). On a

min h, = h(F)=Ilo > ]ogi = hy(7).
T d,

45

B+ /1146 4
En particulier, les restrictions des fonctions f; et h; au cote r, = 0 de
T sont égales et donc le lemme 3 nous assure que f;, restreinte a
T, = T\{r,=0},. est convexe. En utilisant la continuité de h,, h,, on
trouve un voisinage U de 7 dans T, tel que, pour tout re U, on a
hi(r) > ho(r), ce qui implique f; (r) = h;(r) sur U. Donc, 7 est un
minimum local de f; restreinte & T, et on déduit de la convexité de
cette fonction que 7 est le seul point ou f; atteint son minimum. La
méme conclusion est valable si y;, = x; — \/)—c_,, car f;, vue comme
fonction des paramétres d,, d, et e R, est continue.

Enfin, si x; < y; — \/)7,, les mémes arguments montrent que la
fonction f; atteint son minimum en un seul point r; €]0,1] x {0}.

LeEMME 4. — La fonction f{ définie dans le théoréme 2 est strictement
convexe.
Démonstration. — Tout d’abord, on vérifie sans peine que les

restrictions de f7 aux cOtés du triangle T sont convexes. Ensuite, pour
montrer la convexité de f; sur 7', il suffit de montrer que la matrice
Hessien H de la fonction ¢(d,s) = f; ((s—d)/2, (s+d)/2) est définie
positive pour 0 < |d| < s < 1. On vérifie que

b ¢ 1+d, 1-d ,
2 “‘”(5*5) “‘”(T“TC) ,

0\ gL L) a0, 058

2 2
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ou I'on a posé

2 1+d 1—-d

1+s blegs+d, c=ﬂlog(s_d

a = log

Pour achever la démonstration, il reste & montrer que
Det H = bc — a(b+c) > 0. Pour ce faire, on utilise I'inégalité

log (1—x) log (1—y)—[log (1—x)+log (1—y)]

‘ Xy
. -7 >
log<1 o y> 0, 0<x,y<l1

(avec x=(1—s)/(1+d) ety = (1—5)/(1—d)), ce qui est une conséquence
du lemme général :

«si f(x) =Y ex', ¢, 20,

i1

alors
JfB) ( Xy )
< avec x, y=0.»
7o + 10 < \xty !
Remarque. — On déduit du lemme que la fonction f; atteint son

minimum en un seul point, r; . De plus, si rj €T, alors r; est le seul
point de minimum local de f; .

ProrosiTiON 4. — Associons a chaque intervalle I = [a,,a,], avec
a,, a, € Q, le point P, € R? de coordonnées

x; = den (a)/8(I),  y; = den(a;)\/d(])

situé dans le premier quadrant, au-dessus de I’hyperbole {xy=1}.
Ensuite, posons pour t € ]0,1[:

i 11y 141y
o) = (l_t)z{log2—( 2” 1og(1—t)—%1og(1+t)+t21og(2t)},
1 1— 1)
0,(t) = (T__—t)é{log 24! 20 log (1—1)
_3-9(+y)

> log (1+t)+(2—1)tlog (2t)} .
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Alors, si le minimum de f; dans le triangle T est pris en r+ = r;
on a:

b

i [r¥] < 1;

ii) r{ = 0 si et seulement si x;, y; = 2 ou s’il existe t € ]0,1[ tel
que x; > exp ¢,(t) et y; = exp ,(t) ;

iii) r{ = 0 si et seulement si x;, y; = 2 ou s’il existe t€]0,1[ tel
que x; = exp @,(t) et y; > exp @,(t).

Démonstration. — Posons f = f;,r* =rj, x = x;et y = y;. Tout

0
d’abord, on a 5—f—» + o0 pour |r]—>1, j=0, 1 et donc |r*| < 1.
Ensuite, on vérifie que

0 0
T 0= - o) +logx, L (0,8) = — ou(t) + log y.
or, or,

. . 0 . :
On a ry = 0 si et seulement si —f(r+) >0 et si r* est le point de
To

minimum de f restreinte au c6té r, = 0.

® Premier cas : y < 2. Dans ce cas

f(o 0) = — 9,(0) + log y < 0,

5f

(0t)—>+oo pour t—1

et
o*f

W(O’t) >0, Vte]0,1].

Donc r* = (0,1) si et seulement si

o L0.0= - 0.0+ tog,

et

of

6_(0 t) = — @.(t) + logx.

On en déduit rj = 0<«>3t€]0,1[, x = exp @,(t), y = exp @,(t).
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e Deuxiéme cas: y > 2. On a f(0,0) < f(0,t) pour tout te]0,1],
donc ry = (0,¢t) si et seulement si t = 0 et

0<=(0,0)= — ¢,(0) + logx = — log2 + log x.

On en déduit que ry = 0 si et seulement si x > 2.

Pour achever la démonstration de ii), il suffit de remarquer que
©,(t) < log2 pour tout te]0,1[. Enfin, la démonstration de (iii) est
semblable a celle de ii).

Considérons la courbe paramétrique

Cy := {(exp ¢.(1),exp ¢,(1)), t € (0,1)}

et son image C, obtenue par symétrie par rapport a la bissectrice
{x=y}. La partie du premier quadrant située au-dessus de I’hyperbole
xy = 1 est alors découpée en quatre zones délimitées par les courbes C,
et C,, l'hyperbole elle-méme et les demi-droites {x=2,y>2} et
{x>2,y=2}, comme le montre la figure suivante :

D’aprés la proposition 4 on voit que, si P, est dans la zone 1, le
minimum r* de la fonction f; est a Pintérieur de T. Par contre, si P,
appartient a la deuxiéme zone (resp. troisiéme zone), le minimum est
atteint en r, = 0 (resp. en r;=0). Enfin, si P; est dans la zone 4, le
minimum est pris pour r = (0,0).
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Le tableau ci-dessous donne les valeurs de r;, t;(I)~, r{ et t;(I)*
pour quelques intervalles I = [a,,a,]:

I rr t; ry t;

[0,1/2] | (0,557945,0,150932) | 0,27334798 | (0,416988,0,161180) | 0,29069307
[0,1/3] | (0,643852,0,096466) | 0,21095904 | (0,512735,0,115376) | 0,22210898
[0,1/4] | (0,699724,0,070584) | 0,17278874 | (0,580893,0,090000) | 0,18043337
[0,1/5] | (0,739811,0,055409) | 0,14665213 | (0,632079,0,073829) | 0,15220315
[0,2/5] | (0,620173,0,000000) | 0,23443556 | (0,417503,0,000194) | 0,26155850
[0,1/6] | (0,770199,0,045446) | 0,12752602 | (0,672005, 0,062608) | 0,13173675
[0,1/10] | (0,842389,0,025980) | 0,08408791 | (0,771000,0,038980) | 0,08592011
[0,1/12] | (0,864186,0,021250) | 0,07190912 | (0,800693,0,032801) | 0,07324779
[0,5/12] | (0,612372,0,000000) | 0,24040821 | (0,405513,0,000000) | 0,26920790
[0,1/15] | (0,887138,0,016600) | 0,05909715 | (0,833591,0,026503) | 0,06000011
[0,4/15] | (0,695608,0,000000) | 0,17951767 | (0,524243,0,000000) | 0,19414326
[0,7/15] | (0,5900624 0,000000) | 0,25736784 | (0,375255,0,000000) | 0,29127331
[0,1/20] | (0,911907,0,012060) | 0,04558513 | (0,869277,0,020081) | 0,04612155

[0,3/20] | (0,790569, 0,000000) | 0,11696312 | (0,666479,0,000000) | 0,12262640
[0,7/20] | (0,645497,0,000000) |0,21543809 | (0,451935,0,000000) | 0,23768419

[1/3,172] | (0,326997,0,515737) | 0,11954914 | (0,201655,0,352523) | 0,17181856

[1/3,2/5] | (0,536294,0,357611) | 0,06153947 | (0,375632,0,186028) | 0,10832409

[1/3,3/5] | (0,478302,0,133319) | 0,11603212 | (0,043193,0,000000) | 0,25699230

[1/3,4/5] | (0,388186,0,058689) | 0,14677405 | (0,000000,0,000000) | 0,34145503

[1/4,1/2] | (0,150933,0,557947) | 0,13667399 | (0,032894, 0,204685) | 0,23640379

[1/4,1/3] | (0,387065,0,494635) | 0,07255604 | (0,220241,0,327502) | 0,12313371

[1/4,2/3] | (0,156413,0,398753) | 0,14177085 | (0,000000,0,002953) | 0,32273462

[1/4,2/5] | (0,456941,0,309858) | 0,08036980 | (0,046212,0,010485) | 0,10266565

[2/5,1/2] | (0,258875,0,619553) | 0,08230163 | (0,134425,0,469302) | 0,12578497

[1/5,1/3] | (0,264591,0,593303) | 0,08423303 | (0,045246,0,170992) | 0,17500114

[1/5,1/4] | (0,416244,0,488183) | 0,05014593 | (0,23009250,314191) | 0,09567263

[1/5,2/5] | (0,353553,0,353553) | 0,08284271 | (0,000000, 0,000000) | 0,22360680

8. Propriétés analytiques de z;.

Comme nous 'avons déja dit dans l'introduction, ce paragraphe est
consacré a I’étude des propriétés analytiques de t;, vue comme fonction
de l'ensemble des intervalles fermés réels. Une premiére propriété
(évidente) est la suivante: f; est une fonction d’ensemble monotone,
c’est-a-dire tz(X) < tz(Y) pour toute partie compacte X < Y du plan
complexe. Le résultat que 'on va établir maintenant est la continuité
det,.
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LemMME 5. — Soient n un entier positif, I = R un intervalle de
longueur & et Q un polynéme de degré < n. Alors,

196! T Ty
m < 2X(S) +1+2 x(s)(x(s)+1),

ou l'on a posé x(s) = dist (s,1)/5.

Démonstration. — Appelons a, b les extrémités de I; En remplagant
Q par Q([(b—a)/2]t+[(b+a)/2]) on peut supposer [ =[— 1,1]. On
utilise alors la proposition 1 :

19(s)] e
201 (hzo|h<)|> ,

en majorant |p,(s)| = /2h+1:|P,(s)| (cf. (5)) a laide de la formule
de Laplace (6): ,

- 1, sios¢[-1,1];
IPa(s)] < max [s+./5 1°°S"'h<{|s|+./s2—1, si s¢[—1,1]

0<6<n

= dist (s,]) + 1 + /dist (s,])[dist (s,]) +2]

=2x(s) + 1 + 2./x(s) (x(s)+1).

THEOREME 3. — Pour tout couple d’intervalles I,J < R on a
() _ ,4dJ) d(1,J) (d(I,J) )
<2-——F—+1+2 ———=+1)-
(1)~ 8 _ 8(1) \ 8()

En particulier, t; est 1/2-holderienne.
Démonstration. — Soit k > 1; il existe Q € Z[s] tel que
|Q13%59 < ktz(I).

Quitte a remplacer Q par une de ses puissances, on peut supposer que
1 + deg Q < k*#?. Le lemme ci-dessus donne I’estimation qui permet
de conclure

1/deg d(1,J) d,J) (d(1,J) 2
Q5@ < [2——5(1) r1e2 [40 <—5(I) +1)} K2ty(0).

Ceci établi, on va prouver que t; est localement constante autour
d’intervalles d’extrémités rationnelles de dénominateurs assez petits.
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LEMME 6. — Soient n > m deux entiers positifs avec m/n > r> 0,
I = [a,,a,] = R un intervalle et Q€ V5 o n un polynéme. Alors, il existe
€ > 0 ne dépendant que de r tel que, pour tout s € R avec |s—a,| < €d(I),

on ait
Q)] < /(n+1)*=m*-2'7"(Q], ;.

Démonstration. — On suppose I = [— 1,1]. La proposition 1 donne

n—m 1/2
|Q(S)| < |1_s|m< Z |p},2""°)(s)|2) .
|Q‘z,(—1,11 h=0

On calcule |pf™?(s)| = (2h+2m+1)M227™.| PZ™9(s)| (cf. (4)) a laide
de la formule de Rodriguez (3):

IpEmO(s)| = (2h+2m+ 1)227 ™| 1 —s| "22 e | D {(1— ) 2" (1 +£)"} oo
= Qh+2m+1)22 = m| —g| " 2m '
I D {[(t—5)+ (s— D" [(A+5)+(t—5)]1"} -]
= Qh+2m+1)122 = m| —g| " 2m

o 2 (M) (3) 6o

(s+Di(t—s)*7

lt=s

= (2h+2m+1)1P27 M1 —5| 72

- i <h+.2’"> (’?)(5—1)h+2m-f(s+ 1y

J J

h
< 2h+2m+ 1)”22"""’-[ Y, <h+j2m> (j’) [s—11%7|s+ ”,]
; j=0

< Qh+2m+1)P2=r=mrtam(| s {4 [s+1])*
= (2h+2m+DV22"(|s—1|+|s+1])".

Soit maintenant € = €(r) > 0 tel que
[1=s|"2"(|s—1|+|s+1]D)'" " < 1)2

pour |1—s| < &. On a alors

S 2O <2 [l D (27 (s s 1) sl
2,[—1,1]
<2/(n+1)*-m?-2'"" pour |1-s|<e.
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THEOREME 4. — Soit I = [a,,a,] un intervalle. Alors, si a,eQ et
den (a,)tz(I) < 1, il existe € > O tel que, pour tout intervalle J = [a,, a,]
avec |b;—a,| < g, on ait t;(J) = t;(I).

De méme, si a,e Q et den (a,)tz(I) < 1, il existe € > 0 tel que, pour
tout intervalle J = [b,,a,] avec |by—a,| < €, on ait t,(J) = t;(I).

En particulier, si les extrémitésde I sont rationnelles de dénominateurs
bornés par d,, d, et max {dy,d,}t;(I) < 1, il existe € > 0 tel que, pour
tout intervalle J avec d(I,J) < €, on ait t;(J) = t;(I). Autrement dit, t,
est localement constante autour de 7.

Démonstration. — 11 suffit de prouver la premiére assertion. Soient
ke]l, (den (a,)tz(I))"'[ et Q€ Z[s] tels que |Q|Y%5? < kt,(I). Quitte a
remplacer Q par une de ses puissances, on peut supposer le degré de
QO aussi grand que l'on veut. Le théoréme 1 montre alors que la
multiplicité de Q en a, est supérieure a p-deg @, ou p est un nombre
positif ne dépendant pas de Q. On déduit du lemme 6 I’existence de
g, >0 tel que |Q(s)|"*®¥Q < k®t,(I) pour a, < s <a, + g, ce qui
prouve I’énoncé pour les intervalles J contenant /.

Soit maintenant J = [a,,b,] = I et choisissons, pour ke]l,
(den (a,)tz(1)) [, un polynéme Q € Z[s] tels que |Q|%#? < kt,(J). Ici
encore, on peut supposer le degré de Q aussi grand que 'on veut. Si
|b,—a,| est plus petit que &, = g,(/) > 0, on déduit du lemme 5 que
|Q| %€ < den (a,)”', et donc le théorémel nous assure que
m, (Q) > p-deg Q, avec p = p(I) > 0. On applique alors le lemme 6 :

|Q|oo,[b,a1] < |Qlw.1 si |b;—a,| < €, = &,(I). Donc [Qlw,s = 1Qlw1, d’ou
encore tz(J) = t;(I).

DEFINITION. — Nous dirons qu’un intervalle I est un intervalle constant
(pour t;) si t; est localement constant autour de I.

Soit I un intervalle d’extrémités rationnelles ; le théoréme 4 joint au
théoréme 2 permet d’expliciter des conditions suffisantes, en termes de
0(I) et des dénominateurs des extrémités de I, afin que 7 soit un
intervalle constant. Sans développer ici ces conditions, on en énonce
d’autres plus faciles a expliciter. Supposons donc I = [a,,a,] avec
a,, a, € Q et posons comme d’habitude d; = den (a,),i = 1,2et 8 = 8(/).
La suite de polyndmes :

Qn(s) . [d3t dio(s—ao)"(a,—s)™]" € Z[s]
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permet de vérifier que

8dyd,

t < R 1/degQ _— .
Z([) = |Q |co,I d0+ d1

En utilisant le théoréme 4, on en tire le corollaire suivant :

CoOROLLAIRE 2. — Soit I un intervalle de diamétre & et d’extrémités
rationnels de dénominateurs bornés par d, et d,. Si ©&max
{d,,d,}dd, < d, + d,, alors I est un intervalle constant.

Exemples.

e Les intervalles I, =[0,n/d] (n,deN) sont constants pour
n<l1l+1/d.

e Soient .po, p:, d,, d, quatre entiers avec d,, d,>1 et
pidy — pod, = 1; alors, I = [p,/d,,p./d,] est constant.
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