ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

HENRI MOREL

Introduction de poids dans I’étude de
problémes aux limites

Annales de Uinstitut Fourier, tome 12 (1962), p. 299-413
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1962__12_ 299 0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1962, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1962__12__299_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
12 (1962), 299-414.

INTRODUCTION DE POIDS
DANS L’ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES

par Henri MOREL (Paris).

INTRODUCTION

Par bien poser un probléme aux limites, on entend en
général : préciser des conditions portant sur les données et
entrainant I’existence et 'unicité de la solution, avec si possible
la continuité de sa dépendance des données: c’est le cas si le
théoréme associé au probléeme énonce un isomorphisme;
(pour les généralités sur les problémes aux limites, on peut
renvoyer par exemple & Hormander [29], Lions [37], Magenes
et Stampacchia [45], Visik et Ladyzenskaya [74], Sobolev [71]);
dans certaines méthodes pour traiter des problémes de type
elliptique, ces conditions s’expriment par ’appartenance des
données a certains espaces fonctionnels, nous pensons par
exemple aux espaces de Sobolev, du type de Beppo-Levi,
construits en complétant des espaces de fonctions u, réguliéres,
pour une norme calculée en intégrant une forme quadratique
des dérivées jusqu’a un certain ordre de u pour la mesure de
Lebesgue dz d’un ouvert Q de R". Nous disons que nous intro-
duisons des poids lorsque nous remplagons cette mesure par
d’autres, définies par une densité h; par rapport a dz, h; étant
localement intégrable, et en général vérifiant: h;, et hiled”
localement; le poids k; devant étre nul ou singulier & la fron-
tiére pour nous sortir du cas classique.

Sil’on donne au mot poids un sens général, les divers usages
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que 'on a pu en faire dans I’étude des problémes différentiels
sont trop nombreux pour étre passés en revue; ils s’introduisent
naturellement dans 1’étude de problémes du type de Sturm-
Liouville ([8] note historique), dans la théorie des dévelop-
pements en fonctions propres, par exemple pour I’équation
de Bessel [3]; on trouve une importante bibliographie dans
Rosenbloom [58].

Des poids s’introduisent d’autre part a titre auxiliaire, dans
la technique de démonstration plus que dans I’énoncé des
résultats: en théorie de I'hypoellipticité (L. Schwartz [66],
L. Hérmander [29], B. Malgrange [47]); dans les travaux de
Browder sur les opérateurs elliptiques a coeflicients variables,
étendant la classe de Garding [21], pour laquelle on peut bien
poser le probléme de Dirichlet; relevons aussi I'usage par
Morrey-Nirenberg [49], d’un poids proportionnel a la distance
a la frontiére, dans une étude d’analyticité au bord. Des
poids jouent un réle important dans la thése de Treves [73],
et dans I'étude de l'unicité pour le probléeme de Cauchy:
Carleman [13], Aronszajn [2], Cordes [16], Heinz [26], Hor-
mander [31], Malgrange [69], Miiller [51], Pederson [55], etc...,
ou 'on fait usages d’inégalités entre normes intégrales calculées
avec des mesures définies par des densités polynomiales ou
exponentielles.

Dans le chapitre 1, nous nous occupons de problémes de
Dirichlet, de Neumann, ou de type mixte [24]; les principaux
théorémes viennent au § 4:

Au § 1, apres des rappels et deux théorémes motivant I'uti-
lisation de poids, nous introduisons les espaces fonctionnels
Wae.ep et Wiy, » qui correspondent, si les composantes
du multi-poids (k) sont égales a 1, aux espaces classiques
Hk? = §tp, et Ho? = Dip; on étudie ces espaces en général,
et on expose une méthode avec poids pour le probléme de
Dirichlet.

Au § 2, nous étudions le probleme « Win, @ est-1l un espace
de dlstrlbutlons? »; la réponse a cette question ne sera utilisée
que pour p = 2, au § 4, ou nous aurons besoin de la technique
hilbertienne; cette technique n’intervient pas ici, aussl avons-
nous étudié le probléme sous cette forme; son étude utilise
un lemme d’injection et des lemmes de majoration que nous
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avons groupés au n® 2; ces lemmes seront en fait utilisés dans
toute la suite du chapitre; le paragraphe se termine sur une
étude d’une classe d’espaces W, utilisée au § 4, n° 3, et four-
nissant un exemple d’espace W, dont les éléments sont nuls
au bord.

Au § 3, nous étudions le probléme de la caractérisation des
éléments d’un espace W(, ,, par la propriété d’appartenir
a W, , et des conditions sur le comportement au bord; les
résultats nous serviront a interpréter les théorémes d’isomor-
phisme du § 4.

Au § 4, nous obtenons des théorémes d’isomorphismes pour
divers opérateurs, dont le laplacien; les espaces classiques sont
des espaces de fonctions nulles au bord et vérifiant au bord
une condition de Lipschitz intégrale d’exposant y = 1/2
(cf § 3); nous obtenons des espaces pour lesquels Y est aussi
voisin de 0 ou de 1 que I'on veut; on peut ainsi renforcer
ou diminuer la condition de nulhte au bord; de pouvoir
la diminuer nous permet d’étudier par la méthode des
projections, des opérateurs singuliers non situés dans la
classe de Garding, étudiés avec la méthode de Schauder par
d’autres auteurs: Brousse et Poncin [11], Huber [32], Sche-
chter [61]; les espaces classiques ne donnent que des résultats
partiels pour ces opérateurs (c.f. § 1, n® 2); nous donnons un
exemple d’opérateur donnant lieu a un lsomorphlsme pour le
probléme de Dirichlet et pour lequel la forme associée n’est
pas coercive.

Dans le méme paragraphe 4, nous obtenons pour le probléme
de Dirichlet un théoréme d’isomorphisme, avec un autre type
de condition de nullité au bord : certains auteurs posent le
probléeme de Dirichlet de telle sorte que la solution u du
probléme homogéne correspondant vérifie u/h = 0 au bord,
h étant une fonction harmonique positive, par exemple une
fonction de Martin; nous obtenons des théorémes d’isomor-
phisme ou la condition au bord s’écrit u/hY = 0 en un sens
que nous précisons, y étant quelconque vérifiant 0<<y<<1;
nous avons des cas limites de ces théorémes, ou I'on peut
énoncer l’existence sans l'unicité. Nos théorémes dépendent
en apparence de deux parameétres; d’apres les résultats du § 3,
il n’y en a qu’un, a savoir ’exposant y.

Au chapitre 11, beaucoup plus court, nous nous sommes
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intéressés a4 I'étude des poids A définis dans un ouvert Q,
pour lesquels un opérateur donné est h-Q-dissipatif; aprés des
préliminaires justifiant cette étude, nous la conduisons de
facon générale au § 2 pour étudier ensuite au § 3 le compor-
tement de quelques opérateurs particuliers devant certaines
classes de poids; on utilise le numéro 2 du § 2 du premier
chapitre.

Je suis heureux de pouvoir remercier vivement ici Monsieur
Laurent Schwartz, mon Directeur de Recherches, & qui je
dois ma formation et de m’avoir dirigé sur des questions
diverses pendant mon séjour au Centre National de la
Recherche Scientifique (C.N.R.S.), ainsi que Monsieur Leray,
qui a accepté de m’y parrainer et de me conseiller. Je remercie
le C.N.R.S. et Monsieur Jacques Louis Lions, & qui je dois,
outre le départ de ce travail, de nombreux encouragements.

Ma reconnaissance va également a Madame Choquet-
Bruhat, qul a accepté de se joindre au jury, et a Monsieur

Dlxmler qui a bien voulu me proposer le sujet de seconde
these.

Ce travail est divisé en chapitres, eux-mémes divisés en
paragraphes comportant numéros et sous-numeéros; le symbole
(I, 1, 2-1) renvoie au chapitre 1, § 1 numéro 2, sous-numéro 1.
Les énoncés ont un rang a I'intérieur des numéros ou ils se
trouvent; on s’y refére ainsi: théoréme 1 de (I, 1, 1). Certaines
lignes sont numérotées; ce numérotage est fait par chapitre.
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CHAPITRE 1

PROBLEMES AUX LIMITES,
AVEC POIDS, POUR DES OPERATEURS ELLIPTIQUES.

N.B. — Si on ne s’intéresse qu’aux théorémes d’isomor-
phisme pour le probléme de Dirichlet, i1 vaut mieux lire
d’abord le paragraphe 1, au moins (I, 1, 4), puis le paragraphe 4
a partir du numéro 2, en se reportant a (I, 4, 1) et aux para-
graphes 2 et 3, ou I’étude préparatoire a été conduite avec
plus de généralité pour les raisons signalées dans 'introduction.

§ 1. Préliminaires.

Sommaire. — Aprés quelques rappels de résultats connus
au numéro 1, nous donnons au numéro 2 des résultats motivant
P'utilisation des poids.

Au numéro 3, nous définissons des espaces fonctionnels
W et Wi et les étudions en général.

Au cours du numeéro 4, nous exposons les méthodes générales
utilisées dans la suite du chapitre 1 pour introduire des poids.

N° 1. Rappels.

1.1. NOTATIONS; RESULTATS DE THEORIE DES DISTRI-
BUTIONS.

Dans la suite, Q désignera toujours un ouvert de R" Q
sa frontiére; si 'ensemble d’intégration et la mesure ne sont

pas précisés, f f signifie fg f dz, dz étant la mesure de Lebesgue
sur Q.
De plus, D signifie D(Q), I’espace des fonctions indéfiniment
20
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différentiables sur Q, a valeurs complexes, & support compact,
muni de la topologie de limite inductive naturelle, le dual
D'(Q) se note D', 1. e 'espace des distributions sur Q; c. f. [62].

Par définition, E est dit espace de distributions sur Q, s’il
existe une injection continue de E dans 9’; cela se résume
dans la notation:

Ec9d’

E est dit normal s1 D est dense dans E, 'injection de 9 dans
E étant continue; c. f. [67].

Pour la notion plus précise d’espaces de Hilbert de distri-
butions, c. f. [68]; a un tel espace (non nécessairement normal)
est attaché de facon biunivoque un noyau hermitien de type
positif.

Il nous sera commode de nous référer sous le nom de
théoréeme de Krylov-Schwartz a la remarque qui suit le
théoréeme XV, page 40, tome 2 de [62]:

Si des distributions T; convergent vers O dans 9’ et si leurs
dérivées premiéres convergent dans L?(K), VK compact de Q,
les T; convergent dans LK) pour 1/¢>1/p—1/n; p>1(}).

De facon générale, sauf mention d’autre chose, étant donné
un espace de Hilbert 6 sur le corps des complexes €, le produit
scalaire associé sera noté (u/¢)g; il est antilinéaire par rapport
a ¢; la norme de u se note ||ul|y, le signe (, ) étant réservé
a la dualité, par exemple entre un espace de distributions
et son dual.

1.2. UN PREMIER CRITERE D EXISTENCE AVEC UNICITE
(1r¢ METHODE).
Considérons deux espaces de Hilbert V et H avec:

(1) VcH; Iinjection est continue; V est dense dans H.
Considérons a(u, ¢) sur V X V satisfaisant a
(H;) a(u, ¢) est sesquilinéaire continue.

[D’aprés le théoréeme de Banach-Steinhaus, si a(u, ¢) est
séparément continue, on a (H,).]

Dérinttion 1. — a) On appelle N(V, H, a), ou espace N
attaché a V, H, a, Uespace des u eV tels que Uapplication anti-

(1) Si p=1, I'énoncé vaut encore en excluant ¢ = + o ; g est toujours sup-
posé > 0.
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linéaire v — a(u, ¢) soit continue sur V pour la topologie induite
par celle de H.

b) D’aprés (1), pour tout ue N, il existe AueH, tel que
VeeV, on ait:

(2) a(u, v) = (Au|9)u.
On appelle A(V, H, a) ou opérateur attaché a V, H, a, Uappli-
cation linéaire de N dans H définie par (2). On munit N de la

topologie la moins fine rendant continues, d’une part U'injection
de N dans V, d’autre part Uapplication A.

Derinttion 2. — Soit 'V préhilbertien; on dit que la forme
a(u, v) sesquilinéaire sur V X V est V-coercive, s’il existe un
nombre ¢ > 0 tel que:

(Hy) pour tout ueV, Ra(u, u) > c|lulfs.

On dira alors que A est V-coercif.

Notations. — On posera :

(3) a(u, v) = 1/2(a(ua ¢) + a(v, u))
as(u, v) = 1/2i(a(u, ¢) —ale, u)).
Les hypothéses (H;) et (H;) entrainent que a,(u, ¢) définit
sur V un produit scalaire équivalent a (u|¢)y.
On a alors le théoréme d’isomorphisme suivant:

TatorEME 1. — Si lon a (H;) et (H,), A est un tsomorphisme
de N sur H.

Ce théoréme est une variante du théoréme de représentation
de Lax-Milgram [54]; pour la démonstration c. f. [37], [65] ou
[39]; ce théoréme est aussi rappelé et utilisé dans [33].

Dérinition 3. — St Dopérateur A(V, H, a) est un isomor-

phisme, Uopérateur G =A=' est appelé opérateur de Green
attaché & V, H, a.

L’opérateur A apparait comme opérateur fonctionnel dans
les conditions suivantes; on considére :
(4) DcVcEcD

les injections étant continues, V un espace de Hilbert, E un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé, 9
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étant dense dans E, si bien que le dual E’ apparait comme un
espace de distributions. Soit alors a(u, ¢) sesquilinéaire (sépa-
rément) continue sur V X V. Alors pour tout u, 'application
¢ — a(u, @) est semi-linéaire continue sur 9, donc

(5) a(u, ) = <Au, @)

le crochet définissant la dualité entre 9’ et 9D; on définit ainsi
une application A linéaire continue de V dans 9'.

On considére alors I’espace # = A~ (E') = {u, ueV,
Au e E’} muni de la topologie la moins fine rendant continues
A et Iinjection dans V.

On considére enfin I'espace N suivant:

N=f{uue#h et VoeV, (Au,?)=a(y, ¢)}

muni de la topologie induite par #.

On vérifie alors facilement, que si on prend pour E un espace
de Hilbert jouant le rdle de H, introduit précédemment,
I'application A est alors une extension de A, et les espaces N
et N coincident.

Si D est dense dans V, on a # = N; sinon pour ue ¥,
v eV, on pose:

(6) (Au, ?) —a(u, v) = Ry, ¢)
que l'on peut considérer comme une formule de Green, on a:
(7 ueN<sued et VeeV, R(u, ¢v) = 0.

Supposons alors que A soit un isomorphisme, ce qui est
par exemple le cas si on est dans les conditions du théoréme 1
précédent; alors, D étant dense dans H = E, a I'opérateur de
Green G de la définition 3 est associé biunivoquement un
noyau-distribution sur Q, G,, e 9'(Q, X Q,) ce d’apres
le théoréme des noyaux (L. Schwartz [64]).

Sil’on veut enfin que A soit un opérateur différentiel donné,
il faut définir a( , ) de fagon adéquate, et I’on a des possibilités
différentes suivant que 'on veut atteindre tel ou tel probléme
aux limites pour I'opérateur donné. Nous verrons, en intro-
duisant des poids, comment, pour un méme opérateur et un
méme type de probléme aux limites, obtenir des isomorphismes
différents. Remarquons que la condition (H,), dite de coerci-
vité figurant dans les hypothéses du théoréme 1, n’est nulle-
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ment nécessaire pour que A soit un isomorphisme: nous en
donnerons un exemple, (I, 4, 2), ou A est un opérateur diffé-
rentiel; si I'on se permet des opérateurs plus généraux, on a
Iexemple trés simple suivant: on prend V = H = L*R);
soit a > 0; pour u, ¢ e L%R), on considére :

a(u, v) = (u|te9)Le

ou 1,9(t) = v(t — a); Popérateur A associé est un opérateur
de translation; il suffit alors de prendre u =y¢ =¢e9d(R)
ou ¢ a un support de diamétre inférieur & a, pour infirmer la
condition (H,).

1.3. UN DEUXIEME CRITERE D EXISTENCE: (2 METHODE).
Nous extrayons maintenant de [40] une généralisation du
théoréme précédent; en gros, on conserve la condition (H,)
de coercivité, mais on diminue considérablement la condition
H,), dite de continuité; on n’obtient plus qu’un théoréme
1/ ’
d’existence; 'unicité, si elle a lieu, doit étre établie & part.

Tatorime 2. — Soit F un espace de Hilbert; soit G un
espace préhilbertien séparé, c. f. [8], supposons G c F, U'injection
étant continue.

On considére sur F X G une forme sesquilinéaire :

f, 8= b(f, g)

linéaire en f, semi-linéaire en g; cette forme satisfait en outre a:

(H) gpour tout geG, la forme f— b(f, g)
est continue sur F;
(H.) gil existe un nombre ¢ > 0 tel que pour
; tout g =G, Re b(g, g) > c|lglle-

Soit alors g — L(g) une forme semi-linéaire continue sur G.
Il existe un élément u dans F tel que:

pour tout ge G, L(g) = b(u, g).

REMARQUE. — Il y a unicité de la représentation de L par
un élément de F si et seulement si: b(f, g) = 0 pour tout
ge G entraine f=0.

D’aprés ce théoreme, les formes semi-linéaires continues sur

G sont réalisées parmi les formes g — b(f, g) olt feF, qui ne
sont pas nécessairement toutes continues; il arrive dans la
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pratique que P'on ait une condition supplémentaire, (H;), de
continuité en g:
Soit Q un ouvert de R* et supposons dans ce qui précede :
P(Q) < Fed'(Q)
les injections étant continues et D(Q) étant dense dans F.

Alors le dual F’ est un espace de distributions, i. e. F' c9’,
I'injection étant continue.

Prenons G = 9(Q), et supposons :
(-)e= (-] )r

pour tout f, la forme g->bf g) est
(Hs) continue sur D(Q) muni de sa propre
topologie.

On associe alors & F, G, b, une opération linéaire B(F, G, b)
ou B appliquant F dans 9":

(8) pourtout feF, tout geG, b(f, g) = (Bf, g)-

On a alors une variante du théoréme 2:

et:

TatorEME 2'. — St outre les hypothéses du théoréme 2, on a Hj,
G=9cFc9, 9 dense dans F, alors pour toute distribution
T e V', il existe ueF telle que:

9) Bu = T.

N° 2. Applications des critéres du N° 1.

Nous donnons maintenant les deux applications des
théorémes précédents que nous avons annoncées. Conformé-
ment au plan de la suite de ce travail, nous commengons par
une application du théoréme 2, pour donner ensuite une appli-
cation du théoréme 1, reprises seulement au § 4, chapitre I.

2.1. ArpLicATION DE LA 22 METHODE; [84].

TatorEME 1. — Soit Q un ouvert de R*, dx sa mesure de
Lebesgue; soit h une fonction harmonique positive sur Q; soit
W, le complété de ED(Q) pour la norme:

3P0 fg ) lgrad g* do]"* = gl

Supposons que W,l s’tdentifie & un sous-espace de D', avec
injection continue; D étant dense dans W, par construction,
on identifie alors le dual W}, & un sous-espace de 9'.
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Soit T une distribution sur Q, telle que:

(10) hT e W},
alors, il existe ue W,, solution de:

(11) Au=T

Démonstration du Théoréme 1. — Pour ueW,, 9e9D(Q),
considérons :

(12) b(u, ) = —(u, A(kg) )

le crochet désignant la dualité entre D'(Q) et DH(Q). Nous
allons montrer que nous nous plagons dans les conditions du
théoréeme 2" précédent, en prenant F = W, muni de sa struc-
ture hilbertienne :

(u|9)w, = jQ grad u. grad v dx;

G = 9 mumni de la structure préhilbertienne induite par celle
de W,.

Vérifions (H;): la forme w — b(u, ¢) est continue sur 9’
pour tout ¢ € 9D, elle I’est donc a fortiori sur W, d’apres I’hypo-
these faite sur W,.

Vérifions (H,): soit ¢ e G = D; on a, en posant dfox; = D!

2Me b(g, ©) = 2Re z (Dig, Di(h3))
=2th|grad<p|2dx—|—§ { [aD'¢Dh.Fdo+ [ DF.Dh.gdaf

en intégrant par parties, la somme des deux derniéres inté-
grales vaut:

S, [ Dh.Dilg|* do = — [, Ahlg|* dz = 0

puisque h est harmonique. Par conséquent, pour tout pe 9,

Re b(g, ¢) =||¢|/w, ce qui vérifie (H,).
Soit alors la forme semi-linéaire sur 9 :
9 = L(g) = — (T, %).

D’aprés ’hypotheése sur T, L est continue sur 9 muni de la
topologie induite par celle de W,; d’aprés le théoréme 2, il
existe u e W, telle que, pour tout ¢ € 9,

— (kT, 3) = b(u, 9) = — (u, A(h, §)) = — (hAu, )
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le laplacien étant pris au sens des distributions. Dans le méme
sens, on a donc

— hAu = — AT
comme h >0 dans Q, on peut diviser dans D': Au=T.

Ezxemples pour le théoréme 1. — On peut prendre h = 1; si
Q est borné, d’aprés I'inégalité de Poincaré, W, est bien un
espace de distributions; ce n’est autre que Di(Q); voir [64].
Mais on peut appliquer le théoréme 1 qui donne I'isomor-
phisme classique pour le probléeme de Dirichlet.

— Prenons un ouvert borné Q de R”, sans hypothése sur
la frontiére Q de Q; soit a e Q et soit :

h(z) = 1/|x — a|"2; alors h(z) >c¢ >0 sur Q.

On a alors:

CoroLLAIRE. — Soit Q un ouvert borné de R", ue();
soit T e D'(Q) telle que

(13) o — a2~ T e Wi,_2

Il existe alors u unique dans W,,_,2~" solution de Au =T.

ReMarQuE 1. — Si T est dans D(Q), alors T vérifie (13),
puisque |z — a]>*™ T e D(Q). On a donc le résultat suivant :
Si u est la solution du probléeme de Dirichlet
dans Di(Q), soit Au=T, T étant donnée dans D(Q),
alors u vérifie:

|z — a]*~"2D'u e L2(Q)

quel que soit a sur la frontiére Q de Q.
Ce genre de conclusion est banal si la frontiére de O
est réguliére, car alors, on a, par exemple, Diu e L*(Q).
Nous sommes, dans ’exemple précédent, h = |z — a|?™",
dans un cas d’unicité : en effet, comme h(z) > ¢ > 0, la norme
utilisée pour obtenir W, en complétant 9 est plus fine que
celle de Di,(Q) = W,. Il résulte alors d’un lemme d’injection
énoncé en (I, 2, 1) que W, est un espace de distributions et
méme un sous-espace de W;. Comme on sait qu’il y a unicité
dans ce dernier espace, on a l'unicité a fortiori dans W,.
En fait, on peut comme on le verra plus loin, retrouver ces
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résultats avec le théoréme d’isomorphisme. Le théoréme 2
n’est donc pas indispensable dans ’exemple précédent, encore
qu’il soit un instrument d’investigation plus souple. Il nous
sera en revanche nécessaire, dans des cas limites, pour résoudre
certaines des questions suivantes:

Probléme 1. — Soit h une fonction harmonique positive,
quand ’espace W, est-il un espace de distributions? En parti-
culier, que se passe-t-il si & est une fonction de Martin?

Probléme 2. — Si h est telle que la réponse au probléme 1
est affirmative, on est alors dans les conditions du théoréme 1.
Dans quelles conditions la solution dont le théoréme 1 annonce
Pexistence est-elle unique dans W,?

Probléme 3. — Peut-on par cette méthode, variante de celle
de Riemann, obtenir des problémes aux limites bien posés du
type de Dirichlet, ou la condition au bord pour la solution w
soit en un certain sens % =1(; cette condition apparait en effet
s1 'on passe, du moins formellement, au probléme homogéne
associé au probléme inhomogéne Au = 0, u/h =[f au bord
considéré par certains auteurs de I’école de Poincaré (principe
du maximum) en supposant f définie dans tout ’ouvert, en
posant u — hf = ¢, on a Ay = — A(kf), ¢v/[h = 0 au bord.

Nous répondrons a ces questions dans un cadre plus général,
en utilisant le théoréme 1, le théoréme 2 étant indispensable
pour interpréter les cas limites qui se présenteront, qui seront
semi-exceptionnels, donnant lieu a des théorémes d’existence
sans unicité; en prenant pour h une fonction de Martin dans
le théoréme 2, on associera au laplacien une forme coercive,
non continue; dans les autres exemples étudiés, la condition
(H,) de coercivité est assez riche pour entrainer la condition
(H;) de continuité.

2.2. APPLICATION DE LA 1T®€ METHODE.
On étudie par la méthode des projections le probléme de
Dirichlet homogéne pour lopérateur A =A -+ xﬁ D", pour

louvert Q ={x, 2,>0{ de R", avec 2= (=, ..., z,), D"=2/oz,.
Soit D1.(Q) = W;, conformément aux notations précédentes;
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on a le lemme suivant qui est un cas particulier du lemme 2
de (I, 2, 2) ou on en trouve la démonstration.

Lemme 1. — Si ue W, (Q), alors ufz,eL2(Q) et

(14) llwe/alis << 4]|D"ulfis.

On a alors:

TaktorimMe 2. — St k<<1/2, pour toute T eDi(Q), il
existe u e D}.(Q), unique avec

(15) <A + 5 D">u —T.

Démonstration. — On se place dans les conditions du
théoréme 1 en prenant, pour u, ¢ e Di(Q).

(16) ay(u, v) = -éﬁl Diu D%.dzx — k fg Du. 2% da

en majorant les intégrales figurant dans (16) a I'aide de I'iné-

galité de Cauchy-Schwarz, on vérifie sans difficulté la condi-

tion de continuité (H,); d’autre part, pour ¢ € D(Q), en inté-

grant par parties, a,(¢, ¢v) = f |grad ¢|? dx—%kf z;% |v|? do
Q Q

en utilisant le lemme 1, et en passant 4 la limite dans 9%,(Q),
pour tout u e Di(Q), on a:

ay(o, 9) > (1 — 2k) f lgrad o2 dz, si k>0
Q

ou
a(v, v) >f |grad ¢|? dxz, s <O
Q

donc (H,) est vérifiée si et seulement si:
(17) k<12

En fait, on sait d’aprés le lemme 2 de (I, 2, 2) que (14) est
écrite avec la meilleure constante, si bien que la condition (17)
est la meilleure que I’on puisse atteindre par cette méthode.
Or on sait d’apres les résultats de Brousse et Poncin [11], de
Huber [32], étendus par Schechter [61], que le probléme inho-
mogéne 4 données continues au bord pour (15) peut se poser
s1 et seulement s1 k << 1. Le théoréme 4 résout le probléme
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de Dirichlet pour (15) de fagon plus large, mais pour k <—1—
seulement. 2

Nous verrons que la méthode des poids permet de résoudre
le probléme de Dirichlet pour (15), par la méthode des projec-
tions, pour k << 1.

N° 3. Les espaces Wy, (»(Q) et Wiy, (»(Q).
3. 1. DEriNITIONS.

On utilisera la terminologie et les résultats de N. Bour-
baki [6], § 5: « mesures définies par des densités numériques »,
en particulier en ce qui concerne les notions de fonctions loca-
lement intégrables pour dz, et de mesures équivalentes, etc.
Les fonctions hk; considérées sont a valeurs réelles positives,
localement intégrables.

Soit h une fonction sur Q; nous écrirons : h e £* localement,
pour dire que la restriction de h 4 tout ouvert ' d’adhérence
compacte dans Q est dans £*(Q"); exemple: si h est continue
dans Q, h e ™ localement.

Prorosition 1. — Soit h une fonction sur Q, h™ € &* locale-
ment; alors, LP(Q, hdzx)cD'; (p > 1).

Démonstration. — L’hypothése sur h entraine que les éléments
de L?(Q, hdx) sont localement dans L?, d’ou la proposition.

DeriniTioN 1. — On appelle multi-poids de longueur k 4 1
et on note (h) = (hy, hy, ..., h;) une fonction sur Q a valeurs dans
R+, les composantes vérifiant:
hi*e 4 localement; si 1 << k, hi*e 4™ localement, ou h;=0.

Deux multi-poids (k) et (h') de méme longueur sont dits
analogues si pour tout i, on a soit h;, = h; = 0, soit h/h; et
hi[h; dans €°. On pose (1) = (1, 1, ..., 1) ou mieux, on écrit
(1)x41 pour préciser la longueur k -+ 1.

Notation. — Soit a = (&, &, ..., &;) un multi-indice de longueur
|a| =1, les indices &; pouvant prendre des valeurs de 1 a n.
On pose:

0 0

—_— cey

a:

(18) 0T q, VT q, Ay,

si |¢| =1, on pose Df =b%i-
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Soit u une distribution sur Q ayant des dérivées d’ordre k
mesurables vérifiant :

leaulp"hk <ow; p>1

Ial k

h, étant la derniére composante d’un multi-poids (k). Comme
(Définition 1) ki e ° localement, les |D*u| pour |«| = k sont
de puissance p, sommable localement dans Qj; il résulte du
théoréme de Kryloff-Schwartz, c. f. (I, 1, 1-1), que les dérivées
d’ordre inférieur le sont aussi (et sont méme un peu mieux).

SOit (p\ = (Po, P1s -5 pk)a Pi 1 et h= (h LS hk); on
suppose de plus que:

eellow, oy = 2 [fk Y ID“ulpf]"‘< .

St Vi, pp=p on pose ||u||(h),<p)— {[wellw, p
et si p=2: |jullw,:=/uln

(19)

DeriniTiON 2. — Soit (h), (p); on désigne par Wy »H(Q)
Vespace vectoriel topologique des distributions ue D'(Q), dont
les dérivées d’ordre < k sont mesurables, telles que ||ul|p, » < o,
muni de la topologie la moins ﬁne telle que Uinjection dans 9’
et la semi-norme u — ||uf|w, Sotent continues;

st p; = p, on le note W, ,(Q);

si p=2, Wy(Q); enfin Wy Q) peut s’écrire Wy iy, §'il
r’y a pas de doute sur Q; ces espaces sont dits du type W.

Prorosition 2. — (h) étant un multi-poids sur Q, Uespace
W, () est complet.

La démonstration se fait comme dans [64], exposé 11,
compte tenu de la proposition 1.

Les propositions 1 et 2 justifient la définition suivante :

DeriniTioN 3. — Soit (h) un multi-poids, avec hy! € £° loca-
lement; on désigne par W(Q) Uespace de Hilbert des distri-
butions u dont les dérivées d’ordre < k sont mesurables, vérifient
[|lullny << oo le produit scalaire étant:

J_
200 (udw=3 3 [k DouD,
f

olal=j
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ReMARQUE 1. — Soit j; <] <J, < k.

Dans le cas ou b, =hj =1, on sait d’aprés des
inégalités connues, que si des Tj convergent pour la
norme ||ul|n, les D*T, pour |a| = convergent dans
Lz(Q) Il en résulte que si h;* et hj' € 4 localement, et
si les T; convergent pour || |y les D*T, convergent
localement dans L2. Mais on peut se poser la question
suivante pour avoir un résultat global: trouver les &,
h;yt € 4 localement pour lesquels il existe une constante
C > 0 telle que pour tout ue Wy,:

3 [wiDmr<C S [hDeuft+C 8 fhDou.
al=j al=j, a|=Jj,

DeriniTioN 4. — Soit (k) un multi-potds sur Q. On désigne
par Wiy, o Uespace de Banach complété de D (Q) pour la norme:
¢ = [|¢lle.» définie par (19). Si Vi, p, = p, on le note Wiy, ,;
st p = 2 on le note Wy, et on le considére comme un espace de
Hilbert muni de (20); ces espaces sont dits du type WO.

Cette définition est justifiée, car ¢ — ||9||n), ¢ est une
norme sur D(Q): si ||¢||n = 0, comme ¢ est a4 support com-
pact, et hi'ed” localement, pour tout a tel que |a| =k,

f]D“opPk = 0 donc, ¢ = 0.

Probléme 1. — 11 résulte de la définition 3 ou de 4 que W,
est un espace de distributions. Il n’en est pas nécessairement
de méme de Wy, d’ol la question: pour quels multi-poids
(h) définis dans un ouvert donné Q, W¢, . est-il un espace
de distributions, I'injection étant continue? Ce probléme sera
étudié au n° 3 du § 2 du méme chapitre. On y donnera des
exemples simples de multi-poids pour lesquels Wg, ,, n’est
pas un espace de distributions, et des conditions qui, si elles
sont vérifiées par (h), entrainent: W, ,yc D'

DérinviTioN 5. — On dit qu’'un multi-poids (h) est assez
lourd (sous-entendu: au bord), (p) étant donné, st Wy,  est
un espace de distributions.

Cette terminologie sera justifiée par les théorémes 1 et 2
de (I, 2, 3); si (h) est assez lourd, W(y) (,, est un espace normal
de distributions; le dual W ) s’identifie & un espace de
distributions.
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3. 2. ProPRIETES GENERALES.
a) Possibilité d’appliquer le théoréme du graphe fermé.
Prorosition 3. — L’espace W, () est métrisable.

Démonstration. — Soit Q; un systéme fondamental dénom-
brable d’ouverts relativement compact dans (); considérons
les semi-normes sur W, o :

‘u —>ﬁ){|u| dx

d’aprés le théoréme de Krylov-Schwartz, elles définissent
avec la semi-norme ||u||,, une topologie équivalente a celle
de Wy, (»; la topologie est alors métrisable; c. f. [7].

omme ces espaces sont complets, ils pourront intervenir
dans des applications du théoréme du graphe fermé [7].

b) Espaces de type local.

Un espace de distributions E c D’ est dit de type local si
pour tout ue E et tout g9, upeE.

Si on peut appliquer le théoréme du graphe fermé aux
applications de E dans E (c. f. [19] et [23]) et si1 E est de
type local, 'application u — gu est alors continue de E dans E,
puisque le graphe de cette application est fermé dans 9" X D',
donc & fortiori dans E X E. C’est le cas si E est du type W
ou W°

ProrosiTion 4. — Soit (h) un multi-poids; alors, Wy o
est un espace de type local; il en est de méme de Wgy (), st (h)
est tel que Wy ) soit un espace de distributions.

Démonstration. — Si u est dans I'un ou 'autre de ces espaces,
D%u est localement dans 4% pour |a| = k; d’apreés le théoréme
de Krylov-Schwartz, il en est de méme de DPfu pour |B| < k;
méme raisonnement relativement aux h;5=0 (hi! est alors
localement borné); il suffit alors d’appliquer la formule de
Leibniz & ug pour achever la démonstration.

c) Ordre des éléments.

La notion d’ordre pour la mesure étant locale, on voit
facilement que les éléments de Wy, ou Wg, ) sont
d’ordre > k; ceux de leurs duaux sont d’ordre > —k.
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3.3. CoMPARAISON DES ESPACES DU TYPE W oU DU TYPE WO
(SUR UN MEME OUVERT).

a) Comparaison de deux espaces du type W.

Prorosition 5. — Soit p tel que 1 < p < + . Pour que
les espaces LP(hy dx) et LP(h, dx) soient identiques, h, et h,
étant localement intégrables et positives, il faut et il suffit que

g = hy[hy et hy/hy soient dans £°(Q).

Démonstration. — La condition est suffisante : elle entraine
Pinclusion des espaces LP?(h, dx) et LP(h, dz) dans les deux
sens. Elle est nécessaire : I'identité de ces deux espaces entraine
que tout ensemble h; dz-négligeable est h, dz-négligeable et
inversement, on est donc dans les conditions du théoréme de
Lebesgue-Nikodym, les mesures h; dz et h, dz sont équiva-
lentes, on a h; = gh, ol g et g* sont localement dz-intégrables
et > 0 presque partout pour dz. Donc, la multiplication par

g''? laisse stable $7(h; dzx), ou mieux la multiplication par g
lalsse stable $1(h, dz); et il est connu (c. f. par exemple I’exercice
n® 25 du § 5 de [6]) que g est alors presque partout égale a

une fonction > 0 de £, de méme que —-

Remarquons que deux mesures positives h; dz et h, dz
peuvent étre équivalentes sans que les LP associés soient
identiques; par exemple sur I'ouvert > 0,1 << de R, dz et
z dx sont équivalentes, 'espace L?(z dz) étant évidemment
plus grand que Lr(dx).

Supposons les multi-poids (k) et (k) tels que Wy iy« Wa, gy
le graphe de I'injection est fermé, puisqu’il 'est pour les topo-
logies induites par 9’. On a donc, en utilisant la proposition 5 :

Prorosition 6. — Soit (h) et (k) deux multi-poids sur Q;
pour que Wy oyc Wiy iy, Ul faut et il suffit qu’il existe une
constante C telle que pour toute fonction u de Wy o, on ait:

(21) [[ull@, @ < Cllulle, @-

RemMARQUE 2. — Supposons par exemple (k) = (0,0, ..., 0, hy)
et (h)=1(0,0,..,0,k); si k=0, on est dans le cas
de la proposﬂ:lon 5; pour que W(,,)cW(,,), il faut et il
suffit que h, = gh, ot ge¥”; si k> 1, on montre faci-
lement que le résultat est encore vrai pour n = 1; mais
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si k>1, n=1, il parait moins commode de se placer
dans les condltlons du théoréme de Nikodym ou de
contredire a (21).

Si I'on prend la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable, elle sera dérivée d’ordre k, par rapport & z,
par exemple, d’une distribution T qui n’aura pas de
raison d’&tre dans W, ), a cause de Dl'irrégularité des
autres dérivées de T.

On peut cependant énoncer le corollaire évident de la propo-
sition 6:

Cororraire 1. — Soit deuxr multi-poids (k) et (k), avec
h; = gh;, les g étant dans 9°; alors Wy < W, () e, st (k)
et (h) sont analogues, Wgy iy = W, -

En partlcuher supposons les multi-poids localement bornés;
ce qui arrive fréquemment :

CoroLLAIRE 2. — Soit deux multi-poids (k) et (k) localement
bornés et identiques dans le complémentaire d’un compact de Q) ;
alors Wy, i) = Wan, o

En d’autres termes, pour des multi-poids (k) localement
bornés, 'espace W, , ne dépend que du germe du multi-
poids défini pour le filtre des complémentaires des compacts

de Q.

b) Comparaison de deux espaces du type WO.

Supposons (c. f. Probleme 1) que W, o= Wi, Gy solent
deux espaces de distributions; le graphe de cette injection
est alors fermé, pour la méme raison que plus haut, ce qui
démontre une partie de la proposition suivante:

Prorosition 7. — Soient (h) et (k) deux multi-poids tels
que Wi, et W4, ¢y sotent des espaces de distributions, pour
que Wi e Whygy Ul faut et il suffit que Uon ait U'inégalité
(21) pour toute u prise dans D(Q). g

Pour démontrer «il suffit », on prolonge I'application iden-
tique de 9 en Wi ), continue d’apres (21). Comme
Wi <D’ par hypothése, il est immédiat que I'on a une
injection, sans avoir a utiliser les lemmes de (I, 2, 1).

Cororraires 1’ ET 2'. — Les mémes que les précédents, en
rajoutant U'indice °© aux notations.
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RemarQuE 3. — (c. f. Remarque 1); il se pose la question
suivante, a laquelle il sera répondu pour des catégories
de poids particuliéres, (k) étant donné et tel que W{, c 9,
trouver les (ﬁ) tels que W(,,)cW(,,) ou inversement; 1. e.
tels que 'on ait (21) ou la majoration opposée; dans une
perspective un peu différente, on peut introduire des poids
dans les questions de coercivité; c. f. [1].

c) Comparaison de W, ¢ et W{’,,),(p).

Dans le cas ou h = (1,1,..., 1, 1) = (1)1, W, = 8}:(Q)
et Wiy = HE(Q); on sait que si ue8i(Q), on peut définir
une trace tu sur (), si la frontiére () est réguliére de méme que
pour les dérivées de u d’ordre inférieur a k; un élément
de Dk(Q) est caractérisé par la propriété d’stre dans &5(Q)
et que ces traces soient nulles c. f. [64]. La notion de trace

peut disparaitre, mais nous poserons le probléme suivant, et
I’étudierons au § 3:

Probléme 2. — Caractériser les éléments de Wp, ) au
sens suivant :

DeriniTioN 6. — Par caractériser les éléments de Wiy o,
on entend démontrer une proposition du type suivant:

(22) ue W, <> ue W, et u satisfait a certaines
propriétés au bord de Q.

Le probléme 2 ne se pose que si Wiy ycD’. Cest en effet
nécessaire et suffisant pour que Wy, iy € Wy (n; Wi, » est alors
I’adhérence de D dans Wy, (. -

Dans le cas classique cité plus haut, on a &i(Q) 5= Di(Q)
si Q est borné; si Q est R” les espaces sont identiques.

DeériniTioN 7. — On dit que le multi-poids (h) annule au
bord st Wgy ) est un espace de fonctions nulles au bord
(e. f. (1, 3, 2) définition 1). On dit que le multi-poids (h) est suffi-
sant st on a Wy iy = Wiy, - ’

On verra que ces notions sont distinctes [c. f. Remarque 2
de (I, 2, 4)].

Notion de trace: c. f. (I, § 3, 1 et 2).

21
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Ne 4. Méthode des poids.

Ce qui suit sera utilisé au § 4, ou les lettres p et ¢ deviennent
disponibles, les anciens exposant p étant pris égaux a 2. On
ne s’occupe ici que du probléme de Dirichlet homogéne; pour
le probléeme de Neumann, c. f. § 4.

4.1. PROBLEME DE DIRICHLET.

Comme nous le verrons en (I, 3, 2), 'introduction d’un
multi-poids (k) dans la construction de W{, a pour effet de
renforcer ou de diminuer la condition de nullité au bord de
ses éléments.

Parallélement a D'introduction de multi-poids dans la
construction des espaces, il nous faut introduire des poids p
et ¢ un peu plus réguliers que (k), dans la forme a(u, ¢) utilisée;
c’est objet de ce numéro de le montrer sur I’exemple des
opérateurs elliptiques a coefficients constants du deuxiéme
ordre.

A=—Ya,; DD/ + oD + a,

(23) h

les ay, a;, a, étant des nombres complexes.

considérons la forme sesquilinéaire formelle sur F X G:
(24) a(u,9) = f y} a,DuDs + [ ;aiDiu.a—I— [ agu.®.

Si (h) est un multi-poids de longueur 2 assez lourd, W,
est un espace de distributions, et (24) est définie sur F X G
avec F = Wy, et G = D; elle est continue en ¢ pour la topo-
logie de 9, on peut donc lui associer comme au numéro 1 un
opérateur qui n’est autre que A, envoyant W¢, dans 9'.

Considérons maintenant la forme:

a(u, v) = a(pu, ¢v), a( , ) donnée par (24), ou p
(25) et ¢ sont deux fonctions une fois continiiment
différentiables, avec p > 0, ¢ > 0 dans Q;

les conditions de régularités de p, ¢ et des éléments de W(,
sont alors suffisantes pour que a(u, ¢) soit définie sur W, X 9,
et soit continue en ¢ sur 9, donc:

Prorosrtion 1. — Si (h) est assez lourd, opérateur A associé
d la forme a(u, v) est gAp.
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DeériniTion 1. — L'opérateur A défini par (23) est dit
(py ¢, Winy)-continu si la forme a(u, ¢) est continue sur D X 9,
D étant muni de la topologie de Wi,. (4 est alors définie et
continue sur Wgy X Wg.)

DérintTioN 2. — Lopérateur A défini par (23) est dit
(P, g, Wiy)-coercif, st la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est D-coercive.
(Conférer définition 2 de (1, 1, 1)), 9 ayant la structure préhil-
bertienne induite par Wg,.

Prorosition 2. — Si A est (p, g, We)-continu et (p, q, W(,,))
coercif, la forme a(u, ¢) est W(,y-coercive.

Démonstration. — 11 suffit de passer a la limite dans les
deux membres de l'inégalité de coercivité.
Le théoreme 1 de (I, 1, 1) prend alors la forme suivante :

Tatorkme 1. — Soit (h) un multi-poids assez lourd, p > 0
et ¢ > 0 deux fonctions une fois contintument différentiables
dans Q, tels que Uopérateur A soit (p, q, Wiy)-continu et

(p, g4, Wi)-coercif. Alors, Uopérateur qAp est un isomorphisme
de Wy, sur son dual.

DeErinitioNn 3. — Soit E un espace de distributions d’ordre
—k, sur Q, et q une fonction k fois contintument différentiable,
(strictement) positive dans Q. On appelle qE Uespace image de
E dans Uapplication biunivoque T — qT de D'* sur D'*, muni
de la topologie transportée (qE est donc un espace de distributions).

CoroLLAIRE DU THEOREME 1. — Dans les mémes hypothéses,

~

A est un isomorphisme de pWy, sur i-W{’,’.).
De méme, le théoréeme 2 de (I, 1, 1) prend la forme suivante :

TrtorEME 2. — Soit (h) un multi-poids assez lourd de
longueur 2, p >0, ¢ > 0, deuz fonctions continiment diffé-
rentiables dans Q, tels que A soit (p, q, Wi)-coercifs. Alors
Vopérateur qAp applique sur W,

CoroLLAIRE. — Dans les mémes hypothéses, A applique sur
4w
(OF
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Il suffit pour passer des théoréemes 1 et 2 & leurs corollaires
respectifs, de remarquer que I’on peut diviser par g une égalité
de distributions, puisque ¢ > 0; pour démontrer les théorémes,
on remarque que les hypothéses faites ici entrainent celles
des théorémes correspondants du n° 1; enfin, dans le cas du
théoréme 1, ’espace N n’est autre que Wg,y; (on a pris

H=V =W,
algébriquement et topologiquement).

Prorosition 3. — S’il existe p, q, (h) satisfaisant aux cond:-
tions du théoréme 2, tels que A soit (p, q, Wgy)-coercif, Uopé-
rateur A est elliptique, i. e., pour tout £ e R",

Re Y, a,f5; > clE|? avec c>0.
ij

La démonstration se fait comme dans [21] en considérant
une fonction a e de support assez petit et en écrivant la
relation de coercivité pour les fonctions aexp. it &z.

La proposition 3 signifie que I'introduction de poids ne
permet pas de sortir du cadre des opérateurs elliptiques. Mais
la propriété d’ellipticité n’affecte que les termes d’ordre supé-
rieur de A, inversement, elle n’entraine pas nécessairement une
V-coercivité, & cause des termes d’ordre inférieur. En fait,
d’introduire des poids nous permettra de rendre des opérateurs
elliptiques a coefficients variables (p, q, W{,)-coercifs alors
qu’ils ne sont pas (1, 1, Wy, y))-coercifs; c. f. (I, 4, 2-2).

4. 2. DiscussioN DES DEUX METHODES, PROBLEMES.

Continuité et coercivité. — Dans la suite du chapitre, nous
nous préoccupons, un opérateur A elliptique étant donné, de
trouver des triplets p, ¢, (h) pour lesquels il soit continu et
coercif au sens des définitions 1 et 2, ce qui permet alors de
poser, pour ces opérateurs, le probleme de Dirichlet dans le
cadre commode des espaces de Hilbert, et du théoréme des
projections. Suivant les fagons dont on aborde le probléme,
par la premiére ou la deuxiéme méthode, il suffit de vérifier
certaines propriétés pour en obtenir d’autres. Mais si par la
2¢ méthode, on a obtenu un théoréme d’existence et si I'unicité
est démontrée par ailleurs, on n’est pas pour autant ramené
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a appliquer la premiére méthode; si de plus I'espace Y6 des
solutions est fermé (alors To = W, ,, car D < o), on obtient
par le théoréme du graphe fermé la continuité (définition 1) (2);
comme on a déja la D-coercivité, on a alors la W,-coercivité
(proposition 2).

En revanche, l'isomorphisme obtenu sans condition de
coercivité n’entraine pas nécessairement cette derniére
(exemple au § 4); donc la 17¢ et la 2¢ méthode, mémes étendues
avec les poids, risquent d’étre insuffisantes pour trouver tous
les théorémes d’isomorphisme possibles relativement a un
opérateur différentiel donné.

D’autre part, la coercivité n’entraine pas nécessairement
la continuité (voir remarque 1 de (I, 4, 2-1).

Ces remarques montrent que les investigations doivent
s’étendre a la recherche des triplets (p, ¢, (h))-admissibles
(c. . définition 4 un peu plus loin). Mais il y a plus: parmi
ces derniers, il convient de passer au quotient pour la relation
d’équivalence définie ci-aprés :

DeriniTION 4. — Un triplet p, q, (h) est dit admissible pour
un opérateur A et pour le probléme de Dirichlet, st les espaces

1 .
rWin et i ) sont isomorphes par A.
DE'IFINI'-I‘IO.N 5. — Deux triplets P 9 (h) et j’?, Ps (71), tous
deux admissibles au sens de la définition & sont dits équivalents,
s’tl existe un isomorphisme 1v; de pWi,y sur pW(;) et un tsomor-
phisme 1, de —Wgyy sur— W3, tels que le diagramme suivant
%/ q
soit commutatif :
1 o
PWay <= — W

$i1 11'2

o A .
pw(h) = gﬂ)-

Nous trouverons ainsi au § 4 des théorémes d’isomorphisme
d’espaces de Hilbert dépendant apparemment de deux para-
meétres; on pourra déduire du § 3 que certains d’entre eux
ne dépendent en fait que d’un parameétre.

(?) Cf. la remarque 1 de (1, 4, 2).
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Probléme 1. — Pour un opérateur A donné, trouver les
triplets admissibles.

Probléme 2. — Trouver tous les triplets admissibles équi-
valents & un triplet admissible donné.

ReMARrRQUE 1. — Nous avons introduit comme poids p et
q deux fonctions a valeurs scalaires. Plus généralement,
on peut introduire a leurs places deux opérateurs diffé-
rentiels que nous notons P et Q; soit alors S un opérateur
donné; on se propose de chercher des systémes d’opé-
rateurs Pet, Q, H,, v = 1,2, ..., N, tels qu’il existe ¢ > 0
et C> 0 tels que, pour toute g eD(Q),

(H,) célfﬂlqp.H@<mefP¢.s-Q?
(H) |/Pe.SQ < C(3 [1Har)(3 [ |HyP).

Le cas que nous traiterons correspond aux opérateurs
P, Q d’ordre 0 mais a coeflicient variable; en tout autre
point de vue est celui des opérateurs d’ordre supérieur et
a coefficients constants.

ExempLE. — Supposons P =5, Q =, N=1, H, =S.
On est alors simplement dans le cas du théoréme d’anti-
isomorphisme d’un espace de Hilbert avec son dual:

Soit #6 =1le complété de D(Q2) pourla norme ¢ — qu:Sq«;
c’est un espace de distributions si Q est borné, d’aprés
les inégalités d’Hormander [29]; soit alors L dans le dual
de #6, lui-méme espace de distributions; il existe u e S¥
(image de # pour 'opérateur S de 9’ dans 9’) tel que
S*u = L; pour le laplacien A, cet isomorphisme corres-
pond au probléme de Dirichlet pour A2,

§ 2. — Critéres pour Wy, c9’; lemmes de majoration;
exemples d’espaces des types W° et W,

Sommaire. — Nous donnerons divers types de conditions
suffisantes, pour lesquelles Wg, soit un espace de distributions;
il faut que (k) soit tel que la norme ||.||n,» définie par (19)



INTRODUCTION DE POIDS DANS L’I:ITUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 327

définisse une topologie sur 9 plus fine que celle induite par 9’ :
lorsque ceci est acquis, il faut qu’en complétant 9, on obtienne
une injection dans 9’.

Les lemmes d’injection exposés au numéro 1 raménent la
question « Wy 5D’ » a la comparaison des topologies
définies sur D par ||u||n, et D'.

Au numéro 2 sont groupés des lemmes de majoration qui
servent dans toute la suite du chapitre, et en particulier au
numéro 3, ou l'on envisage certaines classes de poids pour
lesquelles on peut comparer les topologies, ce qui nous fournit
trois critéres principaux.

Au numéro 4, on donne un exemple d’espace du type W
qui est en méme temps du type W, et dont les éléments sont
nuls au bord.

N° 1. Lemmes d'injection.

Nous donnons deux variantes d’'un méme lemme, dont les
conclusions sont identiques: injection de Wy, ;) dans 9;
les hypothéses sont trop exigeantes en ce qul concerne la régu-
larité du multi-poids dans le lemme 1; mais la démonstration
est alors trés simple; cet énoncé sufﬁt pour de nombreuses
applications : par exemple, si (h) est & composantes harmo-
niques (c. f. § 5).

Lemme 1. — Soit (h) = (hy, hy, ..., hy), un multi-poids de
longueur k, les composantes h, étant oo — fois contintiment diffé-
rentiables. Supposons que la topologie déduite de la norme
|-l sott plus fine sur D(Q) que celle induite par la topologie
de 9. Alors, le prolongement de Uapplication identique de D(Q)
en D'(Q) en application linéaire continue de W(, dans 9'(Q)
est une injection.

Démonstration. — Soit 0 le prolongement de l'application
identique de D dans 9’, au complété Wi, de D pour la norme
[]-|lays sOit u € Wy et supposons 0(u) = 0 dans 9'(Q); montrons
qu’alors u = 0 dans W, : il suffit de montrer que (u|g), =0,
pour toute ¢ eD(Q), puisque D est dense dans Wi, Soit
$, e DQ) une suite de fonctions approchant u dans W,
On peut écrire :

(26) (al @)y = 2‘ % f hD*},. D%
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d’ou en intégrant par parties dans (26):

($nl @) = _<6 P m: (= 1)iD“(htD“‘P)>
la fonction figurant sous le signe X étant dans D et 6({,)
convergeant a fortiori vers Ou dans D'(Q), i. e. vers 0 on a:
(ulg)w = 0, pour toute ¢ € D, donc u = 0 dans W,
La démonstration précédente est a rapprocher de celle de
[30], ou (k) = (0, 0,0, ..., 0, 1). Elle est liée a celle de la propo-

sition suivante, dont on déduit directement le lemme 1 :

Prorosition 1. — Dans les mémes hypothéses que celles
du lemme 1 précédent, les deux topologies ©, et G, suivantes
coincident sur W, :

©, est définie par les semi-normes |(.|¢)n|, Vo =9D.

©, est la topologie la moins fine telle que 0 soit continue en
la considérant comme prenant ses valeurs dans D' faible; (pour 6
poir le début de la démonstration précédente).

Démonstration. — Le fait que ©; est plus fine que ©, résulte
par exemple de [8], chapitre IV, proposition 6 du n® 2; pour
montrer que G, est plus fine que G;, on reprend 'intégration
par parties de la démonstration précédente.

On peut rencontrer des (h) non indéfiniment différentiables
pour lesquels on ait besoin de la conclusion du lemme 1; par
exemple des (k) dont les composantes sont des dlstances au
bord d’un ouvert a frontiére assez mais non trop réguliére;
la topologie ©; peut alors trés bien étre strictement plus fine
que G, et la proposition 1 n’est plus vraie.

Lemme 1. — Soit (p), pi > 1 et soit (h) un multi- poids de
longueur k et tel que la topologie définie par ||.||n, soit plus
fine sur D que celle de 9'. Alors, le prolongement par continuité
de Uapplication identique de D dans D' est une injection de Wi, )
dans 9'.

Démonstration. — Soit F un filtre de fonctions u de 9, F
étant un filtre de Cauchy pour la norme ||ul|u, ) et conver-
geant en outre vers 0 dans 9’; il suffit de montrer que ¥
converge vers 0 pour |[u||n,»; 1l suffit donc de vérifier que

fhilD“ulpi converge vers 0 suivant F; (ja| = 1); or, les¢ = D%y
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convergent vers 0 dans 9’ (comme les u); soit h;5=0, les ¢
convergent vers ¢, dans $i(h; dz), donc vers ¢, dans 9, puisque
par définition d’un multi-poids, k' e$” localement. Donc
vo = 0 dans 9', ¢, est nul dans $7i(h; dz) localement, donc nul

dans $i(h; dz).

RemarRQuE 1. — Dans ce dernmier lemme, la structure
hilbertienne de W¢, n’intervient pas; il n’y a pas les
hypothéses de régularité de (h) faites dans le lemme 1 et
il nous suffira largement; mais on peut se demander si
on peut définir explicitement, i. e. sans utiliser ’axiome
de choix, une topologie © sur 9 plus fine que celle de 9’
qui ne donne pas lieu & une injection du complété de D
pour G dans 9": la norme ||¢||e: + |¢(0)] montre que oui.

RemMArRQUE 2. — Le procédé employé pour définir W¢,
consiste & compléter 9 pour la norme \/K(¢®7), K étant
un noyau hermitien de type positif sur Q X Q; il faut
distinguer ce procédé, qui ne donne pas toujours un
espace de distributions (c.f. §2,n°3), de celui qui consiste
a compléter les K, ,. ¢(x) pour la méme norme; ce dernier
procédé donne toujours un espace de distributions (non
nécessairement normal), et l'injection est immédiate

(c. £. [68]) ().

N° 2. Lemmes de majoration et de transmission de majoration
d'un compact de mesure non nulle & un compact.

Lemme 1. — Soit u(x) une fonction absolument continue
de la variable réelle x, a valeurs complexes, admettant une dérivée
localement intégrable u'; soit p > 1; Alors, il existe une constante
C positive, inférieure ou égale a 2P ne dépendant que de p, tels
que pour tous réels a et x, on ait:

@7 $lu@)l < Clu(a)lr + Clo—al? [u'(4)] de.
avec 1/p 4+ 1/q=1.
St p = 2, la meilleure constante possible est C = 2.
(®) Pour la relation entre ces deux procédés, c.f. article ou exposés a paraitre de

M. L. Schwartz. En particulier, si le deuxi¢éme procédé donne un espace normal,
le premier en donne le dual, qui est donc un espace de distributions.
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Démonstration. — u est 'intégrale de sa dérivée:
u(z) = u(a) + [, w(t) dt;

il suffit d’examiner le cas p £ 1:
en écrivant ¥’ = 1 X u’ et en appliquant 'inégalité de Holder,
il vient:

|u(2) — u(a)] < le— al¥e[ [7|w/(t) de]™
d’ou
lu(@)| <§lu(@)] + lo— ape] [7w(e) de ]’

d’ou 'on déduit I'inégalité (27), avec C = 27, et avec C = 2
si p=2; en effet, dans ce dernier cas on a

(A + B)? < 2(A* + B?),

A et B étant deux nombres réels quelconques; si p est quel-
conque, on a :

(28) (A+BpS2(AP+B);  (A>0,B>0).

Montrons que si p = 2, la meilleure constante est C = 2:
il suffit de considérer la fonction u =t -+ 1 et de prendre
a=0, z=1.

ReMARrQuUE. — En fait, on pourrait montrer que Ja constante
2P est toujours trop grande dans (28), et supprimer de
I’énoncé du lemme 1 les mots « ou égale ».

L’inégalité (27) pour p = 2 s’établit directement par
le calcul des variations; on obtient de suite C = 2.

CoroLLAIRE. — Soit Q un ouvert borné de R; il existe une
constante C > 0, ne dépendant que du diamétre de (), de k, et
de p, telle que pour toute fonction u(t), k fois différentiable, on
ait, pour tous z, aeQ: (< k—1)

(29)  |uP(2)”
< C[lu@PF + W@ + - + W@ + [ a0 de)].
Démonstration. — Elle se fait par récurrence (il suffit d’exa-

miner le cas j = 0): pour k = 1, (29) résulte de (27) en majo-
rant £ — a par le diameétre de Q; pour passer de (29) a la
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méme inégalité écrite avec k 4 1, on applique (27) a u® et
I'on intégre entre a et x les deux membres de :

|u®(t)]P < Clluk@)[P + [ [uD(0)|e di).
On peut aussi utiliser directement la formule :

u(z) = u(a) + u( Jo Sl e e )

k—-l

=y f’ )*1u®(t) d.

Lemme 1'. — Soit Q = R, 0 < a < o, h(z) une fonction
mesurable positive sur Q: h'e¥” localement; soit C > 0;
1° pour que U'on ait, pour toute ¢ € D

(30) l9(a)) < C° f “hlg®pdz,  (p>1)
il faut et il suffit que: (1/p + 1/qg=1)
1 1g
1 h—'rd C> — @) ¥Xk—Dp—alp
(31) fo z <o, C>p—p U"’(x a)Xe—D dx]

20 pour que Uon ait, pour toute ¢ € D
(32) lp(@)lP < € [ hlg®P dz, (p>1)
il faut et il suffit que:
S e —a)tdp =J <oo et C>Jf(k—1)!

Démonstration. — Soit D()0, a)) espace des fonctions
indéfiniment différentiables dans (0, @), et nulles dans un
voisinage de 0. Soit E le complété de D( )0, a)) pour

lelle = ([ hle®lP dz) ™.

On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
|q> a)| < Cllg|le: considérons l’application ¢ — Mg = ht/Pg®
de @()0 a)) dans %*((0, a)); elle se prolonge par
continuité en u — Mu de E — 47((0, a)) et «u — 0 dans E»
est équivalent & « Mu — 0 dans $7({(0, a)) ». Alors, toute
forme linéaire continue u — L(u) sur E est de la forme

u) = (g, Mu), g<4({0, a)).



332 HENRI MOREL

Donc,

: L(¢) = (g hPg®) = (F, ¢®)

@ avec F = gh'/p, e 99({0, a
8 g

et la condition |¢(a)] < Cll¢|lr équivaut a: il existe L de la
forme (i) avec

(11) L(¢) = ¢(a)
et € lglln

[La condition sur la constante résulte de ce que les h'/Pg®
sont denses dans 7((0, a)): en effet les fonctions de
D(>0, a>), qui est dense, sont toutes des fonctions ¢®,
avec geD(>0, a>), et h* e4” localement.]

Done, D*F =0 duns 9'(>0, a<<), et F est un polyndme de
degré < k—1; de plus,

(F, ¢®) = ¢g(a) <= F = (— 1)kt —a)*/(k—1)!
Une condition nécessaire et suffisante cherchée est que
(i) (t—a)f~th~P e (>0, a <)
et

c>——1 _ f (¢ — ay—vp=ap g |,
Zhk—n1J,

Comme h7'e$” localement, la premiére condition est équi-
valente a f “h—alp dx < 0.

o .
20 Méme démonstration, en remplacant 0 par 4 o dans
les intervalles d’intégration; mais alors, il faut garder la
premiére condition de (ii1) sous sa forme, et elle dépend de k.

ReMARQUE. — On aurait pu mettre dans le lemme 1’ des
valeurs initiales comme dans le lemme 1 qui ne serait
plus qu'un cas particulier de 1’, mais nous n’en avons pas
besoin; le lemme 1 sera utilisé en particulier dans la
démonstration du lemme de transmission de majoration,
a la fin de ce numéro: les valeurs initiales ne seront
pas nulles; 1 sera utilisé au numéro suivant pour donner
des exemples de W(, ,c9’; dans les deux cas nous
n’avons pas besoin des meilleures constantes: il est

. a . » .
seulement 1mportant que f h=7P << oo soit nécessaire
0
dans 1.
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Nous donnons maintenant un autre lemme de majoration,
utilisé au paragraphe suivant, ainsi qu'au chapitre II. Dans
le cas particulier a = — 2, b = 0, ce lemme est a rapprocher
d’un théoréme du chapitre consacré aux inégalités obtenues
par des méthodes variationnelles de Hardy, Littlewood et
Polya [25].

Soit  un ouvert de la droite réelle; ce lemme discute de
la validité de l'inégalité:

(34) Jolol de < C fa? |9')7 du

écrite pour toute ¢ € D(Q), et du meilleur choix possible de la
constante C; nous avons besoir de la meilleure constante,
en particulier pour trouver tous les triplets p, ¢, (k) de la forme
p=2a% q=2a° (h) = (0, 2°), tels que le laplacien soit (p, ¢,
Wiw)-coercif, x désignant la distance au bord d’un ouvert a
frontiére réguliére; il nous avait servi initialement pour
étudier les triplets p = hi, ¢ = h}, (h) = (0, h%), ha étant
une fonction de Martin pour un ouvert a frontiére réguliére;
mais ce cas sera étudié directement et dans des conditions
beaucoup plus générales: (I, 2, 2), lemme 3.

Lemme 2. — Sotent a, b, C, p des nombres réels, p > 1,
C>0.

10 Soit Q = R, = {z|x>0}; alors pour toute ¢eD(Q),
on a linégalité (34), st et seulement si :

_ @t 1), _P

(35) b=a+ p;a+~—1(doncb=£p—1); C>|a—!—1|"
On a linégalité suivante, correspondant au cas exceptionnel
a=—1:

(36) jo“"x—1|?|p dr < P"/;mx”'lllog z]P|o’|P da

qui est écrite avec la meilleure constante possible. Il existe des
variantes de (36) que Uon indique dans la remarque 1.

20 Soit Q un ouvert borné de R, contenant un voisinage de 0;
alors pour toute ¢ € D(Q), on a U'inégalité (34), si et seulement si :

87) b<<a+p; a#*—1 ou bs£Fp—1;

C assez grand et C>[—a—_f—1|p st b=a+ p,
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et on a (36), qui est écrite avec la meilleure constante, en rempla-
¢ant le domaine d’intégration par Q.
30 Soit Q = R, supposons a > — 1; pour toute ¢ €D, on a:

(38) S el gl de < C [ |al |¢'|P da
si et seulement si les conditions (35) sont réalisées.

N. B. — L’inégalité (34) est généralisée dans la remarque 2,
un peu plus loin.

Démonstration. — 1° Soit ¢ e D(R,), et A > 0; soit ¢, la
fonction z — ¢(Az).
Si (34) a lieu pour toute ¢, il vient:

[Tl de < O [ 2g/ (AP do

et, par changement de variables, pour toute ¢ed et tout
A>0:

S wlglr de < Carve [T g d.

On a donc nécessairement b — a = p; sinon, en faisant tendre
A vers 0 ou 4 oo, suivant que p + a — b est respectivement
positif ou négatif, on aboutit & I’absurdité f B t°|¢lPdt =0
pour toute ¢ € D(R,). ’

Supposons d’abord a = —1: soit ¢ e D(R,), ¢ = ¢; + ig,,
ou ¢; et ¢, sont a valeurs réelles. On a |¢| = \/cp, + ;. La
fonction |¢| est différente de 0 au plus dans une infinité dénom-
brable d’intervalles ouverts aux extrémités desquels elle
s’annule; dans chacun de ces intervalles elle garde un signe
constant et a une dérivée continue; soit {(a,, b,) le n*™ inter-
valle; || s’annulant en a, et b,, on peut écrire, en intégrant
par parties:

bn
e de = — g [ g ol d

Appliquons I'inégalité de Holder:

Jolfel dz < (Jolf1rd=)™" ([ el dz)™
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avecr > 1,1/r 4+ 1/s = 1, en prenant: r = p/(p — 1), s = p,

f=2z ¢ loP—2, g = e |¢|'; 1l vient alors:

f lof do < a+ 1|<f a:[q:[”dx) 1/p<fa:"xp+a“?|,|pdx>1/p

d’our :
bn bn
ﬁ ol do < By [ ool do

[ a1 21 [ S
or, [lgf| = 1BELDE]  \ZrTm o) dapres Tindga.
\/?ﬁ + 93 oS \/? + ¢ ¢ aprés l'inéga

lité de Cauchy; en sommant sur tous les intervalles (a,, b,),

il vient:
S ol da < R [ ertlo'h da

Supposons maintenant a=—1: on procéde comme ci-
dessus :

bn bn ’
S a gl de=—p [ "logx |g]r~ |¢[ dx

+1
on apphque inégalité de Holder avec f=az ”|cp|"—1,

g= T a0 logz |¢|’ pour obtenir:

[rat g < pp " ar 1 (log ol |fgf P da
d’ou I'inégalité (36).

N. B. — La démonstration précédente s’allege s1 p = 2:
il suffit de démontrer les inégalités pour ¢ a valeurs réelles et
d’ajouter membre & membre les inégalités écrites pour ¢,
et ¢, s1 ¢ est & valeurs complexes. Le signe |.| ne figurant
pas, il est inutile de considérer les intervalles {(a,, b,).

Il reste & montrer que les inégalités ont été obtenues avec
la meilleure constante. Voyons par exemple ce que suggere le
calcul des variations: l’équation d’Euler, écrite pour

S (hare? —g2) do

c’est-a-dire pour (34) écrite dans les conditions (35) avee
a=0, p=2, s’éerit 42%¢" 4 8x3" + ¢ = 0; en cherchant
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les solutions de la forme 2", on trouve n = — 1/2 deux fois;

ce qui suggére de prendre une tronquée-régularisée de 1/\/z;
de méme I’équation d’Euler correspondant a

f[lmc llog z|? ¢? — ¢2/z] du,

i. e. 4 (36) dans le méme cas particulier, a pour solution géné-

rale :
¢ = C log |log z|/\/log = 4+ D/\/|log z|

en fait, nous utiliserons des fonctions z* correspondant aux
. 0
équations d’Euler pour ﬁ 229’2 —Cg?, et correspondant au

cas ou on a l'égalité dans les majorations de Hélder utilisées
dans la démonstration. Il faut tronquer convenablement ces
fonctions z*.

Montrons que pour (34), C = 1 est la meilleure cons-
tante : |a 1°

Soit 0 <7n<<1; st a>—1—p, considérons la fonctlon
O(x) = 2=C@+P pour v <Lax <1, et égale a n~@Hi+pPp g
pour 0 < z < n; réguliére et de support borné pour z > 1;
et prenons comme fonction ¢ € D(R,) une régularisée conve-
nable § de 6; on vérifie facilement que si n — 0,

fwx"ﬁp dx ~—logy et fwa:““"”ﬁ"’ dx ~ — la o 1|plog*q
0

0
I'intégrale relative a l'intervalle (0, n) étant de l'ordre de
7~ @D johnx“*"’ dz : elle reste finie (p >1-—=14 a4 p>0).

Pour régulariser 6 dans D(R,), on peut procéder ainsi:
on laisse § inchangé pour z > n; pour z <y on fait une
affinité de la courbe représentative par rapport a 'axe z =,
avec un rapport que ’on prendra aussi voisin de 1 qu’il faut;
pu1s on régularise le tout dans @(R+) les intégrales calculees
ainsi pour § approchent d’autant qu’on veut celles calculées
pour 0.

Considérons maintenant le cas a < — 1 — p: on se rameéne
immédiatement au cas précédent, en remarquant, par le
changement de variable t = 2! que s1 pP est la meilleure
constante pour a = 0, p?[|la + 1|7 est la meilleure constante
pour tout a =+ —1.
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Montrons que (36) est écrite avec la meilleure constante :
s’1l n’en était pas ainsi, par le changement de variable ¢ = log z,
on infirmerait ce qui vient d’étre montré pour a = 0.

20 La nécessité de b < a -+ p s’établit par un argument
d’homogénéité analogue a celui du 1°: on fait tendre A vers
P'infini, le support de g, reste dans Q.

Soit b = a + p; pour montrer que C = p?[la + 1|?, on
peut utiliser la démonstration précédente si a > —1 — p;
en effet la suite de fonctions § utilisée est telle que les supports
des § restent sur un compact fixe; il n’en est plus ainsi si
a < —1— p, le changement de variable utilisé au 1° inter-
vertissant 0 et -+ oo ; nous construisons une autre suite de
fonctions 0 dont les supports sont dans Q.

Soit & > 0 tel que Q contienne >0, « >; soit A > 0, considé-
rons la fonction § = 2* dans 'intervalle (0, a), et fixe, régu-
liere et de support compact dans Q pour z > a; soit & =1
pour simplifier les notations.

Supposons a 4+ pA + 1> 0.

Alors on a
S ap do = 1(a + Ap + 1)
et Cfo‘lx“‘”’ 07 dz = CA?/(a + Ap + 1)

on prend alors Ap = la + 1] + ¢ avec ¢ > 0; si on prend
C = p?lla+ 1P, CA?» = (1 + ¢f|la + 1|)P = 1 si e —0; les deux
intégrales sont alors des infiniments grands equlvalents et
les termes relatifs & # > «, finis et fixes sont négligeables;
comme Ap = |a + 1| + ¢ > 0, on vérifie sans peine que si on
remplace 0 par § obtenue en faisant comme plus haut une
affinité pour 2 << 1 par rapport 4 £ = 1 et une régularisation,
les intégrales calculées pour 0 sont aussi voisines qu’on veut de
celles calculées pour 6.
(Le raisonnement précédent peut étre conduit si

le+1 +a+1=0

soit sia << — 1;les deux modes de construction pour  utilisés
sont applicables si —1 —p<a<<—1.)

On montre que (36) est toujours écrite avec la meilleure
constante en faisant par exemple le changement de variable
log x = — 1/t, qui conserve un voisinage de 0, on est ramené au

22
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cas précédent a = 1; et ceci montre qu’il faut a = —1 ou
b+ 1.

Montrons que les conditions sont suffisantes: soit a = — 1;
d’apres le 19, on peut écrire :

® a pp ° -+, ’/ .
S lelr de <t e 1ol das

mais sur {2, borné par hypothése, on a z*t? < Cz’, puisque
b < a+ p, C étant une constante qu’il est facile de majorer
4 l'aide de la dimension de Q; d’ou le résultat; si maintenant
a = —1, on utilise I'inégalité (36), et on utilise le fait qu’il
existe C > 0 tel que 277! |log z|P << Ca®, puisque b < a + pet
b=~ p—1 entraine b << p—1.

3° La démonstration se fait aisément en reprenant les
arguments utilisés dans 1°.

RemARrQUE 1. — Le fait que C = pP soit la meilleure cons-
tante pour (36) prouve a fortiori qu'une inégalité du type
(34) est impossible s1 @ = — 1, notons cependant qu’il

existe d’autres inégalités du type (36) : considérons seule-
ment le cas de p = 2; partons de (36) avec ¢ = a} o,
¢, $eD(R,); il vient: (fonctions réelles)
J’“q,2[a2/x — 4a(log )%a'® + 4(z(log x)zm')'] dx
0

< 4j z(log z)2a2)? dz
déterminons « de fagon que k%a?/z = z(log x)%a’2 il vient
o = |log z|*: pour que {edD=-7e9D il faut k >0;
cela ne suffit pas & cause du point = 1, mais on peut

étendre (36) a cette classe de fonctions avec la seule
condition k > 0; on obtient alors:

a6) [ RE g a0
4 re /
<m ‘0 .’L’llOg x|2k+2|q: |2dx; k>0;

en prenant k quelconque = —1/2, on peut écrire:
(36") Vee(>0,1<),

lllogxlzk 2 4 fl 2k 4+2( .12
SRR gt do < g [ @ logal™ g1 da
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pour k=——%, on a:
(36") Vg eD(>0,1<),

fxﬁilg d‘”“f zlog 2] (log [log 2])?|¢'|* da.

On a de méme des inégalités correspondant a (36”) et
(36”") pour l'intervalle z > 1 et geD(>1, o ).

Ces derniéres inégalités peuvent s’établir directement
comme (36), mais la facon dont nous les avons obtenues,
ou tout au moins la fagon inverse qui marche aussi, prouve
que comme (36), elles sont écrites avec la meilleure cons-
tante, sauf peut-étre pour (36”) que nous n’avons pas
étudiée; on démontre directement des inégalités analogues

pour p == 2.

ReEMARQUE 2. — UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE
DE HARDY (%).

Soit « une fonction réelle sur R, de classe C! ayant une
dérivée o' positive; soit ¢ e.,D(R+) le procédé que nous
avons utilisé donne plus généralement, avec les notations
utilisées plus haut:

) * b aid b
/e |P =S "o P d = — Y " p—1 !
Sl de =3 [“alglrdo=—3 p [ "alolelol da
en majorant avec I'inégalité de Holder pour r = —2—,

s=p, f=(a )(P 1)/p|c|p 1 g = (a) p)/paslfl et usant
de “?l I < |¢'], 1l vient pour toute g e D(R,):

(39) [ olelrde<pr [ (o) rlalrle) da.

Appelons DD I'image dans 9’ de D(R,) par I'opérateur
d/dt; posons :

M = o't P|a|P;  L§(0, o) 3g1f x)|g|P de < oog

(39) signifie alors que f— (a '/|a|)[ f(y) dy est continue
de D(9) muni de la norme L%, dans L“; on peut prolonger
st D(D) est dense dans L§; on vérifie de suite qu’il en est

. . . %
ainsi si et seulement si f M-%° dx = 4+ 0. Nous avons
0

(%) Cf. aussi P. R. Beesack, [91]. (Note aprés impression de thése.)
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donc obtenu I’énoncé suivant qui donne, si & = 2'~?, 'iné-
galité de Hardy:

st ‘/;w M-9 dx = + o, 1/p + 1/¢ =1, Uapplication
f—> (@) [, f(y) dy

est continue de L dans lui-méme, et de norme < p.

Applications de (39). — Cherchons en particulier «
tel que les poids soient proportionnels dans les deux
membres de (39) : il vient &’ = C|a’|'~?|«|?; soit s1 &k > 0:
o« =expkr ou a = —exp(—kz); donc, pour toute
¢« D(R) on a: (on passe facilement de R, a R, « étant
réguliére en 0) :

(40) f+ exp kz |¢|Pdz |k|pji+ exp kz |¢'|P dz,

pour tout k=~ 0.

On reconnait dans (40), généralisée pour p 5~ 2, un cas
trés particulier des inégalités étudiées par Tréves dans sa
thése [73] ou il détermine les opérateurs pouvant rempla-

“cer d[dz dans (40).

Si on prend a = exp ¥, il vient:
P
(41) f k1 expa*|glPdz < Iklpf k- DA-Pexpz* |¢’|Pdx
0
une autre inégalité, étendue par Tréves a tout opérateur,
s’écrit
+00 40
f— exp 2 |?|2dw</; exp 2% |¢'|? dz

pour toute ¢ € #(R); elle est différente de (41); il semble
que l'existence de C > 0 tel que

Vo e D(R,), f hgl* de < C [ hlg'|? da

est liée & une assez grande croissance ou une assez grande
décroissance de h a l'infini; voyons si h = exp (— z?)
ne conviendrait pas (puisque p = 2, on suppose ¢ &
valeurs réelles) : en posant ¢ = { exp (22/2), on est ramené
a: existe-t-l C > 0 telle que pour toute ¢ € D(R).

(42) A+0) [Terde<C[Tgrdn+C [ argt da
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or , il est possible d’avoir des inégalités de ce type: en
écrivant :

e de=—2 [(a5)¢’ da,
on obtient en majorant par Cauchy-Schwarz :
(43) vi>0, Vo e D(R),
S de <1 [Tlg' |2 do + 1 [T a2lg)® da

Soit un couple (C, D) de constantes > 0 telles que:

(44) Ve, [Tlglrdz<C [T |¢|2da+D [TTatlgl2 da
un tel couple est dit admissible pour (44); si (C, D) est
, -l_D> I’est aussi; on
le voit par un argument d’homogénéité. Un couple (C, D)
admissible est dit meilleur que le couple admissible
(€', D), st CD < C'D’; les deux couples sont dits équi-
valents si C.D =C’.D’; nous avons établi (44) pour la
classe d’équivalence du couple (1, 1): pour avoir (42),
il nous faudrait (et il nous suffirait de) démontrer I’exis-

tence d’un couple admissible pour (44), strictement meil-
leur que (1, 1). Or ceci est impossible :

admissible, pour tout [ >0, <lC

ProrositioN. — Pour que lon ait (44) il faut et il
suffit que C.D > 1.

Démonstration. — Substituons dans (44)
¢ = exp (— kx2)’

avec k > 0; cette fonction n’est pas dans D(R), mais il
n’y a pas de difficulté & 'approcher par une suite de
fonctions de 9 a supports de plus en plus grand, les
intégrales figurant dans (44) ayant pour limites celles
calculées pour exp (— kz?), qui tend vers 0 a I'infini.

Le premier membre de (44) a pour valeur:

I= /_‘:w exp (— 2ka?) dx;

or, en intégrant par parties : f_ g exp (— 2kx?) dx = I/4k.
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Le deuxi¢éme membre de (44) vaut donc

(4Ck? + D)1/4k;

en prenant K =%\/—I%, il vaut donc \/CDj il faut done

CD > 1 et on sait que c’est suffisant.

CoroLLAIRE (5). — Il n’existe pas de constante C > 0
telle que Vg e D(R), on ait

/::wexp (_— 5”2) l?lz dx < C‘/::wexp (_~ xz)lq/P de.

ReMARrRQUE 3. — La démonstration que nous avons donnée

du lemme 2 présente des analogies avec celle dulemme 3,
(ou n > 1), et nous aurons a nous référer aux deux sortes
de fonctions 0 construites dans la 1r® et 2¢ partie; aussi
avons nous mis cette démonstration en premier plan:
on peut en donner une autre de la premiére partie, en
utilisant le changement de variable z = exp &; (c. f. [82],
page 532); on est ramené & montrer que (P(§) = ¢(exp &),
Ped):

S (exp (a4 1)E)QE)P dEC [ (exp (a + 1)8)| ()P d
posons a + 1 = Ap, (expAf)P’ =V et prenons alors:
Oa) = [ (exp—y)¥(y)dy, si A<O

et D) =— [Tlexp—Iy)ly)dy, si A>0
alors,

(exp Az) O(x) =3
et

(exp Az) P(z) = — 3

0 si z2<0

exp Az si x>0€*q’ St A<0
expAr si z2<<0) . .

0 si >0 i*l” st A>0
on doit montrer que l'application ¢ — (exp Az){ est
continue de L?(R) dans L?(R); cela résulte de ce que la

(®) Ce corollaire se voit directement par dualité: on a

d (<exp —%’) L’)/dz;é (exp —%’> L2,
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fonction {.} est dans L}(R); et comme {.} est de signe
constant, la norme de I'application est I'intégrale de cette
fonction, soit pfla 4 1|

CoroLLAIRE DU LEMME 2. — Soit k un entier positif, et
aeR, a différent des valeurs

—1, —1—p, ..., —1—(k—1)p;

il existe alors une constante C > 0 telle que pour toute ¢ € D(R,)
on ait:

45 ppade < C [ |o®pri+rk dy.
(45) o 19 o 17

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer k fois le lemme 2.

Dans le lemme 2 n’intervenait qu’une variable, les poids
introduits étant, sauf dans les cas exceptionnels, des puissances
de la variable; nous verrons (Remarque 4) que le lemme 2 est en
partie un cas particulier du lemme suivant, ol interviennent
plusieurs variables et un opérateur différentiel A, homogene,
du second ordre, elliptique, & coefficients constants réels, 1. e.,
4 peu de choses pres, le Laplacien; nous utiliserons des espaces
Wi, ou (k) = (0, k) avec Ah =0, h devant étre a valeurs
réelles positives. On pourrait considérer des opérateurs
elliptiques plus généraux (Remarque 6); mais il serait plus
difficile d’étudier quelles sont les meilleures constantes. Nous
nous plagons dans le cas p = 2 (c. f. Remarque 5).

Lemme 3. — Soit A un opérateur elliptique homogéne du
2¢ ordre a coefficients constants réels, écrit sous la forme

A=3 % aijDiDj) 2“u§z2j>0
i=1j=1

ou 1 et | prennent leurs valeurs indépendamment de 1 a n, de
telle sorte que

a(u, v) = szjlflaijDiqua dz

soit une forme de Dirichlet associée a A, t. e. sesquilinéaire
hermitienne sur D(Q) X P(Q); soit h une sous-solution (i. e.
AR > 0), deux fois continiiment différentiable, de A dans (,
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réelle et positive; alors, st a > — 1, pour toute ¢ € D(Q), on a:
a 4 a
(46) fQ B lgrad hi*lgl* do < 1oy fg ket |grad, ¢|? da

o |grad, w|® désigne Y a;D'wD/w; Si h est sur-solution

(i. e. ARLO0) et st a <l'-J— 1, on a encore (46); st a = —1,
et si h est solution (i. e. Ah = 0), (46) peut étre remplacée par:

(47) fh“l |grad, h|2|?]2dx<4fh]10g h|?|grad, ¢|? dz.

Démonstration. — 1l suffit de la faire pour ¢ a valeurs réelles
puisque p = 2; si ¢ = ¢; - ig,, on ajoute membre & membre
(46) écrite pour ¢, puis pour ¢,. En intégrant par partie le
terme h°D'h dans chacun des termes d’indices i, j du premier

membre de (46) : (a == — 1)
(48) fh“ |grad, h|? qudx_—f EajD‘th ”‘+1gu2dx
— | 2)q Dih.¢Dig da;
. lZJaj + 1 Dh.¢D's daz;
majorons le deuxiéme terme du second membre: soit

E= (8, &3y ooy &) €6 M = (M, M2y --vy M) deux vecteurs de R™;
la forme bilinéaire symétrique sur R* X R*: Y a55 est

LJ
positive par définition de I’ellipticité de A, donc on a I'inégalité
de Schwarz:

lz aijawj

\/2 auwwj Z atjnxylj

que nous apphquons, pour z donné aux vecteurs de compo-
santes :

£ = (.., k%Dihk)g,..) n=/(., k" Dig, .)

si h est sous-solution, le 1€T terme du 2¢ membre de (48) est
négatif si a > —1; il en est de méme si h est sur-solution et
a<<—1; on a donc:

2
f he lgrady hi*g* do < o

f\/h"cpz |grada h]z\/h""‘2 |grad, ¢|? dz;
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en appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
en élevant au carré et simplifiant, il vient bien (46).
Le cas a = — 1 se traite de facon analogue, le terme log A

apparaissant au lieu de W T
partie. +

Le 1€r terme intégré est alors — /S;Ah.logh. ¢?dz: on prend
Ah = 0, log h changeant de signe dans les cas nous intéressant.

au cours de I'intégration par

REMARQUE 4. — Soit n=1, A= d?/dz®, h=2x sur
Q=R,; on a Ah=0; on retrouve un cas particulier
du lemme 2.

ReMARrQUE 5. — Partons de szh“Z |Dh|2|¢[P; h deux
fois c. d.; (i. e. A = A); supposons ¢ ; 0 pour simplifier;
on peut intégrer I par partie, 1l vient, si a 5 —1:

I—— a":li Ah g — f p% S (D). gDty
le premier terme du 2¢ membre est négatif, si
(a + 1) Ah > 0;
on majore chacun des autres a I’aide de I'inégalité de Hélder:

f= ha(p—l)/plDth%P—l)lpq,p—l; g= h1+“’P]Dih](2"1’)/PDicp

P
p—1

I<< Iai 1 2:‘(fha|Dihlp?p)1—1/P(fha+plDih|2—plDi?lp>llp

certains termes du second membre pouvant étre infinis
a cause de Dii; si ¢ peut changer de signe, on considére
séparément les domaines ou elle est positive et négative;
si ¢ est a valeurs complexes on procéde comme au
lemme 2; on a donc, en appliquant une nouvelle fois
I'inégalité de Holder avec les mémes exposants a la
sommation X, et en simplifiant:

r= »§ =p; il vient:

ProrositioN. — St h est une fonction positive vérifiant

(@ + 1)Ah >0 dans Q, de classe C2, st a~—1 et si
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0 eD(Q), on a:
p . .
49)  [RR ORIl < A [ 1 S DR D

(On voit sur (49) le réle particulier joué parp =2:
(46) donne alors une majoration des dérivées d’une sous-
solution h & partir de h, tandis que les dérivées de la sous-
solution apparaissent au second membre de (49) pour p = 2.)

ReMARQUE 6. — Nous avons utilisé pour simplifier la posi-

tivité de la forme quadratique Xgt%; sur R® X R
cette propriété peut disparaitre pour les opérateurs d’ordre
supérieur (c. f. L. Garding [21], p. 61); soit un opérateur
elliptique homogéne d’ordre m a coefficients réels constants
A = (—1)"XagD*D?8, écrit de telle fagon que Xa,gD*uDFp
soit sesquilinéaire hermitienne sur 9D X 9 et permette
de définir une intégrale de Dirichlet

a(u, ) =——f2a,pD°‘uD3?3;

ZaapE“EB n’est pas nécessairement positive sur R"™ X R™,
mais en utilisant la définition de ’ellipticité et la trans-
formation de Fourier, on peut majorer, pour ¢, {e9,
la(e, ¢)|2 par Ca(y, ¢).a(y, ¢), la détermination de la
meilleure constante C posant un probléme purement
algébrique; nous aurions pu nous contenter de cette majo-
ration dans la démonstration précédente.

Dans le cas a = 0, et sans préoccupation de la meilleure
constante, l'inégalité (46) est a rapprocher de celles
utilisées pour démontrer I'hypoellipticité des opérateurs
elliptiques. On peut obtenir ce type de majoration pour
des opérateurs a coefficients variables bornés, c. f. K. O.

Friedrichs [20].

Nous améliorons maintenant le lemme 3 en ce qui concerne la
régularité de h, dans le cas du laplacien; le cas de 'opérateur
A du lemme 3 s’y raméne par une transformation linéaire

de R~
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Lemme 3'. — 19 Soit h une fonction sous-harmonique supposée
non négative dans Uouvert Q de R*; soit a > — 1, alors, pour
toute ¢ € D(Q), les deux membres de (50) ont un sens, et on a:

4
a 2 2 a+42 2
(50) ﬁzh |grad A|? |¢] dx<—-—(a 1)2fgh igrad ¢[? dz

20 méme énoncé en changeant « sous-harmonique » en « sur-
harmonique » et la condition a > — 1 en a < — 1. De plus,
h et h~' sont supposés localement bornées.

Démonstration. — On sait d’aprés (46) que (50) a lieu pour
h deux fois contintiment différentiable; la méthode consistera
a approcher h par des régularisées. On sait que toute distri-
bution sous-harmonique 4 est limite décroissante d’une suite h,
de fonctions sous-harmoniques indéfiniment dérivables, presque
partout: on prend «(r), fonction >0, ae®D, normalisée:
j};na(r) dr=1; on prend a,(r) = k"a(kr), k entier et on
prend h, = h%a,; c. f. [14].

Ainsi, h;, converge vers h localement dans 4P, avec
1<p< o. Soit & un compact de (2, et geD(Q); ¢=1
sur X ; appliquons (46) a ¢ et h;, pour @ = 0; le second membre
de (46) reste borné si k — -+ oo, car h est localement bornée;
la compacité faible de la boule unité d’un espace de Hilbert
entraine que grad h, pris a priori au sens des distributions,
est localement dans 42 Si alors h > 0, (46) s’obtient pour les a
de I’énoncé; si on a seulement h >0, on a (46) pour h + ¢,
e > 0; le deuxi¢me membre reste majoré s1 ¢ >0, d’ou la
fin de la démonstration a I’aide du lemme de Fatou.

Autre démonstration, sans argument de compacité faible,
st h est continue.
10 Montrons que les k;, forment une suite de Cauchy pour la

semi-norme /1; |grad k|2 dz: on ne peut utiliser directement

(46), car la différence de deux fonctions Ak, et h, n’est pas
nécessairement sous-harmonique; en reprenant le terme com-
plémentaire, on a, pour h de classe C?, quelconque, en inté-
grant par parties:

dh2et do = — [ hAhotdz— 3.2 [ h(DH)eDio d
J lgrad hipg? do = — | hahgrdn— 32 | h(DH)sD' do
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pour ¢ dans D(Q), a valeurs réelles; en majorant pour chaque i
par Cauchy-Schwarz et Minkowski :

flgrad h|*¢? <-—j‘h(Ah)<p2 + )\flgrad h|2g?® + %fhzlgrad 0|2,
pour tout A > 0; en prenant A = 1/2:

(51)  [grad hj2g? do << —2 [ h(Ah)g® + 4 [ |grad ¢2.

Comme h est continue, h;, converge vers h dans {*(K); on
peut écrire :

S (e — R Al — hi)g? = [ (b — h) (% )32
— [ (he—h) (% @)9?;

si k et k' sont assez grands, |k, — k| << e (pour tout ¢ > 0);
i+ ¥« étant une mesure négative, et h, — h, de signe constant:

l‘[ hiy — hy) @2 (% o) ’ s|f92(\tl.%akr)l

comme f ¢2( ¥ ay) converge vers f ¢? dw., le premier terme
du second membre de (51) peut &tre aussi petit que 'on veut
pour h = h,,— h,, k et k' assez grands; il en est de méme
pour le second les composantes de grad h, convergent donc
dans L2, on v01t alors de fagon clas51que que grad h; est
localement de carré sommable.

Si on suppose h positive, 1. e. sur tout compact K de Q,
sa borne essentielle inférieure est > 0, alors, A* converge dans
4*(K) pour tout a, ce qui permet d’achever la démonstration
de (50).

20 Méme démonstration; les h; forment une suite croissante,
le fait que h e 9°(K) ne résulte plus de h > 0 et Ak << 0.

N.B. Dans les applications, & est une fois c.d. et le résultat
précédent suffit; on peut aussi lever I’hypothése de régularité
en utilisant les méthodes de Deny [17].

ReMmARrQuE 7. — De la démonstration précédente, on extrait
une partie de celle de la proposition suivante :

ProrositioN. — Soit h une fonction sous-harmonique,
continue, positive dans Q < R", n > 2, pour que, quel que
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soit h, son gradient soit localement dans 9P, il faut et il
suffit que p < 2.

Démonstration. — 11 suffit de donner un exemple de
mesure u négative, dont le potentiel est borné et continu,
dont le gradient du potentiel ne soit pas dans ¥?, pour
p > 2.

Voici un exemple d’une telle mesure:

Soit n > 2; soit dans R”", rapporté aux axes Oz,, D
la droite 2y =2, = ---, x,; soit dy >dy> -, > d,, -+,
une suite décroissante de nombres positifs tendant vers 0;
soit M, le point de D de coordonnées positives situé a la
distance d, de 0 et Q, le cube de diagonale M,M,,, de
faces paralleles aux hyperplans de coordonnées; soit

5, =L
q \/z
soit un nombre entier N,; nous subdivisons Q, en N;
cubes égaux; nous obtenons dans Q, un réseau dont
chaque point est le centre d’une boule de rayon ¢,; soit
m, > 0: nous répartissons la masse m, entre ces Nj
boules, de fagon égale, chaque boule ayant une densité
constante. Nous imposons aux m, les conditions suivantes :

(dg — dg41) la longueur de DParéte de ce cube;

L3

m,[/d,~2 est convergente; my [l < 1.

Nous choisirons, pour chaque g, ¢, tel que Nj ej=2 =1;
le rapport de ¢, a la maille du réseau est alors : N_z’("‘z)/l
nous cthIrons N, assez grand pour qu’il soit 1nfer1eur

4 1/4. On vérifie alors facilement que le potentiel de la
mesure ainsi construite est borné et continu, quel que
soit le choix des N, fait en respectant la condition précé-
dente. (On le vérifie en 0, puis dans chaque cube.)
<<t |grad hy|P dz
r étant la distance de  au centre d’une des boules B; de
Q,, dont la densité est s, = m,[cNzez, o le volume de
la boule unité, h; le potentiel provenant de la seule boule
B;, on trouve k,N%~", k, ne dépendant pas de N, avec

_—n(2—p)

n—2

grand, les intégrales calculées sont prépondérantes dans

Si maintenant, on évalue I'intégrale f

; 1l est facile de voir que si N, est assez
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les mémes intégrales calculées en remplagcant k; par le
potentiel de toute la mesure; en prenant ces termes
relatifs aux N7 boules de Q,, on obtient k/NZ%; si alors
p > 2, a est positif, et il suffira de prendre pour N, une
fonction suffisamment croissante de ¢ pour faire diverger

‘/u o grad kP dz. (Si on n’avait pas fait de subdivisions
q .

dans les Q,, on n’aurait eu de contre-exemple que pour

p > n.) S1 maintenant n = 2, on choisit N2|log ¢|~! = 1;

le potentiel est alors borné, et le terme prépondérant pour

j |grad kP dz est k, |log ¢|*~Pe2~P; si p > 2, ce terme est
auSSl grand qu’en veut en prenant ¢ assez petit, et on peut
construire le contre-exemple.

S1 n =1 ce procédé ne convient pas. Signalons que si
la mesure qui intervient dans la décomposition de Riesz de
h est dans £, localement, les inégalités de Sobolev prouvent
que |grad h| est localement dans 4 pour p < n/(n —1),
ce qui, sauf pour n = 2, donne un résultat plus faible
que la proposition precedente

RemarQue 8. — Le lemme 3’, auquel nous avons été
conduits naturellement par les problémes posés, offre
dans le cas @ = 0 une certaine parenté avec le lemme 1
de J. Moser [50], ou 1l est supposé directement que grad h
est localement dans 42

L’inégalité (46) (ou (50)) est en quelque sorte d’autant
meilleure en ce qui concerne ¢, que |grad h| difféere de 0:
si h est constante, elle dégénére; or si on prend Q = R?,
on sait, par exemple, d’aprés l'inégalité de Harnack,
qu’ll n’y a pas de fonction harmonique positive autre que
les constantes; le champ d’application de ces lemmes peut
donc étre limité, pour un ouvert donné.

Nous donnons maintenant, dans des hypothéses particuliéres
sur h, une clause de meilleure constante au lemme 3:

LemMe 4. — Soit Q une boule ouverte de R*, de rayon 1,

de centre 0; soit hy la fonction de Martin relative & un point de
frontiére A, i. e.

(52) hy(M) = (1 — OM?2)/AM" (hy n'est pas normalisée)
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Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que lon ait,
pour toute ¢ € D(L)), (a = —1)

(63) J M4 lgrad hal?|gl? do < C [ B3t |grad ¢|? do

. 4
est que Uon ait C > ————-
! “a+ 1y
Démonstration. — On montre par le changement de fonc-
tions : ¢ = h{’¢, et en intégrant par parties, qu’il suffit de

montrer que pour @ = 0, C = 4 est la meilleure constante.
Si on substitue formellement a ¢ la fonction Az2, pour a = 0,
dans (53), il vient:

(54) flgrad ha|2h3t <—%—f|grad INK e

les deux membres sont alors infinis, car h, s’annule sur la
frontiére de la boule, sauf au point A, comme la distance a
la frontiére; cela donne donc le résultat C > 4, si 'on peut
approcher h, par une suite de fonctions de D(Q2) de fagon a
réaliser (b4), a la limite. En fait, nous allons d’abord tronquer
h3*? de fagon fixe, en la multiphiant par une fonction a de
PD(R"), ayant son support dans le complémentaire du point A,
différente de 0 pour 1 << AM < 2; nous éviterons ainsi la
singularité de h, au point A, et nous aurons 'avantage de
n’utiliser le fait que h, s’annule au bord comme la distance
au bord, que sur une partie du bord, de surface non nulle
toutefois. Soit maintenant v tel que 0 <7 <<1; soit Q, la
boule concentrique 4 () de rayon 1 — v; considérons la fonction
0, égale a ahy'? dans (), et sur Q,,, égale a 0 sur la frontiére Q
de (), linéaire par rapport a la distance au centre de 1: OM = r
dans la couronne 1 — v <{r<{1; dans cette couronne, on

fait ensuite une affinité par rapport a (),, de rapport aussi
v 4 P pport 1 PP

voisin de 1 qu’il le faudra; on obtient une fonction 8, que
I'on remplace par une régularisée ¢,; nous allons étudier
les deux membres de (53) (a = 0) pour 0,; nous montrerons
que les intégrales dites de troncature relatives a la couronne
Q — Q, restent finies, pendant que les intégrales relatives a

, Testent finies, p que g
), sont des infiniments grands équivalents si C = 4, lorsque
N g q ) q

n —0; le passage de 0, & ¢, n’offre alors pas de difficulté.
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10 Intégrales dans le domaine Q,, pour ¢ remplacé par 0, :

au premier membre, on trouve I, = /(l) a?|grad hy|%h3? dz.
r . ’ n
Pour évaluer I'intégrale:

I, = 4 [, ki |grad 6,2 dz

on écrit :

|grad («h3'2)|? = a? |grad h.|%[4h%
+ |grad a|2/hy — Y a(Da)hz2Dihy

13

on a donc
L=1I+ 4/;2»’“‘ |grad «|% dz — 4‘/§nZa(D‘a)DihA dx.

Soit (r, w) les coordonnées polaires de centre 0; comme h, et
ses dérivées sont bornées au-dessus du support K de «, les
deux derniéres intégrales restent finies; comme I; devient
infinie, puisque k3! |grad hs|?2 ~ H(w)/(1 —r) avec H(w) >0
sur une partie de la frontiére ou « est différente de 0, on a
bien I, ~ I,;

20 il reste a voir que les intégrales dans la couronne restent
finies : sur Qn et au-dessus du support de «, 0, peut étre majorée
par C(R — r)~%2; P'intégrale ‘/g;_gﬁlgrad h4|%0% dx reste donc
majorée par une constante obtenue en intégrant par rapport

a o la constante obtenue dans la premiére partie de la démons-
tration du lemme 2 du présent numéro; 'intégrale du second

membre fg; N hi|grad 0,|2 dz se décompose en deux termes, sui-
—QOn

vant la décomposition de |grad 0,|2 en somme d’un terme radial
|grad, 0,|* et d’un terme tangentiel |grad, 0,2; la premiere
reste bornée, on le voit en se référant comme un peu plus haut
au lemme 2; le terme |grad, 0,| se majore par

Constante X (1 — r)|grad,, ka|/RY?;

|grad,, hs| reste borné au-dessus du support de a d’olt une
majoration par

Constante X /(lQ_Qn) g1 —71)% ks dz

qui est bornée, h, s’annulant comme 1 —r.
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RemArQuUE. — En fait, on aurait pu ne pas tronquer par «,
mais il aurait fallu définir 0, dans la couronne comme
C(w)(1 —r)* avec s assez grand a cause de la singularité
de hy, en A; on aurait méme pu ne se servir que de la
singularité en A : c. f. (I, 4, 1), proposition 7.

En fait, la troncature par a permet d’isoler le comportement
de h, sur un morceau de frontiére; le fait d’avoir pris k, sous
harmonique n’intervient que pour avoir I'inégalité (53) (pour
a = 0) que ’on peut prendre comme hypotheése; le fait d’avoir
pris pour Q une boule n’intervient que pour donner un systéme
de parameétres tout fait; le fait que h, soit fonction de Martin
n’intervient que parce que h, s’annule sur un morceau de
frontiére une fois contintiiment différentiable comme la distance
a ce morceau; on peut donc énoncer le lemme 4’ suivant, que
I'on démontre comme le lemme 4, i. e. en «intégrant» par
rapport a4 dw la démonstration du lemme 2; 1l faut toutefois
faire la démonstration pour a quelconque différent de 1; on est
donc conduit a utiliser les deux parties de la démonstration
du lemme 2, en définissant 0, radialement de la méme fagon
que dans le lemme 2; s1 a <1 — p = — 3, on laisse 7 fixe,
on définit 0, radialement comme C(w)(1 — ), avec

A=(la+ 1 +¢)/2, ¢>0,
et on fait tendre ¢ vers 0.
LemMe 4'. — Soit Q un ouvert de R® admettant un morceau
[' de frontiére une fois continiiment différentiable tel que d’un
cété de T' et assez prés de T, il n’y ait pas d’autre point de (;
soit © une fonction réelle une fois continiment différentiable

s’annulant sur [' comme la distance a ', définie dans () et telle
que pour toute ¢ € D(Q), (a £ —1)

(85)  J, 0 lgrad O]2|g|* dz < C 0%+ |grad ¢|* da
les deux membres ayant un sens; alors C > 4f|a + 1|2

RemarQUE 9. — On pourrait encore généraliser: la régu-
larité de © n’est utile qu'au voisinage de ['; © pourrait
s’annuler plus fortement, ou un petit peu moins fortement
sur ['; il est surtout important que

‘/s;lgrad 012/0 dz = + o}
23
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le lemme 4’ est valable pour O fonction de Martin d’un
ouvert a frontiére partiellement réguliére; on peut se
demander s’1l est vrai pour une fonction de Martin d’un
ouvert borné quelconque; enfin, sans que cela suffise pour
démontrer le lemme 4 dans ces conditions, on peut se
demander si pour toute fonction de Martin de n’importe
quel ouvert,

jé]grad 0]2/0 dz est localement divergente en un
point de la frontiére euclidienne.

Avant de terminer le numéro 2 avec le lemme de transmission
de majoration, donnons un corollaire des lemmes 3 et 4.

LemMmE 5. — Soit Q une boule de rayon 1, dans R*, de centre 0;
soit r(M) = OM; alors, si a < — 1 on a, pour toute ¢ e (Q2) :

S —r)yigl2 de < C [ (1 —r)*+2|grad ¢|* da
st et seulement st C > 4/(a + 1)2.

Démonstration. — On a A(1—r) = —(n—1)/r; la fonction
(1 —r) étant sur-harmonique, on peut alors appliquer le
lemme 3; la meilleure constante est alors donnée par le lemme 4.

Lemme 6. — (Transmission de majoration). Soit Q un
ouvert connexe de R"; sotent K et K' deux compacts de Q, K
contenant une boule de R"; alors pour toute fonction u définie
sur Q et pour laquelle les intégrales écrites existent, on a, st

() = (hyy -+, hy) est un multi-poids sur Q,
(56)  [Jullb—1,p.x < C([ufli-r,px + [[ulltn,)  (P=1)

C étant une constante positive ne dépendant que de n, (h), Q, K,

K', et |[ul[t_y ,,x désignant |, 2, D upda.

N.B. — Ce lemme sera renforcé par la proposition 3 de

(1, 2, 3).

Démonstration. — Soit B la boule contenue dans K et O son
centre; choisissons un systéme de coordonnées z;; on appelle
pavé I'ensemble des z tels que a; << o, < b (o, < by, 1 =1,
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2, .-, n); deux pavés se coupent si leur intersection est un
pavé; K’ étant compact, il est recouvert par un nombre fini de
pavés Kj, j =1, 2, ---) N, de centre O;; il suffit donc de démon-
trer (56) en y remplacant K’ par Kj; Q étant connexe, il
existe un arc d’extrémités O, O;; il existe un recouvrement de
cet arc par une suite finie de pavés, le premier étant dans B,
chacun coupant le suivant, sauf le dernier K;; d’aprés la
forme de (56), il suffit donc de I’établir dans le cas ou K et K’
sont deux pavés se coupant (i. e. de montrer que la majo-
ration peut « tourner »). Nous nous contenterons d’un terme
plus petit au second membre de (56), en remplacant K par
son intersection avec K': il suffit alors d’établir (56) si K ¢ K’;
on fait alors une récurrence (finie) sur la dimension : on inter-
cale des pavés entre K et K'. ‘

Soit K défini par g <x,< b, K' par a; <z, < bi; on
considére K; défini par a; < z; < b; pour ¢ =1, 2 .oy ] et
a <5< b pour i=j7+1, ..., n; K, =K, K,,= K’; on
est donc ramené au cas suivant, en prenant une nouvelle ori-
gine et en numérotant les coordonnées autrement :

K défini par o, <2, < by, o, < 7, < b; pour 141,
K’ défimi par o <z < by, o, <<z, < b; pour i£1;
o< < b b

Soit alors I = ||u||y—1,,x; 1l existe nécessairement d, entre
a, et by, tel que, M désignant I'intersection de K et de I’hyper-
plan z, =

k—1

60 [ Durdes, .y dn, < 1% — )
aj=0
tenant compte de ce que (cf. Définition 1 de (I, 1, 3)) At e 4®
localement, il suffit d’appliquer (29) du corollaire du lemme 1
de ce numéro, pour la variable z, a toutes les D*u, |¢| << k — 1,
d’intégrer par rapport a dz,, ..., dz,, d’utiliser (57), et d’inté-
grer entre a, et b;, pour avoir (56).

ReMARrRQUE 10. — Seule la composante h, de (k) a servi,
toutes les autres peuvent étre nulles; si k=1, p = 2,
(h) = (0, h), alors ||u||} peut étre remplacée par

fhlgradA ul?,
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A étant lopérateur elliptique du lemme 3; si k> 1,
il n’en est pas ainsi: prenons par exemple f |Au|? & la
place de ||u|[’y, . dans (56) : cela donnerait une majoration
dont L. Garding a démontré qu’elle ne peut avoir lieu
que pour un opérateur hyperbolique [21](®).

No 3. — Exemples de W, , espaces de distributions.

N. B. — On désigne par C une constante pouvant changer
en cours de démonstration.

3.1. INEGALITE DE POINCARE GENERALISEE.

DeériniTioNn 1. — Soit p > 1 et (h) = (hy, hbyy ..., hy) un
multi-poids sur (), ouvert de R"; on dit que (h) donne lieu a une
inégalité de Poincaré ((généralisée), st pour tout compact K de (),
il existe une constante C > 0 telle que pour toute g e D(Q), et
pour tout {3 tel que |B| < k—1,

(58) JL1DEel? da < Cllgllf,

RemarQue 1. — Si (58) n’a lieu que pour § = 0, on voit
avec le théoréeme de Krylov-Schwartz qu’elle a lieu pour
les autres 3, avec peut étre un changement de constante;
de méme, on peut améliorer ’exposant p du premier
membre de (58), ou le remplacer par 1, on obtient des
inégalités équivalentes & un changement prés de constante.

Un disque d’hyperplan de rayon & est 'intersection d’une
boule de rayon ¢ centrée sur un hyperplan et de cet hyperplan :

Prorosition 1. — Soit p > 1, ¢ > 0; pour que (h) donne
liew a une inégalité de Poincaré généralisée dans Q,

10 il faut que pour tout disque d’hyperplan P de Q de rayon e,
il existe une constante C > 0 telle que pour toute ¢ e D(Q),

59) Ji 310551 ds < el

20 il suffit que Uon ait (59) pour un tel disque dans Q.

Démonstration. — La condition est nécessaire: soit P un
disque, K engendré en translatant P dans une direction

(¢) Prendre les poids suffisamment nuls au bord sauf sur une portion du bord.
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transversale avec une amplitude assez faible pour rester dans Q,
(58) entraine (59) pour au moins un translaté P’ de P, donc
pour tous les translatés en intégrant (29).

La condition est suffisante : on utilise encore (29) pour obte-
nir (58) sur un K engendré par translation de P, et le lemme de
transmission.

Prorosition 2. — Soit (h) un multi-poids sur Q. Pour que
Wi, »(Q) soit un espace de distributions, il faut et il suffit
que (h) donne lieu, pour Uexposant p, & une inégalité de Poincaré,
pour tout compact K.

Démonstration. — La condition est nécessaire : soit u, une
suite convergeant vers 0 dans W,y ,; elle converge aussi vers 0
dans 9, donc d’aprés le théoréeme de Krylov-Schwartz, les
dérivées de u, d’ordre < k convergent localement dans L? (et
méme mieux que cela), d’ou pour chaque compact une iné-
galité (58).

La condition est suffisante : cela résulte du lemme d’injection
du numéro 1.

Prorosition 3. — S’il existe un ensemble mesurable, relati-
vement compact K de Q, de mesure non nulle, pour lequel on
ait une inégalité de Poincaré (58), il existe un pavé de dimension n
de Q pour lequel on a (58); (p > 1).

Démonstration. — Soit Oz,, Oz,, ..., Oz, un systéme d’axes
de référence de R™, soit ¢ > 0 assez petit pour que ’ensemble K,
engendré par les translatés de K pour les translations (¢, 0, ..., 0),
0 <t < ¢, soit un compact de Q; soit L(z,, ..., z,) la partie
de K constituée par les points ayant mémes coordonnées z,,
z,, de méme L,(x,, ..., 2,) pour K;; L et L; sont mesurables,
P- p- en (zg, ..., z,) : soit l(z,, ..., z,) la mesure linéaire de L.
En appliquant le théoréme de Fubini-Lebesgue a la fonction
caractéristique de K (supposé de mesure non nulle). on voit
qu’il existe > 0 et une partie k, de R*~* mesurable de mesure
non nulle, telle que si (z,, ..., z,) € ks, (25, ..., z,) > 7; soit
alors K, la partie correspondante de K, :

K, = szKly (T2 oo wn)E’fzf;
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K, est mesurable et de mesure non nulle dans R” et est une
réunion de pavés de dimension 1, de longueur > ¢;

(60) AgID?ﬂpdx =ﬁ’dx2 dxnﬁ‘(z’ mu)|DB?|p dz, :

.....

il existe sur L(z,, ---, 2,) un point P au moins tel que

i ag|P M a P
(61) Tk 3D dn> 3 D).
On applique alors le corollaire du lemme 1 de (I, 2, 2): on a
pour MeL,, |B] <k,

(62)  f, IDF (D day <C[ B ID%(P)P+ [ 2ID%[7d |

L, désignant I'enveloppe convexe de L et L,, et C ne dépen-
dant pas de (z, ..., 2,); on majore alors le second membre de
(62) aTaide de (61) on majore 1/ (x,, ..., z,) par la constante 1/y
et (60) donne I'inégalité de Poincaré pour K,, (k! e ” loca-
lement), compte tenu de celle qui a lieu pour K.

Comme K, est réunion de pavés de dimension 1, de longueur
> ¢, il existe alors K, ¢ K,, K; mesurable de mesure non nulle
et produit d’un pavé de dimension 1 de Oz, par un compact de
I’hyperplan z; = 0; on recommence le raisonnement précédent
en partant de K, et en translatant dans la direction Oz,; on
obtient ainsi une inégalité de Poincaré pour une réunion de
pavés de dimension 2; en faisant n fois cette opération, on
obtient une inégalité (58) pour une réunion de pavés de dimen-
sion n.

Des propositions précédentes, il résulte:

Prorosrtion 4. — Soit (k) un multi-poids sur Q connexe;
pour que Wiy , soit un espace de distributions il faut et il
suffit qu’il existe un ensemble K de (), mesurable de mesure non
nulle, relativement compact, pour lequel on ait (58); (p > 1).

La proposition 4 donne un aspect plus commode au probléeme
de variations attaché a la recherche des (k) tels que W¢,yc 95
nous allons donner, en application des lemmes 1’ et 3 du numéro
précédent, des théorémes établissant I'existence d’assez larges
classes de multi-poids (k) pour lesquels W{, , est un espace
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de distributions; nous n’utilisons pas ici les clauses de meilleure
constante de ces lemmes; le lemme 2 de (I, 2, 2) donne lu-
méme, avec la proposition 2 ci-dessus le résultat suivant:
soit Q =fzeR" x,>0}; si h=(0, 2%), as£p—1, Wi,
est un espace de distributions; mais c’est un cas particulier
des théoremes 1 et 2 suivants.

Inversement, les inégalités de Poincaré déduites de ces
lemmes sont moins fortes en ce sens que la constante y dépend
du compact K. A un multi-poids assez lourd, on peut toutefois
se poser la question d’associer un autre multi-poids & placer
aux premiers membres de (58) pour se permettre d’intégrer
sur tout ; exemple: (0, k) étant assez lourd, trouver des
H(z) tels que, pour toute ¢ € D(R,),

]0 Hlg|? dz < C/; h |grad ¢|? dux.

Supposons /; “hldz < oo et soit I(z) = /: h=* dt alors, si
C= ["H(@)I(z) <  ona|g(a)|* < I(2) [ hgrad ¢|* de d’ot
J. Hg|* dz < C J "hlgrad ¢|* da; [cf. Remarque 1 de (1, 1, 2)].

3. 2. 1er crITERE POUR Wy ,c D',

TutorkiMe 1. — Soit Q connexe, (h) un multi-poids de
longueur k+1: (h) = (0, O, ..., hy); on écrira h pour h,;
supposons qu’il existe un axze Oz, et un ensemble 11 relativement
compact dans (), porté par un hyperplan transversal, mesurable
et de mesure non nulle dans cet hyperplan, vérifiant Ihypothése
sutvante :

Soit N un point décrivant 1, Fy le premier point frontiére de
Q, a distance finie ou non, rencontré par l axze d’origine N, équi-
pollent a Oz, ; Uensemble 1, engendré par le segment NFy est
mesurable; soit Oz, ..., Ox,, tels que Il soit dans {x, =0};
on a:

(63) Jog, 2R d < oo

avec p>1et1/p+ 1/g=1.
Alors Wi, ,(Q) est un espace normal de distributions;
(on peut remplacer ¥~ par 1 dans (63) si Fy reste a distance

finie).
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Démonstration. — On peut supposer II compact, quitte a
le remplacer par un sous-ensemble compact de mesure non
nulle; soit ¢ e D(Q),

I=/I‘Im dz, ... dz, = C./I‘lola:2 .. dz, ® dx1’;

avec C=1/lk —1|! et I'indice (k) signifiant la dérivation
d’ordre k par rapport a z;; en appliquant I'inégalité de Holder
a I'intégration en dz; avec les exposants p et ¢:

I<Cﬂ1dx2 dx,,[fNF"h|<P<k>|pdxl]"p[_[;F“;cg(k—l)hw/Pdxl]”q

En appliquant I'inégalité de Holder a I'intégration en dz, ... dz,
avec les exposants p et ¢, il vient:

I< C[‘/I;lhl?(k)lp dx] [/ 2{*k—Dp=1lp dg ]llq

Il, étant engendré par une translation de II parallélement
a Oz,, d’amplitude assez petite pour rester dans Q; l'inté-
grale (63) restant bornée au cours de cette translation, puisque
h™! est localement borné, on a:

(64) Jo 8l de < C[ [ hlg®pP do ]

on peut alors reprendre ’argument de la démonstration de
la proposition 3 en y remplagant p par 1: On obtient I'iné-
galité de Poincaré (65), K étant un pavé a n dimension,
I’exposant p au premier membre étant obtenu par application
du théoréeme de Krylov-Schwartz:

(65)  Jil¢lP dw < Cligllhy,» pour toute g e D;

la proposition 4 montre alors que W{, ,e 9’

Fy 1
N 1

Exemples simples de (h), Q, tels que W, ,(Q) € D', et contre-
exemples.

Exemple 1. — Prenons Q = fzeR" z,>0}, p=2, et
(R) = (0, O, ..., 0, 2%) de longueur k + 1; la proposition 2 et
le théoréme précédent, ou le lemme (1’) de (I, 2, 2) montrent
que Wiy oD sia < —10ua>k;sialorsn=1on a des
contre-exemples, « =1 si k=1 et un intervalle pour « si
k>1; (pour « <1, on considére lintervalle >0, a <,
pour & > kI'intervalle > a, + o <; pour les contre-exemples,
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on contredit a la proposition 2 avec le lemme 1’). En fait on
montre, & partir de Wi, ,(R*?) ¢ 9’ pour n>3, que sin>3 on
a Wi, ,yc D’; 1l en est encore ainsi si n=2 ou n=23 (2€ critére).

Exemple 2. — Si I est de mesure =0 sur [}, le théoréme 1
contient le théoréme suivant, dont nous donnons une autre
démonstration : « Soit Q e R?, n > 2. On suppose qu’il existe
['cTl, e, T fermé borné de capacité positive, porté par une
variété différentiable ['; de dimension n—1 et que A(z) >a >0
dans un voisinage de [ dans Q; alors W{ »c9'(Q)».
Démonstration: Soit ¢ et ¢ dans D(Q); il suffit de démontrer
que ¢ —> j(;q;v\]; dx est continue pour ||¢|lor: soit O un

ouvert borné, de frontiére O = ['u Y, connexe, O contenant
le support de ¢ et \V1/h € £°(0). Désignons par V 'espace des
ueWq H(Q) nuls sur I', i. e. adhérence dans W ;)
des fonctions identiquement nulles au voisinage de ['; on peut
supposer que O est un ouvert de Nikodym [18], de sorte qu’alors

(u, V)V == Z(D(i)u, D(i)‘_’)l,:(o)

munit V d’une structure hilbertienne équivalente a celle
induite par W 1y(0). Par conséquent, il existe ue V tel que

(u, ¢)v =fx]ﬁ5 dz, pour tout veV.

Mais la restriction ¢ de ¢ & O est dans dans V, de sorte que
f‘l’ de=fo¢ Todr = (u, ¢o)v =Z/€.)(h—ll2Diu)(hllzDi$) dz

et comme 1/\/h est dans $2(0), et D'u dans 2(0), le résultat
suit (7).

ReMARQUE 1. — Une méthode analogue a la précédente con-
duit & la proposition suivante : L’application ¢ —{¢ 4+ ¢},
ce R est toujours continue de D({2) muni de la topologie
induite par WY, » dans 9'(Q)/c.

Démonstration. — Soit ¢ donnée dans D(Q), avec
f.]; dz = 0. Soit © un ouvert borné, avec O c(Q, conte-

(*) On peut supprimer I’hypothése que I' est porté par I';, en utilisant un meilleur
lemme de transmission que le notre, 4 paraitre dans la réédition de [62], t. 2, aprés
le théoréme de Krylov-Schwartz.
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nant le support de . Soit u une solution du probléme de
Neumann :

—Au=1,3/0,u=0 au bord de O (dans un sens faible),
alors,

S48 = 2 [} (k22D (R2DG) do
d’ou le résultat, puisque O c Q, donc h(x) > a; > 0 sur O.
3. 3. 2 critkre (8).

TatoriME 2. — Soit Q connexe, (h) = (0, 0, ..., 0, k) un
multi-poids de longueur k + 1; supposons qu’il existe une
boule T, de R", de rayon ¢ > 0, de centre un point frontiére T
de , et un ensemble K porté par Uintersection de Q et de la
frontiére T. de T., relativement compact dans Q, mesurable et
de mesure non nulle sur T,, vérifiant les hypothéses suivantes :
soit N décrivant K; le cone K, engendré par TN est dans Q
(@ part le point T); TN coupe la sphére unité de centre T en
o (N); soit K’ le lieu de o(N), t et o les coordonnées polaires de
centre T. On a:

(66) S R dy < 4 o

avec p>1, 1/p+ 1/g=1; alors, Wg, ,(Q) est un espace
normal de distributions.

Démonstration. — Elle est analogue a celle du théoréme 1;
soit

L= [ l3(e, o)ledo = C f.do| ["(t—e)*2¢®|dt

I'indice (k) signifiant la dérivation d’ordre k par rapport a t;
en appliquant deux fois I'inégalité de Hélder, on a

INGEDERL
< [ /; ) t"1h|q®|P dt]llp[ foe (t — &)2e—D[gn—1p]~alp dt]

1/q

et
1/q

1< C[ j; Rlg®pp dx]”" [ ﬂ (8 — €)= o—bnj—ip dx] :

(8) En fait on peut donner n critéres, suivant la dimension n’ de la portion de
frontiére prés de laquelle on fait des hypothéses sur (h); ici n’ = n —1 pour le
1er critére; pour le 2¢, n’ = 0.
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d’oui le théoréme 2, A~9? étant borné au voisinage de K, en
achevant la démonstration comme pour le théoréme 1.

Scorie. — On suppose dans les critéres 1 et 2 que le poids
h est assez lourd prés d’une portion du bord; le lemme de trans-
mission, et la proposition 3 sont nécessaires pour que cette hypo-
thése se fasse sentir sur tout louvert connexe; une fois que l'on
sait que Wiy e D', on n’a plus besoin que du théoréme de Kryloy-
Schwartz pour écrire des inégalités de Poincaré sur tout compact.
Wi, est alors un espace de Beurling-Deny; c.f. [12].

CoroLLAIRE DEs THEOREMES 1 ET 2. — Sott Q une boule de
R", (n > 1), de centre O, de rayon 1; he(M) = (1 — OM2)/TM"
la fonction de Martin (non normalisée) relative au point fron-
tiére T, et (h) = (0, ..., 0, h%) un multi-poids de longueur k + 1;
alors pour tout k et pour tous a«, p tels que a << plq, ou
> (n—p)/(n—1), Wi,, est un espace de distributions.

Démonstration. — On voit que hy s’annule au bord, sauf
en T, comme la distance au bord; d’aprés le théoréme 1, le
corollaire est démontré si & << p/q; on voit qu’il existe un cone
de sommet T, situé dans (, et d’ouverture non nulle ou
hy > ¢TM'™ avec ¢ > 0; le théoréme 2 montre donc que le
corollaire est démontré si — (n—1) (1 — a)g/p > — 1 soit
@ > (n— p)/(n —1).

RemarQue 2. — Les conditions du corollaire précédent
sont réalisées pour tous k et a si p > (2n — 1)/n, en parti-
culier si p = 2. Si a > p/q, le premier critére n’est pas
applicable; en effet, si petit que soit un voisinage de T,
hr est, en dehors de ce voisinage et prés du bord, comme la

distance au bord, et I'intégrale /;I h~P'7 est toujours diver-
gente, quelque soit II. !

Les critéres précédents nous donnent le cas a =1,
p = 2 que ne nous donnera pas le théoréme 3. Ce corol-
laire peut s’étendre & tout ouvert borné a frontiére régu-
liére pour lequel on connait le comportement au bord des
fonctions de Martin; si 'ouvert n’est pas borné, on a un
contre-exemple pour a =1, p=2 avec la fonction
harmonique positive minimale z, de I'exemple 1 donné
a la suite du théoreme 1. (n = 1).
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RemMarQuUE 3. — Donnons un contre-exemple a W(,c9’,
de nature différente de ceux déja donnés : soit ( le com-
plémentaire de 'origine, h=1/r""2, r=x|; (h) = (0, h).
On va voir que W{;y n’est pas un espace de distributions
(bien que Wy le soit si n > 2); on contredit & la propo-
sition 2 en prenant pour P (proposition 1) la sphére unité
(ce n’est pas un disque d’hyperplan mais cela revient au
méme); et on prend ¢ invariante par rotation. Si on avait
Wiy D', on aurait donc pour toute ¢ e D(R,),

W12 < C [ rlogfor| dr, €>0, C finie
ce qui est impossible, d’apres le lemme 1’ de (I, 2, 2).

3. 4. 3¢ CRITERE.

Nous donnons maintenant une classe de (h) assez lourds
pour lesquels les hypothéses portent sur le comportement de
(k) a P'intérieur, et non directement sur le comportement

au bord (c. f. Remarques 4).

TakorEME 3. — 1° Soit h une fonction sous-harmonique
positive continue, non constante sur () connexe; soit (h) = (0, h%);
alors, st o > 1, W{,, est un espace de distributions;

20 si h est une fonction sur-harmonique continue, positive,
non constante sur () connexe et st a << 1, W{,, est un espace de
distributions.

Démonstration. — On utilise le lemme 3 de (I, 2, 2); puisque
h est non constante, il existe vy > 0 et un compact K de mesure
non nulle de Q sur lequel |grad A| > 7; (46) nous donne alors
une inégalité de Poincaré pour le compact K; on achéve la
démonstration avec la proposition 4.

REMARQUES 4. — On a Ah® = a(a — 1) |grad h|% + ah*1Ah;
donc si A est sous-harmonique, A I’est aussi pour a > 1;
si h est sur-harmonique, A° I'est aussi pour 0 a << 1.

On peut introduire des p = 2 dans un énoncé analogue
au théoréme 3 en utilisant (49) et lhypotheseE |Dh|2—P
localement borné.

Méme si on prend pour A une fonction minimsale de
Martin, le lemme de transmission sert dans la démons-
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tration précédente. Voici un exemple de fonction de
Martin dont le gradient s’annule en un point; il m’a été
donné par M. Hervé, et touche de prés a des questions
de [27]: on prend pour Q le domaine compris entre deux
cercles C; < C, de R2 non tangents, et la fonction de
Martin h, relative a lextrémité A eC, d’un diamétre
commun; soit B et C les extrémités du segment de ce
diamétre situé dans Q et disjoint de A; A, s’annule en B
et C et est symétrique par rapport & BC, donc |grad h.|
s’annule en un point intérieur au segment BC. Si Q c R?
est simplement connexe, on voit par transformation
conforme qu’il n’y a pas de telle k,; on peut se demander
ce qui se passe a cet égard pour un ouvert de R" ou tout
point est rétracte de toute surface homéomorphe a4 une
sphére, le contenant.
~ Silon prend pour Q une boule modifiée en lui ajoutant
une pointe assez effilée pour ne contenir aucun céne d’ou-
verture non nulle, ni le théoréme 1, ni le théoréme 2
ne s’appliquent a la fonction de Martin relative au sommet
A de la pointe si ’'on n’en connait pas la croissance en A;
le théoréme 3 donne le résultat Wi ,c D’ si a £ 1;
le cas « =1 qui était résolu pour la boule, non par le
théoréme 3 mais par le théoréeme 2 (Remarque 2) reste
ici non résolu; en fait, 'inégalité de Harnack, qui modére
la croissance au bord d’une fonction sous-harmonique
positive, permet 4 h, de croitre d’autant plus vite que
la pointe est effilée et le seul fait que Wy 55y 9’ pour & >1
suggere qu’elle fait bien ainsi.

La recherche, h étant donnée, de fonctions H telle que

Voed,  [Hizl* < [h|grad g|°

pourrait conduire & une généralisation du théoréme 3;

(cf. la fin de (I, 2, 3-1).

ReEMARQUE 5. — On connait le role des fonctions harmo-
niques positives minimales et la possibilité d’exprimer
toute fonction harmonique positive dans Q a Paide des
minimales; cf. [15], [48]; & la notion de fonction harmo-
nique > 0 minimale, on peut attacher une notion de
fonction hilbertiennement minimale :
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Lemme. — Soit h continue sur () alors, st fh lgrad ¢|2 >0
pour toute ¢ € D(Q), h(z) >0 sur Q.

Conséquence. — Si h et k sont continues,
W(O,h)c W(o';.') <> (3)\, )\h < h, l > 0) <> h '% h;
la derniére équivalence définissant <.

DEriNITION. — h est hilbertiennement minimale si

W(O, n < W(o_ ") =3 7& = P-h, ®e R
i. e st

h 3 h<=>h=ph

On vérifie alors trés simplement qu’il y a identité entre
I'ensemble des fonctions de Martin et I’ensemble des
fonctions harmoniques positives hilbertiennement mini-
males, parmi les harmoniques positives.

No 4. Exemples d'espaces des types W et W° et de multi-
poids annulant au bord.

Les théorémes suivants seront utilisés en (I, 4, 3). Ils se
généralisent facilement pour p =2 en prenant des espaces
Womr .o 00 1/p +1/g=1, p > 1.

TutoriME 1 (cas n = 1). — Soit Q@ = Ry, h(z) mesurable
sur Q, positive, h~1 localement bornée et h telle que ﬂ “h do

tend vers Uinfini si € tend vers 0, de méme que si N tend vers
Pinfint, alors:

10 Les éléments u de Wy-i yy sont des fonctions absolument
continues sur tout compact et nulles au bord, i. e. u(x) >0 st
z—>0 ou st x— -+ .

20 D est dense dans Wy y; autrement dit cet espace est
identique & W1 py;

3% Soit h = z: Papplication u— ¢ = a8~y définit un
isomorphisme de Wg—i o sur Wy .03 en  particulier,
Wiee2, 50 = Wige-2,,c) €t st ¢ est dans ce dernier espace,
=2y est nulle au bord.

Démonstration. — 1° La continuité absolue sur tout com-
pact résulte de [62], chapitre II. Soit we Wy ,; sl u ne
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tend pas vers 0, il existe un nombre [ > 0 tel que pour tout
e>0, il existe a >0, a<<e avec |u(a)]>1; de méme, pour
tout ¢ <0, il existe b, 0 << b <<, avec |u(b)] < !/2: sinon

* e A : —_ 4
f h'|u|®2 dz ne pourrait étre finie, h~' n’étant pas som-
0
mable; on peut donc construire une suite:

a‘n> bn> Qni1 > bn+1’ see —>0

telle que |u(a,)| > 1 et |u(b,)| <2, pour tout n. En majo-
rant par Cauchy-Schwarz: (il suffit de prendre u réelle)

u*(a,) — u?(b,) =,2ﬁa"h“l’2u.h1’2u' dz,
il vient :
(67) [ux(a) — wi(b)| <, hu? da + fhuw't de =T
et comme |u%(a,) — u?(b,)| >1%/2>0, on obtient que J
majore pl/2, p étant un entier aussi grand qu’on veut, ce
qui est absurde.

On démontre de méme que si z — + o, u(z) > 0: on
construit une suite:

a,<<b,<ayy <byy,..—>©

ayant les mémes propriétés que la précédente.
20 Soit 0 <7n <e<<1; considérons la fonction ¢ =u
pour e <z << 1, 9 =0 pour 0 2z, et, pour v <z,

o =ue)( [ hda) /[ hde

un calcul facile montre que:
€1 ’ 71 €,
I= [ (9t + he'®) do <o) ([ 57 do + 1/ [ da)

1 . . .
comme fo‘ h~'dxz diverge, ¢ étant donné, on peut toujours
trouver v tel que /:h‘l dx = 1, donc I << 2u?(c); si € tend vers
0, en choisissant ainsi v} pour chaque ¢, I tend vers 0 d’aprés
le 1°; on définit ¢ de fagon analogue pour z > 1, et en la

remplacant par une régularisée convenable, on approche u
dans W , d’aussi prés qu'on veut avec des fonctions de

D(Ry).
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3° De p' = g(1-U%y/ —}— € a-1-ory
et de u' = 2Ry 2——2——1»’5“_3)/2",
on déduit

et

fxu'“ =(c——};—1)—2f L +fxv’2 + ( c——i)f o

comme d’aprés Cauchy-Schwarz,

2I‘/‘uu'l<fxu'2+fx—1u2

on

c-IVV’|<f.’E°_292 +fxc‘,'2

obtient la bicontinuité de l’application; comme 9D est

dense dans W , et est invariant, le théoréme est démontré.

RemarQue 1. — En fait, on sait & priori que les éléments

de W,y ont une trace u(0) (et une trace u(+ o)) qui
dépend continiiment de u pour ||u||y : il suffit d’utiliser (67).
Si on fait tendre a, et b, vers 0, on voit que u?(z) converge,
suivant le filtre des voisinages de 0, vers un nombre > 0,
et de méme de u(z); on obtient de méme par (67), en lais-
sant b, fixe & l'infini, la continuité de la trace qui est
donc a priori nulle pour les ue W(— ,; mais cela ne
montre pas I'identité des deux espaces.

RemarQue 2. — D’aprés le théoréme 1, le multi-poids

(h71, Rh) considéré annule au bord et est suffisant (c. f.
définition 7 de (I, 1, 3)); pour tout ¢, les multi-poids
(22, z°) sont suffisants, mais n’annulent pas nécessaire-
ment au bord par exemple, W. ., contient une tron-
quée a droite de 1/z.

ReEmARQUE 3. — Le théoréme précédent se généralise faci-

lement pour Wy 1), ,9; de plus, on peut obtenir des
énoncés analogues pour des intervalles bornés; par exemple,
Q=>0,a<, h=2(a—=z), a>0. On peut dire aussi
«les éléments de W . () sont des fonctions continues,
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nulles au point 0 et admettant une trace u(a) continue
sur W ) (Q); dans cet espace, les restrictions 4 Q des
fonctions de D(R,) sont denses ».

Tutorime 1’ (casn>1). — Soit Q = {zeR", z, <0},
h une fonction mesurable de z,, h et h™ localement bornées;

N . . . .
supposons que j; h=t dt tend vers Uinfint sie >0 ou si N—>+ o0
alors,
1° pour tout ensemble mesurable 11 € R*1, 'intégrale

S lule day ... da,y

ot u e Wy est p. p. égale d une fonction absolument continue
sur tout compact, [U(z,)]? qui tend vers 0 si z,—~0 ou st z, >+ co.
20 L’espace D est dense dans Wy py.
30 Soit h = z,; Uapplication u— ¢ = z~ u définit un
isomorphisme de Wit .y sur Wee—s ¢

n ,Zn)*
Démonstration. — Pour la définition de U, voir par exemple
le théoréme 1 de (I, 3, 1); comme /‘hlul2 < o, II peut étre
z, = 0 tout entier; on vérifie (Cauchy-Schwarz) que

[h U2 da, + [RU da, < o0

on est ramené a la démonstration du théoréme précédent, sauf
en ce qui concerne le 29, ou il faut faire une troncature diffé-
rente: soit < Nn<e<<l<eg <my < 0 soit w(z,) nulle
en dehors de ), n;(; w = 1 dans (¢, & );

I(z,) / log Hﬂ,
Itn)/ = I(n)
1

ou I=L"h“1 dt, dans (v, €); on définit w(z,) de fagon ana-
logue dans (g, n;); on vérifie que si 7, &, &, n;, sont correc-
tement choisis, wu approche d’aussi prés qu’on veut u
dans Wy, ny; cette vérification est faite en détail dans la
démonstration du théoréme 3 de (1,3,1),  est la fonction de
troncature de Poulsen qui s’adapte a la situation présente
bien que la premiére composante de (h) ne soit pas nulle. Il
reste & montrer qu'on peut approcher wu dans Wy~ ), avec
des fonctions de D; cela résulte du fait classique que D(R*?)

est dense dans Wy ;(R™?), et de ce que hA™ n’est pas nulle.
24

o(z,) = log
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§ 3. — Caractérisation des éléments d’un W(h) e
traces ; applications.

Sommaire. — Au numéro 1, nous posons les problémes de
fagon générale, pour p > 1 quelconque et, en ce qui concerne
les traces, pour k> 1; au numéro 2, nous énongons, comme
conséquences du n° 1, les résultats utilisés dans I'interprétation
des théorémes d’isomorphisme ou d’existence obtenus au § 4.
On rapprochera certains résultats de [57], [83], [85]. Certains
points seront développés dans [90]: nous ne nous occuperons
au § 4 que de problémes homogénes.

No 1. Caractérisation et traces.

1. 1. THEOREMES DE TRACES.
Les notations suivantes sont utilisées dans plusieurs énoncés;
elles sont analogues a celles du théoréeme 1 de (I, 2, 3).

Notations 1. ,

10 Soit Q< R*; (Ozy, Oz, ..., Oz,) est un systéme quel-
conque d’axes de coordonnées; Il est un ensemble relative-
ment compact dans (), porté par ’hyperplan z, = 0, II étant
mesurable et de mesure non nulle dans cet hyperplan; le
point N décrit II; Fy est le premier point de (2, a distance
finie ou non, rencontré par 'axe d’origine N, équipollent &
Oz,; II, est 'ensemble engendré par le segment NFy; Ql n
est le lieu de Fy (I'indice 1 rappelle 'axe Oz,); (.1 m est le
translaté de Ql,ﬂ pour la translation (—e¢, 0, ..., 0), e >0;
II; est II, diminué de ensemble engendré par Q; r; au cours
de la translation précédente.

F§ est le point de NFy d’abscisse =z, = inf (8, NFy);
6>0; QQ,H est le lieu de F&; II(t) est le translaté de II pour
la translation (¢, 0, O, ..., 0); soit ty = NFy et f= ilé%ts.

20 Soit h une fonction mesurable, positive sur Q, A1 e 4”
localement ; sauf avis contraire (k) = (0, 0, ..., 0, &), de longueur
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k4+1; soit 0<C<t<COKf et 1 =1nf(0, NFy) = NF%; on
pose, si J <k, et si lI(¢)eQ:

(68) Ji(0) = | day ... da| fo f(e.—xl)-qo_nh—qmdxl]"q
De plus, st f<< o | '

(69) Li(e) = fridws ... da| [ (tx — @) —h=97 da; "

3° On entend par u(t): u(t, =5, ..., %), u¥ signifie : o//ox]

(70) Us(t) = Jo, /D™l doy ... da,
() U = 3 Us).

Enfin, C pourra désigner des constantes positives finies
différentes.

Lemme 1. — Soit (h) = (he, ..., hy) un multi-pords sur Q;
et supposons que, k; étant un compact de )0, f(,
K, ={=, zell(t), tek}
est relativement compact dans Q; alors, si une suite de u, con-

verge dans Wy, ,, et st 1 < s < py, les Uyt) convergent uni-
formément p. p. sur k.

Démonstration. — L’ensemble K, étant relativement com-
pact dans Q, on a: h, > C > 0 sur K;; soit C’' la constante
relative & K; du corollaire du lemme 1 de (I, 2, 2): V¢, t, e &y,
la| < k, on a p. p. en (zy, ..., z,):

ID=u(ty)l* < C[|D=u(ta)|* 4 D=’ (ta)]
+ oo 4 |DRuklEL(g))e +l/t‘t’IDa.u(k—|al)ls dt]
en intégrant en dz, ... dz,:

Udt) < € Uta) + €2 L b 3 IDoufda),

P- P- en t, ty; soit v > 0; il existe N entier tel que pour
m>N, m' >N, on ait, en posant v = u, — u,, en supposant
l, = mesure de k,, avec [; 5= 0, ce que ’on peut toujours faire
quitte a agrandir k :

U(t) < CCnfly + ]
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p- p- en t sur k;, en effet, si ¢ est assez petit et si
Joh 3 Dt <e <,
© lal=k

il existe ¢, € k, tel que:
Us(t;) < G/l

TutoriME 1 (traces) — 108 f< 4+ 05 st g<r< o
avec 1lp +1lg=1; s 1 s<rpl/(p+71); et st Jif) < o,
(1<j< k) alors, pour toute ueW(o .0, ,.)p et tout |o| k—7;

la trace D*u(Fy) = D%u(a) + f D*u'(t) dt est définie p. p.
en N, mesurable, et ne depend pas de a, a étant pris dans le
complémentaire dans un ouvert de Ry d’un ensemble de mesure

nulle;
de plus, Uintégrale :

(72) U0y, n) = fi; ID“u(F)|* day ... da,

est convergente, depend continiiment de w pour ||ulln,,; pour

e >0 (assez petit), UQ5 11) existe et tend vers U(Q, 1) st
e = 0; on la nomme intégrale de trace de u, d’exposant s, sur
la partie de frontiére voisine de 11 dans la direction orientée Oml
20 On suppose fquelconque, g<r < o, 1< s<rpllp+1);

st o] =k—1 et st

lim J;(0) < o,

f>
alors,

(73) UxQun) = oli:il ﬁlmau(Fg)rdxz ... da,

existe, dépend continiiment de u de méme que U*(% 11) qui tend
vers U(Qy 1) st € = 0; cette expression porte le méme nom
qwau 1°; Q, 11 peut étre partiellement d Uinfini.

Démonstration. — 1° On a p. p. en (z,, ..., Z,),s1] = k — |a| :
 (74) Deu(t) = D*u(0) + tD*u’'(0) + -

¢! » (—1)y _
= D*UID(0) — — = | (t — 2,/ D P d.
+ o D0 — g ) z
soit Ty = NFy; en intégrant en dz, ... dz, sur II, et en
tenant compte de ce que 1, est borné, il vient, sis = rp/(p + r)
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(d’ott 1 s < p) et en supposant U, (0) << oo quitte a chan-
ger d’origine (Krylov-Schwartz),

Joy|Du(tx)l* day .. da, < CUL(0)
+ C fpdzy ... da, [f (tx — 2, ) | D*u®) day |

or, en utilisant la majoration de Holder avec les exposants
p et g,

f; ‘(t — x| DY) dz,
<[ [ (t— ay)w-Dh-ar day| [ A ‘D= da, |

et en appliquant encore la majoration de Holder a I'intégration
sur II, avec les exposants p/s et p/(p — s), il vient:

(75) Uy, ) < CUL(0) +- ClJud e, LI

d’ou le 19, en tenant compte du lemme 1 pour établir la conti-
nuité par rapport & u; on démontre la continuité par rapport
4 € par une majoration analogue a (75), o U (0) est remplace
par U (Qi n) et tenant compte de ce que 'on aurait pu écrire
(75) en y remplacant ||ul|n,, par /{1 H‘h 2 |D5u|p

|
20 On obtient de la méme fagon, si Ioc = k—1

(76) [ |D*u(F)|* da, ... dz, < CUL(0) + Clludim, o(IH(0))"

en effet pour passer de (74) & (75) on n’a plus besoin que lI,
soit borné, (74) ne comprenant plus que le premier et le dernier
terme de (76); on déduit facilement les conclusions.

TatorimE 2. — Soit Q, II; Paze Oz, transversal a 11, soit
f< + o, soit s=rp/(p+r), soit (h) = (0, 0, ..., 0, h), de
longueur k + 1; alors pour que ue Wy, ,, il faut que pour
tout j, 1 <j <<k, pour tout r, g r<< oo, (1/p + 1/g = 1),
on ait:

Ug(Ql, H) =0

(pour tout a avec |a| < k—7,
ou

(77 J(f) = 4+ et méme:
Uz (4%, )/ [H(e)}" — 0

( avec e.
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Démonstration. — L’alternative est une conséquence directe
du théoréeme 1; d’autre part, si U*(Q% 1) = 0, on obtient, en
utilisant les deux majorations de Hélder utilisées pour le
théoréme 1:

o ¢ € \1s/r slp
(78) Us(@n) < CHEI| fy_nt 2 Dbl da]”.

|=k
ReMarQue 1. — Soit dans R2, l'ouvert:

Q=20 <z, <1, 0< 2, < 1,
& % (t, by) pour 0 <t << 1/2 et tout m}

b, étant une suite tendant vers 0 dans )0, 1( et soit par

exemple A = 1: 1l existe une trace dans la direction :Z(j,
alors qu’il n’y a pas de trace sur toute la frontiére: s1
on prend u = 1, sa trace est infinie, puisque la frontiére
a une longueur infinie; cet exemple d’ouvert montre
aussi que les hypothéses du théoréme 2 sont en général
insuffisantes pour une réciproque.

ReMArRQUE. — Dans le cas de divergence, ou la trace
n’existe pas, on peut écrire des majorations de croissance

au bord pour les éléments de W, ,; cf. Remarque 1
de (I, 3, 2).

1.2. THEOREMES DE CARACTERISATION.
Ouverts du type de la boule unité, h étant la distance au bord.

Notations I1I. — On prend pour Q la boule de centre O,
de rayon 1; (), est la boule de centre O de rayon 1-—y,
(y<<1); (p, w) sont les coordonnées polaires de centre O;
par u' on désigne dufop.

Si II est un compact de (2, on pose

1L ={(p, w)eell, 0<<e <y,
Ul(y) = fylul —y, o)fdo s>1
et Uly) = UR(y)-
Soit h sur (), positive, k™! € 4° localement; A(p) désigne une

fonction positive, mesurable, A~! localement bornée ne dépen-
dant que de p; C; et C, sont des constantes positives finies.
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On se référera ou non a I’hypothése:

(79) 3C;, C, A, tels que CiA < h < GA.

Taborisme 3 (Poulsen). — 10 Si J,(y) = [} dw| ["h—»dp|™

converge, (y > 0) avec ¢ <r<<oo, 1/p+1/g=1; p>1; si
1<<s=rp/(p+r), alors Wi,ycD et st ueWiu,

VII, UNy)/[J.(y)]"r—0 avec y.

20 Supposons que Uon ait (79), p > 1; pour que ue Wiy
u suffit que ue W 1y, €t que:

ﬂme

diverge, ou U(y) — 0 avec y.

Démonstration. — La premiére partie est un corollaire
du théoréme 1 de traces, qui s’adapte immédiatement a la
situation présente, les (), correspondant aux [l(z).

Montrons la deuxiéme partie: soit ue Wy ,); soit

I<n<e<

nous allons définir w(p), 0 <Cw(p) <1, nulle pour p v, égale
a 1 pour e < p<<1, et telle dans (v, £) que I'intégrale

S = jg;_Q‘A |grad wul?

puisse étre aussi petite qu'on veut.
(Une fois @ obtenue, il suffit de régulariser.)

Or,
S<C o o Al Plulr + C [, Algrad ule.

La deuxiéme intégrale tend vers 0 avec ¢; la premiére est
majorée par:

S, = [ Alo'U(y) dy;
Cas ou /:A*"’P dp converge. — Soit J(y) = fo A dp;

d’apres le théoréme de traces, U(y)/(J(y))" — 0 avec y, donc,
pour & assez petit,

Si < J Alw'|P 31 dy;
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I'équation d’Euler du calcul des variations suggére alors de
prendre :

o’ = CA—9rJ-1,

9 N : J— R J(y)/ J(e)
d’ott pour avoir w(n) =0, w(e) =1: o =log=% /log ==~
alors, S; < |log (J(¢)/J(n))|*?; comme p > 1, ¢ ayant été choisi,

S; = 0 avec .

1 . .
Cas ou fo A-9P dp diverge. — On choisit encore & pour que
fg)_g A |grad h|P soit assez petit; soit alors

I(y) = [ A~ dp
le théoréme de trace appliqué pour y = ¢ donne:
|U(y) — U(e)] < I,

done, pour y <<e¢/2, U(y) < CI”", pour C assez grand ne
dépendant que de e. On obtient, par le méme choix de w que
précédemment dans (v, ¢/2), I(y) remplacant J(y), et en
prenant w = 1 pour ¢/2 Ly << 1:

S, < [log (I(¢/2)/I(n))I*~
qui tend vers 0 avec v, ¢ restant fixe, puisque I(y) - .

N. B. — Nous avons du reproduire le théoréme précédent
pour 'adapter & nos notations; Dlartifice de troncature de
Poulsen est conservé, la démonstration a été conduite pour
p 5+ 2, ce qui ne change guére de p = 2; la premiére partie
est mise sous forme plus générale. c.f [57].

TrtoriME 3'. — Soit Q ={z e R"|a, > 0{; soit h mesurable
positive sur Q, h™1 e 4™ localement; soit Il un ensemble mesu-
rable de x, = 0 et £ = (24, ..., ,1);

10 si Bl = frydt| [hooe da|™

converge, ou St

Ir(m) = Judt| [hoeds,) ™
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converge, pour 0 < z, < 0, r<< o,1/p+1/g=1;p>1
et st 1 <s=rp/(p+r), alors Wy, yc D', et

st ue Wi,
g Ul(z) = firluE, @.)l'dE,
(alors pour x =0 ou + oo, VII, J¥1) diverge, ou
Ull(z,)[[J%(x,) ] — O st T, = *%.

20 S’il existe b mesurable, ne dépendant que de x,, et des
constantes C, et Cy > 0 telles que C,h(z,) < h < Cyh(x,); pour
que ue Wi 1.5, P> 1, 1l suffit que ue Wy, et: pour x =0

% . .
et pour x = oo, ‘/1‘ h—7* diverge, ou UX"(z,) est finie et tend
vers 0 st z, tend vers x.

Démonstration. — Elle se fait comme la précédente; c. f.
aussi la démonstration du théoréme 1’ de (I, 2, 4); ici, si II
n’est pas relativement compact U[l(z,) n’existe pas nécessaire-
ment pour u € Wy ,; si cette intégrale de trace est finie pour
une valeur finie de z,, ou pour z, = x dans le cas ou J%(1)
converge, alors elle est finie pour toute valeur finie de z, (c’est
le cas si u e W{y ) ; lorsqu’on a tronqué u vérifiant les condi-
tions du 2° avec w(z,), w étant & support compact, on obtient
une fonction wu € Wy, 1y(Q’) et on approche alors u de fagon
classique avec des fonctions de 9; (I'ouvert Q' est défini par

<<z, <ny < o).
Cas Q = R+,

Le théoréme suivant résout entiérement les problémes
Wi, ,c 9" et de la caractérisation des éléments de Wy, ,,
pour (h)=(0, 0, ..., 0, k), et n=1; Dans ce cas, on peut faire
une troncature plus simple; on peut aussi utiliser celle du
théoréme précédent, pres de 0 et de + oo.

TatoriME 4. — Soit Q =>0, a<cR, a>0, a fini
ou non; soit b fini, 0 < b < a; soit h définie sur (), positive,
he 4 localement; soit

() = [T h=trdt;  J(ea) = [ b= dt.

10 Pour que W{yy,, <D’ il est nécessaire et suffisant que l'une
des intégrales 1(b) ou J(b) converge.
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20 S’il en est ainst, pour que u € Wgy ,, il faut que u € W, , et

que Uon ait (80) et (81):

(80) I(b) diverge, ou wu(e)/[I(e)]** —>0 avec ¢
(81) J(b) diverge, ou u(g)[[J(e)]"* =0 si ¢ — a.

3% Pour que ue Wy ,, tl suffit que ue Wy, , et que Uon ait
(82) ou (83):

(82) I(b) diverge, ou wu(e) >0 avec ¢;
(83) J(b) diverge, ou u(e) >0 st g —>a.

Démonstration. — 1° C’est une conséquence de la propo-
sition 4 de (I, 2, 3) et du lemme 1" de (I, 2, 2).

20 (C’est une conséquence du théoréme 2, qui peut s’énoncer
ici pour f= + o0;

3° Soit O<t<e<b<el<t1<a; soit :

o) = [Thrdt et Hy(z)= [ h"Pdr;

nous donnons la démonstration dans le cas ou I(b) converge,
et ou J(b) diverge; elle s’adapte facilement aux autres cas;
soit ue Wy, 5 si |u(e)] >0 avec ¢, il en est de méme de
u(e)/[I1(e)]"?: on a en effet:

()P =]jo‘ w daf < [“ho)™ [“hju da
supposons ¢ et g choisis tels que:
wEIEM <n; [ hwlP<ns [ RwP<n
et prenons |

gz)=u si eCe<<e; 9@)=0 s1 0t ousl (L, <<z<Ca
et ¢(z) = H(z). u(e)/H(e) pour t<Lz<e;
?(x) = Hl(x)u(sl)/Hl(El) Si €y < X <,t1,

on a alors:

a € ’ ty ’
Skl — gl do < 20 + ["hle'lP dz + [ Rlg'lP do

or,
SR de = JulE)/He)s Al de = Jule(e)/HE e);

on impose alors a ¢t d’étre assez petit pour que H?1(¢) soit assez



INTRODUCTION DE POIDS DANS L’ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 379

voisin de [I (s)]””’ pour que |uf(e)/HP~1(e) < 2v; enfin, on
prend t, assez voisin de a pour que |u|p(al)/H" 1(e) < M, ce
qui est possible car H(e;) > o0 si ¢ — a.

RemARrQuUE 2. — La condition nécessaire indique en détail
la condition de nullité au bord; elle ne peut guére étre
renforcée dans I’exemple suivant:

Exemple: h = 2%, a << 1; soit n=1,
ue W  u=a"(z);

alors, ¢ n’est plus astreint & une condition de Lipschitz
au point O : une fonction = 1/log z pres de:0 peut convenir
pour ¢; en revanche une fonction s’annulant & ’origine
comme 1/log ]log z| ne peut convenir pour ¢ : les conditions
de Lipschitz écrites au bord sont maximales du point de vue
de Uexposant.

RemMarQuUE 3. — Le théoréme précédent se généralise ainsi

pour k> 1: soit
i) = [ (e— )W-Dh—ap dt:  J(e)) = [ (t — &) WD~
Fe)= [ (e— 0Dk dt;  Fey) = [ (t— ex) 0Dk dt
il suffit de remplacer I par I' et J par J* dans le 1°; et
de remplacer (80) et (81) par:

(84) I'(d) diverge, ou Vj, 1< j<kh,
u*N(e)/[F(e)]" — 0 avec .
- Yy, J(b) diverge

ou u*D(ey) [ Fe)) " >0 si g >

avec modification analogue dans (82) et (83).
Nous l’avons vérifié en posant:

H) = [zdﬁ f‘h' o ffth’rqlp dyy

et en prenant pour ¢ dans I'intervalle (¢, €) la fonction
= o Hy(2) + a)g2Hia(2) + -+ + 02" Hy(2)

cette fonction s’annule en ¢ jusqu’a l'ordre k—1; on
détermine les a; pour qu’elle coincide en € avec u jusqu’au
méme ordre; définition analogue pour ¢ au dela de .
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Cas ot h a une singularité polaire.

Notations III. — Soit toujours Q la boule unité; Te(Q,
(t, o) les coordonnées polaires de pole T, T, la boule de centre T

de rayon z; T, la sphére de centre T et de rayon z;

K est un compact de T; nQ’, ou Q' est le demi-espace
ouvert contenant Q et limité par ’hyperplan tangent en T a

Q;

pour u € Wy 4, on pose p. p. en z:
Vi@ = flo(z o) do.

CoroLLAIRE 1 DU THEOREME 1. — St

Liz) = fodo[ [ horo—vue]™
converge (z>0) avec q<r<< o, 1lp+1/g=1; st
1<s=rpllp+7)
alors Wi, e D" et si ve Wi, on a
(86) V¥(z)/I#7(z) -0 avec z.

Démonstration. — Elle est identique a celle du théoréme 1
précédent, h étant remplacé par t"th.

No 2. Applications. -

Nous tirons du n® 1 les conséquences nécessaires a l'inter-
prétation des théorémes d’isomorphisme du § 4; nous prenons
donc p = 2 et h est soit la distance au bord, soit une fonction
de Martin d’un ouvert a frontiére réguliére; nous utilisons les
notations du numéro précédent.

Derinition 1. — 10 Soit Q la boule unité de centre 0; p, w,
les coordonnées polaires de péle 0; y =1 — p; soit 1l un com-

pact de Q; nous disons que u vérifie une condition de Lipschitz
intégrale (sur 1), d’exposant v, st

(87) Tlexzisteet 1= ﬂllu(i —y,0)|dofyY =0 avec y.

20 Soit Q un ouvert de R*, & frontiére ) non vide, une fois
c. d. et réguliérement plongée; nous disons qu'un espace de
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distributions sur Q est un espace de fonctions nulles au bord,
si pour tout u pris dans cet espace, et tout 1 pris dans le complé-
mentaire d’un ensemble fize de mesure nulle de 2, on a (87) avec
Y>>0, (y, ») étant un paramétrage local de Q prés de 1I, y
s'annulant sur 11 comme la distance au bord, (dim Q = n—1).

DErintTion 2. — Soit T un point de R, (t, o) les coordonnées
polaires de péle T; soit K un compact de la sphére unité T,
de centre T ; nous disons que u vérifie une condition de Lipschitz
intégrale (sur K), de péle T, d’exposant v, st :

(fxlu(t, o)| do-)/tY—>() avec f,

Pintégrale étant supposée exister. On dit que u est nulle en T
si elle y vérifie la condition précédente avec y > n — 1.

TatoriME 1. — Pour que ue Wiy ,4(Q), ot Q est la boule
unité, y la distance au bord,
10 il suffit que ue Wy, et que soit ¢ > 1, soit

flui——y, W2dw — 0 aveec y;

20 il faut que u e Wy 4y, et, st ¢<<1, que pour tout compact
[1eQ, u vérifie une condition de Lipschitz intégrale sur 11,
d’exposant vy = (1 — ¢)/[2.

TatorimMeE 2. — (Notations II et III). Soit Q la boule
unité de centre O; soit he(M) = (1 — p2)[t" une fonction de
Martin non normalisée relative au point T € Q de la sphére
unité de centre O (p = OM, t = TM)

Pour tout ¢, Wio,ng < D’ (c (I, 2, 3)); st alors ue W(y, on
a le comportement suivant de u : st ¢ << 1 pour tout compact I du
complémentaire du point T dans Q, u vérifie une condition de
Lipschitz intégrale, sur 11 d’exposant y=(1—1¢)/2;

st ¢ > (n—2)/(n—1), pour tout compact K du complémen-
taire dans T, de Uhyperplan tangent en T & Q, u vérifie une
condition de Lipschitz intégrale sur K, de péle T, d’exposant

Y=[(n—1)c— (n—2)2.

RemarQue 1. — Supposons dans les hypothéses du
théoréme 1, ¢ > 1; alors Wy ;o = W(, ) et les éléments
de cet espace ne sont plus nuls au bord; mais en fait les
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éléments vérifient encore, si ¢ > 1, une condition de
Lipschitz intégrale d’exposant y, pour v < (1 —¢)/2 < 0,
qui modeére la croissance au bord; voyons-le pour n = 1:
soit u e Wio .o(R4); 0 < e << 1/2; alors d’aprés 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz, |u(e) —u(1)]2 < f zu'? da:.[ 2 ],
d’ou |u(e)] < Ce@—a2, 0 —Ch

REMARQUE 2. — On voit comme dans la remarque 2 du n° 1

que les conditions nécessaires énoncées dans les deux
théorémes précédents sont maximales du point de vue
de ’exposant : on prend des exemples simples de fonctions,
les unes nulles dans un voisinage de T, les autres nulles
en dehors d’un céne de sommet T situé dans (. Les condi-
tions de Lipschitz peuvent toutefois étre renforcées avec
le jeu des exposants r et s du théoréme 1 de (I, 3, 1),
mais cela n’a pas d’effet sur y; par exemple, on peut
remplacer dans le théoréme 1 précédent

Jelu(t, ) dalfer -0

par \/ﬁilul2 dc/tY—->0.

PROPOSITION 1 e Dans lBS conditions du théOl éme 1. Si (4 < 1,
’
Pespace y*Wio, oty ne dépend que d’un paramétre

Y=[1+ @— B2

Démonstration. — On vérifie comme dans le théoréme 1
de (I, 2, 4) que y*W(o, yorty = Wiyr—s yy; et d’autre part, I’expo-
sant maximum de la condition de Lipschitz intégrale vérifiée
par les éléments est y, d’aprés la remarque 1; donc le para-
métre est effectif.

RemarQuUE 3. — Dans les conditions du théoréme 1, I'espace

h¥W, rgty ne dépend probablement que d’un parametre :
les exposants maximaux des conditions de Lipschitz inté-
grales vérifiées par les éléments sont y; = (1 + a — b)/2
pour la premiére et v, = [(n—1)(b—a) — (n —2)]/2
pour la deuxiéme; seul le parameétre a — b apparait;
pour avoir un résultat précis, il faudrait caractériser les
éléments de W ,5); en fait, il y a une marge entre les



INTRODUCTION DE POIDS DANS L’ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 383

conclusions du théoréme de traces et les hypothéses &
faire sur h pour pouvoir caractériser; cette marge est
due au fait que le théoréme de trace ne fait pas intervenir
le comportement tangentiel de k; dans le cas de hr, on
le connait; 1l est possible que les conditions nécessaires
que ’on peut énoncer avec le théoréme 1 et son corollaire
1 du n° 1 soient suffisantes pour caractériser dans ce cas.

Prorosition 2. — L’espace W 1,y contient des fonctions
harmoniques non nulles.

On le montre en prenant un polyndéme harmonique ayant
en T un zéro d’ordre suffisant; connaissant de fagon précise
son comportement en T, il est fastidieux mais sans difficulté
del’approcher dans W, ,,, par des fonctions a support compact
avec la méthode de la démonstration du théoréme 4 du n° 1.

Problémes de Dirichlet et de Neumann avec poids.

§ 4.

Sommaire. — Au cours du numéro 1, nous étudions des
triplets (p, ¢, (h)) tels que des opérateurs donnés soient
(p, 9, Wiw)-coercifs; nous utilisons les lemmes de (I, 2, 2),
et les meilleures constantes.

Au cours du numéro 2, nous énongons des théorémes d’iso-
morphisme, correspondant au probléme de Dirichlet, pour
divers opérateurs, et diverses classes de poids; nous utilisons
la méthode exposée dans les préliminaires (I, 1, 4), et prati-
.quement tous les résultats du § 2 et du § 3, ainsi que le numéro 1
du § 4.

Au cours du numéro 3, nous définissons et étudions une
méthode des poids pour le probléme de Neumann.

Ne 1. Etude des triplets (p, g, (h)) tels que A soit (p, g, We)-
coercif.

N. B. — Nous examinerons des triplets (p, ¢, (k)) quel-
conques, puis du type (07 6° (0, 6°)), 6 étant sur- ou sous-
harmonique (en particulier le cas o1  est une distance au bord,
pour certains ouverts). Les sous-numéros correspondent a
divers opérateurs A étudiés; nous rappelons que A est par
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définition (cf. (I, 1, 4)) (p. g, W, n)-coercif, s’il existe C > 0
telle que pour toute ¢ € D(Q)

Red(, ¢) = Rea(pe, q3) > C [ h|grad ¢|2,

a( , ) étant la forme naturelle, associée a A, que I’on rappel-
lera.

1.1. A= —A+ a
La forme a(u, ¢) est X f Diu D% + « f up.

Prorosition 1. — Soit un triplet réel (p, q, (h)) sur Q, p et
q deux fois continiiment différentiables; pour que —A 4 a
soit (p, q, Wi, wy)-coercif, il faut et il suffit qu’il existe C >0
telle que pour toute ¢ € D(Q), a valeurs réelles,

(88) [ (pAq + gAp — 2apq)g® < 2 [ (pg — Ch) |grad ¢|2.

Démonstration. — Soit « = 0; la condition de (p, q, W(o, »)-
coercivité s’écrit (c. f. (I, 1, 4)) pour ¢ a valeurs complexes :

fe 3, [ Diige)D(p5) > C [ hlgradgl?

soit :
J (pg — Ch) lgrad ]t + -3 [ (pDg + gD'p)Dilgl
+3 /D'p.Dig.Jgf >0
et, en intégrant par partie le terme du milieu:
) [ (pg—Chlgradel*> [( Apg) —3D'pDg) gl
d’ou la proposition.
ProrosiTion 2. — Soit p=10% ¢=10% h=10° ou 0O est

une fonction positive deux fois continiiment différentiable;
alors la condition de coercivité (88) s'écrit:

(90) %(a +B) f bo+o—1 A0, g
+%(a(a——-1) + b(b—i))fﬁ‘”‘"‘z|grad0|2q>2—ocf0“+"<pz

< [ (0 — )| grad g2
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Démonstration. — On utilise :
A% = a(a — 1)0°—2 |grad 0|2 + af°—1A0.

Prorosition 3. — Soit 0 une fonction harmonique positive
dans Q; pour que — A soit (0%, 0°, W{, ga+n)-coercif, il suffit
que, et, st O s’annule sur un morceau I' de variété Ct de dimension
n—1, appartenant & Q, il faut que:

(91) soit (a—b)2<<1; soit a=0,b=1; sout a=1,b#0.

N. B. — Nous entendons que assez prés et d’un cbté de T,
il n’y a pas d’autre point frontiére.

Démonstration. — La condition est suffisante: (90) sera
réalisée, d’aprés le lemme 3 de (I, 2, 2), si

a+ b1, et (ala—1)+ b(b—1))/2 < (a+ b—1)2/4;
soit a—+ b=+~1 et (a—b)2 < 1.

Dans le cas exceptionnel du lemme: a 4+ b =1, (90) est
encore possible si (a(a — 1) 4+ b(b—1))/2 < 03501t 0 < b 1
eta=1—>b;onaencore (a—b2<<lsaufsia=0,b=1

oua=1, b=0.

La condition est nécessaire: si § s’annule sur I', d’apres
le théoréeme de Cauchy-Kovalewski, 6§ s’annule sur ["<T
comme la distance au bord, [ de mesure non nulle pour la
mesure induite de Lebesgue; on est alors, d’aprés le lemme 4’
de (I, 2, 2), assuré d’avoir utilisé la meilleure constante.

Prorosition % — Soit 0 une fonction surharmonique deux

fois continiiment différentiable sur Q; alors, pour que —A
sott (0%, 0%, W{, ga+vy)-coerctf, ’
10 il suffit que

(92) [(b—a)<letO0<<a+ b<1]
ou [a=1, b=0], ou [a=0, b=1];

20 51 Q posséde un morceau T' de variété une fois continiiment
différentiable de dimension n—1, si assez prés et dun coté

de T, il n’'y a pas d’autre point de Q, et si 0 sannule sur T
comme la distance a I, il faut que Uon ait:

93) (b—a)2<<1 ou a=1, b=0, ou a=0, b=1.
25
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Démonstration. — La condition est suffisante: dans tous
lescasa + b > 0; comme Ab < 0, le premier terme du premier
membre de (90) est négatif; s1 a + b << 1, on peut appliquer
le lemme 3 de (I, 2, 2); sia=0, b=1 oua=1, b=0, (90)
est évidente.

La condition est nécessaire: on utilise encore le lemme 4’
de (I, 2, 2), en remarquant que le terme complémentaire

f 0°-1(A0)¢? est négligeable pour la suite de fonctions ¢ utilisée
pour trouver la meilleure constante de (55).

CoroLLAIRE. — Si Q est tel que la distance au bord 0 est
surharmonique et deux fois continiiment différentiable et s’il

existe un morceau I de ), une fois continiiment différentiable,
tous les points assez prés et d'un cété de ' appartenant a Q,
— A est (07, 0°, W(, garvy)-coercif si U'on a (92) et seulement si

Uon a (93): en particulier les hypothéses sont réalisées pour
une boule de R™.

Démonstration. — Si R est le rayon de la boule, r la distance
au centre, on a Al = —(n—1)/r <O.

n

1.2. L’opiraTEUR A, = Y, (D)%

i=1

La forme a(u, ¢) est:

3 [ (DY2u(Di)%.

13

ProrositioN 5. — Soit un triplet réel (p, q, (h)), p et q quatre
fois contindment différentiables; soit (h) = (0, 0, h); une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que A, soit (p, q, Wiw)-coercif
est qu’il existe C > 0 telle que, pour toute ¢ € D(Q), réelle:

(94) —é— f (PPg + pg®)¢® + 2 f (pg" + P'¢—P'q)9"
< f (pq — ch)e".

Démonstration. — Elle se fait par des intégrations par parties,
comme pour la proposition 1.
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Exemple. — n=1; soit p=1, ¢=2° h =2 il vient:
(%)—%wwmnm—mw—&fwwz
-+%m—nféﬂw<mL*Qfﬂ¢a

1.3. L’opiraTEUR A = — A — (a/z,)D", aeR.
La forme a(u, ¢) est X f DiuD¥% — «a f (D u)p/z,.

Prorosition 6. — Soit Qc R* défini par z,>0; pour
que A soit (a2, a8, Wi, zaww)-coercif, il faut et il suffit que Uon
ait:

(—l<a—b<l—2a ou 1—2a<a—b<—1

) You (@=0ctb=1) ou (a=1—aet b=a)

Démonstration. — La condition de coercivité s’écrit:

(97) [a(a— b+ 1) + ala — 1) + b(b—1)] [ az+*-2¢2
< 2(1 —C) [z |grad g|2.
En effet, on a bien (97) si « = 0 d’aprés la proposition 2,

z, étant harmonique; le terme supplémentaire pour « == 0,
placé a gauche s’écrit, en intégrant par parties:

gief(a/x,, )D*(2%9) . 2a%p = “af-’lf}.+b—2 2
+faxa+b—1Dn|?2]/2—-— (a— b+ )fxﬁ“_zl?lz-

On utilise alors le lemme 3, ot I’on a la meilleure constante
d’aprés le lemme 4’ de (I, 2, 2); (le lemme 2 suffirait). Si
a + b=£1,1l vient

2u(a — b + 1) + 2a(a —1) + 2b(b— 1) < (a+ b—1)z.

Soit, en posant a—b=wu: u?+ 2au+ 2¢—1<<0 qui
sécrit (u + 1)(w + 22 — 1) < 0 d’ou les inégalités de (96);
st a + b =1, il faut et il suffit que

a(u +1) +ala—1) + b(b—1) <0;

soit (u + 1)(u—1 4 2a) < 0; on n’obtient donc, comme
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cas supplémentaires & ceux définis par les inégalités de (96),
que: -
(@a+b=1 et a—b=—1)

ou (@a+b=1 et a—b=1—2a);

1. 4. L’orEraTEUR A = — A — (afp)ofop; ae R; p = OM,
0e(.

La forme a(u, ¢) est f 2 DiuDiB—oszu/bp.a/p.

Prorosrrion 7. — Soit O € Q, et Q tel qu’il existe un disque
Il d’hyperplan ne passant pas par 0, tel que, B décrivant I,
les points de OB distincts de 0 soient dans Q; soit p = OM;
pour que A soit (p% p°, Wiy car) - coercif, il faut et il suffit que:

n—2<<a—b<<—2a—n-+2

(98) ou —2a—n+2<a—b<<n—2
ou (a=0, b=2—n) ou (a=2—n—a, b=ua).
Démonstration. — On a Ap = (n—1)/p, ce qui permet

d’écrire la condition de coercivité dans le cas &« = 0, avec la
proposition 2. Le terme correspondant a « == 0, placé a gauche
dans (90), s’écrit: (p, ®, étant les coordonnées polaires de

pole 0)

Rea f 9‘%(9“?) R o U f de f p“*”*"‘zg% lol*
en intégrant par parties en p le dernier terme, la condition (90)
s’écrit :

99) [(a@—+ b)(n—2) + a® + b + a(a—b—n + 2)]

S do forr=3 |2 dp < 21 —C) [ do [ oo+ |grad g|? d,
(99) sera d’autant mieux vérifiée si elle 'est en remplagant

|grad ¢|2 par le terme radial (dp/op)2; on peut alors utiliser le
lemme 2 de (I, 2, 2): il suffira que 'on ait,sia + b+~2 —n:

E=@+bn—2)4+a®+b*+(a—b—n+2)
<(a+ b+ n—2)22

ce qui donne les inégalités de (98), les autres conditions étant
obtenues en écrivant a + b =2—n et E 0.



INTRODUCTION DE POIDS DANS L ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 339

La condition est nécessaire : cela résulte de ce que 'inégalité :

4
fd‘”fPa]‘PlzdP <mfdwf9“+2lgrad o[> dp

est écrite avec la meilleure constante : pour le voir, on prend
une fonction fixe {(w) ayant son support sur 'image de Il
sur la sphére unité de centre O, et on prend pour suite de 9
des 8(p).{(») ot § est une régularisée convenable de la fonction
utilisée au lemme 2 de (I, 2, 2); on vérifie que I'intégrale rela-
tive au terme tangentiel de |grad ¢|* est négligeable devant
les autres; il est essentiel que Il soit de mesure non nulle et
que Q contienne le cone de base II: si Q est trop effilé en O,
la singularité risque de ne pas se faire sentir suffisamment;
cf. la remarque 5 de (I, 4, 2).

No 2. Le probléme de Dirichlet.

Sommaire. — Nous avons étudié d’abord au numéro 1 la
condition de coercivité, indispensable dans la premiére et
la deuxiéme méthode, parce qu’elle est la plus forte — trop

forte méme pour le probléeme de Dirichlet, cf. Remarque 4
de ce numéro — en ce sens que la condition (H,) de continuité
(1r¢ méthode) se trouve presque toujours subordonnée a celle
de coercivité sauf dans des cas limites ou la deuxiéme méthode
nous donnera un théoréme d’existence; chaque fois, sauf dans
les cas limites, nous pourrons reconnaitre la résolution d’un
probléme de Dirichlet dans nos théorémes d’isomorphismes,
en application des résultats du paragraphe 3.

DeriniTioN. — Nous disons qu’un tsomorphisme d’un espace
E sur un espace F, assuré par un opérateur A, résout un pro-
bléme de Dirichlet st E est un espace de fonctions nulles au bord

au sens de la définition 1 de (I, 3, 2).

2.1. L’orERATEUR A = —A.

TutoriME 1. — L. Soit 0 une fonction harmonique positive
non constante sur ) supposé conneze; st a et b vérifient:

(100) la—bl<1 et a-+b=1,
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I-1. — alors, Wi, ¢etty et son dual sont des espaces de distri-
butions, et A est un isomorphisme de §*W{, garoy sur 0—°Wiy gassy,

1-2. — Si de plus, a + b <1 et 6 = hx, hr étant la fonction
de Martin relative d un point T e Q, T a distance finie, Q étant
une fois c. d. et réguliérement plongee( ), cet tsomorphisme résout un
probléme de Dirichlet; les solutions, 1. e. les éléments de 0°W?,, 05+
vérifient sur tout compact 1 du complémentaire de T dans ()
une condition de Lipschitz intégrale d’exposant

=[1 4 (e —b)]/2,

cette valeur de y étant la meilleure possible pour cet espace
(cf- (1, 3, 2), déf. 1).

I-3. — Méme énoncé qu’au 2°, en prenant Q = {x  R"|z, > 0}
etle point T a linfint, i.e. 0 = z,.

II. — Soit (a =0, b=1) ou (a=1, b =0) et supposons
W(0 nc D (ce qui est le cas st 0 est la fonction hy de 1-2, et
n’est pas le cas si 0 est la fonction hy de 1-3, n=1);

I1-1. — alors, il existe un sous-espace To de Wi gy, tel que
A applique 6°%Te sur 6-"W(g q);

I1-2. — st 0 = hy, Q et hy étant définis en 1-2, et si a = 0,
b = 1, il i’y a pas unicité dans Wy g, de la solution de AS = 61T
ouTe W&;' 0)-

Démonstration. — I-1. — On a W¢g gatvy c D d’apres (I, 2, 3),
théoréme 3.

Nous utilisons la premiére méthode (cf. § I) on prend
V = H= Wy ; a(u, ) =3 [ DuD% et d(y, ¢) = a(8u,0%),

a laquelle est associé I'opérateur A = 6°A9°. Nous appliquons
le théoréme 1 de (I, 1, 1) a la forme a(., .):

d’apres la proposition 3 du n° 1, la condition (H,) de coerci-
vité est vérifiée dans les hypothéses (100); examinons la
condition de continuité (H,); elle s’écrit : 1l existe C > 0 telle
que, pour tous ¢, ¢ de 9D,

—| /3D D) < O/ [ 0 Igrad g/ [ 07+ [grad g

(]) On sous-entend par ces mots, ici, et dans la suite que la dimension de Q
est n —1.
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les termes de E se laissent majorer soit directement, soit a1’aide
du lemme 3 de (I, 2, 2) pour @ + b~ 1 s’ils sont du type:

(101) f 0er-2(Di0)2 g| ||
<[ S om0 lgrad 0] lgf2. [ 0m+o=2 |grad 0]2 [¢[2]"
ou du type:

(102) [ 0==1 | D] |g| |DiY| = | 621D [g] G+ Dig|
<[ or+o-2 |grad 0]2 fgf*. [ 0+ |grad ¢*] -

[-2. — La fonction Ay s’annule sur Il comme la distance
au bord, et la conclusion résulte du théoréme 2 de (I, 3, 2),
et de la remarque 2 suivant ce théoréme.

[-3. — Mé&me démonstration; le théoréme 3’ de (I, 3, 2)
analyse en plus le comportement des solutions a 'infini.

II-1. — On applique la deuxiéme méthode, 1. e. le théoréme
2 de (I, 1, 1); on prend la méme forme a(u, v) qu'en I, G = 9,
F = Wy, ¢; la condition H; est vérifiée de par I’hypothése
We,00c D', en particulier si § est la fonction hy de I-2:
cf. (I, 2, 3), remarque 2, ot 'on voit s1i n=1 que 6 ==z, ne
convient pas; la condition H; est vérifiée d’aprés la proposition
3 du n° 1.

I1-2. — En effet W{,, gy contient des fonctions harmoniques
non nulles d’aprés la proposition 2 de (I, 3, 2).

N. B. — Nous avons supposé 6 non constante pour la com-
modité d’énoncer; si O est constante, ou méme si 0 varie sans
s’annuler ni devenir infinie en aucun point de , les espaces
utilisés sont les espaces classiques; pour la question W, 5y c 9,

of. [18].

ReEMARQUE 1. — Soit a =0, b=1; on voit facilement
que pour ¢ = ¢, la condition de continuité est vérifiée;
or si § = hr de I-2 elle ne peut 'étre pour ¢ 5= ¢, sinon
on aurait unicité: on a un exemple de forme bilinéaire,

soit f 2 (D) (D), non continue sur Wy ¢ X 9, mais
continue sur la diagonale; par symétrie, il en est de

méme de la forme [ 3(D'g) (Di6}).
i
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TrEoREME 2. — Sott Q une boule de R" ou un ouvert tel

que la distance au bord 0 soit surharmonique et deux fois conti-
niiment différentiable; alors si

(103) 0<a+b<l e (b—a)2<1,

W¢o, gatty est un espace de distributions, et A est un isomorphisme
de 0°W(o garvy sur 07°W{ garry; cet isomorphisme résout un
probléme de Dirichlet; les solutions, i. e. les éléments du premier
espace, vérifient sur tout compact d’'une partie réguliérement

plongée de Q une condition de Lipschitz intégrale d’exposant

y= (14 a—b)[2; cette valeur de y est la meilleure possible
pour cet espace.

Démonstration. — On applique le théoréeme 1 de (I, 1, 1),
i. e. la premiére méthode; on prend V=H =W} oy et

la forme a(u, v) = a(0%, 0%) ol a(u, v) = fZ DiuD%; d’apres

la proposition 4, les hypothéses entrainent la condition (H,);
comme a + b <<1, on sait, par exemple par le théoréme 1
de (I, 2, 3) que W{, prrycD’; de plus, on peut appliquer
le lemme 3 de (I, 2, 3) et démontrer que la condition (H,) de
continuité est vérifiée, comme 1l est fait pour le théoréeme
précédent. Enfin, comme (b—a)?<<1, on voit d’aprés
le théoréme 1 de (I, 3, 2) que I'espace des solutions est un
espace de fonctions nulles au bord, avec y = (1 + a — b)/2,
cet exposant étant le meilleur possible pour cet espace.

N. B. — L’hypothése de surharmonicité de la distance au
bord tient & la méthode employée et non au probléme de
Dirichlet lui-méme : nous sommes limités par la condition de
coercivité; cf. remarque 4. Comme autre exemple de Q: R",.

RemarQuEs 2. — Nous n’avons pas de cas exceptionnels
a=0,b=10ua=1, b= 0 bien que (H,) soit vérifiée
dans ce cas: Wy, gy n’est plus un espace de distributions;
c. f. (I, 2, 3); dans le théoréme 1, la singularité de hy en T
assurait a elle seule la condition W{; ,,c 9’; (T a distance
finie).

La condition (b — a)? < 1 fait que I’espace des solutions
est constitué par des fonctions intégralement Lipschit-
ziennes au bord (cf. (I, 3, 2)) pour un exposant

Y= +a—"b]
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aussi voisin de 0 ou de 1 que 'on veut, 1. e. plus grand
ou plus petit que I’exposant y = 1/2 de ’espace classique

1 = Wig,1y: on peut soit augmenter, soit diminuer la
condition de nullité au bord.

Il résulte de (I, 3, 2) que les espaces de solutions ne
dépendent en fait que d’un parameétre; on peut prendre
a=0.

On aurait pu prendre pour 6 une fonction harmonique
positive quelconque, ({) étant réguliére), dans le théoréme
1; sur la portion de frontiére ot  ne s’annule pas, le
comportement des solutions est comme dans Wy, ;.

2.2. A =—A—(afz,)D"
Tatortme 3. — Soit Qc R déﬁni par z, >0 et soit:
(104) a<<1l; a+b£1; —1<a—b<<1l—2a;

alors, Uopérateur A est un isomorphisme de xiW(y e+ sur
7, "Wi za+), correspondant & la résolution d’un probléme de Diri-
chlet; Uexposant v de la condition de Lipschitz intégrale vérifiée
par les solutions sur tout compact de z, =0, et méme z, =0
tout entier, est (1 + a — b)/2 ().

Démonstration. — La condition a + b << 1 entraine
Woo, ety D’ (cf. (I, 2, 3) critéres 1 ou 3);

On applique encore la premiére méthode (cf. (I, 1, 1,));
on prend V=H =W, ,a» et la forme a(u, ¢) = a(ziu, zv),
ou a(u, v) = [ 3 DuD% —a [4;'D'u.7; la condition (H,)
est réalisée d’aI;rés la proposition 6 du n° 1; comme
a + b = 1, on établit la condition (H;) de continuité avec le
lemme 3 de (I, 2, 2), comme pour le théoréme 1: le terme
facteur de a est du type (102). Enfin comme a — b > —1,
les éléments de ’espace des solutions sont nulles au bord
z, = 0, et limitées en croissance a l'infini; (cf. théoréme 3’

de (I, 3, 1), et remarque 1 de (I, 3, 2)).

ReEMARQUEs 3. — S1 a est voisin de 1, |a — b| doit étre
pris petit, si bien que les solutions sont « moins nulles »
au bord que dans l’espace classique pris au théoréme 2

(°) Note aprés impression de thése: Cf. Lizorkyn, Doklady, 1961.
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(de I, 1, 2): c’est en perdant sur cette condition, grice
aux poids, que 'on a pu atteindre le cas a < 1.

On peut remplacer dans les théorémes 1 et 3 précédents
la condition @ + b <<1 par a + b=~1; mais alors, si
a+ b>1, il faut remplacer y= (1 4+ a—bd)/2 par
y<<(1+a—0>b)2: cf. l]a remarque 1 de (I, 3, 2); en
fait la condition a + b <<1 ne géne pas pour obtenir
toutes les valeurs possibles du parameétre y; cf. la propo-
sition 1 de (I, 3, 2.). On a deux familles & 1 paramétre.

Bien que la condition de coercivité soit réalisée pour
a=0,b=10oua=1—aet b=a, nous n’avons pas
de cas limite comme au théoréme 1,sin=1:a+ b =1et
W,y D'est pas un espace de distributions (cf. (I, 2, 3)).

Si« > 1, on peut énoncer un théoréme d’isomorphisme,
qui ne résout pas un probléme de Dirichlet, & moins que
I’'on accepte de considérer eomme «nulle au bord » une
fonction dont la croissance est limitée au bord: étant
donnée une donnée continue au bord, définie par u e §(R"),
on démontre qu’il existe une seule solution S, avec la
condition au bord: S difféere de w d’une fonction de
2iW, za+4, cette fonction n’étant pas nécessairement
nulle au bord, puisque (a — b) > 1 (cf. (I, 3, 2)); cf. le
théoréme suivant. D’autre part, cf. le « principe de

correspondance » [88], [89], [32].

RemMARrRQUE 4. — Nous donnons un exemple de forme bili-

néaire non coercive, telle que 'opérateur associé est un
isomorphisme : le théoréme 3 précédent montre que A
est un isomorphisme de Wg, . (R;) sur 27°W(, »(R,),
pour 2a — 1 << b << 1. Cet isomorphisme est obtenu avec
la forme a(u, v) = a(u, z), définie sur Wiy .5 X Wig oo,
a(u, ¢) étant la forme classique associée a A; prenons
1/2 < a < 1; alors, d’aprés le lemme 2 de (I, 2, 2) 1l
existe $ € D(Ry), avec:

(105) 2 1912 <o [ I412/a%.
Soit 0 <t <ty <<oo, le support de ¢ entre ¢ et ty;

soit A une fonction indéfiniment dérivable, constante
pour #; < z < t,, égale & z* en dehors d’un compact de

Q = R, ; considérons la forme fz(u, v) = a(u, hy): elle
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n’est pas coercive sur Wy 5, sinon (105) serait infirmée;
or d’aprés (I, 1, 3) ou (I, 3, 1), Wi = Wg,» et
h=*We, 1y = 27 "W(, %, et Popérateur associé a a(u, ¢),
1. e. hd?[dz?, est, d’aprés ce qui précéde, un isomorphisme
de cet espace sur son dual.

Tatorkme 3. — Soit QcR" défini par x, >0 et soit
(106) a«>1, a4+ b>1; 1 —2a<<a—b<<—1.

Alors, Uopérateur A = — A — (a/z,)D" est un isomorphisme
de Uespace de distributions: xiW(, e+t sur 27 "W a+vy; les
solutions u sont nulles a Uinfint et y vérifient une condition de
Lipschitz intégrale a Uinfint d’exposant v = (1 + (a—b))/2;
plus précisément, pour tout ensemble mesurable 11 de z, =0,

/ﬁu(xh vy Zp)dxy ... dzy,_y[2f >0 st oz, —> 0.

Démonstration. — Elle est analogue a celle du théoréme 3,
on interpréte I'isomorphisme avec le théoréme 3’ de (1, 3, 1).

2. 3. L’orEraTEUR A = — A — («/p)ofop; p = OM; 0 e Q.

TatorimE 4. — Soit Q quelconque, 0 e (Q;

10 st a et b sont tels que:

a+b+<2—n et a—b compris strictement entre n — 2
et —2a—n - 2, alors, A est un isomorphisme de p*W(, ca+v) sur
e "W, ca+t), les solutions sont nulles au sens de la trace usuelle
sur toute portion réguliére de frontiére d distance finie et ne
contenant pas 0;

205 a<<2—netn—2<a—b<<—2a—n-+ 2,
a+ b>2—n,

on a encore le méme isomorphisme, et de plus les solutions sont
nulles au point O, dans les conditions précisées par le théoréme
de (1, 3, 2), et limitées en croissances a Uinfini d’aprés la remarque
1 de (I, 3, 2).

3 s (a=0,b=2—n), ou (a=2—n—a, b=a),
et si Q posséde un morceau I' de frontiére porté par un morceau
de variété réguliére Iy de dimension n— 1, [' étant de mesure
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non nulle sur 'y, alors A applique un sous-espace de p*W,, -2,
sur p~"Wig, n-e).

Démonstration. — 1° On applique la premiére méthode;
on prend V = H = W{, ce+t); et la forme a(p%u, pb¢), o a(u, v)
est la forme naturelle f 2DuD% — f p~dufop.v associée
a A; comme a + b£2—n, VcD’, par exemple d’aprés le
théoreme 3 de (I, 2, 3).

La condition H, est vérifiée d’aprés la proposition 7; la
condition a 4 b 5= 2 — n entraine la condition (H;) de conti-
nuité, en utilisant le lemme 2 de (I, 2, 2) en coordonnées polaires
et en majorant par Cauchy-Schwarz comme pour le théoréme
1; donc on applique le théoréme 1 de (I, 1, 4); le comportement
des solutions sur la frontiére a distance finie est le méme que
pour le cas classique, car p**® est borné inférieurement et
supérieurement sur tout compact dans le complémentaire de
Porigine.

20 On est dans les conditions du 1° et la condition

n—2<<a—>

permet d’appliquer le corollaire 1 du théoréme 1 de (I, 3, 1).
3% On a encore la condition de coercivité, mais on ne peut
plus établir (H,); 'hypothése sur la frontiére garantit

W‘(’o' P¢+b) Cc @’

(1€t critére de (I, 2, 3)). On peut donc appliquer le théoréme 2
de (I, 1, 4).

ReEMARQUEs 5. — Si Q est suffisamment effilé en O, il est
probable que les conditions (98) peuvent s’améliorer
(voir les derniéres lignes a la démonstration de la propo-
sition 7 du n° 1), ce qui permettrait d’améliorer la condi-
tion sur a dans le théoréme 4..

Le 20 du théoréme 4 s’applique en particulier au com-
plémentaire de I'origine dans R”*; mais si n > 2, il n’est
pas possible de prendre a = 0.

On peut associer au théoréme 4 un théoréme 4’ comme
le théoréme 3’ a été associé au théoréme 3 (solutions
nulles a I'infini, limitation de croissance en 0).



INTRODUCTION DE POIDS DANS L’ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 397

N° 3. Le prébléme de Neumann.

3.1. RarrEL.

On résout classiquement [21], [37], le probléme de Neumann
avec le théoréme 1 de (I, 1, 2) en prenant

H = L*¥Q), | V = 61:(Q) = Wq,1,2(Q)

et la forme a(u, ¢) associée & — A + «, ou a > 0; 'espace
N(V, H, a) des solutions est constitué par les u e V, telles que
(107) a(u, v) =3 [ DuD% + « [ up

soit continue en ¢ pour la topologie induite sur V par H;
or, pour n =1, Q = )0,1{ par exemple, en prenant ve9,
on voit que u < N nécessite que (Au, ¢) soit continue pour
¢ dans L2, donc Aue L2 ce qui est la condition ue# (cf.
(I, 1, 2)); elle entraine I’existence de u'(0) et de u'(1); en pre-
nant ¢ quelconque dans V, (107) s’écrit, s1 u < d6:

a(u, ¢) = w'(1).5(1) — u'(0).5(0) + (— Au + aulo)u;

on peut prendre ¢(0) = 0; ¥(1) n’est pas continue en ¢ sur le
sous-espace de V déterminé par ¢(0) = 0, donc u e N entraine
u'(1) =0 et de méme u'(0) =0, on a donc bien un probléme
de Neumann homogeéne.

3. 2. INTRODUCTION DE POIDS.

Nous avons vu (théorémes 3 et 4 du numéro précédent) que
la méthode des poids (0 = =z, ou p) associe naturellement a
Popérateur homogéne — A des opérateurs singuliers non
homogeénes — A — (/6)2/28.

Le théoréme 1 suivant est un cas particulier du théoréme 1’;
cette présentation nous permet d’alléger les notations dans
la démonstration; d’autre part, en remplagant dans le théoréeme
1, Q par )0,4(, ce qui fait perdre la possibilité d’obtenir
une condition de Neumann, on obtient un théoréeme qui peut
s’adapter au cas ou () est une boule, z étant remplacé par la
distance au bord. '
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TatoriME 1. — Soit Q = Ry, A = — A + «/2?; supposons
que:
(108) 20 + a(l —a) + b(1 —b) >0

alors, st a(u, v) = f (z*u)' (2%%) + « f 2*-2(2°u)'?, A est un
isomorphisme de 2°N(Wigats-s gatty, Wigar-ny, @) sur z75W'(arss,
et cet espace N est constitué des

u € Wigats-s jare)  tels que f PP < o; si uel,

la solution x°u = 2A+=2)(z), ot 0 est nulle au bord: § € W1
et w = (2°u)’ = 2*>D2),, ou 0, est nulle au bord: 6, € W1 ,y;
on peut donner Uinterprétation suivante:

10 st & > 0, il existe a et b vérifiant (108), et tels que:

(109) 1<a—b<V1+ba
st on a (108) et (109), les solutions z°u sont nulles ainsi que leur
dérivée premiére en 0;

20 st a > 0, il existe a et b vérifiant (108) et tels que:

(110) —Vitiba<a—b<<—1;
st on a (108) et (110), z°u et sa dérivée sont nulles a Uinfini;

30 st a > —1/4, il existe a et b vérifiant (108) et

(114) o — bl < 15
st on a (108) et (111), la solution est nulle a Uorigine et sa dérivée
est nulle @ Uinfini (condition de Neumann & Uinfini).

Démonstration. — On se place dans les conditions d’appli-
cations du théoréme 1 de (I, 1, 1) (17 méthode), en prenant
V = Wiars-2 zarny; et H = Ware-2y) et comme forme,

a(u, v) = a(zu, 2%),
ou a(u, ¢) est la forme naturelle X f D'uD% + « f " %up
associée a A.
La condition (H,) de continuité s’écrit :
a(u, v) = f 'y’ + (ab + «) f 20t —2y5
+a f P 1lyp’ + b [ 2°t-1y'p,
la(u, o)l < Cllullwllelleys — (R) = (272, 2*¥)

elle est toujours vérifiée d’aprés Cauchy-Schwarz;
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La condition (H,) de coercivité s’écrit Rea(u, u) > Cllullin;
or, on peut écrire, en intégrant par parties :

3@t ) [es(uy =— @+ bla+ b—1) [a-rpup

en effet, d’apres le théoréme 1 de (I, 2, 4), 2*+*1u2 tend vers 0
si z tend vers 0 ou + o0 ; on a donc pour u réelle, ce qui suffit :

(Hy) VueWg, f e 4 —21— 20 + a(1 —a) + b(1—b)]
[ > il

ce qui sera réalisé si1 et seulement si on a (108).

On peut donc appliquer le théoréme 1 de (I, 1, 4): A assure
I'isomorphisme de 1’énoncé.

Déterminons I’espace N: ue N si et seulement si ue Wy,
et si a(u, ¢) est continue en ¢ pour la topologie induite sur W,
par W(_z.a+b—l)’ le terme en a est continu; il faut et il suffit donc
que / (2°u)’(2°)" le soit; en prenant ¢ €D, on voit qu’il est
nécessaire que z’(z'u)” soit dans Wgees, ce qui donne,
compte tenu de ue W), la condition annoncée:

f:v““'b“lu”lz < w:

c’est la condition uwedb; soit alors uedb; et w = (z"u)’;
uedb (et ueWy) entrainent w e Wp-a 0-az); done, d’apres
le théoreme 1 de (I, 2, 4), w = 2®~>~12), ou 0, est nulle au
bord, plus précisément 0, e W1 ,,; d’autre part, d’apres le
méme théoréme, u et ¢ étant dans Wy, z°u = a+92)(z),
0e W1,y et 20 =al+0-9%0,(2), 0, e W1 ,; pour que
(z°u)’ (z%)" soit continue pour ¢ quelconque, il faut et suffit
que ue¥ et que, en intégrant par partie, la partie intégrée
soit continue en ¢; or cette partie intégrée est:
waboly = wa +0-D2,|° = 0,0,|; =0

il n’y a donc pas de condition supplémentaire: 36 = N; les
10, 20, 30 s’ensuivent aussitot, en mettant (108) sous la forme
—2a% + 2a(1 + d) —d — d? + 2a > 0, d=a—0b
il y a des solutions si et seulement si @ > — 1/4; des solutions

avec d > 1 si et seulement si a > 0.
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N. B. — On peut donner une variante du théoréme précédent
pour l'opérateur — A — (B/z) d/dz; la -condition (108) est
a remplacer par: a(l —a) 4+ b(1 —b) + B(b—a—1) > 0;
on peut alors obtenir une condition de Neumann & Pinfini

sionaB<1

THEOREME 1. — Méme énoncé que celut du théoréme 1,
en y remplagant Q par {zeR"z, >0}, A par —A + a/x,.,
et, dans U'énoncé des conditions au bord, u par

(@) = Jyyday .. dany|ul,
pour n’itmporte quel ensemble mesurable 11 de z, = 0.

Démonstration. — Mémes changements que dans lenonce,
en utilisant le théoreme 1’ de (I, 2, 4).

ReMARQUE 1. — On peut chercher de nouveaux espaces
pour le probléme de Neumann de la fagon suivante: on
prend V = 8. = W ;) comme en 3. 1 et la méme forme
a(u, ¢); pour H au lieu de L2, on prend le sous-espace des
fonctions u de L2 telles que f]u(p)]"’ < 0, 0 < B <12,
ou u® est la dérivée fractionnaire de u d’exposant f,
définie pour 'ouvert Q (comme u e L2, on étend u comme
fonction sur R" on prend la transformée de Fourier @
et u® est la transformée inverse de |§|*%); on a VcH,
la forme classique associée & —A + a, a >0 définit
bien un isomorphisme, et la condition d’appartenance a N
sera bien celle de Neumann, dans le cas particulier
Q = )0,1( < R, d’aprés 3. 1, si et seulement s’il n’existe
pas de constante C telle que:

u(0)| < Cllulla pour ueH, u(l)=0.

Autrement dit, on obtient un probléme de Neumann si
et seulement si le lemme 1 de (I, 2, 2) n’est plus vrai
lorsqu’on remplace u’ par u® au deuxiéme membre.



CHAPITRE II

OPERATEURS h — () — DISSIPATIFS.

Sommaire. — On utilise les notations de (I, 1, 1) et de [62].
Au § 1, un premier rappel justifie I’étude faite aux §§2 et 3;
un deuxiéme rappel d’une méthode d’utilisation des semi-
groupes est suivi immédiatement au § 1 de deux théorémes out
I’on introduit des poids dans cette derniére méthode.

§ 1. — Préliminaires et introductions de poids.

1) Rappels (c. f. R. S. Phillips, [56]).

Soit L un opérateur linéaire non borné dans un espace de
Hilbert #6, D(L) son ensemble de définition; il est dit dissipatif
si Vo e D(L), Re(L¢|g) < 0; il est dissipatif maximal si tout
opérateur dissipatif L' dont il est la restriction est tel que
D(L') = D(L).

A un systéme hyperbolique qui ne fait pas s’accroitre I’éner-
gie est associé un opérateur restreint L, dissipatif : par exemple,
#6 est un espace normal de distributions et L, est 'opérateur
différentiel classique sur 9 c #6, et on associe au systéme un
opérateur élargi L; opérant au sens des distributions. Suppo-
sons les coeflicients du systéme indépendants du temps; on
peut alors résoudre le probléme de Cauchy par la théorie des
semi-groupes, sl on assocle au systéme un opérateur L qui soit
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions, et
c’est le cas s1 L est dissipatif maximal & domaine dense; or

26
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on peut mettre en correspondance biunivoque I’ensemble des
opérateurs dissipatifs de domaine dense et ’ensemble des
contractions J° tels que ’ensemble des valeurs de 1+ J° soit
dense; ceci permet de montrer ’existence d’un prolongement
dissipatif maximal L pour tout opérateur dissipatif L, de
domaine dense; L est encore un opérateur différentiel et
déterminé par de bonnes conditions aux limites s’il est exten-
sion de L, et restriction de L,. La théorie du prolongement
maximal dissipatif se fait dans un espace de Hilbert abstrait;
aussi introduirons nous au § 2 un poids A(z) > 0, mesurable,
h~ localement borné sur (2, et prendrons pour #, L2(Q, h dz),
pour nous intéresser aux opérateurs dissipatifs dans cet espace.

2) Rappels. La théorie des semi-groupes appliquée aux pro-
blémes aux limites abstraits ou concrets.

Soit V et H deux espaces de Hilbert, Ve H, V dense dans H;
a(u, v) une forme sesquilinéaire continue sur V X V, avee,
pour A convenable:

(1) VYeeV, Rea(s, v) + A|ja = ol¢|lv; «>0.

Soit A l'opérateur non borné défini par a(u, ¢), et N = D(A)
son espace de définition (cf. (I, 1, 1)); alors, — A est géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe G(¢) e 4(H, H); de plus
G(t) €e4D(A), D(A)), AG(t)u = G(t)Au et G(t)e4(V, V);
cf. [37], [78], [28]; 4(X, Y) signifie I'espace des applications

linéaires continues de X dans Y.
Application: Soit H= L2, V = DL(Q) = WY, 1; soit
a(u, v) =3 / DiuD;
I’opérateur associé est A = — A; on résout ainsi le probléme
Au +dufot =0, u(0)=feD(A)=N; par u(t) = G().

3) Introduction de poids dans la méthode exposée au 20
précédent.

Prenons la forme a(u, ¢) précédente et considérons la forme
a(u, 9) = a(pu, qv), p et g étant une fois c. d. et positives sur Q;
soit hy et h deux fonctions positives mesurables, kgl et A7t
localement bornées sur Q; prenons V= W{, 5 et H = W,;

opérateur associé est alors A = gAp; si df(.,.), V et H véri-



INTRODUCTION DE POIDS DANS L’ETUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 403

fient (1), alors A est générateur d’un semi-groupe G(t); soit
feD(A); d(t) = G(t)f est solution du probléme :
G qApi + dfot = 0,
Y i(0) = .
Soit p et g tels que pg = 1; et soit pit = ¢; alors () s’écrit :
(i) % Ay + dvfot = 0,
#(0) = pf

donc si gepD(A), v = pG(t)<%> résout le probléme

Ap + oot =0; v=g
Ezemple: 6 est une fonction harmonique positive sur Q

V = Wi 1; H = Wg,; a(u, ¢) = a(0%u, 0-);

avec toujours a(u, ¢) =Z/Diu D%; alors (1) est vérifié

si et seulement s’1l existe & >0 tel que
2
(1— a)flgrad ¢2 > bzfﬂ"e_;ﬂ o]2,

pour toute ¢ e 9D, soit d’aprés le lemme 3 de (I, 2, 2) si
b* < 4; (on peut de méme prendre pour 0 une distance au
bord surharmonique et faire aussi varier les conditions de nullité
au bord des données).

Nous avons obtenu le théoréme suivant :

TaktoriME 1. — Soit 0 une fonction harmonique positive
sur Q; soit be R, b < 4;

soit hy mesurable positive sur Q, hy' bornée;

soit. V=W 1; H=Wgyy; soit a(u, ¢) =23 f DuD% ;
alors, a(u, v) = a(8%u, =) est définie et continue sur V X V,
et définit un opérateur 6=°A0° = A de Uespace N(V, H, a(., .)),
a valeurs dans H' c @' (cf. (I, 1, 1)); A est générateur infinité-
simal d’un semi-groupe: G(t)e4(V, V); soit ge0°’N; alors
o = 6°G(t)(0=°g) résout le probléme A¢ + d¢fot = 0; ¢(0) = g.

Plus généralement, on a le théoréme suivant: (pour les
notations N et A, cf. (I, 1, 1)).
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Tatorime 2. — Soit Q, Vc H deux espaces de Hilbert de
distributions sur Q; a(u, ¢) une forme sesquilinéaire sur D X 9,
continue en ¢ sur D et définissant un opérateur A de P dans 9';
soit p une fonction mesurable positive sur (), assez réguliére
pour que la multiplication par p soit définie de V dans D' et
de plus telle que la forme a(u, ¢) = a(pu, p~tv) soit définie, et
sesquilinéaire continue sur V X V; supposons enfin que a(., .), V,
H vérifient (1) ; alors, Vopérateur A attaché a (V, H, a(., .)) a
pour restriction @ 9 Uopérateur p~*Ap; A est générateur infini-
tésimal d’un semi-groupe G(t), et, si pge N(V, H, a4(., .)),
alors ¢ = pG(t).(p~1g) résout le probléme:

(PAp e +o0fot =0,  ¢(0) = g.

§ 2. — Etude générale.

Nous définissons et étudions les opérateurs h-Q-dissipatifs.

Notations. — Soit Q < R*, (2;) un systéme de coordonnées
rectilignes de R”; soit P({) un polyndéme a coefficients cons-
tants complexes de degré m; soit P, sa partie homogéne de
degré k; soit P(D) l'opérateur différentiel associé a P:

(D' =2foz), D= (D);

soit h(z) une fonction mesurable positive dans Q, k™ locale-
ment bornée.

DEriniTION 1.
P(D) est h-Q-dissipatif < g « D(Q),Re [[P(D)g]5h <0,
(2) § P(D) est h-Q-conservatif <= Vg « D(Q), Re [ [P(D)g]gh = 0,
P(D) est h-Q-accrétif ~ <= — P(D) est h-Q-dissipatif;
si h (resp.()) est absent des notations, on sous-entend h=1
(resp. 2 = R"); exemple: dissipatif signifie 1-R"-dissipatif.
Exemples : cf. [56].

DeériniTioN 2. — On dit que P(D) est faiblement h-Q-dissi-
patif st Py(D) est h-Q-dissipatif.

Prorosition 1. — Pour que P(D) soit dissipatif, il est
nécessaire et suffisant que pour tout § € R, ReP(i8) < 0.
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Démonstration. — On voit que la condition est suffisante
par transformation de Fourier; la condition est nécessaire
sinon, il existe §, tel que ReP(i&) > 0 dans un voisinage
ouvert o de &; soit alors ¢ € D(w); alors § = F(p) eJ(R") et

?RefP(D)@.§7> 0 ce qui est impossible, en effet

[vye DR, Re [PD)Y.§<0]—[ v} 4, Re [P(D)}.§<0].

RemMarQuEs 1. — Ce raisonnement n’est plus valable pour
un opérateur (-dissipatif, Q-quelconque; on en donne
plus loin un contre-exemple.

Par un argument d’homogénéité, en remplacant § par
t%, t tendant vers l'infini; on voit que:

A = [VE, ReP(if) < 0] = [VE, ReP,(i%) < 0);

si ReP, (&) = --- = ReP(i&) = 0, alors A entraine que
ReP11(15%) < 0; la réciproque n’étant évidemment pas
vraie; exemple pour n =1: —&* + £ >0 pour [§]| <1,
teR.

Prorosition 2. — St P est homogéne, la propriété IQ tel
que P(D) soit Q-dissipatif est équivalente a : « P(D) est dissipatif ».

Démonstration. — Si P est homogéne, on a:
[Ve «9(Q), e [P(D)g.5<0]—> Vg « D(RY), Re [ P(D)g.5<0]-

CoroLLAIRE. — St P est homogeéne, il faut et il suffit pour
qu’il soit Q-dissipatif que ReP(i8) < 0.

Prorosition 3. — Pour que P(D) soit Q-dissipatif, il suffit
que ReP(i&) << 0, pour tout £ e R™

ProrosiTion 4. — Pour que P soit h-Q-dissipatif, il faut
que VEe R ReP, (%) <0.

Démonstration. — Soit a € D(Q); on écrit Re fhP (D)p.9 <0
pour ¢ = a exp (itf, z); on applique la formule de Leibniz;
on fait tendre ¢t vers + oo.

Prorosition 5. — Pour que P(D) homogéne soit h-Q-dissi-
patif il faut qu’il soit dissipatif.
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Ezemple. — Soit n = 2; P(D) = d%/oz] — 22[02} n’est pas
dissipatif, il ne peut étre h-Q-dissipatif. _
Nous donnons maintenant des exemples d’opérateurs
Q-dissipatifs non dissipatifs. Soit Q c R*; d’aprés la termi-
nologie de [29] un opérateur P est dominé par Q sur Q, s’il
existe C > 0 ne dépendant que de P, Q, (), telle que pour

toute ¢ de D(Q) on afqu:P < Clecp[z; disons que les P,
sont strictement dominés sur Q par les Q;, 1 =1,2,.., N,

]j=1,2, ..., N si pour toute ¢ de D((),
3) 3 1Psl <3 f1Qp®

Prorosition 6. — Soit P, 1 =1, 2, ..., N, des opérateurs
strictement dominés sur Q dans leur ensemble par les Q;, ] =1,

2, ..., N’; alors Uopérateur P = E QQ,— Z PP, est Q-accrétif.

Rappelons (Hormander [29]) que les P, sont dominés par les
Q, si et seulement si 3A > 0, A < o telle que

ZP <A2Qj (§ = Til#IS(iE)S*(iE));

pour caractériser ainsi la domination stricte, il faudrait étudier
la meilleure constante A.

Ezemple. — Soit n =1, P(D) = d*/dz? + d?/dz?; on a alors:
P(:E) = &* — &2 n’est pas > 0; or

Re [ Pegdz = [ |¢"|* do— [} |¢'|? do

est positif ou nul pour toute ¢ € D(Q), si le diametre de Q est
assez petit. Donc un opérateur peut étre (-dissipatif sans
étre dissipatif donc sans vérifier ReP(i£) < 0; d’apres la propo-
sition 1, il vérifie ReP,(i%) < 0.

On peut se poser les questions suivantes :

Q,. — Caractériser algébriquement, () étant donné, les
opérateurs P(D), Q-dissipatif; on entend par algébriquement:
trouver des conditions portant directement sur P(£); cette
question parait liée a la détermination de meilleures constantes;
pour que P(D) soit h-Q-dissipatif. faut-il qu’il existe ()’ o
P(D) soit dissipatif.
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Q;. — Soit un opérateur P(D), Q-dissipatif et Q' c Q; existe
t’il des A tels que P(D) soit A-Q'-dissipatif; en particulier
existe-t-1 un poids H sur R” tel que tout opérateur a coeffi-
cients constants H-Q-dissipatif soit H — R™dissipatif; (on
sait que la notion de domination de Tréves avec le poids exp t22?
ne depend pas de Q, contrairement a celle de Hérmander;
mais ici, la question semble aussi liée a la recherche de mell-
leures constantes)

§ 3. — Opérateurs particuliers.

Nous donnons des exemples d’opérateurs h-Q-dissipatifs,
auxquels on peut appliquer la méthode du premier rappel du

§1.

L’opérateur A.
Par intégration par parties, on démontre facilement la
proposition suivante :

Prorosition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit h-Q-dissipatif est que pour toute ¢ e D(Q),

(4) S Ahjg| do < 2 [ hlgrad ¢|® da.

CoroLLAIRE. — Si h est surharmonique positive sur Q, A
est h-Q-dissipatif.

Prorosition 2. — Soit a€ R et h harmonique positive sur
Q; pour que A soit h*-Q-dissipatif, il suffit que:
(5) —1<a1

st de plus h est nulle sur un morceau de frontiére de dimension
n — 1 réguliérement plongé, la condition (4) est nécessaire.

Démonstration. — La condition (4) prend la forme :
(6) Voed(Q), [ala—1)h"|gradh’lg* <2 [h*|gradg|?

il suffit donc, d’aprés le lemme 3 de (I, 2, 2) et il faut d’apres
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le lemme 4 de (I, 2, 2), si h satisfait 4 ’hypothése supplémen-

taire :

ala—1)
2

(a—1)°

a=+1 et 7

d’o (5).

<

ou a=1;

RemarQuE. — S1 0 < a <1, A* n’est pas surharmonique
donc, la proposition 2 n’est pas impliquée par le corollaire
précédent; on peut d’ailleurs en utilisant toutes les possi-
bilités du lemme 3 de (I, 2, 2), donner une proposition
plus large que la proposition 2.

L’opérateur A = Y, (D)%
i
En faisant des intégrations par parties, on démontre aisé-

ment la proposition suivante :

Prorosition 3. — Soit Qc R. Une condition nécessaire et
suffisante pour que — d*/da* soit h-Q-dissipatif est que pour
toute ¢ € D(Q),

napr ” 1
@M 21l < [l [l

CoroLLAIRE. — Si h est telle que Ah << 0, h > 0,
3 (D) > 0,

alors — 3, (D')* est h-Q-dissipatif.

Procurons-nous, par exemple, les poids du type z’, pour
lesquels — d*/dz* est R, — a®-dissipatif. I nous faut, pour
une étude compléte, connaitre les meilleurs couples de cons-
tantes C et D telles que:

(8) [ a¢|* de < C [ a*2g| dw + D [ at+2g")|2 da;

Pargument d’homogénéité utilisé pour I'inégalité (44) du
chapitre I ne donne rien ici. Pour C = 0, le lemme 2 de (I, 2, 2
nous donne la meilleure valeur possible pour D soit 4/(a + )2
on peut obtenir d’autres couples (C, D) admissibles pour (8
en majorant par Cauchy-Schwarz

fx“<p’2 = ——afx“‘lcp.q/ —fa:"cp.go”

)
)
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ou ¢ est dans D et a valeurs réelles; mais on n’obtient pas
ainsi les meilleures constantes; procédons autrement: soit
z = exp t; posons a—1 = 2b et (exp bt)p(e) = Y(t);

(8) prend la forme:

9) Jf1o'—bdl2de < C [ |2 de

+ D [19" — (2b + 1) + b(b + 1)D|* dt
d’ott si & = g0

(10) [l —bizdlr < C [l
+ D [|—E —E2b + 1) + b(b + 1)),
Les meilleures constantes C et D sont celles pour lesquelles
b 4 B2 < C o+ D(B* + E)[(b + 1) + &)
ou D2+ [(2b +1)D — 1y + C >0, pour tout n > b2.
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