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INTRODUCTION DE POIDS
DANS L'ÉTUDE DE PROBLÈMES AUX LIMITES

par Henri MOREL (Paris).

INTRODUCTION

Par bien poser un problème aux limites, on entend en
général : préciser des conditions portant sur les données et
entraînant l'existence et l'unicité de la solution, avec si possible
la continuité de sa dépendance des données : c'est le cas si le
théorème associé au problème énonce un isomorphisme;
(pour les généralités sur les problèmes aux limites, on peut
renvoyer par exemple à Hôrmander [29], Lions [37], Magenes
et Stampacchia [45], Visïk et Ladyzenskaya [74], Sobolev [71]) ;
dans certaines méthodes pour traiter des problèmes de type
elliptique, ces conditions s'expriment par l'appartenance des
données à certains espaces fonctionnels, nous pensons par
exemple aux espaces de Sobolev, du type de Beppo-Levi,
construits en complétant des espaces de fonctions u, régulières,
pour une norme calculée en intégrant une forme quadratique
des dérivées jusqu'à un certain ordre de u pour la mesure de
Lebesgue dx d'un ouvert Q de R". Nous disons que nous intro-
duisons des poids lorsque nous remplaçons cette mesure par
d'autres, définies par une densité h^ par rapport à dx, h^ étant
localement intégrable, et en général vérifiant : A; et hï1 e Ï°°
localement; le poids A( devant être nul ou singulier à la fron-
tière pour nous sortir du cas classique.

Si l'on donne au mot poids un sens général, les divers usages
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que l'on a pu en faire dans l'étude des problèmes différentiels
sont trop nombreux pour être passés en revue; ils s'introduisent
naturellement dans l'étude de problèmes du type de Sturm-
Liouville ([8] note historique), dans la théorie des dévelop-
pements en fonctions propres, par exemple pour l'équation
de Bessel [3] ; on trouve une importante bibliographie dans
Rosenbloom [58].

Des poids s'introduisent d'autre part à titre auxiliaire, dans
la technique de démonstration plus que dans l'énoncé des
résultats : en théorie de l'hypoellipticité (L. Schwartz [66],
L. Hôrmander [29], B. Malgrange [47]); dans les travaux de
Browder sur les opérateurs elliptiques à coefficients variables,
étendant la classe de Gàrding [2l], pour laquelle on peut bien
poser le problème de Dirichlet; relevons aussi l'usage par
Morrey-Nirenberg [49], d'un poids proportionnel à la distance
à la frontière, dans une étude d'analyticité au bord. Des
poids jouent un rôle important dans la thèse de Trêves [73],
et dans l'étude de l'unicité pour le problème de Cauchy :
Carleman [13], Aronszajn [2], Cordes [16], Heinz [26], Hôr-
mander [3l], Malgrange [69], Mûller [5l], Pederson [55], etc...,
où l'on fait usages d'inégalités entre normes intégrales calculées
avec des mesures définies par des densités polynomiales ou
exponentielles.

Dans le chapitre i, nous nous occupons de problèmes de
Dirichlet, de Neumann, ou de type mixte [24] ; les principaux
théorèmes viennent au § 4 :

Au § 1, après des rappels et deux théorèmes motivant l'uti-
lisation de poids, nous introduisons les espaces fonctionnels
^(/»).(p) e^ ^°W,(p) ^i correspondent, si les composantes
du multi-poids (h) sont égales à 1, aux espaces classiques
IP'p == S^p, et Hj^ == â)^p; on étudie ces espaces en général,
et on expose une méthode avec poids pour le problème de
Dirichlet.

Au § 2, nous étudions le problème : « W^(p) est-il un espace
de distributions? »; la réponse à cette question ne sera utilisée
que pour p = 2, au § 4, où nous aurons besoin de la technique
hilbertienne ; cette technique n'intervient pas ici, aussi avons-
nous étudié le problème sous cette forme; son étude utilise
un lemme d'injection et des lemmes de majoration que nous
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avons groupés au n° 2; ces lemmes seront en fait utilisés dans
toute la suite du chapitre; le paragraphe se termine sur une
étude d'une classe d'espaces W(/i) utilisée au § 4, n° 3, et four-
nissant un exemple d'espace W^) dont les éléments sont nuls
au bord.

Au § 3, nous étudions le problème de la caractérisation des
éléments d'un espace W^p, par la propriété d'appartenir
à W(/^p et des conditions sur le comportement au bord; les
résultats nous serviront à interpréter les théorèmes d'isomor-
phisme du § 4.

Au § 4, nous obtenons des théorèmes d'isomorphismes pour
divers opérateurs, dont le laplacien; les espaces classiques sont
des espaces de fonctions nulles au bord et vérifiant au bord
une condition de Lipschitz intégrale d'exposant y == 1/2
(c.f. § 3) ; nous obtenons des espaces pour lesquels y est aussi
voisin de 0 ou de 1 que l'on veut; on peut ainsi renforcer
ou diminuer la condition de nullité au bord ; de pouvoir
la diminuer nous permet d'étudier par la méthode des
projections, des opérateurs singuliers non situés dans la
classe de Gàrding, étudiés avec la méthode de Schauder par
d'autres auteurs : Brousse et Poncin [11], Huber [32], Sche-
chter [61] ; les espaces classiques ne donnent que des résultats
partiels pour ces opérateurs (c.f. § 1, n° 2) ; nous donnons un
exemple d'opérateur donnant lieu à un isomorphisme pour le
problème de Dirichlet et pour lequel la forme associée n'est
pas coercive.

Dans le même paragraphe 4, nous obtenons pour le problème
de Dirichlet un théorème d'isomorphisme, avec un autre type
de condition de nullité au bord : certains auteurs posent le
problème de Dirichlet de telle sorte que la solution u du
problème homogène correspondant vérifie ufh == 0 au bord,
h étant une fonction harmonique positive, par exemple une
fonction de Martin; nous obtenons des théorèmes d'isomor-
phisme où la condition au bord s'écrit ufh^ = 0 en un sens
que nous précisons, y étant quelconque vérifiant 0<^y<;l;
nous avons des cas limites de ces théorèmes, où l'on peut
énoncer l'existence sans l'unicité. Nos théorèmes dépendent
en apparence de deux paramètres; d'après les résultats du § 3,
il n'y en a qu'un, à savoir l'exposant y.

Au chapitre n, beaucoup plus court, nous nous sommes
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intéressés à l'étude des poids h définis dans un ouvert Q,
pour lesquels un opérateur donné est /i-Q-dissipatif; après des
préliminaires justifiant cette étude, nous la conduisons de
façon générale au § 2 pour étudier ensuite au § 3 le compor-
tement de quelques opérateurs particuliers devant certaines
classes de poids; on utilise le numéro 2 du § 2 du premier
chapitre.

Je suis heureux de pouvoir remercier vivement ici Monsieur
Laurent Schwartz, mon Directeur de Recherches, à qui je
dois ma formation et de m'avoir dirigé sur des questions
diverses pendant mon séjour au Centre National de la
Recherche Scientifique (C.N.R.S.), ainsi que Monsieur Leray,
qui a accepté de m'y parrainer et de me conseiller. Je remercie
le C.N.R.S. et Monsieur Jacques Louis Lions, à qui je dois,
outre le départ de ce travail, de nombreux encouragements.

Ma reconnaissance va également à Madame Choquet-
Bruhat, qui a accepté de se joindre au jury, et à Monsieur
Dixmier qui a bien voulu me proposer le sujet de seconde
thèse.

Ce travail est divisé en chapitres, eux-mêmes divisés en
paragraphes comportant numéros et sous-numéros; le symbole
(I, 1, 2-1) renvoie au chapitre i, § 1 numéro 2, sous-numéro 1.
Les énoncés ont un rang à l'intérieur des numéros où ils se
trouvent; on s'y réfère ainsi : théorème 1 de (I, 1, 1). Certaines
lignes sont numérotées; ce numérotage est fait par chapitre.
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CHAPITRE 1

PROBLÈMES AUX LIMITES,
AVEC POIDS, POUR DES OPÉRATEURS ELLIPTIQUES.

N. B. — Si on ne s'intéresse qu'aux théorèmes d'isomor-
phisme pour le problème de Dirichlet, il vaut mieux lire
d'abord le paragraphe 1, au moins (I, 1, 4), puis le paragraphe 4
à partir du numéro 2, en se reportant à (I, 4, 1) et aux para-
graphes 2 et 3, où l'étude préparatoire a été conduite avec
plus de généralité pour les raisons signalées dans l'introduction.

§ I. Préliminaires.

Sommaire. — Après quelques rappels de résultats connus
au numéro 1, nous donnons au numéro 2 des résultats motivant
l'utilisation des poids.

Au numéro 3, nous définissons des espaces fonctionnels
W(/^Q,) et W°^)(P) et les étudions en général.

Au cours du numéro 4, nous exposons les méthodes générales
utilisées dans la suite du chapitre i pour introduire des poids.

N° 1. Rappels.

1. 1. NOTATIONS; RÉSULTATS DE THÉORIE DES DISTRI-
BUTIONS.

Dans la suite, Q désignera toujours un ouvert de R", 0
sa frontière; si l'ensemble d'intégration et la mesure ne sont

pas précisés, j f signifie f f dx, dx étant la mesure de Lebesgue
sur Q. Q

De plus, 3) signifie 3)(Q), l'espace des fonctions indéfiniment
20



306 HENRI MOREL

difîérentiables sur Q, à valeurs complexes, à support compact,
muni de la topologie de limite inductive naturelle, le dual
3)'(Q) se note 3)', i. e l'espace des distributions sur Q; c. f. [62].

Par définition, E est dit espace de distributions sur Q, s'il
existe une injection continue de E dans 3)'; cela se résume
dans la notation :

Ec3)'
E est dit normal si 3) est dense dans E, l'injection de 3) dans
E étant continue; c. f. [67].

Pour la notion plus précise d'espaces de Hilbert de distri-
butions, c. f. [68] ; à un tel espace (non nécessairement normal)
est attaché de façon biunivoque un noyau hermitien de type
positif.

Il nous sera commode de nous référer sous le nom de
théorème de Krylov-Schwartz à la remarque qui suit le
théorème XV, page 40, tome 2 de [62] :

Si des distributions T; convergent vers 0 dans 3)' et si leurs
dérivées premières convergent dans L^K), VK compact de Q,
les T\ convergent dans L^K) pour 1/ç^l/p—1/n; p> l (1).

De façon générale, sauf mention d'autre chose, étant donné
un espace de Hilbert 3f> sur le corps des complexes €, le produit
scalaire associé sera noté (u/^)^^ il est antilinéaire par rapport
à P; la norme de u se note ||u||^, le signe ( , ) étant réservé
à la dualité, par exemple entre un espace de distributions
et son dual.

1. 2. UN PREMIER CRITÈRE D'EXISTENCE AVEC UNICITÉ

(l1*6 MÉTHODE).

Considérons deux espaces de Hilbert V et H avec :
(1) V c H $ l'injection est continue ; V est dense dans H.

Considérons a(u, v) sur V X V satisfaisant à
(Hi) a(u, v) est sesquilinéaire continue.

[D'après le théorème de Banach-Steinhaus, si a(u, v) est
séparément continue, on a (Hi).]

DÉFINITION 1. — a) On appelle N(V, H, a), ou espace N
attaché à V, H, a, V'espace des u e V tels que Inapplication anti-

(1) Si p == 1, l'énoncé vaut encore en excluant q == + °o ; q est toujours sup-
posé ^>0.
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linéaire v —>• a(u, ?) soit continue sur V pour la topologie induite
par celle de H.

b) Diaprés (1), pour tout u e N, i( e^i^te Au e H, teZ çue
V^ e V, on ait:

(2) a(u, P) == (Au|^H.

On appelle A(V, H, a) ou opérateur attaché à V, H, a, l'appli-
cation linéaire de N c?an5 H définie par (2). On munit N rfe Za
topologie la moins fine rendant continues, d'une part l'infection
de N dans V, d'autre part l'application A.

DÉFINITION 2. — 5'oit V préhilbertien, on dit que la forme
a(u, ^) sesquilinéaire sur V X V e^t "V-coerci^e, s'il existe un
nombre c >> 0 tel çue :

(Ha) pour tout u e= V, ^a(u, u) ̂  c|[u[[^.

On rfira alors que A e5t N-coercif.

Notations. — On posera :

^ (oi(u, P) == l/2(a(u, ^) + a(^, u))
(^(u, v) = l/2i(a(u, P)—a[y , u)).

Les hypothèses (Hi) et (H^) entraînent que Oi(u, ^) définit
sur V un produit scalaire équivalent à (u[^)v.

On a alors le théorème d'isomorphisme suivant :

THÉORÈME 1. — Si l'on a (Hi) et (Hg), A est un isomorphisme
de N sur H.

Ce théorème est une variante du théorème de représentation
de Lax-Milgram [54]; pour la démonstration c. f. [37], [65] ou
[39]; ce théorème est aussi rappelé et utilisé dans [33].

DÉFINITION 3. — Si l'opérateur A(V, H, a) est un isomor-
phisme^ l'opérateur G == A~1 est appelé opérateur de Green
attaché à V, H, a.

L'opérateur A apparaît comme opérateur fonctionnel dans
les conditions suivantes ; on considère :

(4) 3) c V c E c 3)'
les injections étant continues, V un espace de Hilbert, E un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé, 3)
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étant dense dans E, si bien que le dual E' apparaît comme un
espace de distributions. Soit alors a(u, ^) sesquilinéaire (sépa-
rément) continue sur V X V. Alors pour tout u, l'application
<p -> a(u, <p) est semi-linéaire continue sur 3), donc

(5) a(u, 9) = (Au, y)

le crochet définissant la dualité entre 3)' et 3); on définit ainsi
une application A linéaire continue de V dans 3)'.

On considère alors l'espace Vo == À~1 (E7) == |u, u e V,
Au €= E' j muni de la topologie la moins fine rendant continues
À et Finjection dans V.

On considère enfin l'espace ]5Ï suivant :
N=|u,U€=3i6 et V^eV, (Âu,^)==a(u, v}\

muni de la topologie induite par 3ë.
On vérifie alors facilement, que si on prend pour E un espace

de Hilbert jouant le rôle de H, introduit précédemment,
l'application À est alors une extension de A, et les espaces N
et N coïncident.

Si 3) est dense dans V, on a 3ë == N ; sinon pour u e 3e,
v e V, on pose :

(6) (Au, v^ — a{u, v) = R(u, v)

que l'on peut considérer comme une formule de Green, on a :

(7) u e N «^ ueîë et V ^ e V , R(u, ^) == 0.

Supposons alors que A soit un isomorphisme, ce qui est
par exemple le cas si on est dans les conditions du théorème 1
précédent; alors, 3) étant dense dans H = E, à l'opérateur de
Green G de la définition 3 est associé biunivoquement un
noyau-distribution sur Q, G^y e 3)'(Qa, X ûy) ce d'après
le théorème des noyaux (L. Schwartz [64]).

Si l'on veut enfin que A soit un opérateur différentiel donné,
il faut définir a( , ) de façon adéquate, et l'on a des possibilités
différentes suivant que l'on veut atteindre tel ou tel problème
aux limites pour l'opérateur donné. Nous verrons, en intro-
duisant des poids, comment, pour un même opérateur et un
même type de problème aux limites, obtenir des isomorphismes
différents. Remarquons que la condition (Hg), dite de coerci-
vité figurant dans les hypothèses du théorème 1, n'est nulle-
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ment nécessaire pour que A soit un isomorphisme : nous en
donnerons un exemple, (I, 4, 2), où A est un opérateur diffé-
rentiel; si l'on se permet des opérateurs plus généraux, on a
l'exemple très simple suivant: on prend V == H === L^R);
soit a > 0; pour u, v s L^R), on considère :

a(u, ^) = (u|T<^)L.

où Ta^(^) = ̂ ( < — - a ) ; l'opérateur A associé est un opérateur
de translation; il suffit alors de prendre u == ^ == <p e ®(R)
où ç a un support de diamètre inférieur à a, pour infirmer la
condition (H^).

1. 3. UN DEUXIÈME CRITÈRE D'EXISTENCE : (2e MÉTHODE).

Nous extrayons maintenant de [40] une généralisation du
théorème précédent; en gros, on conserve la condition (H^)
de coercivité, mais on diminue considérablement la condition
(Hi), dite de continuité; on n'obtient plus qu'un théorème
d'existence; l'unicité, si elle a lieu, doit être établie à part.

THÉORÈME 2 .—Soi t F un espace de Hilbert^ soit G un
espace préhilbertien séparé, c. f. [8], supposons G c F, l'injection
étant continue.

On considère sur F X G une forme sesquilinéaire :
A g->W g)

linéaire en /*, semi-linéaire en g; cette forme satisfait en outre à :

/u / \ {pour tout geG, la forme f—^bÇf, g)
( est continue sur F;

,TJ/\ {il existe un nombre c > 0 tel que pour
[ 2) i tout g ^ G, Sic 6(g, g)>c||g|]G.

Soit alors g —> L(g) une forme semi-linéaire continue sur G.
Il existe un élément u dans F tel que:

pour tout geG, L(g) = b{u, g).

REMARQUE. — II y a unicité de la représentation de L par
un élément de F si et seulement si : &(/*, g) == 0 pour tout
g e G entraîne f = 0.

D'après ce théorème, les formes semi-linéaires continues âur
G sont réalisées parmi les formes g —> &(/*, g) où fe F, qui ne
sont pas nécessairement toutes continues ; il arrive dans la
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pratique que l'on ait une condition supplémentaire, (H^), de
continuité en g :

Soit Q un ouvert de R» et supposons dans ce qui précède :
a) (Q)cFca) ' (Q)

les injections étant continues et 3)(Q) étant dense dans F.
Alors le dual F' est un espace de distributions, i. e. F' c 3)'
l'injection étant continue.

Prenons G = 2)(Q), et supposons :

(. I .)G=(.| .)Fet :
pour tout /', la forme g-^b(f, g) est

(N3) continue sur ®(Q) muni de sa propre
topologie.

On associe alors à F, G, 6, une opération linéaire B(F, G, b)
ou B appliquant F dans 2)' :

(8) pour tout /•e F, tout g e G, &(/; g) = (B/; g).
On a alors une variante du théorème 2:

THÉORÈME 2'. — Si outre les hypothèses du théorème 2, on a Hs,
G = 3) c F c 3)', 3) dense dans F, alors pour toute distribution
T e F', il existe u e F teHe çue :

(9) Bu = T.

N° 2. Applications des critères du N° 1.
Nous donnons maintenant les deux applications des

théorèmes précédents que nous avons annoncées. Conformé-
ment au plan de la suite de ce travail, nous commençons par
une application du théorème 2', pour donner ensuite une appli-
cation du théorème 1, reprises seulement au § 4, chapitre I.

2.1. APPLICATION DE LA 2e MÉTHODE; [84].

THÉORÈME 1. — Soit Q un ouvert de R", dx sa mesure de
Lebesgue', soit h une fonction harmonique positive sur Q; soit
W^ le complété de ®(û) pour la norme:

9 e= ®(Q) -> [f^h{x) |grad çp dx]112 = \\^

Supposons que W^ s'identifie à un sous-espace de 2)', avec
injection continue', 3) étant dense dans W^ par construction,
on identifie alors le dual Wd à un sous-espace de 3)\
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Soit T une distribution sur û, telle que:

(10) AT e W,

alors, il existe u e W/,, solution de :

(11) Au=T.
Démonstration du Théorème 1. — Pour u e W/i, y e 3)(Q),

considérons :

(12) &(u,9)=-<u,A(/ iy)>
le crochet désignant la dualité entre 3)'(Q) et 3)(Q). Nous
allons montrer que nous nous plaçons dans les conditions du
théorème 2' précédent, en prenant F == W^ muni de sa struc-
ture hilbertienne :

(u|^)w/» = |o h{x) grad u.grad ~v àx\

G = 3) muni de la structure préhilbertienne induite par celle
de W,.

Vérifions (Hi) : la forme u —> 6(u, ç) est continue sur 3)'
pour tout 9 e ®, elle l'est donc à fortiori sur W\ d'après l'hypo-
thèse faite sur W/i.

Vérifions (Hg) : soit ç e G == 3); on a, en posant ô/ô^ == D1

2%e 6(9, ç) = 2âle à (D^, D^/iç))
i==l

==2C/l|grad9|2^+ i j ^ D ^ D ^ . y ^ + f D^.D^.y^j

en intégrant par parties, la somme des deux dernières inté-
grales vaut :

S ^h.D^dx^—^^h\^\2dx=0

puisque h est harmonique. Par conséquent, pour tout 9 e 3),
aie 6(9, y) == ||9||w, ce qui vérifie (HQ.

Soit alors la forme semi-linéaire sur 3) :
?->L(î)==—<AT, y).

D'après l'hypothèse sur T, L est continue sur 3) muni de la
topologie induite par celle de W/i; d'après le théorème 2, il
existe u e W/», telle que, pour tout y e 3),

— (AT, y) = &(u, y) = — (u, A(A, y)> = — (Mu, y)
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le laplacien étant pris au sens des distributions. Dans le même
sens, on a donc

— AAu == — hT

comme h > 0 dans Q, on peut diviser dans 3)' : Au == T.

Exemples pour le théorème 1. — On peut prendre h = 1; si
Q est borné, d'après l'inégalité de Poincaré, Wi est bien un
espace de distributions; ce n'est autre que 3)^(0); voir [641.
Mais on peut appliquer le théorème 1 qui donne l'isomor-
phisme classique pour le problème de Dirichlet.

—Prenons un ouvert borné Q de R71, sans hypothèse sur
la frontière Û de Q ; soit a e Ù et soit :

h{x) = il\x— a]"-2; alors h(x) > c > 0 sur Q.
On a alors :

COROLLAIRE.—Soi t Q un ouvert borné de R", U € = Q ;
soit T CE 3)'(Q) telle que

(13) l^—al^TeW,7,.,,2-71.

Il existe alors u unique dans W^_a2-n solution de Au = T.

REMARQUE 1. — Si T est dans ®(Q), alors T vérifie (13),
puisque \x— a|2-71 T e 3)(Q). On a donc le résultat suivant :

Si u est la solution du problème de Dirichlet
dans â)[,(Q), soit Au = T, T étant donnée dans 3)(Q),
alors u vérifie :

l^—a^-^D^ueL^Q)

quel que soit a sur la frontière Q de Q.
Ce genre de conclusion est banal si la frontière de Q

est régulière, car alors, on a, par exemple, D^ueL^Q).
Nous sommes, dans l'exemple précédent, h = \x—a]2"",

dans un cas d'unicité : en effet, comme h{x) > c > 0, la norme
utilisée pour obtenir W^ en complétant ® est plus fine que
celle de 3)^(û) == Wi. Il résulte alors d'un lemme d'injection
énoncé en (I, 2, 1) que W^ est un espace de distributions et
même un sous-espace de Wi. Comme on sait qu'il y a unicité
dans ce dernier espace, on a l'unicité à fortiori dans W,,.
En fait, on peut comme on le verra plus loin, retrouver ces
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résultats avec le théorème d'isomorphisme. Le théorème 2
n'est donc pas indispensable dans l'exemple précédent, encore
qu'il soit un instrument d'investigation plus souple. Il nous
sera en revanche nécessaire, dans des cas limites, pour résoudre
certaines des questions suivantes :

Problème 1. — Soit h une fonction harmonique positive,
quand l'espace W/i est-il un espace de distributions? En parti-
culier, que se passe-t-il si h est une fonction de Martin?

Problème 2. — Si h est telle que la réponse au problème 1
est affirmative, on est alors dans les conditions du théorème 1.
Dans quelles conditions la solution dont le théorème 1 annonce
l'existence est-elle unique dans W^?

Problème 3. — Peut-on par cette méthode, variante de celle
de Riemann, obtenir des problèmes aux limites bien posés du
type de Dirichlet, où la condition au bord pour la solution u

soit en un certain sens — == 0 $ cette condition apparaît en effet
I v

si l'on passe, du moins formellement, au problème homogène
associé au problème inhomogène Au == 0, ulh = f au bord
considéré par certains auteurs de l'école de Poincaré (principe
du maximum) en supposant f définie dans tout l'ouvert, en
posant u — hf = ̂ , on a A^ == — A(/i/*), vjh == 0 au bord.

Nous répondrons à ces questions dans un cadre plus général,
en utilisant le théorème 1, le théorème 2 étant indispensable
pour interpréter les cas limites qui se présenteront, qui seront
semi-exceptionnels, donnant lieu à des théorèmes d'existence
sans unicité; en prenant pour h une fonction de Martin dans
le théorème 2, on associera au laplacien une forme coercive,
non continue; dans les autres exemples étudiés, la condition
(Hg) de coercivité est assez riche pour entraîner la condition
(Hi) de continuité.

2. 2. APPLICATION DE LA l16 MÉTHODE.

On étudie par la méthode des projections le problème de
kDirichlet homogène pour l'opérateur A = A + — D", pour
^n

l'ouvert û=[x, ̂ >0j de R71, avec x={x^, ..., x^), D"=ô/ô^.
Soit 3)^(û) = Wi, conformément aux notations précédentes;
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on a le lemme suivant qui est un cas particulier du lemme 2
de (I, 2, 2) où on en trouve la démonstration.

LEMME 1. — Si ueWi(Q), alors u/^eL^Û) et
(14) |]u/^|^<4|]Drau|][,.
On a alors :

THÉORÈME 2. — Si k <^ 1/2, pour toute T e ®i,î(Q), il
existe ue3)^(Q), unique avec

(15) fA+- fc-D ra^u=T.
\ ^ /

Démonstration. — On se place dans les conditions du
théorème 1 en prenant, pour u, ^eâ)^(Q).

(16) a,(u, ^) = S ^ Diu W'dx — k C ^u.x^ dx
. _ - c/ LJ &7 &2

en majorant les intégrales figurant dans (16) à l'aide de l'iné-
galité de Cauchy-Schwarz, on vérifie sans difficulté la condi-
tion de continuité (,Hi); d'autre part, pour ^e3)(Q), en inté-
grant par parties, a^(^, ^) == ( jgrad ^|2 dx—-^-k ( x^ |^|2 dx

JQ 21 JQ
en utilisant le lemme 1, et en passant à la limite dans ^(Q),
pour tout u e 2>^(Q), on a :

^c(^ ^) >(1 — 2AQ f Igrad ^|2 ̂ , si /c > 0
^û

ou

^(^5p) ̂  ( lë1'̂  ^l2 ^5 sl k ^0
JQ

donc (H2) est vérifiée si et seulement si :
(17) A-<1/2 .
En fait, on sait d'après le lemme 2 de (I, 2, 2) que (14) est

écrite avec la meilleure constante, si bien que la condition (17)
est la meilleure que l'on puisse atteindre par cette méthode.
Or on sait d'après les résultats de Brousse et Poncin [11], de
Huber [32], étendus par Schechter [6l], que le problème inho-
mogène à données continues au bord pour (15) peut se poser
si et seulement si /c<;l. Le théorème 4 résout le problème
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1de Dirichlet pour (15) de façon plus large, mais pour k < —
seulement.

Nous verrons que la méthode des poids permet de résoudre
le problème de Dirichlet pour (15), par la méthode des projec-
tions, pour k <; 1.

N° 3. Les espaces W(^(Q) et W^)(Q).
3. 1. DÉFINITIONS.
On utilisera la terminologie et les résultats de N. Bour-

baki [6], § 5 : « mesures définies par des densités numériques »,
en particulier en ce qui concerne les notions de fonctions loca-
lement intégrables pour dx, et de mesures équivalentes, etc.
Les fonctions h^ considérées sont à valeurs réelles positives,
localement intégrables.

Soit h une fonction sur Q ; nous écrirons : h e T0 localement,
pour dire que la restriction de A à tout ouvert Q' d'adhérence
compacte dans Q est dans Ï°°(Q') ; exemple : si h est continue
dans Q, heÏ°° localement.

PROPOSITION 1. — Soit h une fonction sur Q, h~~1 e Ï00 locale-
ment-, alors, LP{Û, h dx) c ®'; (p > 1).

Démonstration. — L'hypothèse sur h entraîne que les éléments
de L^Q, hdx) sont localement dans L^ d'où la proposition.

DÉFINITION 1. — On appelle multi-poids de longueur k + 1
et on note (h) == (hy h^, ..., h^) une fonction sur Q d valeurs dans
R^S les composantes vérifiant:
h^'1 e Ï00 localement', si i <; /c, h^~1 e Ï00 localement, ou h^ === 0.

Deux multi-poids (h) et (h'} de même longueur sont dits
analogues si pour tout i, on a soit A; == h[ == 0, soit hjh'i et
h'ifh^ dans Ï00. On pose (1) = (1, 1, ..., 1) ou mieux, on écrit
fl)fc+i pour préciser la longueur /(*+!•

Notation. — Soit a= (ai, 003,..., a^) un multi-indice de longueur
|a| == l, les indices a» pouvant prendre des valeurs de 1 à n.
On pose :

ô ô ôD^
ôrr^ ô^ ôn^(18)

si |a| = 1, on pose D1 ==—•1 1 A ô^
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Soit u une distribution sur Q ayant des dérivées d'ordre k
mesurables vérifiant :

S f\D-u\P.h,< oo; p,>l
11=^|a|=fc

/^ étant la dernière composante d'un multi-poids (A). Comme
(Définition 1) hjr1 e Ï00 localement, les [D^] pour |a| = k sont
de puissance p^ sommable localement dans Q; il résulte du
théorème de Kryloff-Schwartz, c. f. (I, 1, 1-1), que les dérivées
d'ordre inférieur le sont aussi (et sont même un peu mieux).

Soit (p) == (po, Pi, ..., P k ) , Pi > 1 et h = {ho, .... ^); on
suppose de plus que :

(19)
IMk(p) - Yf (^ S ID Î̂  oo.

i=oU |al=i J
Si Mi, p , = p on pose \\u\\^^ = ||u||^p
et si p == 2: ||u||(^2= [|u[|^.

DÉFINITION 2 .—Soi t (h), (p); on désigne par W^p/Q)
l'espace vectoriel topologique des distributions u e 3)'(Q), dont
les dérivées d'ordre ̂  k sont mesurables, telles que \\u\\^,çp) < oo,
muni de la topologie la moins fine telle que l'injection dans 3)'
et la semi-norme u —> |H|(/i),(p) soient continues',

si p^ == p, on le note W(^p(Q);
si p = 2, W(^)(Q); enfin W(^^)(Q) peu( 5'ecnre W^p), 5'^

n'y a pa5 de doute sur û ; ces espaces sont dits du type W.

PROPOSITION 2. — (A) ^ant un multi-poids sur Q, l'espace
W(^Q,)(Q) ^ complet.

La démonstration se fait comme dans [64], exposé 11,
compte tenu de la proposition 1.

Les propositions 1 et 2 justifient la définition suivante :

DÉFINITION 3. — Soit {h) un multi-poids, avec h^1 e Ï°° loca-
lement, on désigne par W(^)(Q) l'espace de Hilbert des distri-
butions u dont les dérivées d'ordre <; k sont mesurables, vérifient
[|u||^)<< oo le produit scalaire étant:

(20) (u|^==5' S fh.D-uD-v.
^olal^"
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REMARQUE 1. —— Suit /i < / < /2 ̂  k.

Dans le cas où h^ = h^ = 1, on sait d'après des
inégalités connues, que si des Tj convergent pour la
norme \\u\\^, les D^y pour |a| == / convergent dans
L^Q). Il en résulte que si h^ et A^esÏ00 localement, et
si les Ty convergent pour ||.| ](/,), les D^ convergent
localement dans L2. Mais on peut se poser la question
suivante pour avoir un résultat global : trouver les hp
hj~1 e Ï°° localement pour lesquels il existe une constante
C > 0 telle que pour tout u e W^) :

^S^jD«u|^<C^^A|D"u|. + C^AID^.

DÉFINITION 4. — Soit [h) un multi-poids sur 0. On désigne
par W^(p) l'espace de Banach complété de 3)(Q) pour la norme:
y.~^ llîllw.Cp) définie par (19). Si Vi, p, == p, on le note W^p;
si p == 2 OM ^ Mo(6 W^) e( on le considère comme un espace de
Hilbert muni de (20); ces espaces sont dits du type W°.

Cette définition est justifiée, car 9-> ||9| ](/»),(?) est une
norme sur 3)(Q) : si ||y|[(/i) == 0, comme <p est à support com-
pact, et h^eÏ^ localement, pour tout a tel que |a] = /c,
f\D^\^ = 0 donc, y = 0.

Problème 1. — II résulte de la définition 3 ou de 4 que W^)
est un espace de distributions. Il n'en est pas nécessairement
de même de W^) d'où la question : pour quels multi-poids
(h) définis dans un ouvert donné Q, W(0/») ̂  est-il un espace
de distributions, l'injection étant continue? Ce problème sera
étudié au n° 3 du § 2 du même chapitre. On y donnera des
exemples simples de multi-poids pour lesquels W^(p) n'est
pas un espace de distributions, et des conditions qui, si elles
sont vérifiées par (A), entraînent: W^(p)c3)'.

DÉFINITION 5. — On dit qu^un multi-poids (h) est assez
lourd (sous-entendu: au bord), (p) étant donné, si W^Q,) est
un espace de distributions.

Cette terminologie sera justifiée par les théorèmes 1 et 2
de (I, 2, 3); si {h) est assez lourd, W^p) est un espace normal
de distributions; le dual W(°̂ Q,) s'identifie à un espace de
distributions.
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3. 2. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES.

a) Possibilité ïïappliquer le théorème du graphe fermé.

PROPOSITION 3. — U espace W(/^(P) est métrisable.

Démonstration. — Soit Q^ un système fondamental dénom-
brable d'ouverts relativement compact dans Q; considérons
les semi-normes sur W(^Q,):

u~^f^\u\dx

d'après le théorème de Krylov-Schwartz, elles définissent
avec la semi-norme ||^||(/i),(p) un^ topologie équivalente à celle
de W(^ (p); la topologie est alors métrisable; c. f. [7].

Comme ces espaces sont complets, ils pourront intervenir
dans des applications du théorème du graphe fermé [7].

b) Espaces de type local.
Un espace de distributions E c 3)' est dit de type local si

pour tout u e E et tout 9 <= 3), uç e E.
Si on peut appliquer le théorème du graphe fermé aux

applications de E dans E (c. f. [19] et [23]) et si E est de
type local, l'application u -> (pu est alors continue de E dans E,
puisque le graphe de cette application est fermé dans 3)' X 3)',
donc à fortiori dans E X E. C'est le cas si E est du type W
ou W°.

PROPOSITION 4. — Soit (h) un multi-poids9, alors, W^Q,)
est un espace de type locale il en est de même de W(°/̂ (P), si (A)
est tel que W(°/̂ Q,) soit un espace de distributions.

Démonstration. — Si u est dans l'un ou l'autre de ces espaces,
D^u est localement dans î^ pour |a| == /c$ d'après le théorème
de Krylov-Schwartz, il en est de même de D?u pour |(î| <; A*;
même raisonnement relativement aux h^ =1=. 0 (h]~1 est alors
localement borné) ; il suffit alors d'appliquer la formule de
Leibniz à u(p pour achever la démonstration.

c) Ordre des éléments.
La notion d'ordre pour la mesure étant locale, on voit

facilement que les éléments de W(^(P) ou W^p) sont
d'ordre ^/c; ceux de leurs duaux sont d'ordre ;>—k.
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3. 3. COMPARAISON DES ESPACES DU TYPE W OU DU TYPE W°

(SUR UN MÊME OUVERT).

a) Comparaison de deux espaces du type W.

PROPOSITION 5. — Soit p tel que 1 <^ p <^ + °°- Pour que
les espaces L/^Ai dx) et l^(h^ dx) soient identiques^ Ai et Ag
étant localement intégrables et positives^ il faut et il suffit que
g = Ai/Ag et A^/AI soient dans Ï°°(Q).

Démonstration. — La condition est suffisante : elle entraîne
l'inclusion des espaces L^Ai dx) et L^/^ dx) dans les deux
sens. Elle est nécessaire : l'identité de ces deux espaces entraîne
que tout ensemble Ai ^-négligeable est Ag drc-négligeable et
inversement, on est donc dans les conditions du théorème de
Lebesgue-Nikodym, les mesures Ai dx et Ag dx sont équiva-
lentes, on a Ai = gAg où g et g~1 sont localement ^-intégrables
et > 0 presque partout pour dx. Donc, la multiplication par
g1^ laisse stable ^(Ai dx), ou mieux la multiplication par g
laisse stable ̂ (Ai dx) $ et il est connu (c. f. par exemple l'exercice
n° 25 du § 5 de [6]) que g est alors presque partout égale à

j[
une fonction > 0 de Ï°°, de même que—•

o
Remarquons que deux mesures positives Ai dx et h^ dx

peuvent être équivalentes sans que les LP associés soient
identiques; par exemple sur l'ouvert > 0,1 <; de R, dx et
x dx sont équivalentes, l'espace L^o; dx) étant évidemment
plus grand que Lp{dx).

Supposons les multi-poids (h) et (À) tels que W(^(R) c W(^^) :
le graphe de l'injection est fermé, puisqu'il l'est pour les topo-
logies induites par 2)'. On a donc, en utilisant la proposition 5 :

PROPOSITION 6. — Soit (A) et (Jt) deux multi-poids sur Q $
pour que W(^ Q,) c W(^ (p^ il faut et il suffit qu^il existe une
constante C telle que pour toute fonction u de W(^Q)), on ait:

(21) llulk(?)<cllulk(p)•
REMARQUE 2. — Supposons par exemple (A) == (0, 0,..., 0, A^)

et (A) === (0, 0, ..., 0, Afc); si k = 0, on est dans le cas
de la proposition 5; pour que W^) c W^), il faut et il
suffit que JiQ == gho où geÏ°°; si k ̂  1, on montre faci-
lement que le résultat est encore vrai pour n == 1 ; mais
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si k ̂  1, n = 1, il paraît moins commode de se placer
dans les conditions du théorème de Nikodym ou de
contredire à (21).

Si l'on prend la fonction caractéristique d'un ensemble
mesurable, elle sera dérivée d'ordre k, par rapport à x^
par exemple, d'une distribution T qui n'aura pas de
raison d'être dans W(^(P), à cause de l'irrégularité des
autres dérivées de T.

On peut cependant énoncer le corollaire évident de la propo-
sition 6 :

COROLLAIRE 1. — Soit deux multi-poids {h) et (%), avec
^ = g^h,, les gi étant dans T0; alors W(^(R) c W(^(P) et, si {h)
et {h) sont analogues, W(/^(P) = ̂ w,çp)'

En particulier, supposons les multi-poids localement bornés ;
ce qui arrive fréquemment :

COROLLAIRE 2. — Soit deux multi-poids (A) et (%) localement
bornés et identiques dans le complémentaire Sun compact de Q;
alors W(?^(P) = W(/^(P).

En d'autres termes, pour des multi-poids (A) localement
bornés, l'espace W(/^(P) ne dépend que du germe du multi-
poids défini pour le filtre des complémentaires des compacts
de Q.

b) Comparaison de deux espaces du type W°.
Supposons (c. f. Problème i) que W0 )̂ (?) c W°^ (p) soient

deux espaces de distributions; le graphe de cette injection
est alors fermé, pour la même raison que plus haut, ce qui
démontre une partie de la proposition suivante :

PROPOSITION 7. — Soient {h) et (h) deux multi-poids tels
que W^(p) et W^(p) soient des espaces de distributions, pour
que W^o^cW^p) il faut et il suffit que l'on azt l'inégalité
(21) pour toute u prise dans 3)(Q). '

Pour démontrer « il suffit », on prolonge l'application iden-
tique de 3) en W^p), continue d'après (21). Comme
W°(^(p)c3)' par hypothèse, il est immédiat que l'on a une
injection, sans avoir à utiliser les lemmes de (I, 2, 1).

COROLLAIRES 1' ET 2'. — Les mêmes que les précédents, en
rajoutant V indice ° aux notations.
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REMARQUE 3. — (c. f. Remarque 1) ; il se pose la question
suivante, à laquelle il sera répondu pour des catégories
de poids particulières, (A) étant donné et tel que W^) c 3)',
trouver les {Jz) tels que W^) c W^) ou inversement; i. e.
tels que l'on ait (21) ou la majoration opposée; dans une
perspective un peu différente, on peut introduire des poids
dans les questions de coercivité; c. f. [1].

c) Comparaison de W^) (R) et W^) Q)).
Dans le cas où h = (1/1, ..., 1, 1) = (l),^, W, = ê£,(û)

et W(°/i) = 3)S^(Q) ; on sait que si ueêj^(C!), on peut définir
une trace TU sur Ù, si la frontière Ù est régulière de même que
pour les dérivées de u d'ordre inférieur à k\ un élément
de 3){.2(û) est caractérisé par la propriété d'être dans ê£î(Q)
et que ces traces soient nulles c. f. [64]. La notion de trace
peut disparaître, mais nous poserons le problème suivant, et
l'étudierons au § 3 :

Problème 2. — Caractériser les éléments de W^Q,) au
sens suivant :

DÉFINITION 6. — Par caractériser les éléments de W^Q,),
on entend démontrer une proposition du type suivant:

lïî} ^^^W^P) "<ç==^ ^^^(^(p) ^ u satisfait à certaines
( propriétés au bord de Q.

Le problème 2 ne se pose que si W^(P)C®'. C'est en effet
nécessaire et suffisant pour que W^(p) c W(^(P); W^Q,) est alors
l'adhérence de 3) dans W^Q,).

Dans le cas classique cité plus haut, on a ê^(Q) ~=f=- 3)^(0)
si Q est borné; si Q est R" les espaces sont identiques.

DÉFINITION 7. — On dit que le multi-poids (h) annule au
bord si W^Q,) est un espace de fonctions nulles au bord
(c. /*. (I, 3, 2) définition 1). On dit que le multi-poids (A) est suffi-
sant si on a W^p) = W^Q,).

On verra que ces notions sont distinctes [c. f. Remarque 2
de (1,2, 4)].

Notion de trace: c. f. (I, § 3, 1 et 2).
21
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N° 4. Méthode des poids.
Ce qui suit sera utilisé au § 4, où les lettres p et q deviennent

disponibles, les anciens exposant p étant pris égaux à 2. On
ne s'occupe ici que du problème de Dirichlet homogène; pour
le problème de Neumann, c. f. § 4.

4. 1. PROBLÈME DE DIRICHLET.

Comme nous le verrons en (I, 3, 2), l'introduction d'un
multi-poids {h) dans la construction de W^) a pour effet de
renforcer ou de diminuer la condition de nullité au bord de
ses éléments.

Parallèlement à l'introduction de multi-poids dans la
construction des espaces, il nous faut introduire des poids p
et q un peu plus réguliers que (A), dans la forme a(u, ç») utilisée;
c'est l'objet de ce numéro de le montrer sur l'exemple des
opérateurs elliptiques à coefficients constants du deuxième
ordre.

À = —S^y D1^ + ^D1 + ûo
(23) ^

les a;y, a^ Oo étant des nombres complexes.

considérons la forme sesquilinéaire formelle sur F X G :

(24) a(u,p)= fSa«DiuIy?+ ^Sa,Dîu.?+ f a^u^.
J i,J i

Si {h) est un multi-poids de longueur 2 assez lourd, W^
est un espace de distributions, et (24) est définie sur F X G
avec F = W(/i) et G = 3); elle est continue en v pour la topo-
logie de 3), on peut donc lui associer comme au numéro 1 un
opérateur qui n'est autre que À, envoyant W^) dans 3)'.

Considérons maintenant la forme :

a(u, ^) == a(pu, ÇP), a( , ) donnée par (24), où p
(25) et q sont deux fonctions une fois continûment

différentiables, avec p > 0, q > 0 dans Q;
les conditions de régularités de p, q et des éléments de W^)
sont alors suffisantes pour que â(u, ^) soit définie sur W^) X 3),
et soit continue en v sur 3), donc:

PROPOSITION 1. — Si {h) est assez lourd, ^opérateur A associé
à la forme â{u, ^) est qKp.
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DÉFINITION 1. — L'opérateur À défini par (23) est dit
(p, ç, W^'continu si la forme a(u, v) est continue sur 3) X 2),
® étant muni de la topologie de W(%. (a est alors définie et
continue sur W^) X W^.)

DÉFINITION 2. — L'opérateur À défini par (23) e^t rfit
(p, ç, W^)~coercif, si la forme sesquilinéaire â(u, v) est S-coercwe.
{Conférer définition 2 de (I, 1, 1)), ® ayant la structure préhil-
bertienne induite par W^).

PROPOSITION 2. — 5i À est (p, g, ^W^}-continu et (p, g, W^))-
coercif, la forme a(u, ^) est'W^~coerci^e.

Démonstration. — II suffit de passer à la limite dans les
deux membres de l'inégalité de coercivité.

Le théorème 1 de (I, 1, 1) prend alors la forme suivante :

THÉORÈME 1. — Soit {h) un multi-poids assez lourd, p > 0
et q > 0 deux fonctions une fois continûment différentiables
dans Q, tels que l'opérateur À soit (p, y, ^W^'continu et
(p, g, W°/»))-coerci/1. Alors, l'opérateur qkp est un isomorphisme
de W^) sur son dual.

DÉFINITION 3. — Soit E un espace de distributions d'ordre
-— /c, sur Q, et q une fonction k fois continûment diftérentiable,
(strictement) positive dans Q. On appelle çE l'espace image de
E dans l'application biuniwque T -> qT de 3)'^ sur 3)'̂  muni
de la topologie transportée (gE est donc un espace de distributions).

COROLLAIRE DU THÉORÈME 1. — Dans les mêmes hypothèses,
1À est un isomorphisme de pW^) sur — • W^).

De même, le théorème 2 de (I, 1, 1) prend la forme suivante :

THÉORÈME 2. — Soit {h) un multi-poids assez lourd de
longueur 2, p > 0, q > 0, deux fonctions continûment diffé-
rentiables dans Q, tels que À soit (p, g, W^))-coerci/s. Alors
l'opérateur qk.p applique sur W^).

COROLLAIRE. — Dans les mêmes hypothèses, A applique sur
± W0'yWw.
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II suffit pour passer des théorèmes 1 et 2 à leurs corollaires
respectifs, de remarquer que l'on peut diviser par q une égalité
de distributions, puisque ç>0; pour démontrer les théorèmes,
on remarque que les hypothèses faites ici entraînent celles
des théorèmes correspondants du n° 1; enfin, dans le cas du
théorème 1, l'espace N n'est autre que W^); (on a pris

H = V = W ^ ,
algébriquement et topologiquement).

PROPOSITION 3. — S ' i l existe p, ç, {h) satisfaisant aux condi-
tions du théorème 2, tels que À soit (p, ç, W^-coerci/*, l9 opé-
rateur A. est elliptique, i. e., pour tout S; e R71,

^2>y^>^|2 avec c > 0.

La démonstration se fait comme dans [21] en considérant
une fonction a e 3) de support assez petit et en écrivant la
relation de coercivité pour les fonctions a exp. it Çrr.

La proposition 3 signifie que l'introduction de poids ne
permet pas de sortir du cadre des opérateurs elliptiques. Mais
la propriété d'ellipticité n'affecte que les termes d'ordre supé-
rieur de A, inversement, elle n'entraîne pas nécessairement une
V-coercivité, à cause des termes d'ordre inférieur. En fait,
d'introduire des poids nous permettra de rendre des opérateurs
elliptiques à coefficients variables (p, ç, W^))-coercifs alors
qu'ils ne sont pas (1, 1, W^i^-coercits; c. f. (I, 4, 2-2).

4. 2. DISCUSSION DES DEUX MÉTHODES, PROBLÈMES.

Continuité et coercivité. — Dans la suite du chapitre, nous
nous préoccupons, un opérateur À elliptique étant donné, de
trouver des triplets p, ç, [h) pour lesquels il soit continu et
coercif au sens des définitions 1 et 2, ce qui permet alors de
poser, pour ces opérateurs, le problème de Dirichlet dans le
cadre commode des espaces de Hilbert, et du théorème des
projections. Suivant les façons dont on aborde le problème,
par la première ou la deuxième méthode, il suffit de vérifier
certaines propriétés pour en obtenir d'autres. Mais si par la
2e méthode, on a obtenu un théorème d'existence et si l'unicité
est démontrée par ailleurs, on n'est pas pour autant ramené
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à appliquer la première méthode; si de plus l'espace % des
solutions est fermé (alors % = W^./o car 3)cîb), on obtient
par le théorème du graphe fermé la continuité (définition 1) (2) ;
comme on a déjà la êD-coercivité, on a alors la W^-coercivité
(proposition 2).

En revanche, Fisomorphisme obtenu sans condition de
coercivité n'entraîne pas nécessairement cette dernière
(exemple au § 4) ; donc la l^ et la 2e méthode, mêmes étendues
avec les poids, risquent d'être insuffisantes pour trouver tous
les théorèmes d'isomorphisme possibles relativement à un
opérateur différentiel donné.

D'autre part, la coercivité n'entraîne pas nécessairement
la continuité (voir remarque 1 de (I, 4, 2-1).

Ces remarques montrent que les investigations doivent
s'étendre à la recherche des triplets (p, ç, (/^-admissibles
(c. f. définition 4 un peu plus loin). Mais il y a plus : parmi
ces derniers, il convient de passer au quotient pour la relation
d'équivalence définie ci-après :

DÉFINITION^ 4. — Un triplet p, g, (A) est dit admissible pour
un opérateur À et pour le problème de Dirichlet, si les espaces

ipW^) et —W^) sont isomorphes par À.

DÉFINITION 5. — Deux triplets p, ç, (A) et p , p, (^), tous
deux admissibles au sens de la définition 4 sont dits équivalents^
s il existe un isomorphisme i^ de pW0^) sur pW0^) et un isomor-

1 1phisme i^ de — W^) sur -^- W0^), tels que le diagramme suivant
soit commutatif:

pw^^-^w^
t1- I.

pw^lw%.
Nous trouverons ainsi au § 4 des théorèmes d'isomorphisme

d'espaces de Hilbert dépendant apparemment de deux para-
mètres; on pourra déduire du § 3 que certains d'entre eux
ne dépendent en fait que d'un paramètre.

(2) Cf. la remarque 1 de (1, 4, 2).
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Problème 1. — Pour un opérateur À donné, trouver les
triplets admissibles.

Problème 2. — Trouver tous les triplets admissibles équi-
valents à un triplet admissible donné.

REMARQUE 1. — Nous avons introduit comme poids p et
q deux fonctions à valeurs scalaires. Plus généralement,
on peut introduire à leurs places deux opérateurs diffé-
rentiels que nous notons P et Q; soit alors S un opérateur
donné; on se propose de chercher des systèmes d'opé-
rateurs P et, Q, H;, i = 1, 2, ..., N, tels qu'il existe c > 0
et C > 0 tels que, pour toute 9 e 3)(Q),

(Ha) c S/H^.H^<^/Py.SQy

(H,) |/Py.lSQ^|2<C(S/|H,yP)(S/|H^|^.

Le cas que nous traiterons correspond aux opérateurs
P, Q d'ordre 0 mais à coefficient variable; en tout autre
point de vue est celui des opérateurs d'ordre supérieur et
à coefficients constants.

EXEMPLE. — Supposons P = S, Q = I, N == 1, HI = S.
On est alors simplement dans le cas du théorème d'anti-
isomorphisme d'un espace de Hilbert avec son dual :

Soit 3ë==le complété de 3)(Q) pour la norme < p - > / S ç S ç ;
c'est un espace de distributions si Q est borné, d'après
les inégalités d'Hôrmander [29]; soit alors L dans le dual
de 3ë, lui-même espace de distributions ; il existe u e S36
(image de 96 pour l'opérateur S de 2)' dans 3)') tel que
S*u = L; pour le laplacien A, cet isomorphisme corres-
pond au problème de Dirichlet pour A2.

Ç 2. — Critères pour W )̂ c 3)' ; lemmes de majoration;
exemples ^espaces des types W° et W.

Sommaire.—Nous donnerons divers types de conditions
suffisantes, pour lesquelles W^soit un espace de distributions;
il faut que {h} soit tel que la norme ||.||(/o,(p) définie par (19)
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définisse une topologie sur 3) plus fine que celle induite par 3)' :
lorsque ceci est acquis, il faut qu'en complétant 3), on obtienne
une injection dans 3)'.

Les lemmes d'injection exposés au numéro 1 ramènent la
question « W^ (p) c 3)' » à la comparaison des topologies
définies sur 3) par ||^[|(/i),(p) et 3)'.

Au numéro 2 sont groupés des lemmes de majoration qui
servent dans toute la suite du chapitre, et en particulier au
numéro 3, où l'on envisage certaines classes de poids pour
lesquelles on peut comparer les topologies, ce qui nous fournit
trois critères principaux.

Au numéro 4, on donne un exemple d'espace du type W
qui est en même temps du type W°, et dont les éléments sont
nuls au bord.

N° 1. Lemmes d'injection.
Nous donnons deux variantes d'un même lemme, dont les

conclusions sont identiques: injection de W(°/̂ (P) dans 3)';
les hypothèses sont trop exigeantes en ce qui concerne la régu-
larité du multi-poids dans le lemme 1; mais la démonstration
est alors très simple; cet énoncé suffit pour de nombreuses
applications : par exemple, si (A) est à composantes harmo-
niques (c. f. § 5).

LEMME 1. — Soit {h) == (/io? ^i? • • • ? hh), un multi-poids de
longueur /c, les composantes h^ étant oo—fois continûment diffé'
rentiables. Supposons que la topologie déduite de la norme
l l - l l ( h ) SOU P^8 /m6 sur ®(û) que celle induite par la topologie
de 3)'. Alors^ le prolongement de Inapplication identique de 3)(Q)
en 3)'(Q) en application linéaire continue de W^) dans 3)'(Q)
est une injection.

Démonstration. — Soit 0 le prolongement de l'application
identique de 3) dans 3)', au complété W^) de 3) pour la norme
[ ] . ||(/i), soit u e W^) et supposons 0 (u) == 0 dans 3)'(Q) ; montrons*
qu'alors u = 0 dans W^) : il suffit de montrer que (^|ç)(/i) = Oy
pour toute ye3)(Q), puisque 3) est dense dans W^. Soit
^ e 3\Q) une suite de fonctions approchant u dans W^).
On peut écrire :

(26) (^nlî^-t S /A.D^.D^
k
^ ^ / /».n<^ na^
ir^la^i1, —— A | H \ —— ; «.'
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d'où en intégrant par parties dans (26) :

(^lî)(.)=-(e(U i s (-i^W^y))
\ i==o|a|=i /

la fonction figurant sous le signe S étant dans 3) et ô(A'n)
convergeant à fortiori vers Ou dans ^'(Q), i. e. vers 0 on a :
(u|ç)(fa) = 0, pour toute y e 3), donc u = 0 dans W^).

La démonstration précédente est à rapprocher de celle de
[30], où {h) === (0, 0, 0, ..., 0, 1). Elle est liée à celle de la propo-
sition suivante, dont on déduit directement le lemme 1 :

PROPOSITION 1. — Dans les mêmes hypothèses que celles
du lemme 1 précédent, les deux topologies ©i et 62 suivantes
coïncident sur W^):

Si est définie par les semi-normes |(.|9)(/o|, Vç = 3).
©2 es^ ^a topologie la moins fine telle que 0 soit continue en

la considérant comme prenant ses valeurs dans 3)' faible', (pourQ
voir le début de la démonstration précédente).

Démonstration.— Le fait que ©i est plus fine que ^2 résulte
par exemple de [8], chapitre IV, proposition 6 du n° 2; pour
montrer que ©2 es^ plus fine que "Ei, on reprend l'intégration
par parties de la démonstration précédente.

On peut rencontrer des (K) non indéfiniment difîérentiables
pour lesquels on ait besoin de la conclusion du lemme 1 ; par
exemple des (h) dont les composantes sont des distances au
bord d'un ouvert à frontière assez mais non trop régulière;
la topologie ^ peut alors très bien être strictement plus fine
que ©2? e^ ^a proposition 1 n'est plus vraie.

LEMME 1'. — Soit (p), pi ^> 1 et soit {h) un multi-poids de
longueur k et tel que la topologie définie par 1 1 . | [(/i), (p) soit plus
fine sur 3) que celle de 3)'. Alors, le prolongement par continuité
deVapplication identique de 3) dans 3)' est une injection de W^) Q,)
dans 3)'.

Démonstration. — Soit 9 un filtre de fonctions u de 3), 9
étant un filtre de Cauchy pour la norme |H|(/i),(p) et conver-
geant en outre vers 0 dans 3)'; il suffit de montrer que ^
converge vers 0 pour |H|(/o,(p); il suffit donc de vérifier que
YAilD^I^ converge vers 0 suivant 5; (|a == i); or, les v = D^
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convergent vers 0 dans 2)' (comme les u) ; soit h^ =/= 0, les v
convergent vers VQ dans ^(A; dx), donc vers VQ dans 3)', puisque
par définition d'un multi-poids, h^~1 e Ï°° localement. Donc
VQ = 0 dans 3)', ^ est n^ dans ^'(/^ drc) localement, donc nul
dans ^(A, d^).

REMARQUE 1. — Dans ce dernier lemme, la structure
hilbertienne de W^) n'intervient pas; il n'y a pas les
hypothèses de régularité de (A) faites dans le lemme 1 et
il nous suffira largement; mais on peut se demander si
on peut définir explicitement, i. e. sans utiliser l'axiome
de choix, une topologie 6 sur 2) plus fine que celle de 3)'
qui ne donne pas lieu à une injection du complété de 3)
pour S dans 3)': la norme |)9||L2+ |9(0)| montre que oui.

REMARQUE 2. — Le procédé employé pour définir W^
consiste à compléter 3) pour la norme \/K(y0ç), K étant
un noyau hermitien de type positif sur û X Q; il faut
distinguer ce procédé, qui ne donne pas toujours un
espace de distributions (c.f. §2,n°3), de celui qui consiste
à compléter les K^y. <p(^) pour la même norme; ce dernier
procédé donne toujours un espace de distributions (non
nécessairement normal), et l'injection est immédiate
(c. f. [68]) (3).

N° 2. Lemmes de majoration et de transmission de majoration
d'un compact de mesure non nulle à un compact.

LEMME 1. — Soit u{x) une fonction absolument continue
de la variable réelle x, à valeurs complexes, admettant une dérivée
localement intégrable u'; soit p ̂  1; Alors, il existe une constante
C positive, inférieure ou égale à ̂  ne dépendant que de p , tels
que pour tous réels a et x, on ait :

^ {\u{x)\P^C\u{a)\P+C\x—a\^f;\u{t)\Pdt.
{ ) (avec 1/p+l/î-l.

Si p == 2, la meilleure constante possible est C = 2.

(3) Pour la relation entre ces deux procédés, c.f. article ou exposés à paraître de
M. L. Schwartz. En particulier, si le deuxième procédé donne un espace normal,
le premier en donne le dual, qui est donc un espace de distributions.
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Démonstration. — u est l'intégrale de sa dérivée :

u{x) = u(a) + f^u'Çt) dt',

il suffit d'examiner le cas p ^=- 1 :
en écrivant u9 = 1 X u' et en appliquant l'inégalité de Hôlder,
il vient :

\u{x) - u(a)| < \x - a|̂ U; \u(t)\? ̂ l/p

d'où

K^<l|u(a)| + ̂ -a^^^u^dt]11^

d'où l'on déduit l'inégalité (27), avec C == 2^ et avec C == 2
si p == 2; en effet, dans ce dernier cas on a

(A + B)2 < 2(A2 + B2),

A et B étant deux nombres réels quelconques; si p est quel-
conque, on a :

(28) (A + B)P < 2^ + BP) ; (A > 0, B > 0).

Montrons que si p == 2, la meilleure constante est C == 2 :
il suffit de considérer la fonction u = t + 1 et de prendre
a = 0, x = 1.

REMARQUE. — En fait, on pourrait montrer que la constante
2P est toujours trop grande dans (28), et supprimer de
l'énoncé du lemme 1 les mots « ou égale ».

L'inégalité (27) pour p = 2 s'établit directement par
le calcul des variations; on obtient de suite C == 2.

COROLLAIRE. — Soit Q un ouvert borné de R; il existe une
constante C > 0, ne dépendant que du diamètre de Q, de k, et
de p, telle que pour toute fonction u((), k fois différentiable, on
ait, pour tous x, a e Q : (j' <; k — 1)

(29) \u^{x}\P

<C[|u(a)|^+ KW+ • • • + \u^W + ̂  \u^\t)\P dt\

Démonstration. — Elle se fait par récurrence (il suffit d'exa-
miner le cas / = 0) : pour k == 1, (29) résulte de (27) en majo-
rant x—a par le diamètre de Q; pour passer de (29) à la
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même inégalité écrite avec k + l» on applique (27) à u^ et
l'on intègre entre a et x les deux membres de :

\uW{t}\P < ̂ {\u\a)\r + F {u^W dt).

On peut aussi utiliser directement la formule :

u{x) = u(a) + u\d)(x—d) + • • • + u^-^^—a)''-1/^—!) !

+|^^(t-^-lu(k)^•
LEMME 1'. — Soit Q = R+, 0 < a < oo, h{x) une fonction

mesurable positive sur û: h~1 eÏ00 localement', soit C > 0 ;
1° pour que l'on ait, pour toute y e 3)

(30) |y(a)|^ < C^/il^ ̂ , (p > 1)

il faut et il suffit que: (1/p + 1/ç = 1)

(31) r/^^<oo, C>,^[J^a(a;-a)^-l)^^

2° pour que l'on ait, pour toute ç e 3)

(32) |y(a)|^<C^^OO/l|î^^, (p> l )

lî /aut et il suffit que:

(33) ^/^(^—ay^fù^^oo et C > J^/c — 1) !

Démonstration. — Soit 3)()0, a)) espace des fonctions
indéfiniment différentiables dans (0, a), et nulles dans un
voisinage de 0. Soit E le complété de 3)()0, a)) pour

iHi^cr^^^)^-
On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
|y(a)| < CII^HE : considérons F application 9 -> M<p = h11^^
de 3)()0, a)) dans ^«0, a)); elle se prolonge par
continuité en u -> Mu de E -^ ̂ ((0, a)) et « u -> 0 dans E »
est équivalent à « Mu -> 0 dans ^«0, a)) ». Alors, toute
forme linéaire continue u —>• L(u) sur E est de la forme

L(u)==<g, Mu), ge^«0, a».
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Donc,

(i)
( L ( 9 ) = < g , h^)=(¥, 9^)
^ avec F == g/i1^, g e ̂ ((0, a»

et la condition |9(a)[ ̂  C||y[|E équivaut à: il existe L de la
forme (i) avec

(ii) L^-yW
etC>[|g||i^

[La condition sur la constante résulte de ce que les A17^^
sont denses dans ^((0, a)) : en effet les fonctions de
2)(>0, a>), qui est dense, sont toutes des fonctions y^,
avec çe3)(>0, a>), et h~1 GÏ localement.]

Donc, D f cF=0 dans 2)'(>0, a<), et F est un polynôme de
degré <; k — 1 ; de plus,

(F, çW) = 9(0) ̂  F = (- 1)̂  - a)^1/^ - 1) !

Une condition nécessaire et suffisante cherchée est que
(iii) (( — aY^h^ e ̂  (> 0, a <)

et

o^tfc—)-1-^-"^]1".
Comme h~1 e Ï00 localement, la première condition est équi-
valente à / A"^ dx <; oo.i/o

2° Même démonstration, en remplaçant 0 par + oo dans
les intervalles d'intégration; mais alors, il faut garder la
première condition de (iii) sous sa forme, et elle dépend de k.

REMARQUE. — On aurait pu mettre dans le lemme 1' des
valeurs initiales comme dans le lemme 1 qui ne serait
plus qu'un cas particulier de 1', mais nous n'en avons pas
besoin; le lemme 1 sera utilisé en particulier dans la
démonstration du lemme de transmission de majoration,
à la fin de ce numéro : les valeurs initiales ne seront
pas nulles; 1' sera utilisé au numéro suivant pour donner
des exemples de W^pC®'; dans les deux cas nous
n'avons pas besoin des meilleures constantes : il est
seulement important que / A""̂  <; oo soit nécessaire
dans 1'. °
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Nous donnons maintenant un autre lemme de majoration,
utilisé au paragraphe suivant, ainsi qu'au chapitre II. Dans
le cas particulier a = — 2, b == 0, ce lemme est à rapprocher
d'un théorème du chapitre consacré aux inégalités obtenues
par des méthodes variationnelles de Hardy, Littlewood et
Polya [25].

Soit Q un ouvert de la droite réelle; ce lemme discute de
la validité de l'inégalité :

(34) f^W dx < c/^ 1?^ dx

écrite pour toute <p e 3)(û), et du meilleur choix possible de la
constante C; nous avons besoin de la meilleure constante,
en particulier pour trouver tous les triplets p, q, (h) de la forme
p -==. ̂  q = xb^ (h) = (0, ^c), tels que le laplacien soit (p, ç,
W^))-coercif, x désignant la distance au bord d'un ouvert à
frontière régulière; il nous avait servi initialement pour
étudier les triplets p == AI, q = Ai, (h) = (0, AI), AA étant
une fonction de Martin pour un ouvert à frontière régulière;
mais ce cas sera étudié directement et dans des conditions
beaucoup plus générales : (I, 2, 2), lemme 3.

LEMME 2. — Soient a, fc, C, p des nombres réels, p >> 1,
C>0.

1° Soit û =R^.= {x\x>0}', alors pour toute (pe3)(û),
on a Vinégalité (34), si et seulement si:

(35) b = a + p ^ a ^ — l { d o n c b ^ p - i ) ^ C>————.

On a Vinégalité suivante, correspondant au cas exceptionnel
a = — 1 :

(36) F^W dx < p^^llog a^ly'p dx

qui est écrite avec la meilleure constante possible. Il existe des
variantes de (36) que l'on indique dans la remarque 1.

2° Soit û un ouvert borné de R^_, contenant un voisinage de 0 ;
alors pour toute y e 3)(Q), on a Vinégalité (34), si et seulement si:

(37) 6 < a + p ; a ^ = — l ou b ^ p — i ,
pp

C assez grand et C ̂  . — s i b == a + p,
\a -f H
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et on a (36), qui est écrite avec la meilleure constante^ en rempla-
çant le domaine ^intégration par Q.

3° Soit Q == R, supposons a > — 1 ; pour toute y e 3), on a :

(38) r'H0 Içp ̂  < C r'Iaf ly'p» dx
»/—00 l/—00

si et seulement si les conditions (35) sont réalisées.

N. B. — L'inégalité (34) est généralisée dans la remarque 2,
un peu plus loin.

Démonstration.—1° Soit ye3)(R^), et X > 0 $ soit (f\ la
fonction x -> <p(Xrc).

Si (34) a lieu pour toute ç^, il vient :

Ç X^P dx < C^ f°° x^Ç^x)^ dx

et, par changement de variables, pour toute y e 3) et tout
X > 0 :

^w r|y|^ ̂  < CX^0-6 ̂ 00 ̂ [y^ rft.

On a donc nécessairement b — a = p ; sinon, en faisant tendre
X vers 0 ou + oo, suivant que p -{- a — b est respectivement

/»00

positif ou négatif, on aboutit à l'absurdité j (a |9|pdt=0
pour toute ç e 3)(R^.).

Supposons d'abord a -=f=- — 1 : soit <p e 3)(R+), 9 == Ci + ^2?
où <pi et 92 sont à valeurs réelles. On a [<p| == \/9Î 4" ç^- La
fonction [ç| est différente de 0 au plus dans une infinité dénom-
brable d'intervalles ouverts aux extrémités desquels elle
s'annule; dans chacun de ces intervalles elle garde un signe
constant et a une dérivée continue ; soit (a^ b^) le n^6 inter-
valle; |y| s'annulant en a^ et &„, on peut écrire, en intégrant
par parties :

f^W dx = -^J^o+i |Ç|P-I lyl ' dx.

Appliquons l'inégalité de Hôlder :

/Q 1^1d x < (fa^ (te)l/^ (/o î r
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avec r > 1, 1/r + 1/5 = 1, en prenant : r = p/(p — 1), s == p,
a—"- 14-°-

f= x p Iç^-1, g == x p [ç|'; il vient alors :
/^» n / /^n \l-l/p/ /^n \1"bn . , , D / /"&re . . , V-l7?/ /^n \1/P
| ^^<-————(^ o^do;) ( ï Îlyn^)

•/n» a "l -'-IWan / Va» /

•OÙ:d'où:

P^ yl" dx^——— p^-Hyl? ̂
^an 1- "' -I ^a»»

or9 II?!' = '^-^t21 < V^x2 4- y.2 = |î'|, d'après l'inéga-
lité de Cauchy; en sommant sur tous les intervalles (a^, &-),
il vient :

r^9i^^<,p—, rx^\^dx.
Jo |^ +1| ' Jo

Supposons maintenant a == — 1 : on procède comme ci-
dessus :

f^-^^dx=-pf^ïogx ̂ Wdx

-1+-1
on applique l'inégalité de Hôlder avec f=x p\f\p~l,

f _j_
g = x p logrc [ç|' pour obtenir:

f^x-1 \^ < P'f^F-1 |log ^|p llçl^ ̂

d'où l'inégalité (36).

N. B. — L a démonstration précédente s'allège si p = 2 :
il suffit de démontrer les inégalités pour <p à valeurs réelles et
d'ajouter membre à membre les inégalités écrites pour Ci
et 92, si <p est à valeurs complexes. Le signe |. | ne figurant
pas, il est inutile de considérer les intervalles (a^, &„).

Il reste à montrer que les inégalités ont été obtenues avec
la meilleure constante. Voyons par exemple ce que suggère le
calcul des variations : l'équation d'Euler, écrite pour

f'^x^—^dx

c'est-à-dire pour (34) écrite dans les conditions (35) avec
a=0 , p = 2, s'écrit 4a;y + 8.2:9' + o == 0; en cherchant
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les solutions de la forme xn^ on trouve n = — 1/2 deux fois;
ce qui suggère de prendre une tronquée-régularisée de il\/x:,
de même l'équation d'Euler correspondant à

f[^x \ïogx\2 ç 2 — ^ l x ] d x ,

i. e. à (36) dans le même cas particulier, a pour solution géné-
rale :

9 == C log |Iog x\l\/logx + D/\/|log x\

en fait, nous utiliserons des fonctions x^ correspondant aux
équations d'Euler pour f x2^2—Cy2, et correspondant au
cas où on a l'égalité dans les majorations de Hôlder utilisées
dans la démonstration. Il faut tronquer convenablement ces
fonctions ^x.

Montrons que pour (34), C = -—A est la meilleure cons-
tante : ^ + -Ll

Soit 0 < Y) <; 1; si a > — 1 — p, considérons la fonction
Q{x) = X-^^P pour Y]<a ;< l , et égale à ^^^P^P.X
pour 0 <; x <; Y] ; régulière et de support borné pour x ;> 1 ;
et prenons comme fonction <p e 3)(R+) une régularisée conve-
nable 6 de 9 ; on vérifie facilement que si Y) —> 0,

FX^P dx ~ — log Y] et FX^P dx — — ^"^^log Y]
J Q J o Pp

l'intégrale relative à l'intervalle (0, Y)) étant de l'ordre de
yF(a+i+p)/\a+p dx : elle reste finie {p > 1 =^ 1 + a + p > 0).

Pour régulariser 6 dans 3)(R_^.), on peut procéder ainsi :
on laisse 6 inchangé pour x ;> Y) $ pour x ̂  Y] on fait une
affinité de la courbe représentative par rapport à l'axe x == Y],
avec un rapport que l'on prendra aussi voisin de 1 qu'il faut;
puis on régularise le tout dans 3)(R^_) $ les intégrales calculées
ainsi pour S approchent d'autant qu'on veut celles calculées
pour 0.

Considérons maintenant le cas a ̂  — 1 — p : on se ramène
immédiatement au cas précédent, en remarquant, par le
changement de variable t = ̂ a+l que si pP est la meilleure
constante pour a == 0, pPl\a + I\P est la meilleure constante
pour tout a =/=- — 1.
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Montrons que (36) est écrite avec la meilleure constante :
s'il n'en était pas ainsi, par le changement de variable ( == log a?,
on infirmerait ce qui vient d'être montré pour a == 0.

2° La nécessité de 6 <^ a + p s'établit par un argument
d'homogénéité analogue à celui du 1° : on fait tendre X vers
l'infini, le support de ç^ reste dans Q.

Soit b == a + p; pour montrer que C == pp^\a + l^? on
peut utiliser la démonstration précédente si a > — 1 — p ;
en effet la suite de fonctions @ utilisée est telle que les supports
des 8 restent sur un compact fixe; il n'en est plus ainsi si
a <; — 1 — p, le changement de variable utilisé au 1° inter-
vertissant 0 et + oo $ nous construisons une autre suite de
fonctions 0 dont les supports sont dans Q.

Soit a > 0 tel que 0 contienne > 0, a > ; soit X > 0, considé-
rons la fonction 0 === x^ dans l'intervalle (0, a), et fixe, régu-
lière et de support compact dans Q pour x^ a; soit a = 1
pour simplifier les notations.

Supposons a + pX + 1 > 0.
Alors on a

f1^ dx == l/(a + \p + 1)c/o
et C fx^ ̂  dx = C^/(a + Xp + 1)

on prend alors Xp = \a + 1| + £ avec s > 0; si on prend
C = pPl\a + 1|̂ , C\P = (1 + £/|a + l^ --> 1 si £ ->0; les deux
intégrales sont alors des infiniments grands équivalents et
les termes relatifs à x ^> a, finis et fixes sont négligeables ;
comme Xp == \a + 1| + s > 0, on vérifie sans peine que si on
remplace 0 par @ obtenue en faisant comme plus haut une
affinité pour x <; 1 par rapport à ^ == 1 et une régularisation,
les intégrales calculées pour 8 sont aussi voisines qu'on veut de
celles calculées pour 0.

(Le raisonnement précédent peut être conduit si
|a+l |+a+l=0

soit si a <; — 1 ; les deux modes de construction pour 0 utilisés
sont applicables si — 1 — p << a < — 1.)

On montre que (36) est toujours écrite avec la meilleure
constante en faisant par exemple le changement de variable
log x == — l/^, qui conserve un voisinage de 0, on est ramené au

22
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cas précédent a -=^ 1 ; et ceci montre qu'il faut a -=f=^ — 1 ou
&^1-Montrons que les conditions sont suffisantes : soit a -=f=^ — 1 ;
d'après le 1°, on peut écrire :

^ l̂'!fa<|.fîF.^•'!'+'l»T'fa•
mais sur Q, borné par hypothèse, on a X^P <; Cxb, puisque
b <; a + p, C étant une constante qu'il est facile de majorer
à l'aide de la dimension de Q; d'où le résultat; si maintenant
a == —1, on utilise l'inégalité (36), et on utilise le fait qu'il
existe C > 0 tel que ^p"1 |log x^ < Cn;5, puisque b <: a + p et
b =7^= p — 1 entraîne b <; p — 1.

3° La démonstration se fait aisément en reprenant les
arguments utilisés dans 1°.

REMARQUE 1. — Le fait que C = pp soit la meilleure cons-
tante pour (36) prouve à fortiori qu'une inégalité du type
(34) est impossible si a = — 1, notons cependant qu'il
existe d'autres inégalités du type (36) : considérons seule-
ment le cas de p = 2 $ partons de (36) avec <p = a^ où,
(p, ^€:®(R^); il vient: (fonctions réelles)

^00^2[a2/a;—4a;(log^)2a/2 + 4(a;(log aQW)'] dxJQ
•too

<4J xÇlogx)2^2'dx

déterminons a de façon que A^a2/^ == x{\og x)2^2 il vient
ar^logrcj^; pour que ^ <= 3) ===^ ç e= ^) il faut /c>0;
cela ne suffit pas à cause du point x == 1, mais on peut
étendre (36) à cette classe de fonctions avec la seule
condition / c>0 ; on obtient alors:

(36') fto^H^
« ' 0 x

<(^A2^.Ca;lloga;12A+21ÎTda;; /C>0;

en prenant k quelconque =/= —1/2, on peut écrire :

(36") Vçe(>0, l<) ,
^̂ |,|̂ .<^̂ .̂|log.|-|,'|̂
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pour k == — - ^ î on a :
2à

{36'") Vy<=a)(>0, l<) ,
/'ll | rr, \ 2 /ll
( ~ — , d x ^ ^ { x\\o^x\ (log |logrp[

Jo ^|log^| Jo

- T — "-' \-^ w? •*• ^o/?^ l j î | 2 ^ < 4 r^iog^Kiogiiog^D^y'i2^.
On a de même des inégalités correspondant à (36") et
(36"') pour l'intervalle x > 1 et 9 e ̂ )(> 1, oo <).

Ces dernières inégalités peuvent s'établir directement
comme (36), mais la façon dont nous les avons obtenues,
ou tout au moins la façon inverse qui marche aussi, prouve
que comme (36), elles sont écrites avec la meilleure cons-
tante, sauf peut-être pour (36^) que nous n'avons pas
étudiée; on démontre directement des inégalités analogues
pour p -=f=. 2.

REMARQUE 2. —— UNE GÉNÉRALISATION DE L'INÉGALITÉ

DE HARDY (4).

Soit a une fonction réelle sur R^. de classe C1 ayant une
dérivée a' positive; soit <pe3)(R^); le procédé que nous
avons utilisé donne plus généralement, avec les notations
utilisées plus haut :

f^'\f\"dx ̂ JfJ^^dx = —J^pf^W^'dx

en majorant avec l'inégalité de Hôlder pour r == —r—,

s = p , f= (a')^-1)/''!^-1, g= (a'^-^aelçl' et usant
^e llîl'l ̂  l'P'l» ^ vient pour toute ç e 3)(R+) :

(39) f^ a'|9l" dx < p" f^ W-W^ dx.

Appelons D2) l'image dans 2)' de 3)(R^.) par l'opérateur
didt, posons :

M-a^lah U,(0,oo)=jg r M(x)\g\P dx < oo j\ ^ o /

(39) signifie alors que /'->(a'/|a|) f f(y)dy est continue
de D(S8) muni de la norme LÇi, dans LSt; on peut prolonger
si D(3)) est dense dans L?i; on vérifie de suite qu'il en est
ainsi si et seulement si / M"^ dx == + oo. Nous avons

t^O

(4) Cf. aussi P. R. Beesack, [91]. (Note après impression de thèse.)
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donc obtenu l'énoncé suivant qui donne, si a == ^r1^, l'iné-
galité de Hardy :
si r°° M"^ dx = + oo, 1/p + 1/î = l? l'application

^->(a'/|a|)^ f(y)^

est continue de L^ dans lui-même, et de norme <^ p.
Applications de (39). — Cherchons en particulier a

tel que les poids soient proportionnels dans les deux
membres de (39) : il vient a' = Cla'l^a^; soit si k > 0 :
a = exp kx ou a = — exp (— kx) ; donc, pour toute
<p e ®(R) on a : (on passe facilement de R+ à R, a étant
régulière en 0) :

(40) r'e^pkx^dx^-f— F ' exp kx\^\P dx,
J —— 00 1"*! t /——00

pour tout A* =7^ 0.
On reconnaît dans (40), généralisée pour p =7^ 2, un cas

très particulier des inégalités étudiées par Trêves dans sa
thèse [73] où il détermine les opérateurs pouvant rempla-
cer à\àx dans (40).

Si on prend a == exp xk, il vient :

(41) Fx^e^px^^dx^J- r^-W-^exp^ly'l^
J 0 l^l ^0

une autre inégalité, étendue par Trêves à tout opérateur,
s'écrit

f^ exp x2 |9|2 dx < f^ exp x2 |y'|2 ̂

pour toute 9 eÊP(R); elle est différente de (41); il semble
que l'existence de C > 0 tel que

V(p e 3)(R+), /^Alîl2 dx < C^/ilç'l2 ̂

est liée à une assez grande croissance ou une assez grande
décroissance de h à l'infini', voyons si h = exp (—x2)
ne conviendrait pas (puisque p = 2, on suppose y à
valeurs réelles) : en posant 9 = ^ exp (a^/S), on est ramené
à: existe-t-il C > 0 telle que pour toute ^e3)(R).

(42) (i + c)^c°?2 ̂ < ̂ rv2 ̂ + ̂ r^2 ̂
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or , il est possible d'avoir des inégalités de ce type : en
écrivant :

F°ç2 dx == —2 f(^ç)ç' dx,

on obtient en majorant par Cauchy-Schwarz :
(43) VZ>0 , VÇCE^R),

r'ki2 dx < i piç'i2 dx + ̂  r^îi2 ̂ .
l-'^OO ' 1 ' .7—00 ' 1 ' 1/—00 ' • '

Soit un couple (C, D) de constantes > 0 telles que :

(44) V ç e ® , ^\^\2dx<Cf_^\^\2dx+Df^x2\^\2dx

un tel couple est dit admissible pour (44) ; si (C, D) est
/ 1 \admissible, pour tout l > 0, ( Î C , — D ) l'est aussi; on
^ ' .le voit par un argument d'homogénéité. Un couple (C, D)

admissible est dit meilleur que le couple admissible
(C', D'), si CD <^ C'D'; les deux couples sont dits équi-
valents si C. D = C'. D' ; nous avons établi (44) pour la
classe d'équivalence du couple (1, 1) : pour avoir (42),
il nous faudrait (et il nous suffirait de) démontrer l'exis-
tence d'un couple admissible pour (44), strictement meil-
leur que (1, 1). Or ceci est impossible :

PROPOSITION. — Pour que Von ait (44) il faut et il
suffit que C.D ̂  1.

Démonstration. — Substituons dans (44)

y = exp (— kx2),

avec /c>0; cette fonction n'est pas dans 2)(R), mais il
n'y a pas de difficulté à l'approcher par une suite de
fonctions de 3) à supports de plus en plus grand, les
intégrales figurant dans (44) ayant pour limites celles
calculées pour exp (—fcc2), qui tend vers 0 à l'infini.

Le premier membre de (44) a pour valeur :

ï = I exp (— 2/crc2) dx',
1/—00

or, en intégrant par parties : Ç ^x2 exp (—Ikx2} dx == I/4/c.
t/ —• 00
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Le deuxième membre de (44) vaut donc
(4C/c2+D)I/4/c;

A /T\ ___
en prenant K = — i / — , il vaut donc \/CD; il faut donc

CD .̂ 1 et on sait que c'est suffisant.

COROLLAIRE (5). — I I n'existe pas de constante C > 0
telle que V(p e 3)(R), on ait

f^exp {—x2) Içprf^Cf^exp (—^)k'|2^.
t/— 00 t /—QO

REMARQUE 3. — La démonstration que nous avons donnée
du lemme 2 présente des analogies avec celle du lemme 3,
(où n > 1), et nous aurons à nous référer aux deux sortes
de fonctions 0 construites dans la i16 et 2e partie; aussi
avons nous mis cette démonstration en premier plan :
on peut en donner une autre de la première partie, en
utilisant le changement de variable x = exp S;; (c. f. [82],
page 532); on est ramené à montrer que (^(Ç) = <p(exp Ç),
$ 6 ® ) :

^Jexp(a+l)E)i^)|p^<C^7(exp(a+l^)|^)|p^

posons a + 1 = Àp, (exp X^)<I>' = ¥ et prenons alors :

0^) = F. (^P — W(y) ̂  si À < °
et <S>{x) = —^°°(exp — W{y) dy, si X > 0
alors,

(exp^)^)==i° sl X<0 .J-)<-¥, si À < 0v r / v / (expÀa; si x^>0} ? "
et

/ ^ N T. / N ^ ̂ xp Arc si x <" 0 ) —, . .(exp X.r) ̂ ) = - ̂  ̂  ̂ ^ ^î, si À>0

on doit montrer que l'application ^ -^ (exp \x)^f est
continue de L^R) dans LP(R); cela résulte de ce que la

(•'*) Ce corollaire se voit directement par dualité : on a

« ((exp-^L.)/^ (exp -^L..
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fonction i . | est dans L^fR); et comme | . ^ est de signe
constant, la norme de l'application est l'intégrale de cette
fonction, soit p/|a + 1|*

COROLLAIRE DU LEMME 2. — Soit k un entier positif^ et
a e R, a différent des valeurs

-1, -1-p, ..., -l-(/c-l)p;

il existe alors une constante C > 0 telle que pour toute y e 3)(R.4-)
on ait :

(45) f ^W dx < Cfw\^kY\pxa+Pk dx.

Démonstration. — II suffit d'appliquer k fois le lemme 2.

Dans le lemme 2 n'intervenait qu'une variable, les poids
introduits étant, sauf dans les cas exceptionnels, des puissances
de la variable; nous verrons (Remarque 4) que le lemme 2 est en
partie un cas particulier du lemme suivant, où interviennent
plusieurs variables et un opérateur différentiel A, homogène,
du second ordre, elliptique, à coefficients constants réels, i. e.,
à peu de choses près, le Laplacien; nous utiliserons des espaces
W(% où (A) = (0, h) avec Kh = 0, h devant être à valeurs
réelles positives. On pourrait considérer des opérateurs
elliptiques plus généraux (Remarque 6); mais il serait plus
difficile d'étudier quelles sont les meilleures constantes. Nous
nous plaçons dans le cas p == 2 (c. f. Remarque 5).

LEMME 3. — Soit A un opérateur elliptique homogène du
2e ordre à coefficients constants réels, écrit sous la forme

A= S Î^DW, Sa^>0
i-=lj=l

où i et j prennent leurs valeurs indépendamment de 1 à n, de
telle sorte que

a(u, v} = S 1 a^uWv dx
iJ^Q

soit une forme de Dirichlet associée à A, i. e. sesquilméaire
hermitienne sur 2)((2) X ^(Q); soit h une sous'solution (i. e.
Kh ̂  0), deux fois continûment différentiable, de A dans Q,
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réelle et positive ; alors, si a > — 1, pour toute 9 e ®(Q)? on a :

(46) ^Aa |grad^|2 |y|2^<—4- f /^-2 [grad^l2^
JQ P + 11 ^Q

où |gradA w[2 désigne ]̂  ai.D'wIVw ; Si h est sur-solution
ij

(i. e. Ah ̂  0) et si a <; — 1, on a encore (46); si a == — 1,
et si A est solution (i. e. AA === 0), (46) peut être remplacée par:

(47) yl/l-l|gradAA|2|9|2&<4yA|log/l|2|gradA9|2^.

Démonstration. — II suffit de la faire pour 9 à valeurs réelles
puisque p = 2; si 9 == <pi + 192? on ajoute membre à membre
(46) écrite pour 91 puis pour 92. En intégrant par partie le
terme /^D1^ dans chacun des termes d'indices i, j du premier
membre de (46) : (a -=f=- — 1)

(48) f A0 |gradA AlV dx=—Ç l^a^Wh\ -h^— 92 dx
JQ JQ \iJ 1 a + -1-

/^ 7,a+i
— 2Say——,]>'/l.9Di9^;

JQ i j a + 1

majorons le deuxième terme du second membre : soit
^ = (^i? ^2? • • •? Sn) et Y] = (Y]i, Y]2, ..., ̂ ) deux vecteurs de R";
la forme bilinéaire symétrique sur R/1 X R" : 2 ̂ j^iÏj est

ij . .positive par définition de Pellipticité de A, donc on a l'inégalité
de Schwarz :

s «v .̂/ < v/s^n/ \/s ̂ ^^
ij V ij V i.y

•^^

que nous appliquons, pour x donné aux vecteurs de compo-
santes :

^ = (.., /^(D1/^, ...) Y) = (.., A^D^, ...)

si h est sous-solution, le 1er terme du 2e membre de (48) est
négatif si a > — 1 ; il en est de même si h est sur-solution et
a <; — 1 ; on a donc :

J^|gradAW^<]^^

J V^V IgradAÀpV/A04-2 |gradA 9l2^;
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en appliquant une nouvelle fois l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
en élevant au carré et simplifiant, il vient bien (46).

Le cas a == — 1 se traite de façon analogue, le terme log h
f^a

apparaissant au lieu de ——-— au cours de l'intégration par
partie. a+l

Le 1er terme intégré est alors — f AhAogh.^dx : on prend
AA == 0, log h changeant de signe dans les cas nous intéressant.

REMARQUE 4. — Soit n = 1, A = d2|dx2, h == x sur
Q == R^ ; on a Ah == 0 ; on retrouve un cas particulier
du lemme 2.

REMARQUE 5. — Partons de l == f h0 ̂  ̂ h}2 \^\P-, h deux

fois c. d.\ (i. e. A = A); supposons y ;> 0 pour simplifier;
on peut intégrer I par partie, il vient, si a -=^ — 1 :

'= -f^i^t'-fp^^h).^^
le premier terme du 2e membre est négatif, si

(a+ 1 )AA>0;
on majore chacun des autres à l'aide de l'inégalité de Hôlder:

/•= A'̂ ^ID'/il2^-1^-1 ; g = Al+a/P|DiA|(2-^D^y

r = —'—— ? s == p ; il vient :
p—1

1 < l^f-ii ? (/^ID-AI^'-^^/^ID'AI^ID-çl.)1"

certains termes du second membre pouvant être infinis
à cause de D'A; si 9 peut changer de signe, on considère
séparément les domaines où elle est positive et négative;
si y est à valeurs complexes on procède comme au
lemme 2; on a donc, en appliquant une nouvelle fois
l'inégalité de Hôlder avec les mêmes exposants à la
sommation S, et en simplifiant :

PROPOSITION. — Si h est une fonction positive vérifiant
(a + 1)AA ^> 0 dans Q, de classe C2, si a =/= — 1 et si
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(pe3)(Q), on a:

(49) J^^D^^çl^^^J'/t^PSID^I^

(OTZ (w( sur (49) ^ ro^ particulier joué par p = 2 :
(46) donne alors une majoration des dérivées d'une sous-
solution h à partir de A, tandis que les dérivées de la sous-
solution apparaissent au second membre de (49) pourp ^= 2.)

REMARQUE 6. — Nous avons utilisé pour simplifier la posi-
tivité de la forme quadratique ï^yÇ^y sur R" X R";
cette propriété peut disparaître pour les opérateurs d'ordre
supérieur (c. f. L. Gàrding [2l], p. 61); soit un opérateur
elliptique homogène d'ordre m à coefficients réels constants
A = (— l)7"^^)0^, écrit de telle façon que Sa^pD^DP?
soit sesquilinéaire hermitienne sur ® X 3) et permette
de définir une intégrale de Dirichlet

a(u, v) ̂ y^pD^D^;

Sa^^ n'est pas nécessairement positive sur R^ X R^,
mais en utilisant la définition de l'ellipticité et la trans-
formation de Fourier, on peut majorer, pour ©, d^ s 2),
Kî? ^)12 P^ Ca(9, (p).a(^, ^), la détermination de la
meilleure constante C posant un problème purement
algébrique; nous aurions pu nous contenter de cette majo-
ration dans la démonstration précédente.

Dans le cas a = 0, et sans préoccupation de la meilleure
constante, l'inégalité (46) est à rapprocher de celles
utilisées pour démontrer l'hypoellipticité des opérateurs
elliptiques. On peut obtenir ce type de majoration pour
des opérateurs à coefficients variables bornés, c. f. K. 0.
Friedrichs [20].

Nous améliorons maintenant le lemme 3 en ce qui concerne la
régularité de A, dans le cas du laplacien; le cas de l'opérateur
A. du lemme 3 s'y ramène par une transformation linéaire
de R".
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LEMME 3'. — 1° Soit h une fonction sous-harmonique supposée
non négative dans V ouvert Q de R"; soit a > — 1, alors, pour
toute <p e3)(û), les deux membres de (50) ont un sens, et on a:

(50) J^lgrad A|2 |9|2 dx < ̂ -A^^^4-2,g^d ç[2 dx

2° même énoncé en changeant « sous-harmonique » en « sur-
harmonique » e( îa condition a > — 1 en a << — 1. De p^u5,
A et /r'1 5on( supposés localement bornées.

Démonstration. — On sait d'après (46) que (50) a lieu pour
h deux fois continûment différentiable ; la méthode consistera
à approcher h par des régularisées. On sait que toute distri-
bution sous-harmonique h est limite décroissante d'une suite h^
de fonctions sous-harmoniques indéfiniment dérivables, presque
partout: on prend a(r), fonction ^0, a e 3), normalisée:
^(x.{r) dx=l', on prend a^(r) = k^Çkr), k entier et on
prend hjc = A-X-a^; c. f. [14].

Ainsi, hfc converge vers h localement dans ^p, avec
!<;?<; oo. Soit 3t un compact de Q, et <pe3)(Q) ; <p === 1
sur 3t; appliquons (46) à ç et ̂ , pour a = 0; le second membre
de (46) reste borné si k -> + uo? car h est localement bornée;
la compacité faible de la boule unité d'un espace de Hilbert
entraîne que grad h, pris a priori au sens des distributions,
est localement dans Ï2. Si alors h > 0, (46) s'obtient pour les a
de l'énoncé; si on a seulement h ̂  0, on a (46) pour h -)- e,
£ > 0 ; le deuxième membre reste majoré si £-> 0, d'où la
fin de la démonstration à l'aide du lemme de Fatou.

Autre démonstration, sans argument de compacité faible,
si h est continue.

1° Montrons que les h^ forment une suite de Cauchy pour la
/^

semi-norme / I g r a d h^2 dx : on ne peut utiliser directement
i/ K.

(46), car la différence de deux fonctions hj, et h^ n'est pas
nécessairement sous-harmonique; en reprenant le terme com-
plémentaire, on a, pour h de classe C2, quelconque, en inté-
grant par parties :

f [grad /i|2ç2 dx ==— ( h^dx— S 2 f hÇD^D^dx
^û «^û i=i ^û
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pour y dans 3)(Q), à valeurs réelles; en majorant pour chaque i
par Cauchy-Schwarz et Minkowski :

Figrad AlV <— pi(A/i)ç2 + X Fjgrad A^y2 + 1 p^grad cl2,

pour tout X > 0; en prenant X == 1/2 :

(51) /jgrad h\2^ dx < — îfh^h)^ + 4^/i2 |grad y|2.

Comme A est continue, h^ converge vers h dans ^(K); on
peut écrire :

/(/^ — A,)A(^ — A,)y2 = /(^ — A,)((x-X-a^y2

—/(^—^)(t^a,)y2;

si /c et /c' sont assez grands, \h^ — AJ ̂  s (pour tout £ > 0);
pi-X-a étant une mesure négative, et hj,— h^ de signe constant :

f{h^—h,)^{^^)\^e\f^{^^)\

comme j y^-X-a^) converge vers j y2 rfp., le premier terme
du second membre de (51) peut être aussi petit que l'on veut
pour h == h^ — h^ k et // assez grands $ il en est de même
pour le second ; les composantes de grad h^ convergent donc
dans L2, on voit alors de façon classique que grad hjc est
localement de carré sommable.

Si on suppose h positive, i. e. sur tout compact K de Q,
sa borne essentielle inférieure est > 0, alors, ha converge dans
Ï°°(K) pour tout a, ce qui permet d'achever la démonstration
de (50).

2° Même démonstration; les h^ forment une suite croissante,
le fait que h e Ï°°(K) ne résulte plus de h > 0 et A/i <; 0.

N.B. Dans les applications, h est une fois c.d. et le résultat
précédent suffit; on peut aussi lever l'hypothèse de régularité
en utilisant les méthodes de Deny [17].

REMARQUE 7. — De la démonstration précédente, on extrait
une partie de celle de la proposition suivante :

PROPOSITION. — Soit h une fonction sous-harmonique,
continue^ positive dans Q c R71, n ̂  2, pour que, quel que
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soit A, son gradient soit localement dans ^p, il faut et il
suffit que p <^ 2.

Démonstration. — II suffit de donner un exemple de
mesure a négative, dont le potentiel est borné et continu,
dont le gradient du potentiel ne soit pas dans ^p, pour
p>2.

Voici un exemple d'une telle mesure :
Soit n > 2 ; soit dans R", rapporté aux axes Ox^ D

la droite x^ = x^ = • • - , x^ $ soit d^ > d^ > • • • , > dy ' • • ,
une suite décroissante de nombres positifs tendant vers 0 ;
soit Mq le point de D de coordonnées positives situé à la
distance dq de 0 et Q^ le cube de diagonale MqMq^ de
faces parallèles aux hyperplans de coordonnées; soit

j[
lq =——{dq—rfg+i) la longueur de l'arête de ce cube;

. vn
soit un nombre entier Nç; nous subdivisons Q^ en N^
cubes égaux; nous obtenons dans Qç un réseau dont
chaque point est le centre d'une boule de rayon tq\ soit
mq > 0 : nous répartissons la masse mq entre ces N^
boules, de façon égale, chaque boule ayant une densité
constante. Nous imposons aux mq les conditions suivantes :

00

S mjd^2 est convergente; m^/Ç"2 <; 1.
q=i

Nous choisirons, pour chaque ç, Cy tel que N^ £^~2 = 1 ;
le rapport de tq à la maille du réseau est alors : Ng"2^""2^;
nous choisirons N^ assez grand pour qu'il soit inférieur
à 1/4. On vérifie alors facilement que le potentiel de la
mesure ainsi construite est borné et continu, quel que
soit le choix des N^ fait en respectant la condition précé-
dente. (On le vérifie en 0, puis dans chaque cube.)

Si maintenant, on évalue l'intégrale / {groidh^dx
r étant la distance de x au centre d'une des boules B; de
Q^, dont la densité est Sq = m^/aN^, (T le volume de
la boule unité, h^ le potentiel provenant de la seule boule
BÎ, on trouve /c^N^"", kq ne dépendant pas de N^, avec
a == —n [— î-l • H est facile de voir que si N. est assez

n—1 •
grand, les intégrales calculées sont prépondérantes dans
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les mêmes intégrales calculées en remplaçant h^ par le
potentiel de toute la mesure; en prenant ces termes
relatifs aux N5 boules de Qç, on obtient fr^N^; si alors
p > 2, a est positif, et il suffira de prendre pour N^ une
fonction suffisamment croissante de q pour faire diverger
/ |grad h^dx. (Si on n'avait pas fait de subdivisions

dans les Q^, on n'aurait eu de contre-exemple que pour
p > n.) Si maintenant n = 2, on choisit N^log £|~1 == 1;
le potentiel est alors borné, et le terme prépondérant pour
/ jgrad h^ dx est kq ]log s,\l~~ps,2~'p', si p > 2, ce terme est

aussi grand qu'en veut en prenant £ assez petit, et on peut
construire le contre-exemple.

Si n === 1 ce procédé ne convient pas. Signalons que si
la mesure qui intervient dans la décomposition de Riesz de
h est dans Ï1, localement, les inégalités de Sobolev prouvent
que jgrad h\ est localement dans SP pour p ̂  nf(n— 1),
ce qui, sauf pour n == 2, donne un résultat plus faible
que la proposition précédente.

REMARQUE 8. — Le lemme 3', auquel nous avons été
conduits naturellement par les problèmes posés, offre
dans le cas a == 0 une certaine parenté avec le lemme 1
de J. Moser [50], où il est supposé directement que grad h
est localement dans Ï2.

L'inégalité (46) (ou (50)) est en quelque sorte d'autant
meilleure en ce qui concerne y, que |gradA| diffère de 0 :
si h est constante, elle dégénère; or si on prend Q == R",
on sait, par exemple, d'après l'inégalité de Harnack,
qu'il n'y a pas de fonction harmonique positive autre que
les constantes ; le champ d'application de ces lemmes peut
donc être limité, pour un ouvert donné.

Nous donnons maintenant, dans des hypothèses particulières
sur A, une clause de meilleure constante au lemme 3 :

LEMME 4. — Soit Q une boule ouverte de R71, de rayon 1,
de centre 0; soit h^ la fonction de Martin relative à un point de
frontière A, i. e.

(52) AA(M) = (1 — OM^/AM71 (AA n est pas normalisée}
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Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que Von ait,
pour toute 9 e 3)(U), (a ̂  — 1)

(53) f^ |grad h^ H2 dx < C^/44-2 Igrad cl2 ̂

4
e^t ûrue Fon ai( C ̂  -———.— •

' -^(a+1)2

Démonstration. — On montre par le changement de fonc-
tions : ^ == AI^Ç, et en intégrant par parties, qu'il suffit de
montrer que pour a == 0, C = 4 est la meilleure constante.
Si on substitue formellement à ç la fonction h~^112, pour a == 0,
dans (53), il vient :

(54) /|grad ^l2^ <-^-/|grad h^h-^

les deux membres sont alors infinis, car h^ s'annule sur la
frontière de la boule, sauf au point A, comme la distance à
la frontière; cela donne donc le résultat C ̂  4, si l'on peut
approcher h^ par une suite de fonctions de 3)(Û) de façon à
réaliser (54), à la limite. En fait, nous allons d'abord tronquer
h'A112 de façon fixe, en la multipliant par une fonction a de
2)(R71), ayant son support dans le complémentaire du point A,
différente de 0 pour 1 <; AM ̂  2 ; nous éviterons ainsi la
singularité de h^ au point A, et nous aurons l'avantage de
n'utiliser le tait que h^ s'annule au bord comme la distance
au bord, que sur une partie du bord, de surface non nulle
toutefois. Soit maintenant Y) tel que 0 < Y) <; 1 ; soit iî^ la
boule concentrique à Û de rayon 1 — Y) ; considérons la fonction
0^ égale à a/il172 dans iî^ et sur U^, égale à 0 sur la frontière iî
de LS, linéaire par rapport à la distance au centre de il : OM === r
dans la couronne 1 — Y) ̂  r ̂  1 ; dans cette couronne, on
fait ensuite une affinité par rapport à U^, de rapport aussi
voisin de 1 qu'il le faudra; on obtient une fonction 8^ que
l'on remplace par une régularisée 9^; nous allons étudier
les deux membres de (53) (a = 0) pour 0^ ; nous montrerons
que les intégrales dites de troncature relatives à la couronne
û — Liy, restent finies, pendant que les intégrales relatives à
û^ sont des infiniments grands équivalents si C == 4, lorsque
Y]->O; le passage de 0^ à <p^ n'offre alors pas de difficulté.
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1° Intégrales dans le domaine Qy,, pour y remplacé par 0^ :
au premier membre, on trouve Ii = f a2 jgrad h^h^ dx.
Pour évaluer l'intégrale :

l2=4^Al|grad9,|^

on écrit :

Igrad (a/^2)!2 = a2 |grad AAI^AI
+ Igrad a)2//^ —^(D^rTOA»

on a donc

I, = I, + 4^AAlgrada|2^—4^Sa(D la)D lAA^.

Soit (r, co) les coordonnées polaires de centre 0$ comme h^ et
ses dérivées sont bornées au-dessus du support K de a, les
deux dernières intégrales restent finies; comme Ii devient
infinie, puisque Aï1 |grad h^\2 ~ H(co)/(l —r) avec Hfco) > 0
sur une partie de la frontière où a est différente de 0, on a
bien Ii — Ig ;

2° il reste à voir que les intégrales dans la couronne restent
finies : sur Û^ et au-dessus du support de a, 0^ peut être majorée
par C(R—r)-1 7 2 ; l'intégrale C [groidh^^dx reste donc

*/ &2 — La7!

majorée par une constante obtenue en intégrant par rapport
à œ la constante obtenue dans la première partie de la démons-
tration du lemme 2 du présent numéro; l'intégrale du second
membre /.- - Aljgrad 6J2 dx se décompose en deux termes, sui-

t/ La ~~ LA^

vaut la décomposition de jgrad O^j 2 en somme d'un terme radial
Igrad,. ÔJ2 et d'un terme tangentiel [grad^0^|2; la première
reste bornée, on le voit en se référant comme un peu plus haut
au lemme 2; le terme |grad^ OJ se majore par

Constante X (l—^lgrad^/iAl/A^2 ;

Igrad^/iAJ reste borné au-dessus du support de a d'où une
majoration par

Constante X f^_^^ - WA dx

qui est bornée, h^ s'annulant comme 1 — r.
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REMARQUE. — En fait, on aurait pu ne pas tronquer par a,
mais il aurait fallu définir 0^ dans la couronne comme
C(oj)(l—r)5 avec s assez grand à cause de la singularité
de /IA en A; on aurait même pu ne se servir que de la
singularité en A : c. f. (I, 4, 1), proposition 7.

En fait, la troncature par a permet d'isoler le comportement
de /IA sur un morceau de frontière; le fait d'avoir pris h^ sous
harmonique n'intervient que pour avoir l'inégalité (53) (pour
a = 0) que l'on peut prendre comme hypothèse; le fait d'avoir
pris pour Q une boule n'intervient que pour donner un système
de paramètres tout fait; le fait que h^ soit fonction de Martin
n'intervient que parce que h^ s'annule sur un morceau de
frontière une fois continûment différentiable comme la distance
à ce morceau; on peut donc énoncer le lemme 4' suivant, que
l'on démontre comme le lemme 4, i. e. en «intégrant» par
rapport à d(s) la démonstration du lemme 2; il faut toutefois
faire la démonstration pour a quelconque différent de 1 ; on est
donc conduit à utiliser les deux parties de la démonstration
du lemme 2, en définissant 6^ radialement de la même façon
que dans le lemme 2 ; si a ̂  1 — p = — 3, on laisse Y] fixe,
on définit 6^ radialement comme C(co)(l — r)\ avec

X = (|a + 1| + £)/2, £ > 0 ,
et on fait tendre £ vers 0.

LEMME 4'. — Soit Q un ouvert de R" admettant un morceau
F de frontière une fois continûment différentiable tel que d'un
côté de F et assez près de F, il n'y ait pas d'autre point de Q;
soit fc) une fonction réelle une fois continûment différentiable
s'annulant sur F comme la distance à F, définie dans Q et telle
que pour toute ç e 2)(Q), (a =/= — 1)

(55) f^ Jgrad Cnçl2 dx < C^O^2 jgrad 9J2 dx

les deux membres ayant un sens9, alors C ̂  4/|a + 1|2.

REMARQUE 9 .—On pourrait encore généraliser: la régu-
larité de 6 n'est utile qu'au voisinage de F; 6 pourrait
s'annuler plus fortement, ou un petit peu moins fortement
sur F; il est surtout important que

^|grade|2/e^=+ oo;
23
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le lemme 4' est valable pour 0 fonction de Martin cTun
ouvert à frontière partiellement régulière; on peut se
demander s'il est vrai pour une fonction de Martin d'un
ouvert borné quelconque ; enfin, sans que cela suffise pour
démontrer le lemme 4 dans ces conditions, on peut se
demander si pour toute fonction de Martin de n'importe
quel ouvert,

y jgrad Op/O dx est localement divergente en un
point de la frontière euclidienne.

Avant de terminer le numéro 2 avec le lemme de transmission
de majoration, donnons un corollaire des lemmes 3 et 4'.

LEMME 5. — Soit Q une boule de rayon 1, dans R", de centre 0;
soit r(M) = OM ; alors, si a < — 1 on a, pour toute <p e (Q) :

f(l — r)^)2 dx < Cf(l — r)^2 |grad yj2 dx

si et seulement si C ̂  ̂ /(^ + l)2.

Démonstration. — On a A(l—r) ==—(n— l ) / r ; la fonction
(1 — r) étant sur-harmonique, on peut alors appliquer le
lemme 3 ; la meilleure constante est alors donnée par le lemme 4'.

LEMME 6. — (Transmission de majoration). Soit Q un
ouvert connexe de R"; soient K et K7 deux compacts de Q, K
contenant une boule de R71; alors pour toute fonction u définie
sur û et pour laquelle les intégrales écrites existent, on a, si
(h) = (/ii, • • • , hjc) est un muiti-poids sur Q,

(56) ||u|iJLi,p,K. < C (||u||Li,p,K + !Mlw,p) (p > 1)
C étant une constante positive ne dépendant que de n, (A), Q, K,
K', et {{u^^^p^ désignant C S ^u^dx.

N. B. — Ce lemme sera renforcé par la proposition 3 de
(I, 2, 3).

Démonstration. — Soit B la boule contenue dans K et 0 son
centre; choisissons un système de coordonnées x^ on appelle
pavé l'ensemble des x tels que a^ ̂  x^ ̂  b^ (a, <; b^ i = 1,
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2, •• •, n) ; deux pavés se coupent si leur intersection est un
pavé ; K' étant compact, il est recouvert par un nombre fini de
pavés KJ, / == 1, 2, • • • , N, de centre Oy; il suffit donc de démon-
trer (56) en y remplaçant K' par K}; Q étant connexe, il
existe un arc d'extrémités 0, Oy; il existe un recouvrement de
cet arc par une suite finie de pavés, le premier étant dans B,
chacun coupant le suivant, sauf le dernier Ky; d'après la
forme de (56), il suffit donc de Rétablir dans le cas où K et K'
sont deux pavés se coupant (i. e. de montrer que la majo-
ration peut « tourner »). Nous nous contenterons d'un terme
plus petit au second membre de (56), en remplaçant K par
son intersection avec K' : il suffit alors d'établir (56) si K c K'$
on fait alors une récurrence (finie) sur la dimension : on inter-
cale des pavés entre K et K'.

Soit K défini par a; <; x^ ̂  b^ K' par ai <; x^ ̂  b[ ; on
considère Ky défini par ai <; x^ <; b[ pour i = 1, 2, ..., / et
c^i ̂  ;̂ ̂  &i pour i •== j + 1, ..., n; Ko = K, K^ = K'; on
est donc ramené au cas suivant, en prenant une nouvelle ori-
gine et en numérotant les coordonnées autrement :

K défini par ai <; x^ <; &i, a^ <; x^ ̂  b^ pour i =^= 1,
K' défini par a[ <; x^ <; &i, a^ <; x^ <; &; pour i ̂ = 1;

a'i < ai < &i < &i.

Soit alors I == ||u[|^_i^K? il existe nécessairement d, entre
Oi et 61, tel que, M désignant l'intersection de K et de l'hyper-
plan a?i = d,

(57) f 'S1 IDuj^ àx^ .., dx^ < I/(&i — a,)
J M | < X | = = O

tenant compte de ce que (cf. Définition 1 de (I, 1, 3)) /4"1 s Ï°°
localement, il suffit d'appliquer (29) du corollaire du lemme 1
de ce numéro, pour la variable x^ à toutes les D^, |a| <; k — 1,
d'intégrer par rapport à dx^ ..., dx^ d'utiliser (57), et d'inté-
grer entre Oi et &i, pour avoir (56).

REMARQUE 10. — Seule la composante h^ de (A) a servi,
toutes les autres peuvent être nulles; si k == 1, p == 2,
{h) == (0, A), alors \\u\\2^ peut être remplacée par

fh\gî8idA^l2 ,
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A étant l'opérateur elliptique du lemme 3; si k > 1,
il n'en est pas ainsi: prenons par exemple / |Au | 2 à la
place de IHI^a dans (56) : cela donnerait une majoration
dont L. Gàrding a démontré qu'elle ne peut avoir lieu
que pour un opérateur hyperbolique [21] (6).

N° 3. — Exemples deW^p espaces de distributions.
N. B. — On désigne par C une constante pouvant changer

en cours de démonstration.

3. 1. INÉGALITÉ DE POINCARÉ GÉNÉRALISÉE.

DÉFINITION 1. — Soit p ̂  1 et (À) == (Ao, Ai, ..., hh) un
multi-poids sur Q, ouvert de R"; on dit que {h) donne lieu à une
inégalité de Poincaré (généralisée), si pour tout compact K de Q,
il existe une constante C > 0 telle que pour toute <p e ®(Q), et
pour tout ? tel que |(î| ̂  k — 1,

(58) ^|D^^<C[l9||^,.

REMARQUE 1. — Si (58) n'a lieu que pour (î == 0, on voit
avec le théorème de Krylov-Schwartz qu'elle a lieu pour
les autres (3, avec peut être un changement de constante;
de même, on peut améliorer l'exposant p du premier
membre de (58), ou le remplacer par 1, on obtient des
inégalités équivalentes à un changement près de constante.

Un disque d'hyperplan de rayon £ est l'intersection d'une
boule de rayon £ centrée sur un hyperplan et de cet hyperplan :

PROPOSITION 1. — Soit p ;> 1, £ > 0$ pour que (A) donne
lieu à une inégalité de Poincaré généralisée dans Q,

1° il faut que pour tout disque d'hyperplan P de Q de rayon £,
il existe une constante C > 0 telle que pour toute y e 2)(Q),

(59) J;^JD^|P^<q|î||^,

2° il suffit que l'on ait (59) pour un tel disque dans Q.

Démonstration. — La condition est nécessaire : soit P un
disque, K engendré en translatant P dans une direction

(6) Prendre les poids suffisamment nuls au bord sauf sur une portion du bord.
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transversale avec une amplitude assez faible pour rester dans Q,
(58) entraîne (59) pour au moins un translaté P' de P, donc
pour tous les translatés en intégrant (29).

La condition est suffisante : on utilise encore (29) pour obte-
nir (58) sur un K engendré par translation de P, et le lemme de
transmission.

PROPOSITION 2. — Soit {h) un multi-poids sur Q. Pour que
W^p(Q) soit un espace de distributions, il faut et il suffit
que {h) donne lieu, pour l'exposant p, à une inégalité de Poincaré,
pour tout compact K.

Démonstration. — La condition est nécessaire : soit u^ une
suite convergeant vers 0 dans W^p$ elle converge aussi vers 0
dans 3)', donc d'après le théorème de Krylov-Schwartz, les
dérivées de u^ d'ordre <; k convergent localement dans Lp (et
même mieux que cela), d'où pour chaque compact une iné-
galité (58).

La condition est suffisante : cela résulte du lemme d'injection
du numéro 1.

PROPOSITION 3. — S'il existe un ensemble mesurable, relati-
vement compact K de Q, de mesure non nulle, pour lequel on
ait une inégalité de Poincaré (58), il existe un pavé de dimension n
de û pour lequel on a (58); (p ^> 1).

Démonstration. — Soit O^i, Ox^, ..., Ox^ un système d'axes
de référence de R", soit £ > 0 assez petit pour que l'ensemble Ki,
engendré parles translatés de K pour les translations {t, 0,..., 0),
0 <; (<: s, soit un compact de Q; soit L{x^, ..., x^) la partie
de K constituée par les points ayant mêmes coordonnées x^,
x^ de même Li^g, ..., x^) pour Ki; L et Li sont mesurables,
p. p. en (x^, ..., n?J : soit l{x^, ..., x^) la mesure linéaire de L.
En appliquant le théorème de Fubini-Lebesgue à la fonction
caractéristique de K (supposé de mesure non nulle), on voit
qu'il existe Y) > 0 et une partie k^ de R/1"1 mesurable de mesure
non nulle, telle que si (x^, ..., x^) e /Cg, l{x^, ..., x^) >Y); soit
alors Kg la partie correspondante de Ki :

Kg = {xeK^, (x^, ..., ^)e/r^;
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Kg est mesurable et de mesure non nulle dans R" et est une
réunion de pavés de dimension 1, de longueur ^ s;

(60) /JD^=^ ... dxj^ JDP^^:

il existe sur ï^(x^ • • * , x^) un point P au moins tel que

(61) 4 ^ S |D^|^> S IDWP.
< ^IaKk |a|<fc

On applique alors le corollaire du lemme 1 de (I, 2, 2) : on a
pour M e LI, |p| <; A-,

(62) ^ |D?9(M)^ ̂  < C [^ IDWI^ + ̂ S|D^|P^1

La désignant l'enveloppe convexe de L et Li, et C ne dépen-
dant pas de (x^ ..., ^); on majore alors le second membre de
(62) à l'aide de (61) on majore ifl (rcg, ..., x^} par la, constante I/Y]
et (60) donne l'inégalité de Poincaré pour Kg, (/i/T1 e Ï00 loca-
lement), compte tenu de celle qui a lieu pour K.

Comme Kg est réunion de pavés de dimension 1, de longueur
.̂ £, il existe alors Kg c Kg, Kg mesurable de mesure non nulle

et produit d'un pavé de dimension 1 de Ox^ par un compact de
l'hyperplan x^ = 0 ; on recommence le raisonnement précédent
en partant de Kg et en translatant dans la direction OrCg î on

obtient ainsi une inégalité de Poincaré pour une réunion de
pavés de dimension 2; en faisant n fois cette opération, on
obtient une inégalité (58) pour une réunion de pavés de dimen-
sion n.

Des propositions précédentes, il résulte :

PROPOSITION 4. — Soit [h} un multi-poids sur Q connexe',
pour que W°/^p soit un espace de distributions il faut et il
suffit qu^il existe un ensemble K de Q, mesurable de mesure non
nulle, relativement compact, pour lequel on ait (58); (p ̂  1).

La proposition 4 donne un aspect plus commode au problème
de variations attaché à la recherche des (h) tels que W^ c ®' ;
nous allons donner, en application des lemmes 1' et 3 du numéro
précédent, des théorèmes établissant l'existence d'assez larges
classes de multi-poids (A) pour lesquels W^ p est un espace
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de distributions ; nous n'utilisons pas ici les clauses de meilleure
constante de ces lemmes; le lemme 2 de (I, 2, 2) donne lui-
même, avec la proposition 2 ci-dessus le résultat suivant :
soit û^^eR", ^>0^ si h={0,xï), a ̂  p — 1, W^p
est un espace de distributions; mais c'est un cas particulier
des théorèmes 1 et 2 suivants.

Inversement, les inégalités de Poincaré déduites de ces
lemmes sont moins fortes en ce sens que la constante y dépend
du compact K. A un multi-poids assez lourd, on peut toutefois
se poser la question d'associer un autre multi-poids à placer
aux premiers membres de (58) pour se permettre d'intégrer
sur tout Q; exemple: (0, h) étant assez lourd, trouver des
îî{x) tels que, pour toute 9 e 3)(R_^.),

yJ°°H|9|2 dx < C f°°h |grad çj2 dx.

Supposons / h~1 dx <; oo et soit ï(x) = / A ~ 1 dt alors, si•^o i/o
C = f^ îî{x)ï{x) < oo on a \^{x)\2 < ï{x) f h\gY^à ç|2 dx d'où
/°°H|9|2 dx < Cj^lgrad ç|2 dx', [cf. Remarque 1 de (I, 1, 2)].

3. 2. 1er CRITÈRE POUR W^pc®'.

THÉORÈME 1. — Soit û connexe, (h) un multi-poids de
longueur k + 1 : {h) = (0, 0, ..., /^); on écrira h pour h^,
supposons qu^il existe un axe Ox^ et un ensemble II relativement
compact dans Q, porté par un hyper plan transversal, mesurable
et de mesure non nulle dans cet hyperplan, vérifiant Vhypothèse
suivante:

Soit N un point décrivant II, F y le premier point frontière de
Q, à distance finie ou non, rencontré par l axe d^origine N, équi-
pollent à Ox^\ V ensemble IIi engendré par le segment NF^ est
mesurable', soit Ox^, ..., Ox^, tels que II soit dans ix^=0\,
on a:

(63) f^xî^h^ dx < oo

avec p > 1 et 1 / p + ifq = 1.
Alors W(°^p((}) est un espace normal de distributions,

(on peut remplacer x^1 par i dans (63) si Fy reste à distance
finie).
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Démonstration. — On peut supposer II compact, quitte à
le remplacer par un sous-ensemble compact de mesure non
nulle; soit (pei3)(Q),

î=f^\dx, ... dx^=Cf^dx, ... dx^x^^dx^,

avec C == 1/1/c — 1| ! et l'indice (/c) signifiant la dérivation
d'ordre k par rapport à x^ ; en appliquant l'inégalité de Hôlder
à l'intégration en dx^ avec les exposants p et q :

I<C^ ... ^[^ÀI^I^^J^^/^^-^^^^

En appliquant l'inégalité de Hôlder à l'intégration endx^ ... dx^
avec les exposants p et ç, il vient :

1 < c [fn.W ̂ n/nx^^ dx\119 ;
112 étant engendré par une translation de II parallèlement
à O.TI, d'amplitude assez petite pour rester dans Q$ l'inté-
grale (63) restant bornée au cours de cette translation, puisque
/r"1 est localement borné, on a :

(64) J^Jîl^<c[//ll^)lp^^
on peut alors reprendre l'argument de la démonstration de
la proposition 3 en y remplaçant p par 1 : On obtient l'iné-
galité de Poincaré (65), K étant un pavé à n dimension,
l'exposant p au premier membre étant obtenu par application
du théorème de Krylov-Schwartz :

(65) f^ dx < ̂ lAp. F0" toute î e ®5
la proposition 4 montre alors que W^pe®'.

Exemples simples de {h), Q, tels que W^p(Q) c 3)', et contre9

exemples.

Exemple 1. — Prenons Q == \x e R", x^ > 0 \, p = 2, et
(A) == (0, 0, ..., 0, x^) de longueur k + 1; la proposition 2 et
le théorème précédent, ou le lemme (1') de (I, 2, 2) montrent
que W(^2 c 2)' si a << — 1 ou a > /c; si alors n == 1 on a des
contre-exemples, a == 1 si k == 1 et un intervalle pour a si
k > 1; (pour a < 1, on considère l'intervalle > 0, a <;,
pour a > /c l'intervalle > a, + oo <; ; pour les contre-exemples,
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on contredit à la proposition 2 avec le lemme 1'). En fait on
montre, à partir de W^^R71"1) c 3)' pour n>3, que si n>3 on
a W^o,^) c 3)' ; il en est encore ainsi si n = 2 ou n = 3 (2e critère).

Exemple 2. — Si F est de mesure =/=0 sur [\, le théorème 1
contient le théorème suivant, dont nous donnons une autre
démonstration : « Soit Q c R", n ̂  2. On suppose qu'il existe
F c FI c [2, F fermé borné de capacité positive, porté par une
variété difîérentiable I\ de dimension n— 1 et que h(x) ̂  a > 0
dans un voisinage de F dans Q; alors W^o,/i)c ^'(^) ».
Démonstration : Soit 9 et ^ dans 3)(û) ; il suffit de démontrer
que 9 -> j ^ dx est continue pour ||9||(o,/i); soit 0 un
ouvert borné, de frontière 0 == F u S, connexe, 0 contenant
le support de ^ et \/ÎJh e^ô). Désignons par V l'espace des
ueW(i^i)(û) nuls sur F, i. e. l'adhérence dans W(i^Q)
des fonctions identiquement nulles au voisinage de F; on peut
supposer que 0 est un ouvert de Nikodym [18], de sorte qu'alors

(u, ^v=S(D^u, D^LTO)
i

munit V d'une structure hilbertienne équivalente à celle
induite par W(^i)(0). Par conséquent, il existe u e V tel que

(u, ^)v = I ̂  dx, pour tout v e V.

Mais la restriction <p^ de y à 0 est dans dans V, de sorte que

f^ ^dx=f^ ^dx= (u, ^)v ̂ f^h-^u)^1^) dx

et comme il\/h est dans ^(O), et D'u dans ^(O), le résultat
suit (7).

REMARQUE 1. — Une méthode analogue à la précédente con-
duit à la proposition suivante : L'application y ~>^ ç + c\,
ce R est toujours continue de 3)(Q) muni de la topologie
induite par W0 )̂ dans 2)'(Q)/c.

Démonstration. — Soit ^ donnée dans 2)(Q), avec
f ^ dx = 0. Soit 0 un ouvert borné, avec 0 c Q, conte-

(7) On peut supprimer l'hypothèse que F est porté par r\, en utilisant un meilleur
lemme de transmission que le notre, à paraître dans la réédition de [62], t. 2, après
le théorème de Krylov-Schwartz.
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nant le support de ^. Soit u une solution du problème de
Neumann :

—Au==^ , ô/ô^u==0 au bord de 0 (dans un sens faible),
alors,

f^ = ïf^h-^D^h112^} dx

d'où le résultat, puisque 0 c Q, donc h{x) ̂  a^ > 0 sur 0.

3. 3. 2e CRITÈRE (8).

THÉORÈME 2. — 5oi( Q connexe, (A) == (0, 0, ..., 0, /^) un
multi-poids de longueur Â ' + I Î supposons qu^il existe une
boule Tg de R", rfe rayon e > 0, cîe centre un point frontière T
<fe [i, et un ensemble K porté par l9 intersection de Q e( Je fa
frontière Tg rfe Tg, relativement compact dans Q, mesurable et
de mesure non nulle sur Tg, vérifiant les hypothèses suivantes:
soit N décrivant K; ite COT^ Ki engendré par TN es( rfans 0
(a par^ le point T) ; TN coupe la sphère unité de centre T en
(T(N); 50iî K' ^ lieu de o"(N), < ^ G- fe5 coordonnées polaires de
centre T. On a:

(66) ^ t-^-^h-^ dx < + oo

a^ec p > 1, 1/p + 1/ç == 1; alors, W^p(Q) e5t un espace
normal de distributions.

Démonstration. — Elle est analogue à celle du théorème 1 ;
soit

I = J>(£, ^n-1 da = Cf^\f^t - ̂ W dt

l'indice (îî) signifiant la dérivation d'ordre k par rapport à t;
en appliquant deux fois l'inégalité de Hôlder, on a

'((—s^-yo^
< [ Ft^h}^ dtf'^f^t — e)^-1 '̂-1^-^ dt]1"'

et
I < C[^ hWdx]111' [f^{t — e)̂ -!̂ -̂ -1^^" dx]1"' ',

(8) En fait on peut donner n critères, suivant la dimension n' de la portion de
frontière près de laquelle on fait des hypothèses sur (h) ; ici n' = n — 1 pour le
i91 critère; pour le 2e, n' === 0.
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d'où le théorème 2, /r"^ étant borné au voisinage de K, en
achevant la démonstration comme pour le théorème 1.

SCOLIE. — On suppose dans les critères 1 et 2 que le poids
h est assez lourd près d'une portion du bord, le lemme de trans-
mission, et la proposition 3 sont nécessaires pour que cette hypo-
thèse se fasse sentir sur tout Vouvert connexe', une fois que Von
sait que W^) c 3)', on TZ'O plus besoin que du théorème de Krylo^-
Schwartz pour écrire des inégalités de Poincaré sur tout compact.
W^/i) est alors un espace de Beurling-Deny; c.f. [12].

COROLLAIRE DES THÉORÈMES 1 ET 2. — Soit Q une boule de
R", (n > 1), de centre 0, de rayon 1; hr(M) = (1 — OM^/TM"
la fonction de Martin (non normalisée) relative au point fron-
tière T, et (h) = (0, ..., 0, hî) un multi-poids de longueur k + 1;
alors pour tout k et pour tous a, p tels que a << pjq, ou
a > {n—p}l{n—1), W^p est un espace de distributions.

Démonstration. — On voit que hr s'annule au bord, sauf
en T, comme la distance au bord; d'après le théorème 1, le
corollaire est démontré si a <; p/ç; on voit qu'il existe un cône
de sommet T, situé dans Q, et d'ouverture non nulle où
AT > cTM1"" avec c > 0 ; le théorème 2 montre donc que le
corollaire est démontré si — (n — 1) (1 — ^qlp > — 1 soit
a > ( n — p ) / ( n — l ) .

REMARQUE 2. — Les conditions du corollaire précédent
sont réalisées pour tous k et a si p > (2n — I)/M, en parti-
culier si p = 2. Si a > piq, le premier critère n'est pas
applicable; en effet, si petit que soit un voisinage de T,
AT est, en dehors de ce voisinage et près du bord, comme la
distance au bord, et l'intégrale f^ h'"^ est toujours diver-
gente, quelque soit H.

Les critères précédents nous donnent le cas a = 1,
p == 2 que ne nous donnera pas le théorème 3. Ce corol-
laire peut s'étendre à tout ouvert borné à frontière régu-
lière pour lequel on connaît le comportement au bord des
fonctions de Martin; si l'ouvert n'est pas borné, on a un
contre-exemple pour a == 1, p = 2 avec la fonction
harmonique positive minimale x^ de l'exemple 1 donné
à la suite du théorème 1. (n = 1).
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REMARQUE 3. — Donnons un contre-exemple à W(%c3)',
de nature différente de ceux déjà donnés : soit Q le com-
plémentaire de l'origine, h^l/r11-2, r=|rc|; {h) = (0, h).
On va voir que W(% n'est pas un espace de distributions
Œien que W^,i) le soit si n > 2); on contredit à la propo-
sition 2 en prenant pour P (proposition 1) la sphère unité
(ce n'est pas un disque d'hyperplan mais cela revient au
même); et on prend ç invariante par rotation. Si on avait
W^)c3)', on aurait donc pour toute ^e3)(R^.),

\W\2 < Cj^rlô^/ôrl2 dr, C > 0, C finie

ce qui est impossible, d'après le lemme 1' de (I, 2, 2).

3. 4. 3e CRITÈRE.

Nous donnons maintenant une classe de (A) assez lourds
pour lesquels les hypothèses portent sur le comportement de
(A) à l'intérieur, et non directement sur le comportement
au bord (c. f. Remarques 4).

THÉORÈME 3. — 1° Soit h une fonction sous-harmonique
positive continue^ non constante sur Q connexe-, soit (h) = (0, h^) ;
alors, si a > 1, W^) est un espace de distributions-,

2° si h est une fonction sur-harmonique continue^ positive,
non constante sur Ù connexe et si a <; 1, W^) est un espace de
distributions.

Démonstration. — On utilise le lemme 3 de (I, 2, 2); puisque
h est non constante, il existe Y) > 0 et un compact K de mesure
non nulle de iî sur lequel jgrad h\ >. Y]; (46) nous donne alors
une inégalité de Poincaré pour le compact K$ on achève la
démonstration avec la proposition 4.

REMARQUES 4. — On a AA" = a(a — 1) |grad h\2 + aA^AA;
donc si h est sous-harmonique, A" l'est aussi pour a ̂  1;
si h est sur-harmonique, A" l'est aussi pour 0 ̂  a <; 1.

On peut introduire des p ^= 2 dans un énoncé analogue
au théorème 3 en utilisant (49) et l'hypothèse S [D'A]2 -p

localement borné. l

Même si on prend pour h une fonction minimale de
Martin, le lemme de transmission sert dans la démons-
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tration précédente. Voici un exemple de fonction de
Martin dont le gradient s'annule en un point; il m'a été
donné par M. Hervé, et touche de près à des questions
de [27] : on prend pour Q le domaine compris entre deux
cercles Ci c Cg de R2, non tangents, et la fonction de
Martin AA relative à l'extrémité A e Cg d'un diamètre
commun; soit B et C les extrémités du segment de ce
diamètre situé dans Q et disjoint de A; AA s'annule en B
et C et est symétrique par rapport à BC, donc |grad h^\
s'annule en un point intérieur au segment BC. Si Q c R2

est simplement connexe, on voit par transformation
conforme qu'il n'y a pas de telle AA; on peut se demander
ce qui se passe à cet égard pour un ouvert de R" où tout
point est rétracte de toute surface homéomorphe à une
sphère, le contenant.

Si l'on prend pour û une boule modifiée en lui ajoutant
une pointe assez effilée pour ne contenir aucun cône d'ou-
verture non nulle, ni le théorème 1, ni le théorème 2
ne s'appliquent à la fonction de Martin relative au sommet
A de la pointe si l'on n'en connaît pas la croissance en A;
le théorème 3 donne le résultat W°o, ̂  c 3)' si a ^= 1 ;
le cas a == 1 qui était résolu pour la boule, non par le
théorème 3 mais par le théorème 2 (Remarque 2) reste
ici non résolu; en fait, l'inégalité de Harnack, qui modère
la croissance au bord d'une fonction sous-harmonique
positive, permet à AA de croître d'autant plus vite que
la pointe est effilée et le seul fait que W(o./i^) c 3)' pour a >> 1
suggère qu'elle fait bien ainsi.

La recherche, h étant donnée, de fonctions H telle que

V ç e ® , /Hlîpl^J^jgradyl2

pourrait conduire à une généralisation du théorème 3;
(cf. la fin de (I, 2, 3-1).

REMARQUE 5. — On connaît le rôle des fonctions harmo-
niques positives minimales et la possibilité d'exprimer
toute fonction harmonique positive dans Q à l'aide des
minimales; cf. [15], [48]; à la notion de fonction harmo-
nique > 0 minimale, on peut attacher une notion de
fonction hilbertiennement minimale :



366 HENRI MOREL

LEMME. — Soit h continue sur Q alors, si fh jgrad y j 2 ̂  0
pour toute ç e ®(Q), A(a;) :> 0 sur Q.

Conséquence. — Si h et k sont continues,
W(O,/Q c W(O.?Q ̂  (3X, U < A, X > 0) ̂  ̂  ^ /i;

la dernière équivalence définissant ^.

DÉFINITION. — h est hilbertiennement minimale si

W(Q. h) c W(Q. /ï) ===^ h = ̂ h, (A e R
l. 6. 5l:

^ ^ /i -^^ ^ = \kh.

On vérifie alors très simplement qu'il y a identité entre
l'ensemble des fonctions de Martin et l'ensemble des
fonctions harmoniques positives hilbertiennement mini-
males, parmi les harmoniques positives.

N° 4. Exemples d'espaces des types W et W° et de multi-
poids annulant au bord.

Les théorèmes suivants seront utilisés en (I, 4, 3). Ils se
généralisent facilement pour p ̂  2 en prenant des espaces
^^.(p.î) où ilP + 1/î = 1, p > 1.

THÉORÈME 1 (cas n = 1). — Soit Q = R+, h(x) mesurable
sur Q, positive, h^1 localement bornée et h telle que / h~1 dx

t/ £

tend vers Vin fini si e tend vers 0, de même que si N tend vers
Vin fini, alors:

1° Les éléments u de W^-i^) sont des fonctions absolument
continues sur tout compact et nulles au bord, i. e. u{x) —>• 0 si
x —> 0 ou si x —> + oo.

2° 3) est dense dans W^-*^); autrement dit cet espace est
identique à W^- ̂  ̂  ;

3° Soit h == x : l'application u -> v == ̂ "^u définit un
tsomorphisme de W^-i^) sur W^c-^ ̂  ; en particulier,
W^c-î^c) == W°a;c-s^c) et si v est dans ce dernier espace,
o^-^y est nulle au bord.

Démonstration. — 1° La continuité absolue sur tout com-
pact résulte de [62], chapitre II. Soit ueW^-<^); si u ne



INTRODUCTION DE POIDS DANS L'ÉTUDE DE PROBLÈMES AUX LIMITES 367

tend pas vers 0, il existe un nombre l > 0 tel que pour tout
£>0, il existe a>0, a<£ avec |u(a)| ;> î; de même, pour
tout s < 0, il existe fc, 0 < b < s, avec |u(fc)| <; î/2 : sinon

/r^lu]2 dx ne pourrait être finie, h~1 n'étant pas som-.
niable ; on peut donc construire une suite :

an> bn> a^ > &n+i, ... -> 0

telle que |u(aJ| ̂  l et |u(6J| <; Z/2, pour tout n. En majo-
rant par Cauchy-Schwarz : (il suffit de prendre u réelle)

u2^) — uW =2f^h-112u.hll2u dx,

il vient :
(67) ju^O — u2^)) < f^h^u2 dx + f^hu'2 dx = J

et comme lu^aj — ^(^n)! î> ^/2 > 0, on obtient que J
majore p^/2, p étant un entier aussi grand qu'on veut, ce
qui est absurde.

On démontre de même que si x —> + oo, u(x) -> 0 : on
construit une suite :

^n < &n < ̂ n-K < ^n+1» • • • -> °°

ayant les mêmes propriétés que la précédente.
2° Soit 0 <; Y) <; £ <; 1 ; considérons la fonction y = u

pour s ̂  a; <; 1, <p === 0 pour 0 <; x ̂  Y], et, pour Y] <; x ̂  £,

»=u^(^h^dx)/^h-^

un calcul facile montre que :

I = f\h-1^ + Ay'2) dx < u^s) (/̂ ~1 <^ + ̂ /'À-1 da;)

/*1 .comme f h~~1 dx diverge, £ étant donné, on peut toujours
trouver Y) tel que f A~1 dx = 1, donc 1 <^ 2u2(£) ; si £ tend vers
0, en choisissant ainsi Y) pour chaque £, 1 tend vers 0 d'après
le 1°; on définit <p de façon analogue pour x > 1, et en la
remplaçant par une régularisée convenable, on approche u
dans W(/i-* ^ d'aussi près qu'on veut avec des fonctions de
2)(R+).
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30 De v' =^l-c)/2u' +1——C^-1-!)/2M
^

et de u' = a^/V + c——i-^-s^,
2i

on déduit

F/2^ ̂  I1———0)2 Çx^U2 + p;U'2 + (1 —— C) FUU'

et

pu'2 = ̂ ~^2 pz:̂ 2 + pv2 + (c — i) r^w'
comme d'après Cauchy-Schwarz,

2[ fuu <y^u'2 + y^u2 et 2| (x^vv ^fx6-2^ + fx6^

on obtient la bicontinuité de l'application; comme 2) est
dense dans W^-*^) et est invariant, le théorème est démontré.

REMARQUE 1. — En fait, on sait à priori que les éléments
de W(/i-^/i) ont une trace u(0) (et une trace u(+ °o)) qui
dépend continûment de u pour[|u[](^ : il suffit d'utiliser (67).
Si on fait tendre a^ et &„ vers 0, on voit que u2^) converge,
suivant le filtre des voisinages de 0, vers un nombre ̂  0,
et de même de u(rc); on obtient de même par (67), en lais-
sant bn fixe à l'infini, la continuité de la trace qui est
donc à priori nulle pour les ueW^/i); mais cela ne
montre pas l'identité des deux espaces.

REMARQUE 2. — D'après le théorème 1, le multi-poids
(/r"1, h) considéré annule au bord et est suffisant (c. f.
définition 7 de (I, 1, 3)); pour tout c, les multi-poids
(a^"2, Xe) sont suffisants, mais n'annulent pas nécessaire-
ment au bord par exemple, W(^a;*) contient une tron-
quée à droite de Ifx.

REMARQUE 3. — Le théorème précédent se généralise faci-
lement pour W(/»-^(P^); de plus, on peut obtenir des
énoncés analogues pour des intervalles bornés $ par exemple,
il = > 0, a <? h = x(a — x), a > 0. On peut dire aussi
« les éléments de W^^ (Ù) sont des fonctions continues,



INTRODUCTION DE POIDS DANS L'ÉTUDE DE PROBLÈMES AUX LIMITES 369

nulles au point 0 et admettant une trace u{a) continue
sur W(a;-i^) (Q); dans cet espace, les restrictions à Q des
fonctions de ®(R+) sont denses ».

THÉORÈME 1' (cas n > 1). — S o i t Q = |^eR71, a^<0|,
A une fonction mesurable de x^, h et h~1 localement bornées,

^y
supposons que f h~1 dt tend vers Vin fini si £ -> 0 ou si N —>• + oo ;
alors,

1° pour tout ensemble mesurable II e R71-1, Vintégrale

JnH2 6tei ... c^_i

où u e W(/i-î ) e5( p. p. ega^ a une fonction absolument continue
sur tout compact, [U(^)]2 qui tend vers 0 si x^ —> 0 ou si x^ —> + °° •

2° L'espace 3) est dense dans W -̂.̂ ).
3° Soit h = x^', l'application u —> v = ̂ l-c)/2 u définit un

isomorphisme de W(^\^) sur W(a.̂ -» )̂.

Démonstration. — Pour la définition de U, voir par exemple
le théorème 1 de (I, 3, 1); comme f^u}2^ oo, II peut être
x^ = 0 tout entier; on vérifie (Cauchy-Schwarz) que

/h-^2 dx, + /AU'2 dx, < oo ;

on est ramené à la démonstration du théorème précédent, sauf
en ce qui concerne le 2°, où il faut faire une troncature diffé-
rente : soit 0 < Y ] < £ < ; l < ; £ i < Y ] i < ; oo; soit œ(rcj nulle
en dehors de )Y), Y]i(; œ == 1 dans (s, £1);

, , , I(^) A I(£)^=log-^/log^

/*1où 1 == j h~1 dt, dans (v), e); on définit œ(^) de façon ana-
logue dans (£1, Yji); on vérifie que si Y], £, £1, Y)i, sont correc-
tement choisis, (ûu approche d'aussi près qu'on veut u
dans W(/i-i^); cette vérification est faite en détail dans la
démonstration du théorème 3 de (1, 3,1), co est la fonction de
troncature de Poulsen qui s'adapte à la situation présente
bien que la première composante de (A) ne soit pas nulle. Il
reste à montrer qu'on peut approcher cou da.ns W^-i^, avec
des fonctions de 3); cela résulte du fait classique que 3)(R71"'1)
est dense dans W^^R"4"1), et de ce que h~~1 n'est pas nulle.

24
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§ 3. — Caractérisation des éléments (Pun W^pC®';
tracés; applications.

Sommaire. — Au numéro 1, nous posons les problèmes de
façon générale, pour p ^ 1 quelconque et, en ce qui concerne
les traces, pour k > 1; au numéro 2, nous énonçons, comme
conséquences du n° 1, les résultats utilisés dans l'interprétation
des théorèmes d'isomorphisme ou d'existence obtenus au § 4.
On rapprochera certains résultats de [57], [83], [85]. Certains
points seront développés dans [90] : nous ne nous occuperons
au § 4 que de problèmes homogènes.

N° 1. Caractérisation et traces.

1. 1. THÉORÈMES DE TRACES.

Les notations suivantes sont utilisées dans plusieurs énoncés ;
elles sont analogues à celles du théorème 1 de (I, 2, 3).

Notations I.
1° Soit Q c R"; (Oa;i, Orcg, ..., Ox^) est un système quel-

conque d'axes de coordonnées; II est un ensemble relative-
ment compact dans Q, porté par l'hyperplan x^ = 0, II étant
mesurable et de mesure non nulle dans cet hyperplan; le
point N décrit II; FN est le premier point de iî, à distance
finie ou non, rencontré par l'axe d'origine N, équipollent à
O^i; lïi est l'ensemble engendré par le segment NF^; û^n
est le lieu de FN (l'indice 1 rappelle l'axe On;i); Q^n est le
translaté de Qi,n pour la translation (—£, 0, ..., 0), £>0;
11̂  est lïi diminué de l'ensemble engendré par Qi,n ^u cours
de la translation précédente.

Fâ est le point de NF^ d'abscisse x^ = inf (9, NF]^);
ô>0; Ô^n est le lieu de Fâ; Iï(t) est le translaté de II pour
la translation ((, 0, 0, ..., 0); soit ty = NFN et f= sup ty.

Nen

2° Soit h une fonction mesurable, positive sur û, h~1 e Ï°°
localement; sauf avis contraire (A) == (0, 0, ..., 0, A), de longueur
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/ c + 1 ; soit (^^O^ et T = = i n f ( 0 , N?N) = NFâ; on
pose, si / < /c, et si [ï{t) e Q :

(68) J^(0) =f^dx, ... dx^^-x^-^h-^dx^

De plus, si /*<; oo

(69) 1̂ ) =^^ . . . ^[^^(^-^^-i)/,-^^!^

3° On entend par u(t) : u(t, x^ ..., ^), u^ signifie : /̂ô̂ '

(70) u^^JD^I^ ... ^
(71) U^) = S U?(().

|a|<fc

Enfin, C pourra désigner des constantes positives finies
différentes.

LEMME 1. — Soit (h) = (AO, ..., hk) un multi-poids sur û;
et supposons que, k^ étant un compact de )0, /(,

Ri =\x, X€ i ï l { t ) , tek^[

est relativement compact dans Q; alors, si une suite de u^ con-
verge dans W^p, et si i ̂  s ̂  p^, les U,(() convergent uni-
formément p. p. sur /Ci.

Démonstration. — L'ensemble K.i étant relativement com-
pact dans Q, on a : Afc > C > 0 sur KI ; soit C' la constante
relative à Ki du corollaire du lemme 1 de (I, 2, 2) : V^, ^ e /c^,
|a| < k, on a p. p. en (^, ..., ^) ^

ID^i)!5 < C'DD^)^ + ID^'^)!5

+ • • • + ID^-l01»-1^)!5 + f^D^-^ dt]

en intégrant en dx^ ... rf^ :

U,^) < C'[U^) + C-i^A, ̂ SJD^I5^],

p. p. en ti, ^2; soit ïj >0; il existe N entier tel que pour
m > N, m' > N, on ait, en posant u == u^—i^', en supposant
li = mesure de A-i, avec l^ =/=. 0, ce que l'on peut toujours faire
quitte à agrandir k^ :

u,(<) < c'c-Wi + TI]
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p. p. en t sur A-i, en effet, si £ est assez petit et si

fh, S ^«^Y],
t/Kl |a|=fc

il existe (g e ^2 te! q116 :

U^XC-1^.

THÉORÈME 1 (traces). — 1° Si /*<; + °° 5 ^ ç ̂  ^ < oo
a^ec 1/p + 1/ç = 1 ; 5i 1 < s < rp/(p + r); et si J^/") < oo,
(1^/^/c) alors, pour toute u e W(o,...,o,/»),p ^ <o^ l0^!^^—/;

la trace Dau(FN) == Dau(a) +f^î)<x'u{t) dt est définie p. p.
en N, mesurable, et ne dépend pas de a, a e(an( pris dans le
complémentaire dans un ouvert de R^ Sun ensemble de mesure
nulle ;

de plus, Vintégrale:

(72) V^ù^^f^D^^dx, ... dx^

est convergente, dépend continûment de u pour |H|(/»),p; pour
£ > 0 (assez petit), U^(Q^n) existe et tend vers U^(O^n) 5^
£ -> 0 ; on iîa nomme intégrale de trace de u, d'exposant s, sur
la partie de frontière voisine de II dans la direction orientée Ox^.

2° On suppose f quelconque, q^r < oo,l<;s<; rp|(p + r) ;
si |a| == k — 1 et si

limJî(6) < oo,
Q->>00

aiîors,

(73) U?(Ùi.n) = lim^ ID^Fâ)!5^ ... dx^

existe, dépend continûment de u de même que U^([2^ n) ̂ i tend
vers U?(Q^n) slf s — ^ 0 ; cette expression porte le même nom
qu^au 1°; Ûi^n peut être partiellement à V infini.

Démonstration. — 1° On a p. p. en (x^, ..., x^), si / == k — |a| :

(74) D^t) = D^ÇO) + (D^O) + • • •

+(,^Daua"l)(o)-(f^
soit TN == NF]\; en intégrant en dx^ ... dx^ sur II, et en
tenant compte de ce que IIi est borné, il vient, si $ == r p l [ p + r)
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(d'où 1 ̂  s < p) et en supposant U,(0) < oo quitte à chan-
ger d'origine (Krylov-Schwartz),

f^u^dx, ... ^<CU,(0)

+ Cf^ dx^ ... dxn [f^ (<N — ̂ /-'ID^^I dx^
yn' ^^1 <^^2 • • • ^̂ n ŝ ^-^\^/

+C^^ ... dx^

or, en utilisant la majoration de Hôlder avec les exposants
P et g,

/*t. ,, ,.,-.„ /^. ,
^0
/^—^-'ID^I^i

< [y (t _ ^) Î)/,-Î/P ̂ '̂[/^l D^ l̂̂  dx^

et en appliquant encore la majoration de Hôlder à l'intégration
sur II, avec les exposants pfs et p/(p — s), il vient :

(75) U?(Ù,. n) < CU,(0) + Cllull^^J^n]^
d'où le 1°, en tenant compte du lemme 1 pour établir la conti-
nuité par rapport à u; on démontre la continuité par rapport
à £ par une majoration analogue à (75), où U^(0) est remplacé
par U,(Û^n) e! tenant compte de ce que l'on aurait pu écrire
(75) en y remplaçant \\u\\^,p par f h S ID^U^.

— *--*-1——— 1 R. 1 —— Je< I p l — K

2° On obtient de la même façon, si |af == A * — 1

(76) f^D-uiF^dx, ... dx, < CU,(0) + CIHI^WO))^

en effet pour passer de (74) à (75) on n'a plus besoin que IIi
soit borné, (74) ne comprenant plus que le premier et le dernier
terme de (76); on déduit facilement les conclusions.

THÉORÈME 2. — Soit Q, II; Vaxe Ox^ transversal à II, soit
f <^ 4- °°î soit s = r p l { p + ^î soit (h) == (0, 0, ..., 0, h), de
longueur /c+l '? alors pour que ueW^p, il faut que pour
tout /, 1 <; / ̂  /c, pour tout r, q <; r < oo, (1/p + l/î = l)?
on ait:

pour tout a avec |a[ ̂  k — j\
U?(Q,.n)=0

(77) Ji{f) = +00 ou et même :
U?(Ù|.^)/[I^)r->0^"•i.uy/L1-^

\ avec £.
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Démonstration. — L'alternative est une conséquence directe
du théorème 1; d'autre part, si U?(Û^n) == O? on obtient, en
utilisant les deux majorations de Hôlder utilisées pour le
théorème 1 :

(78) U?(Ùtn)<C[I^)H^_^A S W^dxY.
Lt 1 1 3 1 = ^ J

REMARQUE 1.—Soit dans R2, F ouvert :
û = {x\0 < x^ < 1, 0 < x^ < 1,

^ ̂  (<i? &m) pour 0 < t^ < 1/2 et tout mj
&^ étant une suite tendant vers 0 dans )0, 1( et soit par
exemple h = 1 : il existe une trace dans la direction a?i0,
alors qu'il n'y a pas de trace sur toute la frontière : si
on prend u = 1, sa trace est infinie, puisque la frontière
a une longueur infinie; cet exemple d'ouvert montre
aussi que les hypothèses du théorème 2 sont en général
insuffisantes pour une réciproque.

REMARQUE.—Dans le cas de divergence, où la trace
n'existe pas, on peut écrire des majorations de croissance
au bord pour les éléments de W^)p; cf. Remarque 1
de (1,3, 2).

1. 2. THÉORÈMES DE CARACTÉRISATION.

Ouverts du type de la boule unité, h étant la distance au bord.

Notations II. — On prend pour Q la boule de centre 0,
de rayon 1 ; Qy est la boule de centre 0 de rayon 1 — y,
(y<l) ; (p, co) sont les coordonnées polaires de centre 0;
par u' on désigne ôu/ôp.

Si II est un compact de Q, on pose
i i i==j(p, co)|coen, o < p < i ^ ,

u^(y)=^^lu( l-^(o)l^co 8>i
et U(y)=Uû(y).
Soit h sur Q, positive, h~1 e Ï°° localement; A(p) désigne une
fonction positive, mesurable, A~1 localement bornée ne dépen-
dant que de p; Ci et Cg sont des constantes positives finies.
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On se référera ou non à l'hypothèse :
(79) 3Ci, Cg, A, tels que CiA < h < CgA.

THÉORÈME 3 (Poulsen). — lo Si J,(y) = f^d^f'h-^dp^
converge, {y ;> 0) avec q ̂  r <; oo, 1/p + 1/ç = 1 ; p > i ; 5i
1 < 5 = rpl{p + r), afor^ W^o./o c 3)' ^ 51 u e W^,),

VU, UP(y)/[J^)]^-^0 avec y.

2° Supposons que Von ait (79), p > 1; pour que u e W^/^p,
i7 suffit que u e W(o,/»),p et que:

FA-^
Jo

diverge, ou U(y) -> 0 a^ec y .

Démonstration. — La première partie est un corollaire
du théorème 1 de traces, qui s'adapte immédiatement à la
situation présente, les Qy correspondant aux II(().

Montrons la deuxième partie: soit ^<=W(o./i); soit
0 < Y ] < £ < 1 ;

nous allons définir co(p), 0^œ(p)^l, nulle pour p<^Y], égale
à 1 pour £ ̂  p ̂  1, et telle dans (v], e) que l'intégrale

^JQ-Q^I^^

puisse être aussi petite qu'on veut.
(Une fois co obtenue, il suffit de régulariser.)
Or,

s < ̂ -û l̂̂ l̂  + CJ^A jgrad u}".

La deuxième intégrale tend vers 0 avec £; la première est
majorée par :

S,=f^WU(y)dy,

Cas où /^A-^dîp converge. — Soit J{y) =^JA-g/pdp;
d'après le théorème de traces, U^/^t/))^ -> 0 avec y, donc,
pour £ assez petit,

S^^AKI^A/;
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l'équation d'Euler du calcul des variations suggère alors de
prendre :

œ' = CA^J~1.

d'où pour avoir œ(Yj) == 0, co(£) === 1 : CD = log --^ /log -—^/-
J(Yl)/ J(Y])

alors, Si < [log (J^/^Y]))!1"^ comme p > 1, £ ayant été choisi,
Si -^ 0 avec Y).

p\
Cas où f A""^ dp diverge. — On choisit encore s pour que

Y A |grad A^ soit assez petit; soit alors

ï(y)=f^^dp

le théorème de trace appliqué pour y = £ donne :

|U(y)-U(£)|<cn
donc, pour y <; £/2, U(i/) < CP^, pour C assez grand ne
dépendant que de £. On obtient, par le même choix de co que
précédemment dans (v), £/2), ï{y) remplaçant J(y), et en
prenant co == 1 pour £/2 ̂  y ̂  1 :

S,<|log(I(£/2)/I(yi))|1-^

qui tend vers 0 avec Y], £ restant fixe, puisque I(Y)) —>- oo.

N. B. — Nous avons du reproduire le théorème précédent
pour l'adapter à nos notations; l'artifice de troncature de
Poulsen est conservé, la démonstration a été conduite pour
p -=/=. 2, ce qui ne change guère de p = 2; la première partie
est mise sous forme plus générale, c.f [57].

THÉORÈME 3'. — Soit û = \x e R")^ > O j ; soit h mesurable
positive sur Q, /i"1^^00 localement', soit II un ensemble mesu-
rable de Xn == 0 et ç = {x^ ..., ^-i) ;

lo si JM=f^\f^h^dx/lq

converge, ou si

^{^=f^^h-^d^r'v
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converge, pour 0 < x^ < oo, q < r < oo, 1/p + ifq === 1; p > 1
et 51 1 < ^ == r p l ( p + r), a^r5 W^./o c ®', ^

/5l ueW^o,/»),

Un(.r,)=^|u(^ ;rJ|^,

afor^ pour x = 0 ou + co? ^H, J?(l) diverge, ou
un^/^^^-^O ^ r^x.

2° *S'iZ existe K mesurable, ne dépendant que de x^, et des
constantes Ci et Cg > 0 telles que Ci^(^) < h < Ca^(^); pour
çue ^^W^o./o.p, p > 1, ^ suffit que ueW^^p et: pour Y. = 0
et pour x==oo , J ft-^ diverge, ou U?""1 )̂ e5t finie et tend
vers 0 si x^ tend vers x.

Démonstration. — Elle se fait comme la précédente; c. f.
aussi la démonstration du théorème 1' de (I, 2, 4); ici, si II
n'est pas relativement compact UP(^) n'existe pas nécessaire-
ment pour ^eW(o,/»)$ si cette intégrale de trace est finie pour
une valeur finie de x^ ou pour x^ = x dans le cas où J^(l)
converge, alors elle est finie pour toute valeur finie de x^ (c'est
le cas si ueW(°o,^); lorsqu'on a tronqué u vérifiant les condi-
tions du 2° avec co(^), co étant à support compact, on obtient
une fonction o^ueW^i^Q') et on approche alors u de façon
classique avec des fonctions de 3); (l'ouvert Q' est défini par
0<ï]<^<Y]i< 00).

Cas Q = R+.
Le théorème suivant résout entièrement les problèmes

W^pC®' et de la caractérisation des éléments de W^)n,
pour (K) = (0, 0, ..., 0, A), et n = 1; Dans ce cas, on peut faire
une troncature plus simple; on peut aussi utiliser celle du
théorème précédent, près de 0 et de + oo.

THÉORÈME 4. — Soit Q = = > 0 , a<;cR, a>0, a fini
ou non, soit b fini, 0 < b < a; soit h définie sur Q, positive,
h~1 e Ï°° localement', soit

ï(£) = FA-^ dt; J(£,) = fh-1"" dt.
i/O ly -1

1° Pour que W^pC ®' il est nécessaire et suffisant que Vune
des intégrales 1(6) ou J(6) converge.
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2° S'il en est ainsi, pour que u e W^),p, il faut que u e W(^p et
que Von ait (80) et (81) :

(80)- I(&) rfi^rge, ou u(£)/[I(£)]^ ^0 a^c £
(81) J(6) ^rge, ou u(£i)/[Jf£i)]^ -> 0 si ^ ̂  a.

3° Pour gué u <= W^).p, i; 5u^ gué u e W(/^ p et que Von ait
(82) ou (83) :

(82) 1(6) diverge, ou u{e) -> 0 am; £ $
(83) J(6) diverge, ou u(£i) -> 0 5i q -> a.

Démonstration. — 1° C'est une conséquence de la propo-
sition 4 de (I, 2, 3) et du lemme 1' de (I, 2, 2).

2° C'est une conséquence du théorème 2, qui peut s'énoncer
ici pour f = 4- °o ;

3° Soit 0 < t< £ < b < £1 < ^ < a; soit :

H(rc) == f^ h-^P dt et îî^x) = f^ h^ d^ ;

nous donnons la démonstration dans le cas où I(&) converge,
et où J(&) diverge; elle s'adapte facilement aux autres cas;
soit ueW^p; si |u(£)|->0 avec £, il en est de même de
^/[I^)]^ : on a en effet :

iu(.)i.=i^.-^<a'*-")"T*i»-r^;
supposons £ et £1 choisis tels que :

U(£)/[I(£)]^ < 7J; f^hW < ̂  f^hW < ̂

et prenons
9(a;)=u si £<:a:<,£i; y(a;)==0 si 0^a;^( ou si t^^x^a
et 9(0;) == H(^). U(£)/H(£) pour ( < x < £ ;

ç(^) = Hi(^)u(£i)/Hi(£i) si £1 < x < t^
on a alors :

f\\u — çp dx < 2Yj + f^h\^\P dx +f^h\(f'\P dx

or,

^h\^ dx = luI^/H^^); ^A|9T^ = luI^/Hr1^);

on impose alors à t d'être assez petit pour que H7'"1^) soit assez
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voisin de [I (e)]^ pour que lul^e)/]^-1^) < 2vj ; enfin, on
prend t^ assez voisin de a pour que [u^^l'H.^1^) << Y], ce
qui est possible car H(£i) —> oo si t^—> a.

REMARQUE 2. —La condition nécessaire indique en détail
la condition de nullité au bord; elle ne peut guère être
renforcée dans l'exemple suivant :

Exemple : h = ̂ a, a <; 1 ; soit n = 1,

ueW(°o.,), u=afl^2^x),

alors, v n'est plus astreint à une condition de Lipschitz
au point 0 : une fonction = 1/log x près de 0 peut convenir
pour v\ en revanche une fonction s'annulant à l'origine
comme 1/log jlog x\ ne peut convenir pour v : les conditions
de Lipschitz écrites au bord sont maximales du point de vue
de V exposant.

REMARQUE 3. — Le théorème précédent se généralise ainsi
pour k > 1 : soit

V(e) = f^ (e — ()̂ -D /̂P dt ; J î) =f,\t— e^^h^ dt

il suffit de remplacer 1 par I1 et J par J* dans le 1°$ et
de remplacer (80) et (81) par:

(84) P(&) diverge, ou V/, 1 < / < fc,
u^-^)l[V{^->0 avec £.

(85) V/, y{b) diverge
ou u^{^)l[y(e^ -> 0 si £1-^00

avec modification analogue dans (82) et (83).
Nous l'avons vérifié en posant :

"^r^r--^-^
et en prenant pour ç dans l'intervalle ((, s) la fonction

9 == a^Hfc^) + afc_i^Hfc_i(^) + • • • + (x.^x^îï^x)

cette fonction s'annule en ( jusqu'à l'ordre k—1; on
détermine les a; pour qu'elle coïncide en e avec u jusqu'au
même ordre; définition analogue pour <p au delà de £1.
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Cas où h a une singularité polaire.

Notations III.—Soit toujours Q la boule unité; T e Ù,
((, a) les coordonnées polaires de pôle T, T^ la boule de centre T
de rayon z; T^ la sphère de centre T et de rayon z;

K est un compact de Ti n û', où Q' est le demi-espace
ouvert contenant Q et limité par Phyperplan tangent en T à
û;

pour u e W(Q, /»)? on pose p. p. en z :

v^-^i^ ^)r^.
COROLLAIRE 1 DU THÉORÈME 1. —— Si

HZ) =f^[fzh^l^n-l^]rlq

converge {z > 0) avec q < r < oo, 1/p + 1/ç == 1 ; si

l<^=rp/(p+r)

alors W^o,/^®' ^ 5i ^eW^), on a

(86) V^/I^z)-^ 0 avec z.

Démonstration. — Elle est identique à celle du théorème 1
précédent, h étant remplacé par f^A.

N° 2. Applications.
Nous tirons du n° 1 les conséquences nécessaires à l'inter-

prétation des théorèmes d'isomorphisme du § 4; nous prenons
donc p = 2 et h est soit la distance au bord, soit une fonction
de Martin d'un ouvert à frontière régulière; nous utilisons les
notations du numéro précédent.

DÉFINITION 1. — 1° Soit Q la boule unité de centre 0; p, co,
les coordonnées polaires de pôle 0 ; y == 1 — p ; soit II un com-
pact de il ; nous disons que u vérifie une condition de Lipschitz
intégrale (sur II), d'exposant y, si

(87) 1 existe et ï = j \u{\. — y, co)| d^fy^ -> 0 avec y.

2° Soit Q un ouvert de R71, à frontière il non vide, une fois
c. d. et régulièrement plongée ; nous disons qu'un espace de
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distributions sur Q est un espace de fonctions nulles au bord,
si pour tout u pris dans cet espace, et tout II pris dans le complé-
mentaire d'un ensemble fixe de mesure nulle de ù, on a (87) avec
y >. 0, (y, œ) étant un paramétrage local de Q près de II, y
s'annulant sur II comme la distance au bord, (dimÙ == n—1).

DÉFINITION 2. — Soit T un point de R", (t, Œ) les coordonnées
polaires de pôle T; soit K un compact de la sphère unité Ti
de centre T ; nous disons que u vérifie une condition de Lipschitz
intégrale (sur K), de pôle T, d'exposant y, 51:

(^ 1u(t^ Œ) 1 d<7) 1^ -^ ° avec ^
l'intégrale étant supposée exister. On dit que u est nulle en T
si elle y vérifie la condition précédente avec y ̂  n— 1.

THÉORÈME 1. — Pour que u e W(\yc)(Q), où Q est la boule
unité, y la distance au bord,

1° il suffit que U€=W(o,yc) et que soit c ^> 1, soit

f^ |u(l — y, co)|2 dco -> 0 avec y;

2° ^ faut que ue'W^yc^ et, si c<^ 1, que pour tout compact
II e= 0, u vérifie une condition de Lipschitz intégrale sur II,
d'exposant y == (1 — c)/2.

THÉORÈME 2. — (Notations II et III). Soit û Za fcou^
unité de centre 0; ^o^ /^(M) == (1—p 2) /^ une fonction de
Martin non normalisée relative au point T e Q de la sphère
unité de centre 0 (p == OM, ( = TM).

Pour tou( c, W(°o,^)c3)' (c. /•. (I, 2, 3)); 51 afors u e W<\), on
a le comportement suivant de u : si c <; 1, pour <îou< compact II du
complémentaire du point T dan5 Q, u vérifie une condition de
Lipschitz intégrale, sur II d'exposant y = (1 — c)/2$

5i c> {n—2)/(n—1), pour tout compact K du complémen-
taire dans TI de l'hyperplan tangent en T a Q, u vérifie une
condition de Lipschitz intégrale sur K, de pôle T, d'exposant
T=[(n-l)c-(n-2)]/2.

REMARQUE 1. — Supposons dans les hypothèses du
théorème 1, c > 1; alors W(o,yc) = W(\yc) et les éléments
de cet espace ne sont plus nuls au bord; mais en fait les
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éléments vérifient encore, si c ;> 1, une condition de
Lipschitz intégrale d'exposant y, pour y <; (1 —c)/2 <^ 0,
qui modère la croissance au bord ; voyons-le pour n = 1 :
soit U€=W^,.cc)(R+); 0 < £ < 1/2; alors d'après l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, |u(£)—u(l)]2 < F^u'a^ f^lh,
d'où lu^KC^1-^2. Jo L1—4J

REMARQUE 2. — On voit comme dans la remarque 2 du n° 1
que les conditions nécessaires énoncées dans les deux
théorèmes précédents sont maximales du point de vue
de l'exposant : on prend des exemples simples de fonctions,
les unes nulles dans un voisinage de T, les autres nulles
en dehors d'un cône de sommet T situé dans Q. Les condi-
tions de Lipschitz peuvent toutefois être renforcées avec
le jeu des exposants r et s du théorème 1 de (I, 3, 1),
mais cela n'a pas d'effet sur y; par exemple, on peut
remplacer dans le théorème 1 précédent

f^\u{t, Œ) rfcr|/(T -> 0

par y/JJul^Œ/fï-^O.fï -> 0.

PROPOSITION 1. — Dans les conditions du théorème 1, si c< 1,
Vespace ^W^o,^*») ne dépend que Sun paramètre

Y==[ l+ (a -&) ] /2 .

Démonstration. — On vérifie comme dans le théorème 1
de (I, 2, 4) que ^W^.y^ == W^-^y^); et d'autre part, l'expo-
sant maximum de la condition de Lipschitz intégrale vérifiée
par les éléments est y, d'après la remarque 1; donc le para-
mètre est effectif.

REMARQUE 3. — Dans les conditions du théorème 1, l'espace
AS-W^o./^6) ne dépend probablement que d'un paramètre:
les exposants maximaux des conditions de Lipschitz inté-
grales vérifiées par les éléments sont yi == (1 + a — 6)/2
pour la première et y 2 = [{n — 1)(6 — a) — (n — 2)]/2
pour la deuxième; seul le paramètre a—b apparaît;
pour avoir un résultat précis, il faudrait caractériser les
éléments de W(o,/»ç.); en fait, il y a une marge entre les



INTRODUCTION DE POIDS DANS L'ÉTUDE DE PROBLEMES AUX LIMITES 383

conclusions du théorème de traces et les hypothèses à
faire sur h pour pouvoir caractériser; cette marge est
due au fait que le théorème de trace ne fait pas intervenir
le comportement tangentiel de A; dans le cas de AT, on
le connaît; il est possible que les conditions nécessaires
que l'on peut énoncer avec le théorème 1 et son corollaire
1 du n° 1 soient suffisantes pour caractériser dans ce cas.

PROPOSITION 2. — Uespace W(o,/î ,) contient des fonctions
harmoniques non nulles.

On le montre en prenant un polynôme harmonique ayant
en T un zéro d'ordre suffisant; connaissant de façon précise
son comportement en T, il est fastidieux mais sans difficulté
de l'approcher dans W(Q, ̂ ) P^ des fonctions à support compact
avec la méthode de la démonstration du théorème 4 du n° 1.

§ 4. — Problèmes de Dirichlet et de Neumann avec poids.

Sommaire. — Au cours du numéro 1, nous étudions des
triplets (p, ç, (A)) tels que des opérateurs donnés soient
CP? ?? W^))-coercifs; nous utilisons les lemmes de (I, 2, 2),
et les meilleures constantes.

Au cours du numéro 2, nous énonçons des théorèmes d'iso-
morphisme, correspondant au problème de Dirichlet, pour
divers opérateurs, et diverses classes de poids; nous utilisons
la méthode exposée dans les préliminaires (I, 1, 4), et prati-
quement tous les résultats du § 2 et du § 3, ainsi que le numéro 1
du § 4.

Au cours du numéro 3, nous définissons et étudions une
méthode des poids pour le problème de Neumann.

N° 1. Étude des triplets (p, q, {h)) tels que A soit (p, q, W(%)-
coercif.

N. B. — Nous examinerons des triplets (p, ç, (A)) quel-
conques, puis du type (0°, 90, (0, 6e)), 6 étant sur- ou sous-
harmonique (en particulier le cas où 6 est une distance au bord,
pour certains ouverts). Les sous-numéros correspondent à
divers opérateurs A étudiés; nous rappelons que A est par
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définition (cf. (I, 1, 4)) (p. q, W°(o./»))-coercif, s'il existe C > 0
telle que pour toute <p e 3)(Q)

3lea(ç, 9) == ^ea(p9, ç9) > C^Ajgradyl2 ,

a( , ) étant la forme naturelle, associée à A, que l'on rappel-
lera.

1.1. A = = — A + a.
La forme a(u, v) est ^ / D1^ D1^ + a j uv.

PROPOSITION 1. — Soit un triplet réel (p, q, (A)) sur Q, p et
q deux fois continûment diftérentiables ; pour que — A + a
soit (p, q, W^o,Âi))"coerci/*, lî /aut et il suffit qu^il existe C >0
telle que pour toute 9 e 3)(Q), à valeurs réelles^

(88) /(pAç + îAp — 2apç)92 < 2^(pç — C/i) |grad y|2.

Démonstration. — Soit a == 0; la condition de (p, g, W^.A))-
coercivité s'écrit (c. f. (I, 1, 4)) pour y à valeurs complexes:

^/D^D^ï) > C/A|grad9|2
soit :
f{pq-Ch) |grad yl2 ^-^-^/(pD^ + îD^D^I2

+S/Dlp.Diç.|ï|2>0

et, en intégrant par partie le terme du milieu :

(89) npç-C^lgradçl^ r^A^-SD^D^Iyl2 .
J J \ L i /

d'où la proposition.

PROPOSITION 2. — Soit p = O^ q == 65, A = 6e où 6 e5(
une fonction positive deux fois continûment différentiable'y
alors la condition de coercivité (88) s9 écrit:

(90) -^(a+^fô'^^AO.y2

+ l(a(a—l)+6(fc—l))^eû+5-2 |grade|292—a^ea+&y2

^r^+^—Cô^lgradçl2
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Démonstration. — On utilise :

AO^^a—^e^lgradOp+aô^AO.

PROPOSITION 3. — Soit 0 une fonction harmonique positive
dans Q; pour que —A soit (6°, O6, W^Qa^^-coercif, il suffit
que, et, si 0 s'annule sur un morceau F de variété C1 de dimension
n—1, appartenant à û, il faut que:

(91) soit (a—fc)^!; soit a=0, 6=1; 5oi( a = l , & = = 0 .

N. B. — Nous entendons que assez près et d'un côté de F,
il n'y a pas d'autre point frontière.

Démonstration. — La condition est suffisante : (90) sera
réalisée, d'après le lemme 3 de (I, 2, 2), si

a + b ̂  1, et (a(a—l) + 6(6—1))/2< (a + b—1)2/4;
soit a + b ̂  1 et (a — b)2 < 1.

Dans le cas exceptionnel du lemme : a + b = 1, (90) est
encore possible si (a(a — 1) + b{b — 1))/2 < 0; soit 0 < b < 1
et a = 1 — &; on a encore (a — 6)2 < 1 sauf si a =0, b == 1
ou a = 1, b = 0.

La condition est nécessaire : si 9 s'annule sur F, d'après
le théorème de Cauchy-Kovalewski, 6 s'annule sur F' c F
comme la distance au bord, F' de mesure non nulle pour la
mesure induite de Lebesgue; on est alors, d'après le lemme 4'
de (I, 2, 2), assuré d'avoir utilisé la meilleure constante.

PROPOSITION 4. — Soit 0 une fonction surharmonique deux
fois continûment différentiable sur Q ; alors, pour que — A
soit (0°, e6, Wç^t^coercif,

1° il suffit que

(92) [ ( f e_a )2< l et 0 < a + b < 1]
ou [a == 1, b = O], ou [a == 0, b = 1] ;

2° si iî possède un morceau F de variété une fois continûment
différentiable de dimension n — 1, si assez près et d'un côté
de F, il n'y a pas d'autre point de iî, et si 9 s'annule sur F
comme la distance à F, il faut que l'on ait:

(93) [b—aY<\. ou a= l , b=0, ou a=0, 6=1.
25
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Démonstration. — La condition est suffisante : dans tous
les cas a + b ;> 0 ; comme AO <; 0, le premier terme du premier
membre de (90) est négatif; si a + & < l? on peut appliquer
le lemme 3 de (I, 2, 2); si a=0, b == 1 ou a===l , b = 0, (90)
est évidente.

La condition est nécessaire : on utilise encore le lemme 4'
de (I, 2, 2), en remarquant que le terme complémentaire
/^"^Aô)^2 est négligeable pour la suite de fonctions ç utilisée
pour trouver la meilleure constante de (55).

COROLLAIRE. — Si Q est tel que la distance au bord 0 est
surharmonique et deux fois continûment différentiable et s'il
existe un morceau F de Ù, une fois continûment différentiable,
tous les points assez près et d'un côté de F appartenant à Q,
— A est (ô", 66, Wço^a^ycoercif si l'on a (92) et seulement si
l'on a (93) : en particulier les hypothèses sont réalisées pour
une boule de R".

Démonstration. — Si R est le rayon de la boule, r la distance
au centre, on a A6 = — (n — l)/r < 0.

1. 2. L'OPÉRATEUR A, == i (D1)4.i=i
La forme a(u, v) est :

^/(D1)2^1)^.

PROPOSITION 5. — Soit un triplet réel (p, ç, (A)), p et q quatre
fois continûment différentiables'y soit (A) = (0, 0, h)', une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que Ai soit (p, y, W^-coercif
est qu'il existe C > 0 telle que^ pour toute 9 e3)(Q), réelle:

(94) —i-r^g + p^ + 2j(pç" + P"? — P'?')?'2

<f(P?—^)îw 2•

Démonstration. — Elle se fait par des intégrations par parties,
comme pour la proposition 1.
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Exemple. — n = 1; soit p == 1, q == ^a, A ^n^; il vient :

(95) — 1 a(a — l)(a — 2)(a — 3) F^-y

+ 2a(a — 1) F^-y2 < (1 — C) f^V2.

1.3. L'OPÉRATEUR A ==—A—(a/o^)D7 1 , a e R.
La forme a(u, v) est S FD^D^—a^D^u)^/^.

PROPOSITION 6. — Soit Q c R" défini par a^>0; pour
que A 5oit (^, x^ ^V^xf^'coercif, il faut et il suffit que Von
ait :

(^f\\ ^—l<a—&<1—2a ou 1 — 2 a < a — & < — 1
1 / ^ ou (a == 0 et b = 1) ou (a == 1 — a e( b = a).

Démonstration. — La condition de coercivité s'écrit :

(97) [a(a — 6 + 1) + a{a — 1) + b{b — l)]/^-2^2

<2(l-C)/^|grady|2.

En effet, on a bien (97) si a == 0 d'après la proposition 2,
Xn étant harmonique ; le terme supplémentaire pour a ^f=- 0,
placé à gauche s'écrit, en intégrant par parties :

S{e ^(a/^D^y).^ = aa F^^ç2

+ ̂ a^^-iD^y2!^ = -^ (a — 6 + l)^^-2^2.

On utilise alors le lemme 3, où l'on a la meilleure constante
d'après le lemme 4' de (I, 2, 2); (le lemme 2 suffirait). Si
a + b =^ 1, il vient

2a(a—& + 1) +2a(a—l) + 2b{b — 1) < (a + &—1) 2 .

Soit, en posant a— b=u: u2 + 2au + 2a — 1 < 0 qui
s'écrit (u+ l)(u+ 2a — 1) < 0 d'où les inégalités de (96);
si a + b = 1, il faut et il suffit que

a(u + 1) + a(a — 1) + b{b — 1) < 0;

soit (u + l)(u— 1 + 2a) < 0; on n'obtient donc, comme
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cas supplémentaires à ceux définis par les inégalités de (96),
que :

(a + b ==^ 1 et a — b = — 1)
ou (a + b == 1 et a — fc = 1 — 2a) ;

1.4. L'OPÉRATEUR A = — A — ( a / p ) ô / ô p ; a e R ; p = OM,
O e Ù .

La forme a(u, (^) est f ^ D^uD1?—a ^ôu/ôp.^/p.

PROPOSITION 7. — Soit 0 eu, et û (^ çu'iî existe un disque
II d^hyperplan ne passant pas par 0, tel que, B décrivant II,
les points de OB distincts de 0 soient dans Q; 5oi( p == OM;
pour gué A soit (p", p0, W^, pa+&)) - coercif, il faut et il suffit que:

n — 2 < a — b < — 2a — n + 2
(98) ou — 2 a — n + 2 < a — 6 < y i — 2

ou (a=0, 6 = 2—n) ou (a ==2—n—a, & == a).

Démonstration. — On a Ap == (n — l)/p, ce qui permet
d'écrire la condition de coercivité dans le cas a == 0, avec la
proposition 2. Le terme correspondant à a =7^= 0, placé à gauche
dans (90), s'écrit: (p, co, étant les coordonnées polaires de
pôleO)

^aj'p-^p^). p^ = aaJp^H2 + -J-jrfœjp-^-^- \^

en intégrant par parties en p le dernier terme, la condition (90)
s'écrit :

(99) [(a + b)(n — 2) + a2 + b2 + a(a — b — n + 2)]
fdwfp0^^ |y|2 dp < 2(1 — ̂ fd^f^^^ jgrad cl2 dp,

(99) sera d'autant mieux vérifiée si elle l'est en remplaçant
|grad ç|2 par le terme radial (ôç/ôp)2; on peut alors utiliser le
lemme 2 de (I, 2, 2) : il suffira que l'on ait, s ia+ & = 7 ^ 2 — n:

E == (a + b){n — 2) + a2 + b2 + (a — b — n + 2)
< (a+ b+ n—^)2^

ce qui donne les inégalités de (98), les autres conditions étant
obtenues en écrivant a + b = 2 — n et E^O.
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La condition est nécessaire : cela résulte de ce que l'inégalité :

F(oJ>pa|9|2dp<^i^J'da)J'pa^|g^ady|2rfp

est écrite avec la meilleure constante : pour le voir, on prend
une fonction fixe ^(^ ^y^t ^^ support sur l'image de II
sur la sphère unité de centre 0, et on prend pour suite de y
des S(p).^(^) où S est une régularisée convenable de la fonction
utilisée au lemme 2 de (I, 2, 2); on vérifie que l'intégrale rela-
tive au terme tangentiel de |grad <p|2 est négligeable devant
les autres; il est essentiel que II soit de mesure non nulle et
que Q contienne le cône de base II : si Q est trop effilé en 0,
la singularité risque de ne pas se faire sentir suffisamment;
cf. la remarque 5 de (I, 4, 2).

N° 2. Le problème de Dirichlet.

Sommaire, — Nous avons étudié d'abord au numéro 1 la
condition de coercivité, indispensable dans la première et
la deuxième méthode, parce qu'elle est la plus for te— trop
forte même pour le problème de Dirichlet, cf. Remarque 4
de ce numéro — en ce sens que la condition (Hi) de continuité
(l1*® méthode) se trouve presque toujours subordonnée à celle
de coercivité sauf dans des cas limites où la deuxième méthode
nous donnera un théorème d'existence; chaque fois, sauf dans
les cas limites, nous pourrons reconnaître la résolution d'un
problème de Dirichlet dans nos théorèmes d'isomorphismes,
en application des résultats du paragraphe 3.

DÉFINITION. — Nous disons quun isomorphisme (Tun espace
E sur un espace F, assuré par un opérateur A, résout un pro-
blème de Dirichlet si E est un espace de fonctions nulles au bord
au sens de la définition 1 de (I, 3, 2).

2. 1. L'OPÉRATEUR A = — A.

THÉORÈME 1. — I. Soit 9 une fonction harmonique positive
non constante sur Q supposé connexe9, si a et b vérifient:

(100) \a—b\ <1 et a + b ̂  1,
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1-1. — alors, W^o.o^6) ^ 5^ rfuaî sont des espaces de distri-
butions, et A est un isomorphisme de (^W^.e^6) sur O""6^^), e^6).

1-2. — 5i rfe pZu$, a + 6 < 1 ̂  6 = AT, AT ^û^ ^ fonction
de Martin relative à un point T e Q, T à distance finie, (2 ^ar^
une fois c. rf. e( régulièrement plongée (8), œ( isomorphisme résout un
problème de Dirichlet', les solutions, i. e. les éléments de (^W^.o^6)
vérifient sur tout compact II du complémentaire de T rfan^ 1}
une condition de Lipschitz intégrale d'exposant

Y=[l+(a-6)] /2 ,
cette valeur de y étant la meilleure possible pour cet espace
{cf. (I, 3, 2), déf. 1).

1-3. — Même énoncé qvS au 2°, en prenant Q = \x e R"|̂ n > 0 \
et le point T à Vinfini, i. e. ô == ̂ .

II. — 5oi( (a == 0, 6 == 1) ou (a == 1, b = 0) e( supposons
W^e^®' (^ î^1 es( Ie cas st ^ est ^a fonction h-r de 1-2, et
n^est pas le cas si 0 est la fonction AT de 1-3, n = 1) $

II-l. —alors, il existe un sous-espace % de W^o.6)? tel que
A applique ô0^ sur O^W^.Q);

11-2. — si 0 = AT, û e( AT eton^ définis en 1-2, et si a = 0,
b = 1, il n^y a pas unicité dans W^o,6) ^6 ^a solution de AS = Ô^T
oùTeW^e).

Démonstration. — 1-1. — On a W^e^6^ ®' d'après (I, 2, 3),
théorème 3.

Nous utilisons la première méthode (cf. § I) on prend
V = H = W^e0^; a{u, ̂  = S/DWp et â(u, ̂  = a^u.ôV),

à laquelle est associé l'opérateur À = Ô^AO'1. Nous appliquons
le théorème 1 de (I, 1, 1) à la forme a(., .) :

d'après la proposition 3 du n° 1, la condition (Ha) de coerci-
vité est vérifiée dans les hypothèses (100); examinons la
condition de continuité (Hi)$ elle s'écrit : il existe C > 0 telle
que, pour tous y, ^ de 3),

I/SD^O^DW) ̂ ^//O^ |grad çl^/O^lgrad^l2E=

(8) On sous-entend par ces mots, ici, et dans la suite que la dimension de Ô
est n — 1.
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les termes de E se laissent majorer soit directement, soit à l'aide
du lemme 3 de (I, 2, 2) pour a + b =^ 1 s'ils sont du type :

(101) /O^D^HI^I
^[yO^^-^gradei^çl^^O^^-^gradOI2!^2]172

ou du type :

(102) f^-1 \m\ |ç| |D |̂ = f^+^-^m) ici e^^2 |D |̂
^j-y^a+6-2 |grad0|2 lyl^y^-^lgrad^l2]172-

1-2. — La fonction hr s'annule sur 11 comme la distance
au bord, et la conclusion résulte du théorème 2 de (I, 3, 2),
et de la remarque 2 suivant ce théorème.

I-3.—Même démonstration; le théorème 3' de (I, 3, 2)
analyse en plus le comportement des solutions à l'infini.

II-l. — On applique la deuxième méthode, i. e. le théorème
2 de (I, 1, 1) ; on prend la même forme a(u, v) qu'en I, G = 3),
F == W(o,e); la condition Hi est vérifiée de par l'hypothèse
W(o,9)c3)', en particulier si 0 est la fonction AT de 1-2:
cf. (I, 2, 3), remarque 2, où l'on voit si n== 1 que 9 =x^ ne
convient pas ; la condition H^ est vérifiée d'après la proposition
3 du n° 1.

11-2. — En effet W^o. e) contient des fonctions harmoniques
non nulles d'après la proposition 2 de (I, 3, 2).

N. B. — Nous avons supposé 6 non constante pour la com-
modité d'énoncer; si 0 est constante, ou même si 0 varie sans
s'annuler ni devenir infinie en aucun point de Q, les espaces
utilisés sont les espaces classiques ; pour la question W(°O,D c 3)',
cf. [18].

REMARQUE 1. — Soit a = 0, h = 1; on voit facilement
que pour y = ^, la condition de continuité est vérifiée;
or si 0 = AT de 1-2 elle ne peut l'être pour 9 =/= ̂ , sinon
on aurait unicité : on a un exemple de forme bilinéaire,
soit /^(D'ôy^D1^), non continue sur W^o.6) X 3), mais
continue sur la diagonale; par symétrie, il en est de
même de la forme f^{D1^) (D^).
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THÉORÈME 2. — Soit Q une boule de R71 ou un ouvert tel
que la distance au bord 0 soit surharmonique et deux fois conti-
nûment différentiable ; alors si

(103) 0 < a + 6 < l ^ [h—aY<t,
W^e^6) ^( UTÎ espace de distributions, et A ̂  un isomorphisme
de ô^^o, Qa+6) 5ur O-^W^e^); cet isomorphisme résout un
problème de Dirichlet', les solutions, i. e. les éléments du premier
espace, vérifient sur tout compact d'une partie régulièrement
plongée de iî une condition de Lipschitz intégrale d'exposant
ï = (1 + ^—6) /2 ; cette valeur de y est la meilleure possible
pour cet espace.

Démonstration. — On applique le théorème 1 de (I, 1, 1),
i. e. la première méthode; on prend V = H = W ^ Q a ^ et
la forme a(u, ?) = a^u, 0^) où a{u, v) =/S D^D1^; d'après
la proposition 4, les hypothèses entraînent la condition (Ha);
comme a + b < 1, on sait, par exemple par le théorème 1
de (I, 2, 3) que W^e0-^®'; de plus, on peut appliquer
le lemme 3 de (I, 2, 3) et démontrer que la condition (Hi) de
continuité est vérifiée, comme il est fait pour le théorème
précédent. Enfin, comme {b—a)2 < 1, on voit d'après
le théorème 1 de (I, 3, 2) que l'espace des solutions est un
espace de fonctions nulles au bord, avec y == (1 + a — 6)/2,
cet exposant étant le meilleur possible pour cet espace.

N.B.—L'hypothèse de surharmonicité de la distance au
bord tient à la méthode employée et non au problème de
Dirichlet lui-même : nous sommes limités par la condition de
coercivité; cf. remarque 4. Comme autre exemple de Q : R^.

REMARQUES 2. — Nous n'avons pas de cas exceptionnels
a = = 0 , & = l o u a = = l , & = = 0 bien que (Hg) soit vérifiée
dans ce cas : W^e) n'est plus un espace de distributions;
c. f. (I, 2, 3) ; dans le théorème 1, la singularité de h-r en T
assurait à elle seule la condition W°o.^) c 2)'; (T à distance
finie).

La condition (b — a)2 < 1 fait que l'espace des solutions
est constitué par des fonctions intégralement Lipschit-
ziennes au bord (cf. (I, 3, 2)) pour un exposant

Y = ( l + a — 6 ) / 2 ,
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aussi voisin de 0 ou de 1 que l'on veut, i. e. plus grand
ou plus petit que l'exposant y === 1/2 de l'espace classique
®LÎ = W^o, i) : on peut soit augmenter, soit diminuer la
condition de nullité au bord.

Il résulte de (I, 3, 2) que les espaces de solutions ne
dépendent en fait que d'un paramètre; on peut prendre
a = 0.

On aurait pu prendre pour 0 une fonction harmonique
positive quelconque, (Ù étant régulière), dans le théorème
1; sur la portion de frontière où 9 ne s'annule pas, le
comportement des solutions est comme dans W^o,i).

2.2. A=—A—(a /^ )D" .

THÉORÈME 3.—Soit Q c R71, défini par ^>0 et soit:
(104) a < l ; a + & ^ l ; — l < a — 6 < l — 2 a ;

alors, l'opérateur A est un isomorphisme de x^W^^+b. sur
^W^o^), correspondant à la résolution d'un problème de Diri-
chlet, l'exposant y de la condition de Lipschitz intégrale vérifiée
par les solutions sur tout compact de x^ = 0, et même x^ === 0
tout entier, est (1 -)- a — &)/2 (9).

Démonstration. — La condition a + b <; 1 entraîne
W^^c®' (cf. (I, 2, 3) critères 1 ou 3);

On applique encore la première méthode (cf. (I, 1, 1,));
on prend V == H = W^o, ̂ +6) et la forme a(u, P) == a(^u, ^),
où a(u, v} ==/S D^D^—a^^D^.^; la condition (Hg)
est réalisée d'après la proposition 6 du n° 1; comme
^ + b =/= 1, on établit la condition (Hi) de continuité avec le
lemme 3 de (I, 2, 2), comme pour le théorème 1 : le terme
facteur de a est du type (102). Enfin comme a— b > — 1,
les éléments de l'espace des solutions sont nulles au bord
x^ = 0, et limitées en croissance à l'infini; (cf. théorème 3'
de (I, 3, 1), et remarque 1 de (I, 3, 2)).

REMARQUES 3.—Si a est voisin de 1, |a—b\ doit être
pris petit, si bien que les solutions sont « moins nulles »
au bord que dans l'espace classique pris au théorème 2

(9) Note après impression de thèse: Cf. Lizorkyn, Doklady. 1961.
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(de I, 1, 2) : c'est en perdant sur cette condition, grâce
aux poids, que Pon a pu atteindre le cas a < 1.

On peut remplacer dans les théorèmes 1 et 3 précédents
la condition a + b < 1 par a + b ̂  1 ; mais alors, si
a + b > 1, il faut remplacer y = (1 + a— 6)/2 par
y < (1 + a—&)/2 : cf. la remarque 1 de (I, 3, 2); en
fait la condition a + b < 1 ne gène pas pour obtenir
toutes les valeurs possibles du paramètre y ; cf. la propo-
sition 1 de (I, 3, 2.). On a deux familles à 1 paramètre.

Bien que la condition de coercivité soit réalisée pour
a=0, 6 === 1 ou a == 1 — a et & == a, nous n'avons pas
de cas limite comme au théorème 1, sin ==i : a + b = 1 et
W^o,^) n'est pas un espace de distributions (cf. (I, 2, 3)).

Si a ̂ . 1, on peut énoncer un théorème d'isomorphisme,
qui ne résout pas un problème de Dirichlet, à moins que
l'on accepte de considérer eomme (( nulle au bord » une
fonction dont la croissance est limitée au bord : étant
donnée une donnée continue au bord, définie par u e ^(R"),
on démontre qu'il existe une seule solution S, avec la
condition au bord : S diffère de u d'une fonction de
o^W^o,^6), cette fonction n'étant pas nécessairement
nulle au bord, puisque (a— 6) > 1 (cf. (I, 3, 2)); cf. le
théorème suivant. D'autre part, cf. le « principe de
correspondance» [88], [89], [32].

REMARQUE 4. — Nous donnons un exemple de forme bili-
néaire non coercive, telle que l'opérateur associé est un
isomorphisme : le théorème 3 précédent montre que A
est un isomorphisme de W(°O,^)(R+) sur ^-^^^(R-^-),
pour 2a — 1 <; b <; 1. Cet isomorphisme est obtenu avec
la forme a(u, v) = a(u, xb^, définie sur W^o, ̂  X W^o, x^
a(u, v) étant la forme classique associée à A; prenons
l / 2 < a < l ; alors, d'après le lemme 2 de (I, 2, 2) il
existe ^ e 3)(R+), avec :

(105) 2/l^^a/l^2.

Soit 0 < <i < ^ < oo, le support de ^ entre t^ et t^ ;
soit h une fonction indéfiniment dérivable, constante
pour ti < x <; tg? égale à x^ en dehors d'un compact de
Q == R^_; considérons la forme a(u, v) = a(u, hv) : elle
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n'est pas coercive sur W(°o ^ sinon (105) serait infirmée;
or d'après (I, 1, 3) ou' (I, 3, 1), W^ = W^) et
/r^W^) = a^W^,^), et l'opérateur associé à â(u, ?),
i. e. hd^jdx2, est, d'après ce qui précède, un isomorphisme
de cet espace sur son dual.

THÉORÈME 3'. — Soit û c R" défini par x^ > 0 et soit

(106) a > l , a + & > l ; l — 2 a < a — f c < — l .

Alors, l'opérateur A == — A — (a/^)D" est un isomorphisme
de l'espace de distributions: ^W(°o,^+&) sur ^n'^'W^^+fr); les
solutions u sont nulles à l'infini et y vérifient une condition de
Lipschitz intégrale à l'infini d'exposant y = (1 + (a—&))/2;
plus précisément, pour tout ensemble mesurable II de x^ === 0,

J^ u{x^ ..., Xn) dx^ ... ^-i/^ï -> 0 si x^ -> oo.

Démonstration. — Elle est analogue à celle du théorème 3,
on interprète l'isomorphisme avec le théorème 3' de (1, 3, 1).

2. 3. L'OPÉRATEUR A = — A — (a/p)ô/ôp; p = OM; 0 e Ù.

THÉORÈME 4. — Soit Q quelconque, 0 e [i;
1° si a et b sont tels que:
a -{- b =^ 2 — n et a — b compris strictement entre n — 2

et —2a—n + 2, alors, A es( un isomorphisme de p'W^c^6) ^w
p^W^^6), fes solutions sont nulles au sens de la trace usuelle
sur toute portion régulière de frontière à distance finie et ne
contenant pas 0;

2° si a < 2 — n et n — 2 < a — b <— 2a — n + 2 ,

a + b > 2 — n,

on a encore le même isomorphisme, et de plus les solutions sont
nulles au point 0, dans les conditions précisées par le théorème
de (I, 3, 2), et limitées en croissances à l'in fini d'après la remarque
1 de (I, 3, 2).

3° si (a == 0, b = 2 — n), ou (a == 2 — n — a, b = a),
et si û possède un morceau F de frontière porté par un morceau
de variété régulière [\ de dimension n — 1, F étant de mesure
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non nulle sur Fi, alors A applique un sous-espace de p^^o o"-2)
sur^W^^.

Démonstration. — 1° On applique la première méthode;
on prend V = H == W^p^6); et la forme âÇ^u, p5^), où a(u, v)
est la forme naturelle ySD'uD 1 ^—/p^ôu/ôp. î» associée
à A; comme a + & ̂  2 — n, V c 3)', par exemple d'après le
théorème 3 de (I, 2, 3).

La condition Hg est vérifiée d'après la proposition 7; la
condition a + 6 ^=f=- 2 — n entraîne la condition (Hi) de conti-
nuité, en utilisant le lemme 2 de (I, 2, 2) en coordonnées polaires
et en majorant par Cauchy-Schwarz comme pour le théorème
1; donc on applique le théorème 1 de (I, 1, 4); le comportement
des solutions sur la frontière à distance finie est le même que
pour le cas classique, car p^6 est borné intérieurement et
supérieurement sur tout compact dans le complémentaire de
l'origine.

2° On est dans les conditions du 1° et la condition

n — 2 < a — b

permet d'appliquer le corollaire 1 du théorème 1 de (I, 3, 1).
3° On a encore la condition de coercivité, mais on ne peut

plus établir (Hi)$ l'hypothèse sur la frontière garantit

W^)c3)'

(1er critère de (I, 2, 3)). On peut donc appliquer le théorème 2
de (1,1, 4).

REMARQUES 5. — Si û est suffisamment effilé en 0, il est
probable que les conditions (98) peuvent s'améliorer
(voir les dernières lignes à la démonstration de la propo-
sition 7 du n° 1), ce qui permettrait d'améliorer la condi-
tion sur a dans le théorème 4..

Le 2° du théorème 4 s'applique en particulier au com-
plémentaire de l'origine dans R"; mais si n ̂  2, il n'est
pas possible de prendre a = 0.

On peut associer au théorème 4 un théorème 4' comme
le théorème 3' a été associé au théorème 3 (solutions
nulles à l'infini, limitation de croissance en 0).
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?3. Le problème de Neumann.

3.1. RAPPEL.
On résout classiquement [2l], [37], le problème de Neumann

avec le théorème 1 de (I, 1, 2) en prenant

ÏÎ=LW, V=êL(Q)=W(i,^(Q)

et la forme a(u, ?) associée à — A + a? °ù a "> 0; l'espace
N(V, H, a) des solutions est constitué par les u e V, telles que

(107) a(u, ^ = Sj^uD1? + oifw

soit continue en ^ pour la topologie induite sur V par H;
or, pour n = 1, Q = )0,1( par exemple, en prenant v e 3),
on voit que u e N nécessite que (Au, y) soit continue pour
ç dans L2, donc AueL 2 , ce qui est la condition u e 96 (cf.
(I, 1, 2)); elle entraîne l'existence de u'(0) et de u'(l); en pre-
nant ^ quelconque dans V, (107) s'écrit, si u e îfo :

a(u, P) == u'(l).^(l)—u'(0).^(0) + (—Au+ au|p)L.;

on peut prendre ï^(0) == 0; ?(1) n'est pas continue en p sur le
sous-espace de V déterminé par v(0) = 0, donc ue N entraîne
u'(l) == 0 et de même u'(0) == 0, on a donc bien un problème
de Neumann homogène.

3.2. INTRODUCTION DE POIDS.

Nous avons vu (théorèmes 3 et 4 du numéro précédent) que
la méthode des poids (0 == x^ ou p) associe naturellement à
l'opérateur homogène — A des opérateurs singuliers non
homogènes — A — (a/ô)ô/ô6.

Le théorème 1 suivant est un cas particulier du théorème 1';
cette présentation nous permet d'alléger les notations dans
la démonstration; d'autre part, en remplaçant dans le théorème
1, û par )0,1(, ce qui fait perdre la possibilité d'obtenir
une condition de Neumann, on obtient un théorème qui peut
s'adapter au cas ou Q est une boule, x étant remplacé par la
distance au bord.
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THÉORÈME 1. — Soit Q = R+, A = — A + a/a;2; supposons
que:

(108) 2a + a(i — a) + 6(1 — b) > 0

afor5, si a(u, ^) = f ^u}9 {x^ + ̂ fx^^u)^, A 6>5( un
isomorphisme de ^aN(W(^+&-2^a+&), W^a+6-2), a) 5i^r ar^W'^+fr-î),
e( cet espace N e5( constitué des

U e W(,̂ 6-2^ ̂ +6) t̂ 5 ÇUÔ y^-^l U"|2 < 00 ; 5l U e N,

la solution x^ = a^-^e^), où 6 ̂  nulle au bord: 9 eW^-i ̂
et w = (^u)' = a -̂̂ Oi, où ôi ̂  nuMe au bord: Oi e W^-î );
on peut donner l9 interprétation suivante :

1° si a > 0, iî (̂ î e a e( b vérifiant (108), et ^5 que:

(109) 1 < a — b < \/l+4a
51 on a (108) et (109), les solutions x^ sont nulles ainsi que leur
dérivée première en 0;

2° si a > 0, il existe a et b vérifiant (108) et tels que :

(110) —V/l'Ro^a—^—l;
51 on a (108) et (110), ^u et sa dérivée sont nulles à l'infini',

3° 51 a > — 1/4, il existe a et b vérifiant (108) et

(111) | a—6|<l ;
51 on a (108) <°t (111), ^a solution est nulle à l'origine et sa dérivée
est nulle à l'infini (condition de Neumann à l'infini).

Démonstration. — On se place dans les conditions d'appli-
cations du théorème 1 de (I, 1, 1) (l3*® méthode), en prenant
V == W(a;a+&-2 ̂ a+b^ ; et H == W(a;a+&-2) et comme forme,

a(u, P) = a^^, ̂ ),

où a(i^, v) est la forme naturelle 2 fD'uD^ + a fx-2^
associée à A.

La condition (Hi) de continuité s'écrit:

â(u, v) ̂ fx^uV + {ab + ̂ fx^^w

+ a/^6-1^' + 6 fx^-^,
|a(u,^)| < C||u|̂ ||̂ l̂ ; (A) = (^+^2^ ̂ )

elle est toujours vérifiée d'après Cauchy-Schwarz;
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La condition (Hg) de coercivité s'écrit 3L°a(u, u) :>C||u||^);
or, on peut écrire, en intégrant par parties :

|-(a+ b) Cx^-Wy^—^Ça+b^a+b—^fx^-W

en effet, d'après le théorème 1 de (I, 2, 4), x^^u2 tend vers 0
si x tend vers 0 ou + oo ; on a donc pour u réelle, ce qui suffit :

(H,) VueW(,), r^Y2+^.[2a+a(l-a)+6(l-6)]

r^+^u2 > c\\u\\w
ce qui sera réalisé si et seulement si on a (108).

On peut donc appliquer le théorème 1 de (I, 1, 4) : A assure
risomorphisme de l'énoncé.

Déterminons l'espace N : u <= N si et seulement si u e W(/i)
et si a(u, v} est continue en v pour la topologie induite sur W(/»)
par W(,ca+&-2); le terme en a est continu; il faut et il suffit donc
que / {x^y^^y le soit; en prenant v e 3), on voit qu'il est
nécessaire que xb{xauyf soit dans W(^-a-&), ce qui donne,
compte tenu de u e W(/i), la condition annoncée :

y^^vi2 < oo :
c'est la condition u e 3^; soit alors u e 3ë; et w == (o^u)' ;
ue3ë (et U€EW(/»)) entraînent w e W^b-a^b-a^ ; donc, d'après
le théorème 1 de (I, 2, 4), w = a^-^Oi où Oi est nulle au
bord, plus précisément Oi <= W^-i^; d'autre part, d'après le
même théorème, u et v étant dans W^), ^u == ^^-^{x),
OeW^-i^) et ^=^l+&-a)/202(a;), O^eW^-i..,); pour que
(^u)' (a;6^)' soit continue pour 9 quelconque, il faut et suffit
que u e 3e et que, en intégrant par partie, la partie intégrée
soit continue en v ; or cette partie intégrée est :

wx^ = w^^6-^: = OA|^ = 0

il n'y a donc pas de condition supplémentaire : 96 == N ; les
1°, 2°, 3° s'ensuivent aussitôt, en mettant (108) sous la forme

— 2a2 + 2a(l + d) — d— ri2 + 2a > 0, d=a— b
il y a des solutions si et seulement si a > — 1/4; des solutions
avec d > 1 si et seulement si a > 0.
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N. B. — On peut donner une variante du théorème précédent
pour l'opérateur — A — ( ^ f x ) djdx', la condition (108) est
à remplacer par : a(l — a) + &(1 — b) + (î(& — a — 1) > 0;
on peut alors obtenir une condition de Neumann à l'infini
si on a ? <C 1.

THÉORÈME 1'.—Même énoncé que celui du théorème 1,
en y remplaçant Q par [x^R^X)], A p a r — A + a/4,
et, dans Vénoncé des conditions au bord, u par

U(^) = j^dx^ ... dx^\u\,

pour n'importe quel ensemble mesurable II de x^ == 0.

Démonstration.—Mêmes changements que dans l'énoncé,
en utilisant le théorème 1' de (I, 2, 4).

REMARQUE 1. — On peut chercher de nouveaux espaces
pour le problème de Neumann de la façon suivante : on
prend V == % = W(^D comme en 3. 1 et la même forme
a(u, v)\ pour H au lieu de L2, on prend le sous-espace des
fonctions u de L2 telles que f\u^\2 < oo, 0 < (3 < 1/2,
où u^ est la dérivée fractionnaire de u d'exposant (3,
définie pour l'ouvert Q (comme u e L2, on étend u comme
fonction sur R", on prend la transformée de Fourier u
et u^ est la transformée inverse de |S;pu); on a V c H,
la forme classique associée à — A + a , a > 0 définit
bien un isomorphisme, et la condition d'appartenance à N
sera bien celle de Neumann, dans le cas particulier
Q = )0,1( c R, d'après 3. 1, si et seulement s'il n'existe
pas de constante C telle que :

|u(0)| < C|HJH pour ue H, u(l) = 0.

Autrement dit, on obtient un problème de Neumann si
et seulement si le lemme 1 de (I, 2, 2) n'est plus vrai
lorsqu'on remplace u' par u^ au deuxième membre.



CHAPITRE II

OPÉRATEURS h — û — DISSIPATIFS.

Sommaire. — On utilise les notations de (I, 1, 1) et de [62].
Au § 1, un premier rappel justifie l'étude faite aux §§ 2 et 3;
un deuxième rappel d'une méthode d'utilisation des semi-
groupes est suivi immédiatement au § 1 de deux théorèmes où
l'on introduit des poids dans cette dernière méthode.

§ 1. — Préliminaires et introductions de poids.

1) Rappels (c. f. R. S. Phillips, [56]).
Soit L un opérateur linéaire non borné dans un espace de

Hilbert 3e, D(L) son ensemble de définition; il est dit dissipatif
si V y < = D ( L ) , âle(Lç|9) <0; il est dissipatif maximal si tout
opérateur dissipatif L' dont il est la restriction est tel que
D(L') = D(L).

A un système hyperbolique qui ne fait pas s'accroître l'éner-
gie est associé un opérateur restreint Lo dissipatif : par exemple,
96 est un espace normal de distributions et Lo est l'opérateur
différentiel classique sur 3) c 3ë, et on associe au système un
opérateur élargi Li opérant au sens des distributions. Suppo-
sons les coefficients du système indépendants du temps; on
peut alors résoudre le problème de Cauchy par la théorie des
semi-groupes, si on associe au système un opérateur L qui soit
générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contractions, et
c'est le cas si L est dissipatif maximal à domaine dense; or

26
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on peut mettre en correspondance biunivoque F ensemble des
opérateurs dissipatifs de domaine dense et l'ensemble des
contractions J° tels que F ensemble des valeurs de 1 + J° soit
dense; ceci permet de montrer l'existence d'un prolongement
dissipatif maximal L pour tout opérateur dissipatif Lo de
domaine dense; L est encore un opérateur différentiel et
déterminé par de bonnes conditions aux limites s'il est exten-
sion de Lo et restriction de Li. La théorie du prolongement
maximal dissipatif se fait dans un espace de Hilbert abstrait;
aussi introduirons nous au § 2 un poids h(x) > 0, mesurable,
h"1 localement borné sur Q, et prendrons pour 96, L^Q, h dx),
pour nous intéresser aux opérateurs dissipatifs dans cet espace.

2) Rappels. La théorie des semi-groupes appliquée aux pro-
blèmes aux limites abstraits ou concrets.

Soit V et H deux espaces de Hilbert, V c H, V dense dans H;
a(u, v} une forme sesquilinéaire continue sur V X V, avec,
pour \ convenable :

(1) Vp e V, S{ea{^ ^ + X|H|à > alHFv; a > 0.

Soit A l'opérateur non borné défini par a(u, (/), et N == D(A)
son espace de définition (cf. (I, 1, 1)); alors, — A est géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe G(()eÏ(H, H); de plus
G(()eï(D(A), D(A)), AG(()u = G(()Au et G(()eÏ(V, V);
cf. [37], [78], [28]; Ï(X, Y) signifie l'espace des applications
linéaires continues de X dans Y.

Application: Soit H = L2, V = ®L(Q) = W(\D; soit

a(u, ^=^fDiuW^

l'opérateur associé est A = — A ; on résout ainsi le problème

Au + ôu/ô( == 0, u(0) = /•<= D(A) = N; par u{t) = G{t)f.

3) Introduction de poids dans la méthode exposée au 2°
précédent.

Prenons la forme a(u, v) précédente et considérons la forme
âlu, v} == a(pu, qv\ p et q étant une fois c. d. et positives sur Q ;
soit ho et h deux fonctions positives mesurables, ho~1 et h^~1

localement bornées sur Q; prenons V = W(\^ et H == W(^);
l'opérateur associé est alors À = yAp; si a(.,.), V et H véri-
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fient (1), alors À est générateur d'un semi-groupe ô(()$ soit
fe D(Â); ù{t) = Çj{t)f est solution du problème :

/ .K ( qA.pù + ÔM/Ô( = 0,
• / ( »(0) = f.

Soit p et q tels que pç == 1; et soit pu == v; alors (i) s'écrit :
,... ( Ap + ÔP/Ô( = 0,
( ) f ^(0) = ̂

donc si gepD(Â), c = joG(<). (-i.) résout le problème

Ap 4- ôc/ô( ===0; ^ == g.

Exemple: 6 est une fonction harmonique positive sur Q-

^^W^^; H=W(^; o(u, p)=a(ô»u, 0-^);

avec toujours a(u, P)=SyD'uD lp; alors (1) est vérifié
si et seulement s'il existe a > 0 tel que

(l-a)j|gradïp>&2jlg^(,|^

pour toute Ce®, soit d'après le lemme 3 de (I, 2, 2) si
&2 < 4; (on peut de même prendre pour 0 une distance au
bord surharmonique et faire aussi varier les conditions de nullité
au bord des données).

Nous avons obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Soit 0 une fonction harmonique positive
sur Q$ soit b e R, b2 < 4;

soit AO mesurable positive sur û, Ao~1 bornée;
soit V=W^; H=W(^); soit a{u, v) = S/D^D1^ ;

aZor5, a(u, ^) = a^u, O-6?) ̂  cfé/ime ^ continue sur V X V,
et définit un opérateur O-^AO6 = À cfc l'espace N(V, H, a(., .)),
a ^aZeur5 rfan5 H'c 3)' (c/*. (I, 1, 1)); À est générateur infinité-
simal d'un semi-groupe: &(<)eÏ(V, V); soit geO^N; alors
v == e6G(^(0-6g) résout le problème ^ + ô^/ô( = 0; ^(0) == g.

Plus généralement, on a le théorème suivant : (pour les
notations N et À, cf. (I, 1, 1)).
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THÉORÈME 2. — Soit Q, V c H deux espaces de Hilbert de
distributions sur Q; a{u, v) une forme sesquilinéaire sur S X 3),
continue en v sur 3) et définissant un opérateur A. de 3) dans 3)' ;
soit p une fonction mesurable positive sur il, assez régulière
pour que la multiplication par p soit définie de V dans 3)' et
de plus telle que la forme â{u, v) == a{pu, p~1^) soit définie, et
sesquilinéaire continue sur V X V ; supposons enfin que a(., . ), V,
H vérifient (1) ; alors, l'opérateur À attaché à (V, H, <î(. , .)) a
pour restriction à 3) l'opérateur p^Ap ; À est générateur infini-
tésimal d'un semi-groupe û((), et, si p-^geNÇV, H, â(., .)),
alors ^ = pG{t). {p~1 g) résout le problème:

(pÂp-1)^ + ô^/ô( = 0, ^(0) = g.

§ 2. — Étude générale.

Nous définissons et étudions les opérateurs A-Q-dissipatifs.
Notations. — Soit Q c R", (^) un système de coordonnées

rectilignes de R"; soit P(^) un polynôme à coefficients cons-
tants complexes de degré m; soit Pj, sa partie homogène de
degré /c; soit P(D) l'opérateur différentiel associé à P:

(D^ô/ô^), D = = ( D 1 ) ;
soit h(x) une fonction mesurable positive dans Q, h~1 locale-
ment bornée.

DÉFINITION 1.

P{î))esth-û-dissipatif ^> Vç e 3){û),S{ef[P{D)^h < 0,

(2) P(D) est h-Q-conserwtif^ Vç e 3)(Q), S{ef[P{î)}^h = 0,
P(D) ̂  h-û-accrétif <==^ — P(D) e5( h-iî-dissipatif',

si h (resp. Q) est absent des notations, on sous-entend h '=. 1
(re5p. U = R") ; exemple : dissipatif signifie l-R^dissipatif.

Exemples: cf. [56].

DÉFINITION 2. — On dit que P(D) ̂  faiblement h-Q-dissi-
patif si Pm(D) est h-iî-dissipatif.

PROPOSITION 1. — Pour que P(D) soit dissipatif, il est
nécessaire et suffisant que pour tout ^ e R", âleP(iÇ) < 0.
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Démonstration. — On voit que la condition est suffisante
par transformation de Fourier; la condition est nécessaire
sinon, il existe Ço t6! q116 ^P(^) > 0 dans_un voisinage
ouvert (o de Ço; soit alors ye=3)((o); alors 9 == ^(^e^R/1) et
ffie /P(D)ç .y > 0 ce qui est impossible, en effet

[v^e®(Rra),^y>P(D)^.^<0]=^[v^e^^y<P(D)^4<o].

REMARQUES 1. — Ce raisonnement n'est plus valable pour
un opérateur û-dissipatif, Q-quelconque; on en donne
plus loin un contre-exemple.

Par un argument d'homogénéité, en remplaçant S; par
(^, t tendant vers l'infini, on voit que :

A == [V^, ̂ P(^) < 0] -^ [VÇ, ̂ P.(̂ ) < 0] ;

si âleP^(iSo) = • • • == ^P^So) == 0, alors A entraîne que
^Pfc-n(^o) ̂  0*5 I81 réciproque n'étant évidemment pas
vraie; exemple pour n = 1 : —Ç4 + S2>0 pour |Ç[ < 1,
Ç e R .

PROPOSITION 2. — Si P ^5t homogène, la propriété 3Q teî
çu^ P(D) soit û-dissipatif est équivalente à : « P(D) est dissipatif».

Démonstration. — Si P est homogène, on a :

[vye3)(Q),^ytP(D)9.9<o]=^[V96a)(Rn),^/P(D)9.9<0].

COROLLAIRE. — 5i P ̂  homogène, il faut et il suffit pour
qu^il soit iî-dissipatif que S{eP{i^) ̂  0.

PROPOSITION 3. — Pour que P(D) soit Q-dissipatif, il suffit
que ÉdeP(^) < 0, pour tout ^ e R71.

PROPOSITION 4. — Pour que P soit h-Q-dissipatify il faut
que V^eR" , 3{eP^) < 0.

Démonstration. — Soit a e 3)(Q) ; on écrit Sie ÇhP (D)y .9 < 0
pour y == a exp (i^, rc); on applique la formule de Leibniz;
on fait tendre ( vers + oo.

PROPOSITION 5. — Pour que P(D) homogène soit h-û-dissi-
patif il faut qu^il soit dissipatif.
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Exemple. —Soit n = 2 ; P(D) = ô2^—ô2/^ n'est pas
dissipatif, il ne peut être A-Ù-dissipatif.

Nous donnons maintenant des exemples d'opérateurs
Q-dissipatifs non dissipatifs. Soit Q c R"; d'après la termi-
nologie de [29] un opérateur P est dominé par Q sur Q, s'il
existe C > 0 ne dépendant que de P, Q, il, telle que pour
toute 9 de 3)(Q) on a /|P<p|2 < C^Qç]2; disons que les P.
sont strictement dominés sur Q par les Qy, i = 1, 2, ..., N,
/ = 1, 2, ..., N' si pour toute <p de 3)(û),

(3) lf\W<^f\W.

PROPOSITION 6. — Soit P(, i = 1, 2, ..., N, des opérateurs
strictement dominés sur û dans leur ensemble par les Qj, j === 1,

2, ..., N'; alors l'opérateur P = S QÎQ/— S P^P. ̂  Q'accrétif.
J=l 1=1

Rappelons (Hôrmander [29]) que les P, sont dominés par les
Qj si et seulement si 3A > 0, A <; oo telle que

S P. < ASQ^; (§ == SI^'STOS^^));

pour caractériser ainsi la domination stricte, il faudrait étudier
la meilleure constante A.

Exemple. — Soit n = 1, P(D) = d^dx2 + rf2/^2 ; on a alors :
P(^) = y — y ^est pas > 0; or

^ef^dx=f^rdx-f^Wdx

est positif ou nul pour toute 9 e 3)(Q), si le diamètre de Q est
assez petit. Donc un opérateur peut être Q-dissipatif sans
être dissipatif donc sans vérifier âleP(i'Ç) <^ 0; d'après la propo-
sition 1, il vérifie SieP^) < 0.

On peut se poser les questions suivantes :
Qi. — Caractériser algébriquement, Q étant donné, les

opérateurs P(D), Q-dissipatif; on entend par algébriquement:
trouver des conditions portant directement sur P(S); cette
question paraît liée à la détermination de meilleures constantes,
pour que P(D) soit A-Q-dissipatif, faut-il qu'il existe Q' où
P(D) soit dissipatif.
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Q^ — Soit un opérateur P(D), Q-dissipatif et Q' c Q; existe
t'il des h tels que P(D) soit A-Q'-dissipatif; en particulier
existe-t-il un poids H sur R" tel que tout opérateur à coeffi-
cients constants H-Q-dissipatif soit H—R^dissipatif; (on
sait que la notion de domination de Trêves avec le poids expt2^2

ne dépend pas de Q, contrairement à celle de Hôrmander;
mais ici, la question semble aussi liée à la recherche de meil-
leures constantes).

§ 3. — Opérateurs particuliers.

Nous donnons des exemples d'opérateurs A-Q-dissipatifs,
auxquels on peut appliquer la méthode du premier rappel du
§ 1.

L'opérateur A.
Par intégration par parties, on démontre facilement la

proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit h-û'dissipatif est que pour toute y e 3)(SJ),

(4) /AA|ç|2 dx < 2fh\groid ç|2 dx.

COROLLAIRE. — 5i h est surharmonique positive sur û, A
est h-û-dissipatif.

PROPOSITION 2. — Soit a < = R et h harmonique positive sur
Q; pour que A soit ha-û-dissipatif, il suffit que:

(5) —i<a<l

si de plus h est nulle sur un morceau de frontière de dimension
^ — 1 régulièrement plongé, la condition (4) est nécessaire.

Démonstration. — La condition (4) prend la forme :

(6) Vye®(Q) , /a(a—l)/la-2|grad/l|2|î|2<2//la|gradç|2

il suffit donc, d'après le lemme 3 de (I, 2, 2) et il faut d'après
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le lemme 4 de (I, 2, 2), si h satisfait à l'hypothèse supplémen-
taire :

a^i et ^1)^(-^D2 „ ^^

d'où (5).

REMARQUE. — Si 0 < a < 1, h" n'est pas surharmonique
donc, la proposition 2 n'est pas impliquée par le corollaire
précédent; on peut d'ailleurs en utilisant toutes les possi-
bilités du lemme 3 de (I, 2, 2), donner une proposition
plus large que la proposition 2.

L'opérateur A == S (D1)4.
{

En faisant des intégrations par parties, on démontre aisé-
ment la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — Soit Q c R. Une condition nécessaire et
suffisante pour que —d^jdx^ soit h-û-dissipatif est que pour
toute 9e3)(Q),

(7) 2^1^" <f\^\2h + -J-JlçlW

COROLLAIRE. — Si h est telle que AA < 0, h > 0,

S (D1)^ > 0,

alors —S(D1)4 est h-û-dissipatif.

Procurons-nous, par exemple, les poids du type xb^ pour
lesquels —d4/^4 est R+—^-dissipatif. Il nous faut, pour
une étude complète, connaître les meilleurs couples de cons-
tantes C et D telles que :

(8) f^x-W àx < Cf^x0-2^ dx + Df^x^2^ dx,

l'argument d'homogénéité utilisé pour l'inégalité (44) du
chapitre 1 ne donne rien ici. Pour C == 0, le lemme 2 de (I, 2, 2)
nous donne la meilleure valeur possible pour D soit 4/(a + l)2;
on peut obtenir d'autres couples (C, D) admissibles pour (8)
en majorant par Cauchy-Schwarz

fx^2 = — afx^. y' — fx^. 9"
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où y est dans 3) et à valeurs réelles; mais on n'obtient pas
ainsi les meilleures constantes ; procédons autrement : soit
x = exp t\ posons a— 1 = 2b et (exp bt^e1) = ^(();
(8) prend la forme :

(9) f^—b^dt^Cf^dt

+ D/|$" — {2b + 1)$' + b(b + 1)$|2 dt
d'où si ê == â^

(10) J^—&[2[^2^c/lê|2

+ D f\— y — ^(2fc + 1) + b{b + i)\^\\

Les meilleures constantes C et D sont celles pour lesquelles
b2 + S2 < C + D(&2 + ^)[(& + l)2 + Ç2j

ou Dï]2 + [(2& + 1)D -— IJY) + C > 0, pour tout Y) > 62.
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