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REGULARITE CONORMALE CLASSIQUE
DES PROBLEMES DE CAUCHY
ET DE REFLEXION TRANSVERSE
POUR UN SYSTEME 2 x 2 SEMI-LINEAIRE

par B. NADIR et J.-P. VARENNE

1. Introduction.

On considére un systéme semi-linéaire du premier ordre de taille
2 x 2 dans un ouvert de R”", une hypersurface S non caractéristique
et une hypersurface I" de S. On suppose que, par I', passent deux
hypersurfaces caractéristiques X, et X, transverses et que les bicaracté-
ristiques sur X,, X, sont transverses a I'. Soit u une solution dans une
demi-région Q délimitée par S. On suppose que u est la restriction a
Q d’une distribution conormale H® par morceaux par rapport a
¥, U Z,(s > 1). On trouvera dans [7] des théorémes d’existence pour de
telles distributions. Pour le probléeme de Cauchy, on montre ici que si
la trace du u sur S est classique par rapport a I' (voir définition (2.2)),
alors u est classique par rapport a X, et Z,. Pour le probléme aux
limites hyperbolique & donnée au bord sur S vérifiant la condition de
Lopatinski uniforme, on montre que si cette donnée est classique par
rapport a I' et si u est classique par rapport a X, (par exemple)
supposée sortante, alors u est classique par rapport a I’hypersurface
réfléchie X,.

Rappelons que la propagation de la régularité conormale classique
d’une onde conormale H; par morceaux le long d’une seule hypersurface
¥ a été étudiée par J. Rauch et M. Reed [9] pour un systéme semi-
linéaire, et par A. Piriou [6] dans le cas complétement non linéaire.

Mots-clés - Equations aux dérivées partielles - Probléme hyperbolique semi-linéaire - Non
linéaire - Distributions conormales classiques - Propagation de régularité.

Classification A.M.S. : 35L60 - 35F30.
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L’interaction de deux telles ondes a été traitée par B. Nadir et
A. Piriou [4] pour les systémes 2 X 2.

Les résultats démontrés ici ont été annoncés dans [3].

2. Notations et énoncés des résultats.

Soit X un ouvert de R". Si X désigne une hypersurface dans X ou
la réunion de deux hypersurfaces £, U X, se coupant transversalement
suivant une aréte I' de codimension deux, on définit (voir [1]) I’ensemble
des distributions conormales H® par rapport a X (pour se R), notée
H;(X), comme I’ensemble des distributions u appartenant a I’espace de
Besov *Hj,.(X) (voir [3]), ainsi que toutes leurs dérivées suivant des
champs de vecteurs tangents & X. Dans le cas ou X est une seule
hypersurface, on sait (voir [3]), que ceci équivaut a: ue C*(X\X) et,
au voisinage de chaque point de X, pour des coordonnées locales
x=(Xy,...,%x, telles que: X ={x;=0}, u est une distribution
lagrangienne de la forme :

u(x) = je""léla(x,él)dél,
ou a(x,£)eS*(R"xR) est un symbole ordinaire de degré

_ 1
K 2

Onnote Hs(X) = Hi =R et = [k

peER

Dans le cas de deux hypersurfaces, au voisinage ¥ d’un point p de
laréte I, on introduit (voir [4]), pour (u,v)eR?, les espaces
JHV(V) = J*V(resp : I*V), ensemble des distributions u, qui s’écrivent,
dans des coordonnées locales ou X; = {x;,=0} (pour i=1,2) et
X = (X1,X5,x"):

u(x) = jje“’”&’l”z”’ a(x,8:,8;) d&,d &,

avec pour le symbole a(x,&,,£;) des majorations du type :

Pour tout multi-indice o = (o,,a,,B),

105081 03z a(x,E1,8,) | < C(1+ & D™ (1 +[8,[)
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(resp:

B Auy g A+ & DA+ 18,772, si |&,] < &,
laxaglagza(x,il,f;z)l < C{(l +|§2|)p—u2(1 +|§ll)v—u1, si Iéii < 'gzl)

On vérifie immédiatement que si u € J*1*2(resp : I*'V), alors ue C®, en
dehors de X,uUZX,, et au voisinage dun point de (Z\D),
ueI'{’;.(resp : I;i) pour i = 1,2. On sait aussi (voir [4]) que I'on peut se
ramener a un symbole a indépendant de x, et x,.

De plus, on a (voir [4]): H3  ;,c I*"'"* < () HiZl;, pour
(€>0)

1

= —§— —-

. 2
On note, pour p < — 1, JY" le sous-espace des distributions u de
J*Y, telles que, sur ,, u=0et Z,... Zu =0, lorsque Z,, ..., Z;
sont des champs tangents & X,, pour j vérifiant: p +j < — 1. Avec

une définition analogue pour J4yV, on pose: Jiy = J4¥ N JpY.

Notons qu’au voisinage d’un point de X\ (par exemple), J4
coincide avec le sous-espace I}‘l des distributions u de It , nulles a
Pordre (k+ 1) sur X;, ou k est défini par: —2<p+k< —1. On
notera: I;* = () f’{l.

HeR

Les propriétés suivantes (voir [4]) interviennent constamment : Soient

H, M', v< —1,

o

uelk,veli=u-uely

o

ueI}‘,u'eI{:u-u’I}‘;*““ si p,veZ

op+v+ite .
(ﬂlz” Y s51uouveZ>
>0

(2.1)

’ ’
ueJV, uelV=>u-uel”

AN s opwez

(ﬂ T G noupe Z)

£>0

uelV, W el =>u-ue

On a des énoncés analogues pour J4V.
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Rappelons maintenant la définition des distributions conormales
classiques (voir [9], [4]). On se donne une famille de degrés d’homogénéité
D < C, vérifiant :

NecD,DcD,D+DcD
VMeR,{deD,Re(d) < M} est fini.
Dans le cas d’une seule hypersurface X, on définit 1’algébre I? des
distributions conormales classiques bilatérales de type D par rapport a
X, par (voir [9]): Pour x = (x,,x") et X = {x, =0},

(22) u(x)~ )Y oi(x)|x,|? pour £x,>0, avec ojeC>,
deD

ausens: u— Y oF(x)Ix,|?elzM .
i Re(d)<M

Lorsque u est définie d’un seul c6té de X, on notera encore If
I’algébre des distributions conormales classiques unilatérales par rapport
a ¥ (dans les coordonnées précédentes, u vérifiera (2.2) seulement pour
x,>0, par exemple). Le domaine de définition de u enlévera toute
ambiguité a la notation.

Soit C un quadrant délimité par X,, X, au voisinage d’'un point p
de T'. Pour v < — 1, on définit I'espace J°"(C) comme I’ensemble des
distributions u, dans C, telles que, dans des coordonnées locales ou
C={x;>0,x,>0}, on a, pour x = (x;,X,5,x"):

u(x) ~ Y, 04(x,x") x{, avec oy€ Iy

deD

(d’un voisinage 'de p dans X,), au sens:

VMeR, u- Z Ga(xz, x”) xf € JI_M_I'V(C)'

Re(d)< M

On a appelle J*V(C), I"'(C)..., l'espace des restrictions a C des
éléments de J*V, I*V... On définit de méme les espaces J“'°. Notons
quau voisinage d’un point de E\I" (par exemple), I'espace.J"?(C)
coincide avec I’espace IQI.

Notons que les hypothéses sur D impliquent :

D < {0} U {Re(d) > 0},
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et donc:
(2.3) JPY < JT17% o0 & = Min {Re(d)/de D\N}.
On dira que
ueJYV(resp: P si ueJ?V N J; U (respueJP N JyTTY),

Enfin, pour étudier la classicit¢ simultanément par rapport a X, et
Z,, au voisinage d’un point p dé I', on introduit la notion d’onde
conormale biclassique dans C (voir [4]). On dit que: ue J”?(C) si

’
U~ Y Gga(x") x§xq avec Gyqg€C®
d,dyeDxD

au sens suivant: V(M, M) e R?

Q24) u— Y om.(x")xixf eJT"P(C)

Re(d)<M
Red' )< M’

+ Jé),AM'_l(C) + Jl_’éw_l'—M,_l(C).

On peut maintenant énoncer les principaux résultats obtenus. On
considére un systéme semi-linéaire du premier ordre de taille 2 x 2, a
n variables :

Lu + f(x,u) = 0, ot L=) 4,x)0

j=1
avec A;j(x) e C*(X) et feC*(X x C4LCH.

On désigne par S une hypersurface non caractéristique, et par I' une
hypersurface de S. On suppose que par I' passent deux hypersurfaces
caractéristiques transverses X,, X, et que les bicaractéristiques sur X,,
Y, sont transverses a I'. On désigne par C un quadrant de bord
¥, U X, au voisinage  d’'un point p de I', contenant une des deux
composantes connexes de S\I'. Soit ue Hz ,5,(C), s > 1, vérifiant :
Lu + f(x,u) = 0 dans C (I'espace H3(C) étant défini par restriction).
On sait (voir [4]) que uelI* '(C) pour p= —s — 1/2, et donc
ueI**(C) = J**(C). On démontre alors le:

TueoreME 1. —  Soit ueJ*™(C) vérifiant, pour p< — 1,
Lu + f(x,u) = 0 dans C. On suppose que u|se I au voisinage de p :
alors u e J*” au voisinage de p.
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Notons par B, et B, les courbes bicaractéristiques nulles pour L,
tracées dans C sur X, et X,, issues de pel.

Les propriétés de propagation d’une onde conormale classique sur
une seule hypersurface, en dehors de I'aréte (voir [9], [4]) permettent
d’énoncer le:

CoroLLAIRE 1.1. — Soitu € H, ,5,(C), s > 1 vérifiant Lu + f(x,u) = 0
dans C. On suppose que ulge I? au voisinage de p. Alors ueIQl. au
voisinage de chaque point de B\{p} pour i = 1,2.

La démonstration du théoréme 1 est une version plus simple de la
démonstration .du théoréme suivant, nécessaire pour le probléme de
réflexion.

On désigne par C* un des deux demi-quadrants de C délimité par
S au voisinage de p. On dit que ue J*¥(C*) (resp: I*¥(C*)) si u est
la restriction 4 C* d’un élément de J*¥(resp: I™") et on définit les
espaces J>V(C*), JPP(C*) en remplagant C par C* dans les définitions
(2.2) et (2.4). On notera que, par exemple, pour ueJ>'(C"), cette
définition (2.2) implique l’existence d’un prolongement du reste d’ordre
M, quel que soit M, mais pas nécessairement d’un prolongement.de u
dans J?¥(C). On démontre alors le:

TutoREME 2. — Soit ueJ**(C*), pour p< — 1, uvérifiant
Lu + f(x,u) = 0 dans C*. On suppose que u|se€ If au voisinage de p.
Alors u € J*® au voisinage de p.

On désigne par Q une des deux demi-régions délimitées par S et
Q,, Q,, Q, les trois ouverts disjoints de Q délimités respectivement par
(S, %), £,%,), (£,,5). On a alors, pour le probléme de Cauchy,
avec le théoréme 5.5 de [4], le:

CoRrOLLAIRE 2.1. — Soit u solution de Lu + f(x,u) = 0 dans Q. On
suppose que ue Hz ,5,(Q;) pour i=1,2,3 avec s>1 et que
ulge I2.

Alors ue]é’i\r pour i =1, 2.
On étudie maintenant le probléme de réflexion d’'une onde conormale
classique. On fait I’hypothése supplémentaire que l'opérateur L est

strictement hyperbolique par rapport a une variable de temps tangentielle
t = t(x) (les hypersurfaces {t(x) = C'} sont transverses a S = 0Q) et



REGULARITE CONORMALE CLASSIQUE 855

on se donne une condition au bord sur S: pour (b,(x),b,(x))e C*,
Bu|g = b, (x) uy(x) + by(x) uyls = g telle que (L, B) vérifie la condition
de Lopatinski uniforme. On fait également I’hypothése géométrique
suivante : Sur X, (par exemple) les bicaractéristiques sortent de Q si t
croit, et celles sur X, entrent dans Q si ¢t croit. On démontre alors le:

THEOREME 3. — Soit u solution de Lu + f(x,u) = 0 dans Q et
Bu|s = g. On suppose que ue€Hs ,5,(Q;) pour i = 1,2,3 avec s > 1,
gelI? au voisinage d'un point p de T et ue[é’z\r, au::voisinage de p.
Alors u e J°® au voisinage de p dans chaque Q;, pouri=1,2,3, et
donc ue I r au voisinage de p.

Si B, désigne une bicaractéristique nulle pour L sur X, coupant I'
en un point p, et B, la bicaractéristique réfléchie sur X, issue de p, on
ale:

CoroOLLAIRE 3.1. — Soit u € Hs ,5,(C), pour i = 1,2,3, s > 1, telle
que Lu + f(x,u) = 0 dans Q et Bu|g=g. Si g € I2 au voisinage de p
et si u€lf, au voisinage d’un point q de Byr alors ue I, au voisinage
de tous les points de Byr.

Remarque 1. — On n’utilise en fait que la condition de Lopatinski
uniforme microlocale sur le fibré conormal a I" dans Q. Si de plus I'
est inclus dans une hypersurface spatiale, la condition de Lopatinski
(voir [2], p. 362) suffit.

Remarque 2. — Le cas ou 'on a, pour I’échelle de degrés: D = N,
donne le cas des fonctions C*® jusqu’au bord, par morceaux, déja
étudiées par d’autres méthodes dans [8].

3. Démonstration du théoréme 2.

On notera, pour simplifier, dans tout ce qui suit, u e J>?(C) (resp :
JPP(C*),...) si il existe un voisinage ¥V de p dans X tel que
ueJ?P(VnC) (resp: ue J>°(Vn C*)).

La méthode de démonstration consiste a construire d’abord une
solution approchée v dans J°(C) de

G.0) {Lv + f(x,v) ~ 0

(v—u); e Ir>.
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Ensuite, on montre que w =u — v ~ 0 dans C*, ce qui termine la
démonstration.

Pour I’étude des traces sur S des éléments de J™', nous aurons
besoin du lemme suivant :

LemMME 3.1. — Soit S une hypersurface transverse a X,, X, passant
par T'. Soit ¢eJ" . Alors @€ I}*™"Y pour p,v < — 1. Si de plus
@ eJr, alors ¢ e It(S).

Démonstration. — On commence par montrer la deuxiéme propriété :
Dans des coordonnées ou X; = {x;=0}(i=1,2) et S = {x,=Xx,}, on a:
o= f J et e b(x",, E,) dEdE,
avec

(3.2) 0% 0810%2b] < C(1+ &, 7™ (14 [&,])' 2.

On omettra par la suite la variable x” qui ne joue aucun rdle et on
notera 0,b (resp: 0,b) pour J, b(resp: 0¢,b).

Puisque ¢ € J¥¥, on a, pour k,/
—2<ptk < —1,V,V<j+k,
ol .
a—xl(xﬁtp)lz1 =0,
d’ou
(3.3) V& eR, Va,eN, f&’i 03201 b(&,,6,) g, = 0.

On pose y = @|g. Montrons : € If. Il en découlera immédiatement
que: \llelo';. On peut écrire Y sous la forme :

(X, %1, Xx") = je""l”d(n)dn avec  d(n) = Jb(n“éz,éz)diz-
11 s’agit de montrer que : '

34 VieN, [o7dMm)l < CA+nD".

Dans 9} d(n) = JB{ b(n-&,,&,)dE,, on découpe Iintégrale suivant

deux régions D, et D,.
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On pose D, = {§,/3c<1,c¢'>1 telles que : en<g,<c'm}et D, = (D, .
Sur D,, on a: |§,—n|>=c|nl, dou 'on déduit une majoration du
type (3.4) pour l'intégrale correspondante. Sur D,, on pose z = 1 — &,,
d’ou :

f a{b(n_‘gz’&z)diz f 5’ib(2,n—z)dz .
Dy Izl < cqlégl < cginl

On applique alors & 4 b(z,m—2z) la formule de Taylor & I'ordre (j+k,)
au point (z,n). On obtient immédiatement une majoration du type (3.4)
pour le terme provenant du reste de Taylor. Pour un terme quelconque
provenant du développement de Taylor, on I'obtient en utilisant (3.3)
afin de remplacer le domaine d’intégration par {|z|>c,In|}, ce qui
termine la démonstration de (3.4).

La démonstration de la premic¢re propriété du lemme 3.1 est une
version plus simple de la précédente, la relation (3.3) étant remplacée
par :

VJEN*7Vk/O<k<]7 V§IER1 J‘a{agb(iha2)é}1{d&1:0a
qui se vérifie par intégrations par parties.

Pour démontrer le théoréme 2, on commence par se ramener a un
systéme réduit. On peut choisir des coordonnées locales x = (x,, ..., Xx,)
telles que: X; = {x;=0}, {x,=C"™} soient caractéristiques (i=1,2) et
S = {x,=x,}.

On désigne par C le quadrant {x,>0,x,>0} et C*: {x,>0,x,>x,}.
On sait (voir [4]) qu’il existe une base de C*> dans laquelle ’opérateur
prend la forme réduite : pour u = (u;,u,),

Iu = Xou;, + T1(x,0") u,
Xyu, + Ty(x,0") u,
ou
X, =0, + ) a(x)0; ; X, =0, + ) bi(x) 0,
j=3

Jj=3

avec (a;,b;) e C*, et T,, T, sont des opérateurs différentiels a coefficients
C®, de degré un en 0" = (03, ..., 0,). Pour x; = 0, X, est le champ
bicaractéristique sur X; (et X; sur X,, pour x,=0).
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On définit les espaces: F, o, = JJP + J2° + J§5'.

(On notera F,=F,,) et E=(\F,.

On va construire, dans le quadrant C (au voisinage de p), un
élément v de JPP(C):v ~ Y 044.(x") x¢x¢ vérifiant :

Lv + f(x,v) € E(C):
(35) { U]s—u!seilr00

(on-a prolongé u des deux cOtés de S par continuit€).
Si 644 = (04,4»,054), la premiére équation de (3.5) équivaut a
(voir [4]):
(3 6) Ct}l,d' = Fl(o-r,r’a(r,r,) € Ad,d’—l) pour d’ 76 0
' Oha = F3(0,,,(r,r') €Ay, 4) pour d #0
ou Ayq = {(r,r')e DX D/Re(r)<Re(d),Re(r')<Re(d’)} et F,, F, sont
des fonctions C* des o, , et de leurs dérivées premiéres.

En posant: u(x,,x,,x') ~ Y v,x")x%, la deuxiéme équation de
teD

(3.5) donne:

3.7 z Cg,ar = Ye-

d+d'=¢

Alors les relations (3.6) et (3.7) permettent de déterminer successivement
tous les coefficients o, 4/ -

En effet, on connait o,, = Y, = ur. On détermine o, et o}, par
(3.6). Soit d,e D\{0}.

On suppose connus o, ,, pour Re(r) + Re(r') < Re(d,). Alors, pour

Re(d) + Re(d') = Re(d,), o). avec d' # 0 et o3, avec d # 0 sont
déterminés par (3.6), et donc (c,,+0,,) par (3.7) pour Re(¢) = Re(d,).
On en déduit o;,, 63, et donc ©44,, pour Re(d) + Re(d') = Re(d,).

La proposition 5.4 de [4] assure I’existence de v dans J”°(C) solution
de (3.5).
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Dans C*, on pose: w=u —v. On va montrer que: we E(C*).
On procede par récurrence.

D’aprés (2.3), 3\ tel que: — 2 < A < — 1 avec u,v,weJ"*(CY).
Soit We J*(C) tel que W+ = w. En écrivant :
W(x) = W(0,x,,x") x + W(x,,0,x") x5 + (W— Ws,—Ws,),
on en déduit que: we F(C*). On rappelle que:
(3.9) Welth: = Wy el pour i=1,2.

On suppose maintenant que: we F,(C*) pour 6 <A < — 1.

Montrons que: we F,_,(C*) avec 0 < p < — A — 1 (donc p < 1).
Pour w = (w,,w,), on a les relations :

(3 9) XZWI + Tl(x5a") WZ +fl(x’u) _fl(x,v) EE(C+)
' Xiw, + T(x,0") wy + fo(x,u) = fr(x,v) € E(CY).

On commence par montrer :

+
wl € Fo‘c,a-—l(c )
c— 1
Wlmzelr .

(3.10) {

On vérifie, comme dans [4], le

LemMe 3.2. — J?P + F, ,,(C) (resp : JPP+F, .(C%)) est stable par
les fonctions C*.

D’ou on déduit :

(3.11) f(x,u) —f(x,v) = hyw; + hyw,
avec (h,,h,) dans J>? + F (C*).

Notons que we F,,/(C*) si et seulement si, il existe WeF, . (C)
tel que: W .+ = w (car le développement classique dans W est fini).

On vérifie aisément :
(3.12) Si @eJPP+ F (C) et Ve F,(C) (resp: C*),
alors @y € F,(C) (resp: C*). On déduit de (3.12):
fGu) = f(x,0) € Fo(CT).
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Par un changement de coordonnées conservant X, et £,, on peut
ramener la premicre équation de (3.9) a:

0w, = g, € F(,(C+),
d’ou
)

(3.13) wi(x) = wi(X;, X, x") + J 81(x1,8,x") ds.

x1
X

2
Posons ®(x) = J g.(x,,8,x")ds. Alors,

0
wi(X) = wi(xy,%x1,x") — ®(x1,%,,x") + O(x).

D’aprés le lemme 4.3.1 de [4], ®€ F,,_,(C*). La régularité de la
premiére ligne ainsi que la deuxiéme ligne de (3.10) s’en déduisent,
grace au:

LemME 3.3. — Dans C ou C*, soit ®e€ F,,_,, nulle sur , (resp :
deF,_,,, nulle sur X,), tel que :

x2 .
q)(x)=\[ g(xlasax") dS

(o}
avec

X

1
CeR et geF, (resp: ®(x)=f g(s,x,,x") ds),

(o}
alors ®|ge 271,

Montrons maintenant :

(314) { W2GI:G— 1,0'(C+)

-2
W € Ir*.
La premiére propriété se démontre par un raisonnement analogue a
celui développé pour w,.

Posons y, = wyyz,. Par restriction a X, de la deuxiéme équation
de (3.9), on obtient, aprés changement de coordonnées, en utilisant (3.11)
et (2.1):

(@, +hy)y,=r, avec rel2 !, hyel:
Yar = 0.

En intégrant, on obtient : v, € 272, d’ou (3.14).
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On pose maintenant : w' = w — w(x,,0,x"). Onnote y = w(x,,0,x").
On a: w = w[F,_;] et il nous faut montrer que w'e F,_,(C").
Montrons d’abord :

(3.15) wy € Fy_,(CH).
On vérifie que: Ly + f(x,0+vy) — f(x,0)e F,_,(C*), et donc les

équations vérifiées par w' sont du méme type que celles pour w, mais
avec reste dans F,_;. On obtient :

(3.16) Xowi + Ty(x,0")wy + howi + howye F,_(CH)
Xwy + Ty(x,0")W, + kwi + kowhe Fo_(CY)
avec (hy, hy, ki, k,) dans J>P + F (C™).

Nous aurons besoin du lemme suivant, dont la démonstration est
analogue a celle du lemme (5.5.6) de [4].

LEMME. — 34. — Soit A<—1, 0<p<—A—1, o—p<s<o<-—1,
o' —p<s'<o’'<—1.

Soit he JP? 4+ F,/(C*) et he J*(CY), o€ F,,/(C*).

Alors, on obtient :

1° ho e F; (C™) si ¢z, = 0,

2° hoe F,,(C*) si @ admet un prolongement dans Jy°(C) +
J$'(C) (donc a trace nulle sur X)),

3° hoeF,;«(C") si les 2 conditions précédentes sont vérifiées.

On en déduit, a partir de (3.16):

(61+k2)wlz = gzeFu,c—p(C+)’ avec kzeJD'D + FU(C+)
wyse Ig™2.

(3.17) {

L’intégration de” cette équation différentielle linéaire donne:
W€ Fylq6-p € Fo_p(CT), d’0u (3.15).

Montrons maintenant :

(3.18) wieF, o 1-,(C").

On peut également ramener 1’équation pour wj a:

(62+h1)w,1 = gl EFc,o—p(C+)
WIIEZ =0
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et heJ*? + F,,_,(C*), d’aprés (3.10) et (3.15). On en déduit (3.18)
par intégration. ’

On a donc obtenu :
W' = (w,hW’Z) avec WIIEFU,c—p—l(C+)a w'ZEFc—l,o—p(C+)'
Soit W’ un prolongement de w' dans C, avec WieF,, ,-.,

WyeF,_;4-,. On pose w'(x) = w'(x) — W' (0,x,,x"), dans C*.

On a w" = w'[F,_,] et w’ admet un prolongement dans C, dans
J$P 4+ JY¥37P, A traces nulles sur X, et X,. Il reste seulement & vérifier :

(3.19) w! e F,_,(C*).

Par le lemme 3.4, on obtient pour wy :
@, +hywi = g€ Fo_, 5(CT), avec h,e J?? + F (CY)
w'l’Izz =0.
On en déduit (3.19) par intégration.

On a donc vérifié que : w € F,_,(C™*) ce qui termine la démonstration
du théoré¢me 2.

4. Démonstration du théoréme 3.

On se place dans le méme systéme de coordonnées, avec le méme
systéme réduit que ceux explicités dans la démonstration du théoréme 2,
et les mémes conventions pour les notations.

Le demi espace Q devient: {x,<x;}, le demi quadrant
Q,: {x,>0,x,>0,x,<x;}, le quadrant Q,:{x,>0,x,<0}, et
Q. {x,<0,x,<0,x,<x,}.

La condition de Lopatinski uniforme (voir [2], par exemple) implique
b, # 0 dans la condition au bord. On suppose désormais que :

4.1 b, =1.

Pour démontrer le théoréme 3, on étudie séparément chacun des ouverts
Q,(i=1,2,3). On note v’ = uj,, pour i = 1,2,3.
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Premiére étape : Montrons que u' € J”?(Q)).

On note encore C le quadrant {x,>0,x,>0} et, pour se référer a
la démonstration du théoréme 2, C* au lieu de Q,. On commence par
montrer que la conormalité classique de u' par rapport 4 X, se propage
jusqu’au bord. Si ge X,\I" et p désigne le point d’intersection de I' et
de la bicaractéristique nulle sur X, issue de g, on montre, en reprenant
la démonstration du théoréme (4.5) de [4], le lemme :

LemMme 4.1. — Soit u'eJ"™(C*), n< —1, solution de
Lu' + f(x,u’) = 0. Si u' € I, (au voisinage de q), alors u' € J*°(C*)
au voisinage de p.

Pour prouver le lemme 4.1, on construit /Z(x) dans J*?(C)
(¢(x)~ Y Ow(x;,x")x¢ dans C)/

deD
L) + f(x,£) e Jy™*(C)
(42) f‘}:z = ull):z
¢ — u'e I;* au voisinage de ¢,

2
et on vérifie ensuite que (u'—7¢)e J4¥°(C*), Vo.

On construit maintenant, dans C, une solution v dans J>?(C)
(W~Z04 a0 (x")xix) de:

4.3) Lv + f(x,0) € E(C)
(44) {UD:, = Z\ZI
(4.5) (Bv—Bu'yselr™

ou Z(x) est la solution de (4.2) précédente.

On procéde comme dans la résolution de (3.5). L’équation (4.3)
donne encore (3.6).

Dans la récurrence, pour Re(d) + Re(d’) = Re(d,), (3.6) détermine
oha sid #0, cly sid#0, (44) détermine o}, (mais aussi o,
et on vérifie qu'il y a compatibilité avec la détermination précédente)
et enfin (4.5) détermine o}, grice a la condition b, # 0.

On pose maintenant: w = u' — v, et, comme pour le théoréme 2,
il faut vérifier que: w € E(C*). On montre, de méme, que : w € F,(C™)
pour 6 < — 1=wekF, ,(C*) avec 0 <p< —A—1 (ou A est tel
que: u', v, we MMCY), A< —1).
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On a encore (3.9) pour w, et

(4.6) wy + bywyse ™.
Comme dans la démonstration du théoréme 2, on obtient :
wy EFG,G'I(C+)9 WZEFG—I,U(C+)

(car we F, entraine: wgelf, ce qui suffit pour reprendre Ila
démonstration). Montrons maintenant: wge Iy 7.

On écrit w, = (uy—7¢,) + (£,—v,). Par le lemme 3.1,
(u%—fz)‘sefﬁ“" et en intégrant I’équation vérifiee par (v,—7,), a partir
de la condition initiale (4.4), on obtient, par application du lemme 3.1 :
(v,—=¢3)s€ T et donc wyse 277, puis wl;seffi“’ par (4.6).

On étudie maintenant les traces de w sur X,. On obtient :

o

W, 261?*1' par 3.13) et wyy el7TTP

P
comme dans (3.14) (avec ici wlmzef?’p, au lieu de wlmzef‘r’“ de
(3.10)).

On modifie maintenant w afin de se ramener a une distribution
ayant un prolongement dans C a traces nulles sur 2, et X,, afin de
pouvoir utiliser le lemme 3.4. On sait que: Vo' e R, 3R, € J4° (C) tel
que: (Rg) e = u' — ¢. Par conséquent, R, + (/—v) constitue un
prolongement de w dans J4° (C),J*?(C).

On prend o' =0 —2 et on pose: w' =w — w(x,,0,x") —
R, ,(0,x,,x") dans C™.

”

Alors w” convient, car: w” = w[F,_], w";_2 =0 et w” admet un
prolongement dans J;° + J75 %(C) (donc & trace nulle sur X,).
On vérifie ensuite que w” € F,_,(C*), par des raisonnements analogues

a ceux développés dans le théoréme 2, pour (3.15) et (3.19), ce qui
termine la démonstration de la premiére étape.

Deuxiéme étape : On montre que u® e J7P2(Q,) :

Dans le quadrant Q,, on a: Lu® + f(x,u®) = 0, u® e J“*(Q,), et
u® classique par rapport a X, en dehors de T'.

On en déduit, comme au lemme 4.1, que u®e J*°(Q,) et donc
ul el?
Iz, r:

Puisque u' € J??(Q,), on a: u}zzelﬁ’.
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Mais I’équation Lu + f(x,u) = 0 étant vérifiee au sens des distri-
butions dans tout Q, la forme réduite du systéme montre que: d,u,
(resp. : O,u,) doit étre une fonction, donc u, est continue a travers X,
(resp.: u, a travers X,).

On a donc: u‘fn:ze I2et le théoréme 5.5 de [4] donne : u® e J>P(Q,).

Troisiéme étape : Montrons que u® e J22(Q,).
De u? e J?P(Q,) et u, continue a travers X,, on déduit :
uim elp.
Dans Q,, on a:
L’ + f(x,u®) =0
uys, € IY
u + bujs = gelp.
Comme d’habitude, on construit d’abord v dans J??(C’) solution dans
€'y de: Lo+ f(x,0) ~0
Vgy = ui‘zl
Bvg — ge Ir=
ou C’ désigne le quadrant {x,<0,x,>0} contenant Q,, et ensuite

on vérifie que w=u®—ve EQ,), en montrant que :
we Fs(Q;) = we Fo_,(Q3).

Nous indiquons brievement les étapes pour ce dernier point, en
notant les modifications par rapport aux démonstrations précédentes.

On a toujours w, € F, 5_;, w,€ F;_, , (en intégrant ’équation pour
w, a partir de la condition initiale wyy =0) et wse g par le
lemme (3.3) et la condition au bord. Par restriction a3 ¥, de I'équation
pour w, et en intégrant avec la condition initiale w,r = 0, on obtient

o*‘GO
wys, €Ir®.

On pose w' = w — w(0,x,,x"). En intégrant I’équation différentielle
vérifiee par w; a partir de S, on obtient:

’ : ’
Wlch—p,c~1a puis erFc*l—p.cr

comme pour (3.18).
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Soit W) prolongeant w; dans F,_,,_,(C') et W} prolongeant w;
dans F,_,_,,(C’). On pose w’'(x) = w(x) — (W')(x,,0,x"). Alors
w” = wlF,_,], wr, =0, w" admet dans C' un prolongement dans
J2° + J$,P* (donc A trace nulle sur I,).

Par des raisonnements analogues a ceux exposés dans les démons-
trations précédentes, on vérifie que: w"e F,_,, ce qui termine la
démonstration de la troisiéme étape et du théoréme 3.
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